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CAPITULO 1

Un pouco de historia

A élxebra linear moderna ten a sia base na teoria dos espazos vectoriais ou, de forma mais
xeral, na teorfa de médulos sobre un anel. Ao redor do ano 1930 esta formulacién da dlxebra linear
unificou o suxeito e fixo del unha parte da dlxebra abstracta ou moderna. O estudo de sistemas
de ecuaciéns lineares e a investigacion dun calculo xeométrico intrinseco foron historicamente
as principais fontes do desenvolvemento da teoria da linearidade. A superaciéon da dimensién 3
en xeometria, a mediados do século XIX, asi como o desenvolvemento dialéctico entre a dlxebra
e a xeometria, despois da creacién da xeometria analitica, levaron & unificacién dos aspectos
lineares ao redor da nocién de determinante. Este cadro foi xeneralizado & dimensién infinita
enumerabel cos traballos de andlise funcional. A axiomatizacién realizada a finais do século
XIX, pero realmente utilizada despois de 1920, é un proceso mais longo que se inscribe nun
desenvolvemento xeral da matematica do século XX. Hoxe en dia a dlxebra linear é unha parte
esencial das ferramentas requiridas no estudo de moitas dreas nas ciencias do comportamento,
ciencias naturais, fisicas e sociais, en enxeneria, en economia, en ciencia dos computadores e desde
logo en matematicas puras e aplicadas. Neste capitulo preténdese analizar de forma resumida
tanto as orixes histéricas como o desenvolvemento desta disciplina da que podemos afirmar que
é 4 vez unha das ramas mais antigas e mais modernas da matematica.

Comezaremos esta seccion cun breve resumo sobre a historia da dlxebra, para pasar a
continuacién & historia propiamente dita da alxebra linear.

1.1. Evolucién histdérica da dlxebra

As operaciéns alxébricas méis simples (operaciéns aritméticas con enteiros positivos e con
ndmeros racionais positivos) pédense atopar nos textos matemdticos méis antigos. Isto indica
que as propiedades fundamentais desas operaciéns eran coniecidas desde épocas temperas polas
principais civilizaciéns como, por exemplo, a babilénica, a exipcia ou a grega. Os primeiros docu-
mentos que se conservan sobre a matematica exipcia e babilonica demodstrannos que estas antigas
civilizaciéns xa posufan un sistema de regras de célculo para os naturais, os racionais positivos,
as lonxitudes e as areas. A pesar de que a informacién que nos chegou se refire exclusivamente
a problemas con datos numéricos concretos, non existen grandes diibidas sobre o cardcter xeral
das regras empregadas e o dominio alcanzado no manexo das ecuaciéns de primeiro e segundo
grao. Doutra banda, nestes tempos remotos, non se atopa a menor preocupacién por xustificar
as regras empregadas e, tampouco, de dar unha definicién precisa das operaciéns que aparecen.

E na matemadtica grega da época clasica cando empeza a manifestarse de forma clara unha
preocupacién pola precisién e o rigor en canto s definicidéns e as técnicas empregadas. A pe-
sar de non aparecer ainda un tratamento axiomdatico dos enteiros naturais (tratamento que
non aparecers ata finais do século XIX), hai numerosas pasaxes dos Elementos de Euclides de
Alexandria (365-275 a.C.) nos que se inclien demostraciéns formais de regras de célculo tan
evidentes intuitivamente como as de célculo con enteiros. As demostraciéns méis relevantes son
as que se refiren & teoria das magnitudes, a creacién méis importante da matematica grega equi-
valente 4 nosa teoria de niimeros naturais positivos. Naquela, por exemplo, Euclides considera o
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4 CaPITULO 1: UN POUCO DE HISTORIA

produto de dias razons de magnitudes e demostra que é independente da forma en que apare-
zan estas razéns (primeiro exemplo de cociente dunha lei de composicién por unha relacién de
equivalencia) e que é conmutativa.

Con todo, non se debe ocultar que este camifnio a prol do rigor vai acompanado nos traballos
de Euclides de Alexandria dun certo estancamento e, ds veces, dun retroceso na técnica de
calculo alxébrico. O predominio avasalador da xeometria deu lugar a unha paralise no crecemento
auténomo das notaciéns alxébricas xa que os elementos que aparecen nos calculos debianse
representar sempre de forma xeométrica. Ademais, doutra banda, as leis de composicién que
intervenen non estdn definidas sobre o mesmo conxunto (a suma de magnitudes non esté sempre
definida, e o produto de lonxitudes non é unha lonxitude senén unha drea); todo isto xerou
unha serie de dificultades que fixeron moi problematico o manexo de relaciéns alxébricas de
grao superior a dous.

Xa no declinar da matemética grega, a Aritmética de Diofanto de Alexandria (século III d.
C. [200/204-284/298]) é un dos textos que maior influencia tivo no desenvolvemento das ideas
alxébricas e dos seus simbolos. A Aritmética estd dedicada case exclusivamente & resoluciéon
exacta de ecuacions, agora ben, non é un texto de alxebra, senén unha colecciéon de problemas
sobre aplicacions da dlxebra. De feito a concepcién axiomatica das leis de composicién parece
tan afastada da mente deste matemadtico como da dos seus continuadores inmediatos. Desde este
punto de vista, Diofanto de Alexandria parécese mais aos seus colegas alxebristas babilénicos,
coa condicion de que os seus nimeros son completamente abstractos e non se refiren a medidas
de gran, dimensiéns de campos ou unidades monetarias, como era o caso da dlxebra exipcia ou
mesopotamica.

Ainda que Diofanto é tratado nalgiins lugares como pai da dlxebra, o termo dlxebra derivouse
do titulo do traballo mdis importante do matematico drabe M. Al-Khuwérizmi (780-850). No
Al-jabr al-mugabala M. Al-Khuwérizmi describe métodos xerais para resolver problemas que se
poden reducir a ecuaciéns alxébricas de primeiro e de segundo grao.

A pesar de que algins problemas alxébricos foron expostos e resoltos desde os babilonios, o
desenvolvemento da alxebra ata finais da Idade Media foi lento debido sobre todo & ausencia de
notaciéns adecuadas e ao concepto restrinxido de nimero que se manexaba. A introducién do
cero e dos ntiimeros negativos por parte dos matematicos indios, asi como a creacién dos ntiimeros
imaxinarios por parte dos alxebristas italianos do século XVI supuxeron avances fundamentais.

Se deixamos o cero & marxe, introducido como simbolo de numeracién antes de ser consi-
derado como numero, o caracter comin destas extensiéns é o de ser, na sta orixe, puramente
formais. Isto débese entender de forma de que os novos ntimeros apareceron como o resultado
de operaciéns realizadas en condiciéns nas cales non terfan sentido (por exemplo, a diferenza
a — b cando a < b): de al a denominacién de niimeros falsos, ficticios, imaxinarios, etc. Para os
matematicos gregos da época clasica este tipo de extensions eran dificiles de concibir e, como
é natural, s6 podian proceder de mentes mais dispostas a depositar unha confianza case mistica
nos seus métodos e, doutra banda, coa confianza de deixarse levar polo mecanismo dos seus
céalculos sen pararse a comprobar o licito de cada paso. Esta confianza quedaba xustificada e
reafirmada posteriormente pola obtencién de resultados exactos. Por exemplo, en canto a isto
altimo, os indios xa eran conscientes da interpretacion que debe darse aos ntmeros negativos
nalgins casos (por exemplo, unha débeda nun problema comercial). Parte destes avances xa
quedan patentes na obra de Aryabhata (476-550) onde o sistema de notacién posicional, visto
por primeira vez no Manuscrito Bakhshali do século 111, estaba claramente contido sendo o cero
un marcador de posicién para as potencias de dez con coeficientes nulos.

Nos séculos seguintes, na medida en que os drabes difunden os métodos da matematica grega
e india, comeza a familiaridade con estes niimeros e empézanse a dar novas interpretaciéons deles.
Isto é, xunto coa mellora continuada das notaciéns empregadas, o tinico progreso notdabel da
alxebra na Idade Media onde merece especial mencién o matemaético italiano, educado no norte
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de Africa, Leonardo de Pisa Fibonacci (1170-1240) quen pasou & posteridade pola publicacién,
en 1202, do seu soado Liber Abacci onde entre outras cousas introduciu a numeracién hindd-
4drabe. Esta obra non foi superada ata varios séculos despois e xunto co Liber quadratorum,
escrito en 1225, foron fonte de inspiraciéon matemética ata a actualidade.

Coa chegada de F. Viete (1540-1603) e R. Descartes (1596-1650) a dlxebra recibe un novo
impulso, sendo o principal acontecemento alxébrico da primeira metade do século XVI a resolu-
cién das ecuacions cibica e cudrtica. Estes matematicos proporcionan notaciéns moi parecidas
4s que actualmente estdn vixentes tanto para os datos e as incégnitas que figuran nas ecuacions,
como para as operacions alxébricas e os exponentes (os indices non son case utilizados ata G.
W. Leibniz (1646-1716) e I. Newton (1642-1727)).

Durante este século publicaronse libros de aritmética e de alxebra en distintos paises de
Europa. Asi en Alemana, a dlxebra tomou o nome de Die Coss, é dicir a cousa, nome que en
Italia designaba & incégnita. A primeira obra publicada en alemén vulgar, en 1525, débese a J. C.
Rudolff (1499-1545). Ali aparece, por primeira vez, o simbolo |/ para indicar a rafz cadrada. O
signo = aparece por primeira vez en The Whetstone of Witte (O aguzador do enxerio) publicado
en 1557 por R. Recorde (1510-1558), que é o primeiro tratado inglés de dlxebra, onde o autor
afirma que elixiu ese simbolo porque dias cousas non poden ser mais iguais que duas rectas
paralelas. Con R. Bombelli (1530-1573), a alxebra italiana alcanza a sia cima méis alta. O
autor de L’algebra, parte maggiore dell’aritmetica, divisa in tre libri, en 1572, foi o primeiro
matematico, e inico durante moito tempo, que tivo a audacia de aceptar a existencia dos niimeros
imaxinarios, achegando asi una certa claridade ao enigma do caso irredutibel das ecuaciéns de
terceiro grao, operando coas raices cadradas das magnitudes negativas aplicandolles as regras
elaboradas para o cédlculo das raices dos ntiimeros positivos.

Antes de F. Viete, os coeficientes das ecuaciéns eran nimeros dados explicitamente, sendo
un dos maiores méritos deste matematico, o utilizar nas cuestiéns alxébricas cantidades calquera
e, por tanto, a introducién do uso sistemdtico das letras. Ao inglés T. Harriot (1560-1621), a
quen se debe a importante innovacién no simbolismo de indicar as potencias mediante factores
repetidos, tamén se lle debe a introduciéon dos simbolos maior e menor, utilizando nalgunha
ocasién o punto como simbolo de multiplicacién, ainda que como tal, o punto non se difundiu
ata o século XVIII grazas & obra de G. W. Leibniz. O simbolo x para a multiplicacién débese a
W. Oughtred (1574-1660), quen achegou entre propios e non propios 150 signos matematicos.

A dlxebra renacentista enriqueceu prodixiosamente os cofiecementos alxébricos, elaborou
unha notacién moi compacta e nada incémoda, pero foi incapaz de elevarse ata a nocién abstracta
de operacion alxébrica e tomar esta como centro das suas reflexiéns.

Nos séculos XVII e XVIII a alxebra entendeuse como a ciencia dos calculos que involucra-
ban simbolos alxébricos (transformaciéns de férmulas consistentes en letras, solucién de ecua-
ci6ns alxébricas) distinguindose da aritmética que quedaba relegada aos cdlculos con nimeros
concretos. Un dos tratados mdis importantes desta época titulado Algebra débese a L. Euler
(1707-1783). A influencia desta obra na determinacién da problemédtica cientifica da dlxebra
e na estrutura do curso de édlxebra nas universidades foi moi grande. O cardcter monografico
deste libro e os obxectivos que expunia permitian xulgar o estado da alxebra na segunda metade
do século XVIII. Constaba de dias partes: na primeira, tratdbase fundamentalmente de xene-
ralizar as regras de resolucion de problemas aritméticos e de desenvolver o aparello simbdlico
da alxebra. Asi, na primeira seccién, acldranse as operaciéns sobre niimeros e monomios, sobre
radicais e niimeros complexos e introdicense os logaritmos. Ademais danse regras de extraccién
de raices dos nimeros e as expresiéns alxébricas (polinomiais). A segunda parte estaba dedica-
da aos métodos de resolucién de ecuaciéns alxébricas dos primeiros catro graos e & sia teorfa
xeneral. Tamén, tratanse os métodos de calculo aproximado das raices das ecuaciéns alxébricas.
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As letras e, m, i, cos significados actuais, débense tamén a L. Euler, que se relacionan cos
enteiros 0 e 1, mediante a igualdade
e +1=0,

na que figuran os cinco nimeros e as mais importantes operaciéns das matematicas.

L. Euler
(Emanuel Handmann/Wikimedia Commons)

Un dos campos fundamentais de investigacién dentro da &lxebra durante os séculos an-
teriormente citados, e que se estendera ao século XIX, foi o estudo dos polinomios e as sias
raices. Historicamente, o problema orixinario consistiu no célculo de raices de polinomios nunha
incognita, isto é, expresions da forma

anz™ 4 an_12" ' + - + ag.

Nun principio o propésito foi o de atopar férmulas que expresasen as raices dos polinomios
en funcion dos seus coeficientes. Nestas féormulas podian intervir a adicién, a multiplicacién, a
subtraccién, a divisién e a extraccién de raices (solucién por radicais). A pesar de que a solucién
para os casos de grao un e dous eran comniecidos desde os tempos mais temperans, non é ata
a chegada do século XVI cando se conseguen logros substanciais. Estes importantes avances
son debidos a mateméticos italianos como G. Cardano (1501-1576), que atopou unha férmula
para a ecuacién de terceiro grao, ou como L. Ferrari (1522-1565) que conseguiu un método de
solucién para as ecuacions de cuarto grao. A partir de aqui fixéronse grandes esforzos para atopar
férmulas similares para resolver ecuaciéns de graos maiores. En conexién con isto, a utilizacién
dos ntimeros complexos marca un fito no posterior desenvolvemento da alxebra.

GN5659676L6

ZEHN DEUTSCHE MARK

C. F. Gauss
(Deutsche Bundesbank/Wikimedia Commons)

Os numeros imaxinarios apareceron, como xa o citamos, no século XVI con motivo da
resolucién das ecuaciéns de terceiro grao e o seu estudo foi avanzando baixo a presion das
necesidades da anglise matemdtica. O primeiro que elaborou (ao parecer, en interese da practica
xeodésica e cartografica) un procedemento de interpretacion xeométrica dos nimeros complexos
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como puntos do plano foi o agrimensor danés K. Wessel (1745-1818) en 1797. Con todo, o seu
traballo resultou inadvertido, as{ como unha interpretacién andloga de J. R. Argand (1768-1812)
en 1806. Na segunda década do século XIX, C. F. Gauss (1777-1855) e A. L. Cauchy (1789-
1857) introduciron e fundamentaron as operaciéns cos nimeros de forma a+bi (o simbolo i para
designar a v/—1 foi introducido por L. Euler en 1777 e C. F. Gauss foi o primeiro que sistematizou
0 seu uso), a nocién de médulo, a de norma e a de conxugado dun ntimero complexo. Isto trouxo
consigo a sua consolidacién e por extensién a sua entrada dentro do mundo da édlxebra.

En 1629, A. Girard (1590-1633) afirmou que toda ecuacién alxébrica de grao n postie n
raices. Este enunciado foi recollido de modo cada vez méis preciso por R. Descartes en 1637, I.
Newton en 1685 e L. Euler en 1742. Ainda que a demostracién do chamado Teorema Fundamental
da Alzebra foi acometida, entre outros, por J. D’Alambert (1717-1783) en 1746 e L. Euler en
1751. A primeira demostracién rigorosa débese a C. F. Gauss o cal presentou posteriormente
outras. O feito de que toda ecuacién alxébrica posta polo menos unha raiz, real ou imaxinaria,
achase na base das demostraciéns de C. F. Gauss.

Doutra banda, en 1707 viu a luz a Arithmetica universalis de I. Newton. Nesta obra atépanse
métodos diversos para determinar un limite superior das raices reais dunha ecuacién alxébrica,
asi como unha regra para determinar o limite inferior do ntimero das raices imaxinarias e o
limite superior das raices positivas e negativas. I. Newton tamén prestou interese ao importante
problema da determinacién das raices dunha ecuacién f(z) = 0. O seu procedemento, utilizado
desde 1685 na Algebra de J. Wallis (1616-1703), foi lixeiramente modificado en 1690 por J.
Raphson (1648-1715) e recollido ulteriormente por J. L. de Lagrange (1736-1813) e por J-B. J.
Fourier (1768-1830).

J-B. J. Fourier dedicou boa parte da sta actividade cientifica ao estudo de ecuacions e
os seus resultados apareceron publicados en 1831 nun traballo poéstumo titulado Analyse de
equations determiées. Neste tratado, entre outras cuestiéns de aritmética e dlxebra, perfecciénase
o método de Newton para aproximar raices reais e introdicese un método de separacion de raices
reais aproximado, chamado de Budan-Fourier, pois o médico francés F. D. Budan (1761-1840) o
enunciara sen demostracion en 1807, época na cal J-B. J. Fourier xa o ensinaba aos seus alumnos
na Politécnica.

Cando apareceu o libro de J-B. J. Fourier o problema da separacién das raices reais estaba
resolto grazas ao teorema de J. Ch. F. Sturm (1803-1885), publicado en 1829 pero demostrado
en 1835, onde se precisa o niimero exacto de raices reais comprendidas entre dous limites dados.
Este tltimo manifesta que o seu descubrimento é resultado das investigaciéns de J-B. J. Fourier
sobre o tema. No caso das raices complexas, A. L. Cauchy anunciou en 1831 un teorema sobre
o nimero de raices reais ou complexas comprendidas no interior dun contorno pechado.

A pesar de todos estes avances o problema fundamental da dlxebra continuaba sendo o
exposto pola resolucion de ecuaciéns de grao superior ao cuarto. O estudo deste problema foi
abordado por P. Ruffini (1765-1822) e N. H. Abel (1802-1829) quen en 1824 estableceu que
as ecuacions de grao maior ou igual que cinco non se poden resolver en xeral por radicais.
Outro dos resultados fundamentais desta época débese a E. Galois (1811-1832), cuxas ideas
non se coneceron ata catorce anos despois da sida temperd morte cando J. Liouville (1809—
1882) os publicou. O problema estudado por E. Galois foi o de determinar cando unha ecuacién
polinémica é resolibel por radicais. Inspirado pola demostraciéon de N. H. Abel da insolubilidade
das ecuaciéns de grao maior ou igual que cinco, descubriu que unha ecuacién alxébrica podese
resolver por radicais se, e s se, 0 seu grupo, ¢ dicir, o grupo simétrico do conxunto das sias
raices, é resolibel . A obra de E. Galois non é s6 importante por facer do concepto abstracto de
grupo o centro da teoria de ecuaciéns, senén por conducir, a través dos descubrimentos doutros
mateméticos dese século como J. W. R. Dedekind (1831-1916), L. Kronecker (1823-1891) e E.
Kummer (1810-1893), ao que poderiamos chamar o enfoque aritmético da dlxebra.
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Estes estudos de ecuaciéns nunha variabel foron acompanados dos de ecuaciéns en varias
variabeis, en particular sistemas de ecuacions lineares. Disto resultou a introducién dos con-
ceptos de matriz e de determinante. As matrices deron lugar co paso do tempo a unha teoria
independente, a alxebra de matrices, e o seu radio de aplicacién foi estendido méis alé do campo
dos sistemas de ecuacions lineares.

Tamén é importante salientar que a finais do século pasado, por influencia das ideas de F.
Klein (1849-1925) e pola obra de C. D. T. Runge (1856-1927), creouse unha rama da matemaética
con métodos e caracteres propios, que tomou o nome de célculo numérico (con este nome a
Grande Encicopledia das Ciencias Mateméticas de Leipzig dedicalle no seu primeiro tomo de
1898-1904 un artigo de case cento cincuenta péxinas) e de matemdtica da aproximacién, o
nome sen dubida mais adecuado, pois diso se trata. Partindo do suposto de que en moitas
aplicaciéns préacticas da matematica, o obxectivo final é un resultado numérico e que este por
esencia é aproximado na maior parte dos casos, ten sentido un corpo de doutrina e un campo
propio de investigaciéns que tende a crear e estudar os métodos numéricos, graficos e mecanicos
que permiten obter eses resultados dunha forma aproximada.

A partir de mediados do século XIX, os estudos alxébricos movéronse gradualmente desde
a teoria de ecuacidéns ao ambito mais xeral das operacions alxébricas. Como vimos, os primeiros
intentos dun estudo axiomaético de operaciéns alxébricas datan da época de Euclides coa sta
teorfa das relaciéns; agora ben, non é ata finais do século XIX cando se conseguen avances
significativos. Os progresos decisivos vineron da man dunha anélise intensiva do concepto de
nimero e sobre todo da aparicién de operaciéns aritméticas entre obxectos totalmente distintos
aos numeros. Os primeiros exemplos podémolos atopar na composicién de formas cuadraticas
binarias de C. F. Gauss e na multiplicacién de permutaciéns debida a P. Ruffini e A. L. Cauchy.
Desde ese momento desenvilvense os estudos sobre os niimeros complexos, aparece a alxebra da
léxica de G. Boole (1815-1864), a dlxebra exterior de H. Grassmann (1809-1877), os cuaterniéns
(cuaternios) de W. R. Hamilton (1805-1865) e a alxebra matricial de A. Cayley (1821-1895).
Ademais é nesta época cando M. C. Jordan (1838-1922) publica o seu maior tratado sobre
grupos de permutaciéns e E. H. Moore (1862-1932) e L. E. Dickson (1874-1954) a sia teoria
de corpos finitos. Tamén nestes anos aparece o concepto de alxebra de Lie, introducido por
M. S. Lie (1842-1899) e descuberto de forma independente por W. Killing (1847-1923). Doutra
banda, en 1878, G. F. Frobenius (1849-1918) demostrou que os cuaterniéns son a tinica extensién
asociativa posibel dos niimeros complexos con divisién. Este matemético tamén comprobou que
os cuaterniéns son a unica extension non conmutativa posibel dos niimeros reais con divisién.

Estes estudos prepararon o camino de transicién da alxebra do século XIX cara a un estado
moderno de desenvolvemento, o cal estd caracterizado pola combinacion de ideas, antes dispersas,
nunha base axiomdtica comin e pola considerabel extensiéon dos seus campos de aplicacion. A
moderna visién da dlxebra, e da teoria xeral de operacidns alxébricas, cristalizou na primeira
metade do século vinte baixo a influencia de D. Hilbert (1862-1943), E. Steinitz (1871-1928), E.
Artin (1893-1962), E. Noether (1882-1935), J. H. M. Wedderburn (1882-1948) e foi plenamente
establecida coa aparicién do libro de B. L. van der Waerden (1903-1996) Modern algebra en
1930.

O principal obxecto de interese para a alxebra moderna son os conxuntos e as operaciéns
alxébricas definidas neles. Estes conxuntos dotados de operacions, coniecidos de forma xenérica co
nome de alxebras, foron aparecendo co desenvolvemento das matemaéticas e as sias aplicacions.
Un dos tipos mais importantes de tales dlxebras, e por tanto dos que foi estudado dunha manei-
ra mais profunda, son os grupos. Un grupo é unha alxebra cunha operacién binaria asociativa,
un elemento unidade e onde todo elemento ten inverso. O concepto de grupo foi, historicamen-
te, o primeiro exemplo de dlxebra e de feito serviu, en moitos aspectos, como modelo para a
construcién da éalxebra e das matematicas durante o século XIX.
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Os aneis e os corpos son outros tipos importantes de alxebras pero a diferenza dos grupos
en vez dunha operacion binaria débense considerar duas. Estas operaciéns son comunmente
chamadas adicién e multiplicaciéon. Un anel é un grupo abeliano para a operacién de adicién
que cumpre unhas leis distributivas da multiplicacién con respecto & adicién. Orixinalmente
sé se estudaron os aneis con multiplicaciéon asociativa e de feito o requirimento de que esta
operacion sexa asociativa en moitos casos pasou a ser parte da definicién de anel. O estudo dos
aneis non asociativos é tamén nos nosos dias unha rama de gran importancia dentro da dlxebra.
Doutra banda, un corpo é un anel asociativo onde o conxunto dos elementos distintos de cero
é grupo multiplicativo. Os corpos numéricos estaban implicitamente incluidos nos primeiros
estudos sobre ecuacions alxébricas. Asi mesmo, os aneis e corpos conmutativos son obxectos
fundamentais dentro da dlxebra conmutativa e da xeometria alxébrica.

Outro tipo importante de alxebra con dias operaciéns binarias é un reticulo. Exemplos
tipicos de reticulos son as partes dun conxunto coas operaciéns de interseccion e de unién ou o
conxunto dos enteiros positivos tomando como operaciéns o minimo comtn miiltiplo e 0 méximo
comun divisor. Tamén é importante resaltar que unha alxebra de Boole é un tipo especial de
reticulo, de feito, é un reticulo distributivo e complementario.

Os espazos vectoriais e os médulos poden ser tratados como alxebras cunha operacién bina-
ria (adicién), con respecto 4 cal son grupos conmutativos, e cunha operacién de multiplicacién
por escalares que pertencen a un corpo no caso dos espazos vectoriais e a un anel no caso dos
médulos. Unha parte importante da dlxebra, que trataremos con méis detemento na seguinte
seccion, octipase do estudo dos espazos lineares, dos médulos, das stas transformacions lineares,
asi como dos problemas relacionados con eles. Esta parte da alxebra recibe o nome de dlxebra
linear e, como veremos, ten un dos seus puntos de orixe na teoria de ecuaciéns lineares e ao longo
do tempo deu lugar, entre outras ramas de interese, & teorfa de matrices ou a xeneralizacions
como a alxebra multilinear.

Os estudos iniciais sobre a teorfa xeral de dlxebras arbitrarias (esta teorfa foi denominada
alxebra universal e é unha das orixes da teorfa de categorias) datan dos anos trinta e foron
levados a cabo por G. Birkhoff (1884-1944). Ao mesmo tempo A. I. Maltsev (1909-1967) e
A. Tarski (1901-1983) sentaron as bases da teoria de modelos, i.e., conxuntos cunhas relaciéns
determinadas entre eles. A unién da teoria de alxebras universais e da teoria de modelos deu
lugar a unha nova disciplina intermedia entre a alxebra e a léxica matematica, chamada a teoria
de sistemas alxébricos.

Un grande nimero de disciplinas intermedias entre a dlxebra e outros campos das matemati-
cas foron creadas pola introducion de estruturas compatibeis coas operacions alxébricas definidas
nunha dlxebra. Como exemplos de tales casos podemos citar a alxebra topoléxica (incluindo a
teorfa de grupos topoléxicos e grupos de Lie), a teorfa de aneis normados, a dlxebra diferencial,
etc. A dlxebra homoldxica, que se orixina grazas as influencias entre a alxebra e a topoloxia,
aparece nos anos cincuenta como unha disciplina totalmente definida e é un dos xermolos da
teorfa de categorias.

O rol da alxebra na matemadtica moderna é extremadamente importante e como conse-
cuencia existe unha tendencia bastante forte cara a unha alxebrizacién das matematicas. Neste
sentido paga a pena sinalar que un camino habitual para estudar obxectos matematicos pasa po-
la construcion de sistemas alxébricos que os modelicen, como ocorre, por exemplo, en topoloxia
ao asignar de forma candnica a cada espazo topoléxico unhas series infinitas de homoloxia de
grupos que permiten avaliar dunha forma moi precisa as propiedades dos espazos. De feito, os
maiores descubrimentos en topoloxia foron alcanzados utilizando a alxebra como ferramenta. O
poderoso aparello de calculo formal alxébrico foi empregado tamén en campos tan dispares das
matematicas como a teoria de nimeros, a andlise funcional, a teorfa de ecuaciéns diferenciais,
en xeometria (por exemplo, en teorfa de invariantes, xeometria proxectiva, dlxebra tensorial,
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etc...), en fisica (a teorfa de representacién de grupos finitos e dlxebras de Hopf é fundamen-
tal na mecdnica cuédntica, os grupos discretos xogan un importante lugar na cristalografia), en
cibernética (teorfa de autématas), en economia (desigualdades lineares) e noutras disciplinas.

1.2. Ecuaciéns lineares

A Aalxebra linear naceu para satisfacer as necesidades dos calculadores practicos. De feito, a
regra de tres e a regra de falsa posicién enunciadas de forma méis ou menos confusal, desempefian
un importante papel en todos os manuais de aritmética préctica, desde o Papiro Rhind dos
exipcios (foi comprado en 1858 polo anticuario escocés H. Rhind e desde 1865 atGpase depositado
no British Museum) ata os das nosas escolas primarias, pasando por Aryabhata, os arabes,
Fibonacci e a grande cantidade de tratados de calculo elaborados durante a Idade Media e o
Renacemento.

Na matematica grega antiga, tal como aparece recollido nos Elementos de Euclides, podemos
reconecer dias teorfas abstractas de cardcter linear: a das magnitudes e a dos enteiros. Nos
babilonios, atopamos métodos moito mais préoximos a nosa dlxebra elemental; sabian resolver
sistemas de ecuaciéns de primeiro grao.

O mais importante libro chinés da antigiiidade, o chamado Chiu Chang Suan Su, datado
a mediados do século segundo antes de Cristo, trata no seu capitulo oitavo da resolucién de
sistemas de ecuacions lineares e a sia xeneralizacion a sistemas con maior nimero de incognitas
segundo se expén na regra fan-chen?, sendo no proceso de transformacién da matriz do sistema
onde os matematicos chineses introduciron os nimeros negativos.

Durante moito tempo, con todo, os progresos tiveron lugar no ambito do célculo alxébrico;
en efecto, para reducir un sistema linear a unha ecuacién do tipo axz = b é suficiente conecer as
regras, xa enunciadas por Diofanto, para pasar os termos dun lado a outro e combinar os termos
semellantes; e se se trata de varias incognitas, basta ademais saber eliminalas sucesivamente ata
que quede s6 unha. Tamén os tratados de dlxebra ata o século XVIII danse por satisfeitos, no
referente ao primeiro grao, unha vez que expuxeron estas regras.

GADB CR {ER

G. Cramer
(Biblioteca de Xenebra/Wikimedia Commons)

O primeiro exemplo de calculo explicito da solucién dun sistema de ecuacions lineares con
n incdgnitas, onde os coeficientes son indeterminados, foi realizado por C. Maclaurin (1698-
1746) en 1748 para n = 2 e para n = 3. Dous anos maéis tarde, aparecen dous traballos que
van xogar un papel fundamental no desenvolvemento do concepto de espazo vectorial e, por
extension, no da teoria da linearidade. O primeiro é o famoso tratado Introduction a [’analyse
des courbes algébriques de G. Cramer (1704-1752), no cal se sentan as bases para a teoria de

1O procedemento de falsa posicién seguido polos exipcios, para resolver ecuaciéns do tipo z + az = b ou do
tipo 4+ ax+bx = ¢, consistia no seguinte: daban en primeiro lugar como solucién un nimero ao azar, comparaban
o resultado co resultado que figuraba no enunciado do problema, axustaban a solucién que lles daba coa correcta
mediante unha proporcién e finalmente obtifian a solucién correcta.

2Esta regra é en esencia o método de eliminacién gaussiana dos nosos dfas.
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determinantes®. O segundo titilase Sur unha contradiction apparente dans a doctrine deas lignes
courbes e foi escrito por L. Euler. Neste tltimo traballo o autor analiza o paradoxo de G. Cramer,
xa identificado anteriormente por C. MacLaurin, para curvas alxébricas, sendo un dos primeiros
en tratar a cuestion de dependencia de ecuaciéns lineares. Cando L. Euler estuda o caso n = 4
pédense reconecer argumentos nos cales se utiliza unha intuicién empirica da nocién de rango.

A partir do traballo de G. Cramer a teoria de determinantes converteuse nun dos campos
mais florecentes da actividade matemética, sendo despois de 1770 cando nos traballos de A. T.
Vandermonde (1735-1796) e P. S. Laplace (1749-1827) aparece a idea de definir os determinantes
de orde n por recorrencia sobre n (desenvolvemento por filas ou por columnas), asi como as stias
primeiras propiedades xerais: o ser funciéns multilineares alternadas de filas e de columnas, e
a invariabilidade do determinante con respecto & transposicion Doutra banda, nunha memoria
presentada na Academia de Paris en 1764, e dunha maneira méis detallada no seu tratado
titulado Théorie générale des équations algébriques, de 1779, E. Bézout (1730-1783) deu un
sistema de regras para resolver sistemas de ecuaciéns de n ecuaciéns lineares con n incognitas.

E. Bézout
(Wikimedia Commons)

A pesar de todo este desenvolvemento, as cuestions referentes 4 indeterminacions e sistemas
inconsistentes de ecuacions lineares foron descoidadas, xa que s6 é posibel tratalas desde un
achegamento baseado nas nociéns de dependencia e rango. O concepto de rango, cuxo proceso
de formacién podemos situalo entre 1840 e 1879, é un invariante que determina o tamano do
conxunto de soluciéns dun sistema de ecuaciéns lineares (minimo nimero de xeradores/méximo
niimero de soluciéns independentes) e por dualidade o nimero de relaciéns de dependencia entre
as ecuaciéns (minimo nimero de ecuaciéns describindo o sistema de soluciéns/maximo nimero
de ecuaciéns independentes).

Para crear o concepto de rango os matematicos tiveron que vencer variados obstaculos e
cambiar o seu punto de vista sobre certas nociéns. As orixes do concepto de rango estan moi
ligados ao de determinante e mais concretamente ao de menor, de feito, na primeira metade do
século XIX, era ben conecido o método de solucion de sistemas de ecuacions lineares consistente
en illar a parte correspondente a un menor distinto de cero e de orde maximal para utilizar
despois a regra de Cramer coas outras incégnitas como parametros nos segundos membros.

En 1861 H. J. S. Smith (1826-1883) publicou un traballo titulado On systems of linear
indeterminates no que demostraba que a orde dun menor maximal distinto de cero estaba rela-
cionado co nimero maximal de soluciéns independentes. Isto non foi unha grande axuda para
describir mellor o conxunto de solucions, pero a sua importancia radica en que a aproximacion
aos sistemas de ecuaciéns lineares faise por primeira vez desde un punto de vista tedrico e non
s6 co interese de atopar caminos para resolvelos.

3E AL L. Cauchy quen en 1815 introduce o nome de determinante ademais de probar completamente as stias
propiedades fundamentais.
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E cos traballos de G. L. Frobenius cando o estudo da independencia de ecuacidns se libera da
utilizacién dos determinantes. G. L. Frobenius tivo a idea orixinal de definir a independencia de
ecuacions e n-uplas sen o uso de determinantes e introduciu a nocién de sistema asociado. Dado
un sistema de n ecuacions lineares e p incégnitas, cun menor maximal distinto de cero de orde r,
demostrou que se poden atopar un nimero maximo de p — r soluciéns independentes. Dado un
destes conxuntos de soluciéns (unha base), construfu un sistema asociado co mesmo conxunto de
soluciéns do sistema inicial. O seu método utiliza resultados técnicos da teoria de determinantes,
pero moitos dos seus logros poden ser expresados sen o uso destes. Nunha publicaciéon do ano
1879, Uber homogene totale differentialgleichungen, é onde finalmente introduce o termo rango e
noutra de 1905, Zur theorie der linearen gleichungen, da unha completa relacién dos resultados
referentes ao estudo tedrico dos sistemas de ecuacions lineares.

G. L. Frobenius
(Universidade de Hamburgo/Wikimedia Commons)

Outros resultados interesantes e complementarios foron os establecidos por A. Capelli (1855—
1910) entre 1886 e 1891. Este matemético italiano probou que un sistema de rango r é equivalente
a un sistema triangular de  ecuaciéns e entén deduciu que o rango por filas dunha matriz é igual
ao rango por columnas. Tamén se debe a matematicos da escola italiana o resultado que garante
que un sistema de ecuaciéns é consistente se o rango da matriz formada polos coeficientes é o
mesmo que o rango da matriz ampliada pola columna dos segundos membros.

O cotiecido como Teorema de Rouché-Frobenius enunciouse nesta época e é un dos grandes
fitos da historia da dlxebra linear xa que permite calcular o niimero de soluciéns dun sistema de
ecuacions lineares en funcion do rango da matriz de coeficientes e do rango da matriz ampliada.
E. Rouché (1832-1910) foi un matemdtico francés, conecido, sobre todo, por este teorema e
polo seu teorema sobre funciéns holomorfas publicado en 1862. O Teorema de Rouché-Frobenius
apareceu, primeiro, nun artigo de ddas paxinas en 1875 Sur a discussion deas equations du
premier degré e despois, en 1890, foi publicada unha versién madis completa no Journal de
I’Ecole Polytechnique. Posteriormente G. Fontené (1848-1923) e outros reclamaron a autorfa da
demostracién. E por isto que o teorema se conece como Teorema de Rouché-Fontené (isto iltimo
en Francia) ou como Teorema de Kronecker-Capelli.

Por tanto, podemos concluir que o estudo dos sistemas de ecuaciéns lineares e dos determi-
nantes foi o contexto no cal apareceron por primeira vez conceptos como dependencia, rango,
dualidade, que mais adiante xogaran un papel fundamental na moderna teoria dos espazos vec-
toriais.

Entre 1750 e os comezos do século XX, os determinantes foron omnipresentes en todos os
problemas de tipo linear (excepto nalgtins traballos relacionados coa xeometria que trataremos
madis adiante). Este feito ten unha influencia na natureza dos conceptos xa que, ainda que a
nocién de rango aparece asociada & de dimensién na moderna teoria axiomédtica dos espazos



1.3. VECTORES E XEOMETRIA 13

vectoriais, non debemos esquecer que adquiriu o seu sentido durante case dous séculos nos que
tivo aos determinantes como soporte.

1.3. Vectores e xeometria

A relacién entre a teoria de espazos vectoriais e a xeometria parece non xerar dibidas
para moitas persoas por varios feitos como, por exemplo, o uso da representaciéon xeométrica
para ilustrar ideas vectoriais. A vella representacién xeométrica da suma de vectores, chamada
paralelogramo de velocidades, non foi suficiente para a creacién do concepto de segmento dirixido
ou vector!. Na antigiiidade a linearidade en xeometria referiuse 4 lina recta, que é unha das
figuras bésicas. Pero, seguindo con este tipo de argumentacion, tamén é claro que o circulo
é bésico.

O método analitico introducido independentemente por R. Descartes no seu Géométrie
(1637) e por P. de Fermat (1601-1665) en Ad locos planos et solidos isagoge (1643) organizou
a xeometria dun xeito diferente seguindo novos criterios e ideas. As rectas corresponderanse
coas ecuacions de primeiro grao e ocuparan o primeiro nivel. As ecuaciéns de segundo grao
representaran as cénicas. O cambio de coordenadas, til para a andlise de invariantes de curvas,
deu lugar a un marco para o estudo das transformaciéns lineares. Por tanto, co uso dos métodos
analiticos en xeometria, a linearidade converteuse no punto de partida en moitos problemas
relevantes dentro da matemética da época °.

En 1679, nunha carta a C. Huygens (1629-1695), G. W. Leibniz critica o método analitico e
tenta, de forma infrutuosa, crear unha andlise xeométrica intrinseca. G. W. Leibniz consideraba
que era dificil o estudo de propiedades xeométricas utilizando calculos alxébricos, xa que segundo
el os nimeros non expresaban conceptos como situacion, angulo ou direccién. Esta corrente
critica tivo moitos simpatizantes, de feito, ata comezos do século XIX, a investigacion orientada
a conseguir unha andlise xeométrica intrinseca foi un campo no que traballaron numerosos
matematicos. Agora ben, as criticas de G. W. Leibniz acharon unha resposta na representacién
xeométrica dos niimeros complexos. Esta resposta pode definirse como indirecta, xa que o estudo
da representacién xeométrica dos niimeros complexos estivo fundamentalmente motivada polo
intento de lexitimar o seu uso ante aqueles que os consideraban inadecuados para a realidade
matematica. O estudo da representaciéon xeométrica dos niimeros complexos foi iniciado por J.
Wallis® en 1693 e continuada ao longo do tempo por diversos matematicos como K. Wessel en
1799, J. R. Argand en 1806 e C. V. Mourey (1791-1830) en 1828. Con todo s6 cos traballos de
C. F. Gauss, aproximadamente en 1831, e os de A. L. Cauchy en 1848, estas teorfas alcanzan o
seu grao de madurez e a aceptacién pola comunidade matematica. Os nimeros complexos deron
lugar a un modelo para a andlise da xeometria bidimensional. Nalgins dos traballos citados
anteriormente (especialmente os de Wessel) tentouse xeneralizar estas ideas 4 dimensién tres,
pero sempre se topou coa dificultade do problema da multiplicacién.

Durante o mesmo periodo de tempo, A. F. Mébius (1790-1868) e G. Bellavitis (1803-1880),
deron a comniecer dous modelos de andlise xeométrica, validos tanto para a dimensién tres como
para a dimensién dous, que sentaron as bases para a xeometria vectorial.

A. F. Mobius foi un dos primeiros en falar da nocién de segmento orientado. En 1818, no
primeiro capitulo do seu Barycentrische calcul, foron concibidos os principios do mesmo, desig-
nando o segmento unindo os puntos A e B por AB e establecendo a suma de segmentos colineares
de forma que se chega & conclusiéon de que AB = —BA. Desde un punto de vista méis moderno,
podese afirmar que a teorfa de A. F. Mobius é unha dlxebra de puntos e non unha estrutura

40 nome de vector foi establecido por W. R. Hamilton en 1845, quen o utiliza para distinguir o que el chama
a parte vector da parte escalar dun cuaternion.

5Por exemplo o traballo de G. Cramer Introduction ¢ lanalyse des courbes algébriques citado na seccién
anterior.

SEste autor foi incapaz de ilustrar a multiplicacién de niimeros complexos.
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alxébrica con todos os seus detalles. Con todo, as stias aplicaciéns son convincentes, numerosas e
tiveron unha grande influencia en traballos de matematicos posteriores. Baste citar por exemplo
que serviu de inspiracién para que K. G. C. Von Staudt (1798-1867) inventase as coordenadas
proxectivas. Finalmente, en 1862 A. F. Mobius escribiu Uber geometrische addition und mul-
tiplication. Neste traballo, publicado en 1867, definiu a suma de segmentos non colineares, a
multiplicacién por un nimero de segmentos e dous tipos de produtos entre segmentos.

Grazas aos seus traballos, A. F. Mdbius gozou do reconecemento de matematicos da sta
época como C. F. Gauss, A. L. Cauchy, H. Grassmann, C. G. K. Jacobi (1804-1851) e P. E.
G. Dirichlet (1805-1859). A sta contribucién fundamental consistiu na creacién dun método
préctico e eficiente para resolver problemas xeométricos que s6 ten o defecto de estar baseado na
percepcion intuitiva do espazo, o que dalgunha forma invalida a siia xeneralizacién a un concepto
mais amplo de espazo de vectores.

A. F. Mobius
(Adolf Neumann/Wikimedia Commons)

G. Bellavitis pode ser considerado o primeiro matemaético en definir, en 1833, a suma de
vectores no espazo no seu Calcolo delle equipollence. A sta representacion foi orixinal por dous
aspectos: 0s obxectos cos que traballa son puramente entidades xeométricas (non como os niime-
ros complexos) e a primeira parte do seu cdlculo pode ser aplicado en xeometria espacial. Con
todo, G. Bellavitis, como moitos outros, fallou ao tratar de xeneralizar o produto de vectores no
espazo. Esta xeneralizacién foi unha das principais contribuciéns de W. R. Hamilton.

W. R. Hamilton (Wikimedia Commons)
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O matematico irlandés W. R. Hamilton levaba moito tempo interesado na xeneralizacién
4 dimension tres da representacion xeométrica dos nimeros complexos, cando finalmente des-
cubriu os cuaterniéns en 1843. Como os seus predecesores, e dunha forma natural, considerou
ternas para as cales definiu unha suma e un produto que cumprian unhas propiedades equiva-
lentes s modernas de corpo. Despois de varios intentos, todos eles errados, W. R. Hamilton,
ao darse conta, no famoso paseo pola ponte de Brongham, de que a multiplicacién de dous vec-
tores en dimensién dous estaba baseada nas stas lonxitudes e no dngulo que forman, cambiou
o seu punto de partida e tivo en conta estes factores, o que lle permitiu construir o corpo dos
cuaternions. En 1848 W. R. Hamilton conseguiu por fin publicar os seus descubrimentos. Os
cuaternions H = R @ Hy, onde Hy = Ri + Rj + Rk é o subespazo dos cuaterniéns imaxinarios
puros, son nimeros alxébricos que tenien representacion xeométrica no espazo. A multiplicacion,
que non é conmutativa, representa ao mesmo tempo o produto escalar e o produto vectorial
mediante a férmula

U-v=—-uev-+uxuv,

onde u,v € Hy e o, x denotan respectivamente o produto escalar e vectorial en R3.

O cambio introducido na alxebra polos cuaternions tivo unha forte influencia na emerxente
dlxebra linear. De feito, a posibilidade de dar unha interpretaciéon xeométrica de resultados
alxébricos supuxo un camino de enriquecemento para esta, xa que lle deu un fondo intuitivo
e unha maior consistencia. O uso de termos xeométricos na teoria xeral de espazos vectoriais
é unha proba das fondas relaciéns que existen entre a xeometria e a alxebra linear.

1.4. Alxebra e xeometria

Os intentos descritos nas secciéns anteriores para crear unha andlise xeométrica intrinseca
poden ser vistos tanto como un desexo de liberar 4 xeometria dunha invasién externa por
parte da aritmética como a vontade de introducir algins aspectos da &dlxebra na xeometria.
En calquera caso, é claro que despois do descubrimento do método analitico chegaron novos
tempos e marcouse unha nova relacién entre a alxebra e a xeometria. O uso do método analitico
en xeometria deu lugar 4 creacién de moitas das ferramentas da alxebra de matrices grazas
ao estudo das substituciéns lineares (transformaciéns lineares nunha linguaxe mais moderna).
Moitos dos problemas de xeometria analitica conducen & utilizacion de cambios de coordenadas
e, por tanto, ao transformaciéns lineares. E maéis, as transformaciéns lineares aparecen noutros
campos como a aritmética ou a solucién de sistemas de ecuaciéns diferenciais.

En 1770 L. Euler, no seu traballo Problema algebricum ob affectiones prorsus singulares
memorabile, trata cuestiéns que poden ser interpretadas en termos de transformaciéns lineares
ortogonais. Entre 1773 e 1775 J. L. Lagrange tamén analiza o efecto de transformacions de tipo
linear en formas cuadréticas de dias variabeis a raiz do estudo das propiedades dos nimeros
que son suma de cadrados. Sobre 1798, C. F. Gauss na obra Disquisitiones arithmeticae trata
a mesma cuestién en dias e tres varidbeis. E de resaltar que este tltimo autor introduce unha
notacion similar a unha matriz para caracterizar unha transformacion linear e establece a férmula
para a composicién de duas transformaciéns lineares.

De todos os xeitos o concepto de matriz non aparece claramente separado do concepto de
determinante ata mediados do século XIX. En 1853, W. R. Hamilton introdiiceo méis claramente
nos seus Lectures on quaternions tendo a partir deste punto un rapido desenvolvemento. Desde
esta perspectiva, a escola inglesa, cuxas mais representativas figuras do momento son A. Cayley
e J. J. Sylvester (1814-1897), é un dos centros mais activos nesta materia. E de resaltar tamén
que se poden atopar ideas similares en Alemana. De feito, un dos primeiros intentos de dar
unha lista sistemdtica das propiedades das matrices é debido a G. M. Eisenstein (1823-1852).
Nos traballos deste autor resdltase a non conmutatividade do produto de matrices utilizandose
tamén unha tnica letra para referirse a unha matriz e para describir as operaciéns entre elas.
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O estudo das operaciéns entre matrices (cadradas ou rectangulares) ten como fundamental
punto de partida a publicacién en 1858 do famoso traballo de A. Cayley Memoir on the theory of
matrices, no cal o autor reuniu, de forma detallada e organizada, todos os resultados descubertos
nas duas décadas precedentes.

A mediados o século XIX prodiicese outro dos feitos importantes para o desenvolvemento
da teorfa da linearidade. Tamén obra de A. Cayley, consistiu en dar os primeiros pasos para a
superacién do espazo de tres dimensions. No seu traballo Sur quelques résultats de géométrie de
position, publicado en 1846, demostra como se poden obter resultados na xeometria tridimen-
sional utilizando un espazo de mais de tres dimensiéns.

A. Cayley
(Herbert Beraud/Wikimedia Commons)

Doutra banda, o desenvolvemento das mateméticas no século XIX facilita e xustifica o uso
de espazos de mais de tres dimensiéns. Neste sentido, dous tipos de eventos son fundamentais.
En primeiro lugar as discusiéns para fundamentar a xeometria, xa que o descubrimento da
xeometria non euclidiana e o desenvolvemento da xeometria proxectiva modificaron o campo
tradicional da investigacién xeométrica. En segundo lugar, o descubrimento dos cuaternions por
W. R. Hamilton acabou co principio de formas equivalentes de G. Peacock (1791-1858), o cal
establecia que a alxebra debe de ter s6 as leis aritméticas como fundamento. Isto abriu o camino
para realizar descubrimentos de novos tipos de operaciéns alxébricas, dando como resultado que
nos nosos dias o desenvolvemento desta rama das mateméticas é independente da aritmética.

Na segunda metade do século XIX a dlxebra linear ainda non existia como un campo uni-
ficado, pero a xeometria de n dimensions estaba desenvolvida tomando como bases a xeometria
analitica e a teoria de determinantes e matrices. De feito, o estudo das formas cuadraticas, ini-
ciado por J. L. Lagrange e C. F. Gauss, converteuse nun dos eidos da actividade de numerosos
investigadores.

1.5. A orixe da axiomatizaciéon da alxebra linear

En 1844, H. Grassmann publicou a primeira versién da sta Lineale ausdehnunslhre (literal-
mente teoria linear da extension). Este traballo foi un dos mais brillantes e interesantes do seu
tempo e ainda en tempos recentes foi a fonte de inspiracién para teorfas como a dlxebra exterior
de E. Cartan (1869-1951) ou o célculo exterior de G. C. Rota (1932-1999).

A teoria de H. Grassmann contén as bases para unificar a teoria da linearidade e introduce
con grande orixinalidade e xeneralidade conceptos tales como dependencia, base e dimensién.
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Ademais, entre outros resultados, podemos atopar o teorema de cambio e unha elegante demos-
tracion dunha férmula, conecida como Fdrmula de Grassmann na sia honra, que, utilizando
unha linguaxe actual, liga a dimension da suma e a interseccién de subespazos do xeito seguinte:

dim(U + W) = dim(U) 4 dim(W) — dim(U N W).

En moitos puntos a teorfa de H. Grassmann adiantouse ao seu tempo dun xeito singular.
Cada un dos seus resultados correspéndese a conceptos e teorias modernas, contribuindo 4 crea-
cién de moitas delas. Para a teorfa de espazos vectoriais as ideas deste matematico prusiano
xogaron un papel fundamental no camino da sia axiomatizacion, de feito a primeira definicién
préxima 4 de espazo vectorial debida a G. Peano (1858-1932) estd inspirada na lectura dos
traballos de H. Grassmann.

En 1888, G. Peano publicou unha versién condensada das stias lecturas sobre os traballos de
H. Grassmann titulada Calcolo geometrico. Neste tratado introduce a definicién de sistema linear,
que é a primeira definicién axiomatica de espazo vectorial realmente proxima a que conecemos
nos nosos dias. Ainda que os axiomas de G. Peano son moi similares s propiedades fundamentais
enunciadas por H. Grassmann, a principal contribucion deste matematico italiano é enunciar as
propiedades dunha operacién para definir unha estrutura, mentres que H. Grassmann tenas que
deducir da definicién das operaciéns nas coordenadas.

H. Grassmann
(Wikimedia Commons)

Despois de G. Peano, xa no século XX, son de destacar as contribuciéns de C. C. H. Weyl
(1885-1955) e J. W. R. Dedekind. A pesar de que nos traballos destes ltimos xa atopamos un
achegamento moi xeral s estruturas lineares”, é con E. Steinitz (1871-1928) cando se d4 un
paso decisivo no estudo e axiomatizacién das estruturas lineares.

En 1910, E. Steinitz publicou Algebraische theorie der kérper, que marcou un fito relevante
na historia da dlxebra linear moderna ademais de ser unha referencia fundamental durante case
un cuarto de século. Neste traballo, E. Steinitz introduce unha definicién precisa de dependencia
linear sobre un corpo K, e define unha extension finita de orde n da seguinte maneira:

Sexa K un subcorpo de L. Dise que L € finito de orde n con respecto a K, se existen n
elementos de L linearmente independentes sobre K, mentres que calquera outro sistema
de mdis de n elementos de L € linearmente dependente sobre K.

Esta definicién é idéntica & dada por G. Peano para o nimero de dimensiéns dun espazo
linear. Ainda que na obra de E. Steinitz non atopamos referencias explicitas aos traballos de
J. W. R. Dedekind, é importante resaltar que existe unha proximidade moi grande entre o
pensamento de ambos cientificos.

"No caso de J. W. R. Dedekind este prodiicese a partir do estudo das extensiéns de corpos.
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E. Steinitz probou tamén resultados que traducidos ao contexto linear dan o teorema sobre
a posibilidade de completar un sistema independente a unha base, a invariabilidade do niimero
de elementos nas bases dun espazo linear e propiedades da dimensién dun subespazo dun espazo
linear de dimensién finita.

1.6. Ecuaciéns diferenciais e andlise funcional

E ben cofiecido que as ecuaciéns diferenciais foron un importante punto de interese no mundo
das matemadticas desde o século XVIII. De feito, o seu estudo deu lugar & andlise funcional nos
comezos do século XX. E mais, o estudo das ecuaciéns diferenciais lineares xogou un importante
papel na teorizaciéon da nocién de linearidade xa que aportou contextos méais amplos de dimensién
non finita nos que esta apareceu dun xeito natural.

A mediados do século XVIII, J. L. D’Alembert, J. L. Lagrange e L. Euler xa coflecfan
que a solucién xeral dun sistema linear de ecuaciéns diferenciais homoxéneas de orde n pddese
expresar como combinacion linear dun conxunto de n soluciéns fundamentais. Por suposto,
isto non se expresaba nestes termos modernos e tampouco se tina unha demostracién rigorosa.
De feito, a solucién era considerada como series de potencias na contorna de cada punto, e
as suas derivadas obtinanse derivando cada termo das series. Entén, sumando termo a termo
obtense unha ecuacion linear recorrente que determina os coeficientes das series como funciéns
das n primeiras. Nese mesmo tempo, tamén era conecido que a solucion xeral dunha ecuacién
diferencial podiase obter como a suma dunha solucién particular e a solucién xeral da ecuacién
homoxénea. En 1777, J. L. Lagrange presentou o método de variacion de constantes para atopar
soluciéns particulares de ecuaciéns diferenciais, ainda que non é ata a chegada de A. L. Cauchy,
cando todas estas nociéns quedan claras e, ao mesmo tempo, obténense demostracions rigorosas.

O desenvolvemento do estudo das ecuaciéns diferenciais e as ecuaciéns diferenciais en deri-
vadas parciais expuxo sofisticadas e complexas cuestiéns relacionadas coa linearidade. De feito,
algtins dos conceptos esenciais da alxebra linear naceron de problemas deste tipo. Xa en 1770,
J. L. Lagrange introduce un método chamado do operador adxunto no que se pode reconecer a
nocién de dualidade. Asi mesmo, o concepto de valor propio ou autovalor aparece co desenvol-
vemento dos sistemas de ecuaciéns diferenciais homoxéneas con coeficientes constantes.

En 1762, J. L. Lagrange, examinando os pequenos movementos dun sistema de n parametros
nas proximidades da posicién de equilibrio, chega a un sistema de ecuaciéns diferenciais da forma:

n
1 .
mjzg ajpr 1 <j<n
k=1

onde os aji son constantes. Entén seguindo o sistema dado por L. Euler para as ecuaciéns
escalares de orde calquera, unha solucién da forma z;(t) = y;e”’, onde os y; son constantes a
determinar e p un nimero complexo, conduce ao sistema linear

n

Pyi= apys 1<j<n
k=1

onde, como vemos, p?> debe de ser, utilizando a terminoloxia moderna, un autovalor da matriz
(a;i). En 1774, atépase un sistema andlogo, na teorfa das desigualdades seculares dos planctas
e P. S. Laplace, en 1784, estuda tamén este tipo de cuestions. Nestes problemas, as partes
imaxinarias dos expofientes p aparecen como as frecuencias dos fenémenos estudados. Ainda que
a idea xeral de valor propio dun operador non aparecerd en analise ata a chegada da teoria de
Sturm-Liouville, D. Bernoulli (1700-1782) xa a inttie cando chega & ecuacién da corda vibrante,
como un paso finito a partir do movemento dun nimero finito de masas repartidas pola corda
en intervalos equidistantes.
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Doutra banda, na década dos anos trinta do século pasado, matematicos da escola soviética
desenvolveron con éxito a teorfa de funcidéns de matrices, sendo os primeiros en aplicala & in-
vestigacion de sistemas de ecuacions diferenciais lineares. Os seus resultados atépanse entre as
realizaciéns mais brillantes dos ultimos cincuenta anos. Dentro da teoria de funciéns de matri-
ces, unha das propiedades importantes é a que garante que toda matriz cadrada satisfai a stia
ecuacién caracteristica. Este resultado tivo a sta orixe no estudo dos cuaterniéns e conécese
como o Teorema de Cayley-Hamilton.

J-B. J. Fourier, para resolver ecuaciéns diferenciais empregando series de potencias, foi un
dos pioneiros en estudar sistemas lineares infinitos na sua obra Théorie analytique da chaleur
publicada en 1822. Un dos primeiros textos en presentar resultados consistentes sobre o tema foi
publicado en 1886 e débese a H. Poincaré (1854-1912). Despois do traballo de H. Poincaré, moitos
mateméticos como D. Hilbert, F. Riesz (1880-1956), J. Hadamard (1865-1963) e R. M. Fréchet
(1878-1973) estudaron sistemas infinitos de ecuaciéns lineares. De todos os xeitos os métodos
de aproximacion a estes problemas eran excesivamente técnicos e dificiles de manipular. Por
exemplo, en 1909 O. Toeplitz (1881-1940) probou certos teoremas sen o uso de determinantes,
pero cun sofisticado método de eliminacién, para obter sistemas triangulares equivalentes. Por
este motivo, produciuse un gradual cambio de orientacién ata chegar aos espazos vectoriais de
funcions. Un dos pasos méis decisivos neste sentido foi dado por F. Riesz, nun traballo publicado
en 1916. Neste traballo dase a definicién de norma dun subespazo vectorial pechado de funciéns.
En 1921, E. Helly (1884-1943) considera un espazo vectorial xeral normado marcando un novo
avance no camino cara a axiomatizacién da analise funcional. Finalmente, a etapa decisiva neste
proceso é obra de S. Banach (1892-1945) e H. Hahn (1879-1934). A estrutura bésica utilizada por
S. Banach recibe ainda hoxe o nome de Espazo de Banach (isto é, un espazo vectorial normado
completo). En 1932 S. Banach publicou a obra Théorie des opérateurs linéaires onde aparecen
gran parte dos teoremas fundamentais da analise funcional e da dlxebra linear de dimensién
infinita. Este tratado tivo unha enorme popularidade e abriu unha nova era nestes dous campos
das matematicas.

1.7. Mddulos e alxebras sobre un corpo

O termo mdédulo asi como o de ideal, ainda que non co seu significado moderno, aparecen
por primeira vez nun traballo de J. W. R. Dedekind publicado en 1871 sobre a teorfa alxébrica
de ntimeros. Coa palabra médulo J. W. R. Dedekind designou aos subconxuntos de niimeros
complexos pechados para a adicién e a subtraccion®.

Nos traballos deste autor, atépanse tamén os primeiros intentos de relacién entre as formas
lineares e a teoria de nimeros. De feito, J. W. R. Dedekind centrou a stia atencién nos corpos {2
de enteiros alxébricos que tenien unha base, isto é, tales que consisten en todas as combinaciéns
lineares de n elementos independentes con coeficientes racionais. Como vemos, desde o punto de
vista moderno, €2 non é mais que un espazo vectorial de dimensién n sobre os racionais. A nocién
de moédulo finitamente xerado tamén foi introducida por J. W. R. Dedekind para referirse s
combinacions lineares dun niimero finito de elementos alxébricos con coeficientes enteiros, ou o
que é o mesmo, na terminoloxia dos nosos dias, un Z-moédulo finitamente xerado. E de resaltar
que na obra de J. W. R. Dedekind aparece un concepto restrinxido de anel, chamado Ordnung,
consistente nun médulo contendo ao elemento neutro e pechado para a multiplicacién.

As contribuciéns de J. W. R. Dedekind non s6 se restrinxiron & teorfa alxébrica de niimeros.
En 1882, publicou un artigo con H. Weber (1842-1913) onde se utilizaban conceptos similares
aos anteriormente citados no contexto de funciéns alxébricas de varidbel complexa co obxecto
de sentar unhas bases sélidas para a teoria de Riemann. Neste traballo, J. W. R. Dedekind

8J. W. R. Dedekind utilizou a notacién a = b(Mod M) para designar que a—b € M, inspirado pola empregada
por C. F. Gauss na obra Disquisisitiones arithmeticae para representar a congruencia en Z, a = b(mod m). De
al é de onde provén o termo mdédulo.
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e H. Weber estenden o temperdan concepto de médulo. Un médulo de funciéns é para eles
un subconxunto pechado para a adicién, a subtraccion e para a multiplicacién por calquera
polinomio complexo (hoxe en dia falariamos dun médulo sobre o anel dos polinomios C[z]).

Unha década despois, no contexto da teorfa de Galois, H. Weber unificou as nociéns de
corpo existentes, (por exemplo, corpo de nimeros alxébricos, corpo de funciéns alxébricas, corpo
finito) introducindo o concepto abstracto e moderno de corpo. Este concepto, en contraste cos
corpos utilizados por J. W. R. Dedekind, non tifia sempre caracteristica cero. En 1910, os corpos
abstractos de H. Weber foron analizados en profundidade por E. Steinitz, quen, como sabemos,
no curso do seu traballo utilizou a idea de independencia linear. De feito, E. Steinitz comezou
chamando a un elemento z transcendente sobre un corpo F si 1, z, a2,... eran linearmente
independentes sobre F; en caso contrario, o elemento era chamado alxébrico sobre F.

Mentres tanto, a nocién de moédulo de Dedekind foi utilizada por D. Hilbert en 1897 nun
traballo sobre a teorfa de nimeros alxébricos para a Deutsche Mathematiker- Verinigung. Neste
traballo, utilizou o termo Zahlring ou Ring para denotar os Ordnung de J. W. R. Dedekind.
Nestas estruturas, D. Hilbert puxo a énfase no paralelismo creado pola clausura: un corpo de
nimeros alxébricos F era pechado para a adicién, subtraccién, multiplicacion e division; un anel
era un conxunto de enteiros alxébricos de F pechado para a adicion, subtraccién e multiplicacién
e un médulo era un conxunto pechado para a adicién e subtraccién. Un ideal era algo intermedio,
pechado para a adicién, subtraccién e para a multiplicaciéon por escalares de F.

En 1914, A. A. H. Fraenkel (1891-1965), estimulado polas ideas de D. Hilbert, asi como
polos sistemas de niimeros hipercomplexos e os aneis de matrices, definiu un concepto abstracto
de anel moi préximo ao que conecemos hoxe en dia, de feito sé difire deste en que ten condiciéns
especiais que concirnen aos divisores de cero. A. A. H. Fraenkel, demostrou como os aneis non
s6 xogan un papel importante na teoria de niimeros senén que tamén o tefien noutros campos
das matematicas.

Os modernos conceptos de anel, ideal e médulo sobre un anel aparecen por primeira vez nun
traballo publicado por E. Noether en 1921 e titulado Idealtheorie in ring-bereichen. A definicién
orixinal de médulo dada por esta autora consideraba un par (3,7'), onde ¥ era un anel e T era
o0 que néds cofiecemos hoxe en dia por un X-mdédulo. Un médulo en (2, 7T) quedaba definido como
un subconxunto de T pechado para a subtraccién asi como para a multiplicacién pola esquerda
para escalares de . Mais adiante, nos traballos publicados despois dos anos vinte, E. Noether
puxo mdis a énfase na teoria de ideais que na de mddulos, desenvolvendo a teoria de aneis
non conmutativos e ademais reformulou a definicién de dlxebra sobre un corpo incorporando os
conceptos de anel e de médulo.

A nocién de dlxebra sobre un corpo ten as sias orixes nas alxebras lineares asociativas
ou sistemas de ntimeros hipercomplexos utilizados por W. R. Hamilton e Ch. S. Peirce (1839-
1914). Esta nocién contemporanea difire das mdis antigas en varios aspectos. Durante o século
XIX, tales alxebras eran consideradas sobre os reais ou os complexos, no canto de sobre un
corpo arbitrario, e sempre se traballaba en espazos de dimensién finita. A nocién moderna foi
establecida en termos de espazos vectoriais e aneis. Méis especificamente, A é unha dlxebra sobre
un corpo F se A é un espazo vectorial sobre F e un anel con unidade onde a adicién de vectores
e a multiplicaciéon por escalares coincide coas correspondentes operacions do anel.

L. E. Dickson (1874-1939), en 1903, foi o primeiro en propofier un concepto de dlxebra
sobre un corpo arbitrario, ainda que sempre dentro do caso de dimensién finita, que modificado
serfa estendido & dimension infinita por J. H. M. Wedderburn en 1924. L. E. Dickson deu ao
longo da sta vida varias definiciéons de alxebras sobre un corpo, ainda que a mais préxima
4 que conecemos actualmente aparece nun libro que publicou en 1923. Unha &lxebra A sobre un
corpo F era definida como un sistema con dias operaciéns sobre A, adicién e multiplicacién, e
unha terceira operacién de F sobre A; isto é, a multiplicacién por escalares. A multiplicacién, a
adicion e a multiplicacién por escalares suponianse asociativas e as duas ultimas conmutativas.
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A multiplicacién por escalares debia ser ademais distributiva con respecto & adicién de A e F.
O requisito final é que A debia de ser finita. E de resaltar que nesta definicién, ainda que non
existe mencién algunha dos conceptos de anel, médulo e vector, a multiplicacién de matrices
xoga un importante papel.

E. Noether
(Wikimedia Commons)

A definicién actual de dlxebra sobre un corpo débese a E. Noether e aparece nun traballo
desta autora publicado en 1929. Neste traballo, establécense as relaciéns entre a teoria de grupos
e a teoria de modulos sobre un anel, sendo tamén importante por mor de que nel faise mencién
a unhas conexidns atopadas por B. L. Van der Waerden (1903-1996) entre as transformaciéns
lineares de médulos e as matrices. De feito para B. L. Van der Waerden unha transformacion
linear é un homomorfismo de dous médulos de formas lineares, unha matriz é unha expresion (a
representacién) dese homomorfismo unha vez feita unha eleccién de bases. Esta é a conexién mo-
derna esencial entre as nociéns de transformacién linear, matriz e médulo (ou espazo vectorial).
Dous anos despois B. L. Van der Waerden publicaria un libro onde expuxo todas estas relaciéns
a un publico mais amplo sendo este o comezo do que coniecemos como alxebra moderna.

1.8. A &alxebra moderna

Como vimos J. W. R. Dedekind deu as primeiras definiciéns de tipo axiomético de anel,
ideal, corpo e mddulo. H. Weber, na stia obra Lehrbuch der algebra, publicada en 1894, deu a
primeira definicién axiomética de grupo. No primeiros trinta anos do século XX, atopamos varios
matematicos, especialmente en Alemana, que coas stas investigacions sobre teoria de grupos e
extensions de corpos sentarian as bases do que hoxe conecemos como alxebra linear.

En 1930, B. L. Van der Waerden publicou o primeiro volume da primeira ediciéon da sia
obra Moderne algebra; o volume segundo foi publicado ao ano seguinte. Nesta primeira edicién,
a dlxebra linear aparece centrada fundamentalmente sobre a estrutura de mddulo, ainda que
os primeiros conceptos e resultados tales como combinacions lineares, dependencia, bases e di-
mensién son, de feito, establecidos nun capitulo previo sobre extensions de corpos. Este autor
define os mddulos como grupos abelianos aditivos cun dominio de operadores, que forman un
anel, satisfacendo determinados axiomas. Para un anel R con unidade, os médulos, cumprindo
que lz = =z, para todo x, son chamados unitarios. Os médulos unitarios finitamente xerados
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tenen unha importancia especial, denominandose como mdédulos de formas lineares sobre o anel
R. Deméstrase tamén que en tales modulos os elementos poden ser tomados como n-uplas, que
seran chamados vectores.

Ainda que o termo dlxebra linear xa fora utilizado por H. Weyl, é no libro xa mencionado
de B. L. Van der Waerden onde aparece asociado por primeira vez coa teoria de médulos sobre
un anel e os seus homomorfismos, isto é, as transformaciéns lineares entre eles. Neste contexto,
as matrices aparecen como representacions de tales homomorfismos cando se fixan unhas bases
determinadas.

B. L. Van der Waerden
(ETH Ziirich/Wikimedia Commons)

En ediciéns posteriores, o lugar ocupado pola alxebra linear e os espazos vectoriais pasa
a ser central. O estudo dos sistemas de ecuaciéns lineares é presentado como unha aplicacién
da teoria de espazos vectoriais e o papel dos determinantes queda considerabelmente reducido.
Rapidamente, esta forma de entender a alxebra linear cambiou a forma de achegamento a moitos
problemas xa que a teoria axiomatica permitiu unificar os campos de dimension finita e infinita.

G. D. Birkhoff S. Mac Lane
(Wikimedia Commons) (Konrad Jacobs/Wikimedia Commons)



1.8. A ALXEBRA MODERNA 23

En 1941, G. D. Birkhoff e S. Mac Lane (1909-2005) publicaron Survey of modern algebra,
e no ano 1942, aparece o libro de P. R. Halmos (1916-2006) titulado Finite-dimensional spaces.
Asi mesmo, en 1947, en Francia, o colectivo N. Bourbaki publicou o segundo capitulo do libro II
dos seus Eléments de mathématique baixo o titulo de Algébre linéaire. Estes tres libros tiveron
unha influencia longa e notabel na teoria axiomatica dos espazos vectoriais asi como no seu uso

e no seu ensino. E a partir de aqui, cando podemos afirmar que a dlxebra linear alcanza a sia
maioria de idade.






CAPITULO 2
Preliminares. Ntuimeros reais e complexos

2.1. Propiedades basicas dos ntimeros reais

O obxectivo deste capitulo é lembrar as propiedades béasicas dos conxuntos de nitmeros
que utilizaremos ao longo desta obra. Por tanto, centraremos a nosa atencién no conxunto dos
nimeros reais, que denotaremos por R, e no conxunto dos niimeros complexos que denotaremos
por C. Tamén manexaremos outros conxuntos numéricos como os nimeros naturais

N={1,2,3,...},
0s nuimeros enteiros
7 ={0,£1,+2,43,... }
e 0s numeros racionais
@:{g | p.a €Z, ¢ #0}.
Para os anteriores conxuntos de niimeros temos os seguintes contidos.
NCZCQCRCcCC

Os contidos previos son estritos xa que, por exemplo, o nimero —3 é enteiro e non é natural.

7

O ntmero 5 é racional pero non é enteiro, o nimero v/2 é un nimero real que non se pode

representar como cociente de dous ntimeros enteiros e, finalmente, a unidade imaxinaria 7 é un
nimero complexo que non é real xa que cumpre que
2= —1.
Todo niimero real admite unha representaciéon decimal. Se o ntiimero é racional, o decimal
correspondente é peridédico; por exemplo,

1 — 2 — 157

- =050, -=0,6,

2 3 495
onde a lina sobre os niimeros indica que a secuencia de dixitos se repite sucesivamente. Doutra
banda, se a representacion decimal non é peridédica o nimero chamase irracional e o conxunto
destes niimeros denotarase por I. Por exemplo

V2 = 1,414213562373095 ... ,

™ = 3,141592653589793 ...,

son nimeros irracionais. Daquela, os nimeros reais son a unién dos nimeros racionais e os
irracionais:

= 0,317, % = 1,285714

R=QUIL
Para cada par de nimeros reais a e b existe un tinico nimero real chamado suma de a e b,

denotado por a + b, e un tinico ntimero real chamado produto de a e b, denotado por a - b, tales
que se cumpren as seguintes propiedades:

1) a+b=b+aca-b=b-a,VabeR.

2)a+(b+c)=(a+b)+cea-(b-c)=(a-b)-¢,Va,bceckR.

3)a-(b+c)=a-b+a-c,VabceR.

4) Existen dous ntimeros reais 0 e 1 tales que 0+a=ael-a=a, Ya€eR.

25
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5) Para todo ntimero real a existe un ndmero real —a, chamado o oposto de a, tal que
a+(—a)=0

6) Para todo niimero real non nulo a existe un niimero real a1, chamado o inverso de a, tal
quea-a~t=1.

A primeira das propiedades indica que a suma e o produto son operaciéns conmutativas, a
segunda propiedade afirma que suma e produto son asociativas e a terceira expresa o caracter
distributivo do produto respecto da suma. Na cuarta propiedade temos que o nimero 0 é o
elemento neutro da suma e que o nimero 1 o é do produto. Finalmente, a quinta e a sexta
propiedades indican que todo nimero ten oposto para a suma e que todo ntimero real non nulo
ten inverso para o produto. Este inverso tamén denétase por

No que segue, por comodidade, representaremos o produto de dous ntimeros reais a e b
como ab. Das propiedades anteriores dedicese de forma facil que 0 e 1 son Unicos e que para
todo a real non nulo —a e ™! tamén son tinicos. Obviamente —0 = 0.

Un conxunto con dias operacions satisfacendo as propiedades anteriores chdmase corpo.
Por tanto, os niimeros reais son un corpo. Os nimeros racionais tamén o son se utilizamos como
operacions a suma e o produto de nimeros racionais. Os niimeros enteiros non o son xa que,
por exemplo, o niimero 2 non ten inverso para o produto de niimeros enteiros.

Os numeros reais podense representar mediante puntos nunha recta. Nela elixese un punto
arbitrario O, que se chama orixe, e corresponde ao ntimero real 0. Cada nimero positivo x re-
preséntase mediante o punto nesa recta que esta a unha distancia de x unidades cara & dereita
da orixe, e cada nimero negativo —z, represéntase mediante o punto que estd x unidades & es-
querda da orixe. Asi, cada ntimero real represéntase como un punto da recta, e cada punto da

recta corresponde a un nimero real.
e Q g

Os numeros reais estan ordenados. Dise que a é menor ou igual que b e escribese a < b
se b — a é un nimero non negativo. Isto significa, xeometricamente, que se a é distinto de b, a
estd 4 esquerda de b na recta numérica anterior. Cando a < b e a e b son distintos diremos que
a é menor que b e representarémolo como a < b. A relacién < é de orde xa que se cumpren as
propiedades reflexiva

a<aVa€R,
antisimétrica
a<beb<a=a=0b
e transitiva
a<beb<c=a<ec

A orde é total xa que para cada par de nimeros reais a e b tense que a < b ou b < a. Doutra
banda, cimprense as propiedades:

1) Para todo niimero real ¢, se a < b, tense que
at+c<b+ec.
2) Para todo nimero real ¢ > 0, se a < b, tense que
ac < be.

Por tanto R é un corpo ordenado.
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2.2. Os niimeros complexos

Definicién 2.2.1. Un ntmero complexo é unha expresion da forma z = a + bi onde a, b son
nimeros reais e 7 ¢ un elemento chamado unidade imaxinaria.

O nimero real a chamarase parte real de z, representado como Re(z), e o ntimero real b deno-
minarase parte imaxinaria de z, representado como Im(z). Como xa vimos na seccién anterior, o
conxunto dos nimeros complexos denotarase como C e obviamente dous niimeros complexos son
iguais se tenen as sias partes reais e imaxinarias respectivas coincidentes. Da propia definicién
de nimero complexo dedicese que os niimeros reais son exactamente os nimeros complexos con
parte imaxinaria nula. Cando un niimero complexo tena parte real nula chamarase imaxinario
puro.

Se z = a + bi é un nimero complexo definese o seu conxugado como

Z=a— bi.

Doutra banda, definese o médulo de z como o nimero real representado por |z| onde

|z] = +Va? + b2,

Do mesmo xeito que no caso dos nimeros reais, no conxunto dos niimeros complexos pode-
mos definir unha operacién de suma e outra de produto da seguinte forma: dados dous niimeros
complexos z = a + bi, 2’ = a’ + b'i definese a suma de z e 2’ como

z+2 =(a+d)+ (b+b)i
e o seu produto estd dado por
22 = (ad — b)) + (ab’ + a'b)i.
Tendo en conta a definiciéon do produto de niimeros complexos obtemos
i? = (0+1d) - (0 + 1) = —1,
podese demostrar facilmente a identidade
z-Z=a? + b =z
e ademais cumprense as seguintes propiedades:
1) 242 =2 4zez-2/=2"-2,Vz2 €C.
2) z+(Z+2)=(=+2)+2" ez () =(z-2) 2", Vz7 " eC.
3) z-(F+2)=z-2 422" Vz2 2 eC.
4) Existen dous nimeros complexos 0 =0+ 0iel=1+0i talesque 0+z=ze1l-z2 =2
VzeC.

5) Para todo nimero complexo z = a+bi existe un niimero complexo —z = —a—bi, chamado
oposto de z, tal que z + (—z) = 0.

6) Para todo nimero complexo non nulo z = a + bi existe un niimero complexo z~! (ou -)
z

tal que z- 27! = 1. Este complexo chdmase inverso de z e estd dado por

1 z z a b

T2 e a2t

Do mesmo xeito que pasaba cos niimeros reais, a primeira propiedade indica que a suma e
o produto son operaciéns conmutativas, a segunda propiedade afirma que suma e produto son
asociativas e a terceira expresa o caracter distributivo do produto respecto da suma. Na cuarta
propiedade temos que o nimero 0 é o elemento neutro da suma e que o niimero 1 o é do produto.
Finalmente, a quinta e a sexta propiedades indican que todo nimero complexo ten oposto para
a suma e que todo nimero complexo z non nulo ten inverso para o produto.

Das propiedades anteriores dedicese de forma sinxela que 0 e 1 son tinicos e que para todo
z complexo non nulo —z e z~! tamén o son. Obviamente, do mesmo xeito que no caso real,

IEEANER
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—0 = 0. Ademais R C C xa que cada numero real a pédese pensar como o niimero complexo
z = a+0i e, dado que se satisfan as propiedades da lista anterior, temos que C tamén é un corpo.
A gran diferenza con R é que C non é ordenado. No que segue, por comodidade, denotaremos o
produto de dous ntimeros complexos z ¢ 2z’ como zz'.

Exemplos 2.2.2. Por exemplo, dados os nimeros complexos 1 — 24, 24 3¢ y —1 + ¢ tense que

(1-2i)—2+3)(-14+i)=(1—-2¢) —(-5—1i) =6 —1.
Calculemos, en segundo lugar, o valor de [(3 +2¢)% + (1 — z)]2 Como
(3423 =33 +3-(3)%-(20) +3-3-(20)% + (20)® = 27 + 54i + 36i° + 8i° =
=27 — 36+ 541 — 8 = —9 + 46¢

obtemos que
(3420 + (1 — )]° = [(—9 +460) + (1 — i)]> = [-8 + 45i]* =

(—8)% — 720 + (45i)% = —1961 — 720i.
A existencia de inversos para o produto tamén permite calcular cocientes da seguinte forma

™)
zZ .y 2z

o |22
sendo z un complexo cualquera e 2’ un complexo non nulo.

. z
Exemplo 2.2.3. Por exemplo, dados os complexos z = 1 — 2i, 2/ = 2 4 3i o cociente — ¢é
z

1-2  (1-2)(2-3i) —4-7i 4 7.

= = i.
2430 13 13 13 13
Outras propiedades interesantes que tenen unha fécil demostracién son as seguintes:

1) z+z=2Re(z) e 2 —Z = 2Im(z)i, V z € C.
2) 244 =7+7,Vz2 €C.

3) z—2=z-2,Vz2 eC.
)
)

B

zz’—zz V2,2 €C.

ot

( /) /, V z,2" € C sendo 2’ non nulo.
z

Todo nimero complexo z = a+ bi pédese identificar cun tnico punto do plano real R? dado
por (a,b). Reciprocamente, calquera punto (z,%) do plano real R? pédese identificar cun tinico
nimero complexo dado por z = x + 7y. Desta forma o eixo OX chamase eixo real e o eixo OY
eixo imaxinario. O niimero complexo i correspéndese co punto (0, 1) de R? ¢ o niimero complexo
1 co punto (1,0) de R2. Tendo en conta todo isto, de agora en diante, poderemos pensar os
nimeros complexos como puntos de R2. M4dis concretamente, se identificamos z = a + bi con
(a,b) tense que:

z=(a,b) = a(1,0) +0(0,1) = a + bi.
O oposto dun complexo z = a + bi é a reflexién de z con respecto & orixe e o conxugado é a

reflexién con respecto ao eixo real. A seguinte figura ilustra estas afirmacions e as do pardgrafo
previo.
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y :  Eixo imaxinario

(07 b) ¢-------- (a,b) =2z

z : Eixo real

—z=(—a,—b) (a,—b) =%

Na figura anterior podese observar que o médulo de z correspéndese coa lonxitude do seg-
mento de extremos (0,0), (a,b). O dngulo o que forma a parte positiva do eixo z co segmento
anterior chdmase argumento de z. Como

a = |z|cos(a), b= |z|sen(a)

obtense que z pddese representar na seguinte forma, chamada forma polar ou trigonométrica,
z = |z|(cos(ax) + isen(a)).

Exemplo 2.2.4. Consideremos o nimero complexo z = 1+ i. Tense que |z| = V2 e que

1
tan(a) = 1= 1. Daquela o = Te

4

z= \/i(cos(g) + isen(%)).

Por tanto todo niimero complexo esta completamente determinado polo seu médulo e o seu
argumento. A representacién polar dos nimeros complexos é especialmente 1til para calcular
produtos e cocientes de complexos xa que se

) ' ' .
z = |z|(cos(a) + isen(a)), 2z =|z"|(cos(B) + isen(p))
podemos demostrar que se cumpren as seguintes igualdades sen mais que usar as identidades
trigonométricas que expresan o coseno e o seno da suma ou a diferenza de dous dngulos:
/! / .
zz" = |z||2'|(cos(a + B) + isen(a + B3)),
z _ I ,
o= m(cos(a — B) + isen(a — B)).
Como consecuencia do anterior, obtense que a potencia n-ésima de z pédese calcular como

2" = |z|"(cos(na) + isen(na)).
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Se temos en conta a férmula de Euler
¢ = cos(a) + isen(a)
un nimero complexo z = |z|(cos(a) + isen(a)) pddese expresar como
2= |z|e™.

Esta forma de representacion conécese como forma de Euler ou forma polar compacta. Logo
as férmulas anteriores quedan reducidas a

. z T .
2 — |Z||Z’|€Z(a+ﬂ)7 == | /| ez(a ﬁ)’ - ‘Zn|emot.
27
Exemplo 2.2.5. Consideremos o ntimero complexo z = —1+1i. Neste exemplo calcularemos 2.

-1 3
Temos que |z| = V2 e que tan(a) = o ~1.Enténa="" ¢

3

2 = Va(eos(2) + isen( ) = V' F.

Graficamente

Enton,

157 - 3m .
210 = (V2)10615" = 25%¢'5 = —32i.

Para finalizar este capitulo veremos como se poden calcular raices n-ésimas de nimeros
complexos. Suponiamos que temos un nimero complexo w = \w|elﬁ . Dado n € N, tratase de
atopar todas as soluciéns da ecuacién

2" =w.
Se z = |z|e’®, a anterior igualdade é equivalente a
|2]™(cos(nar) + isen(na)) = |w|(cos(B) + isen(3))
e, por tanto,
1
2| = [w]=

cos(na) = cos(f), sen(na) = sen(f).
Xa que as funciéns seno e coseno tenen periodo 27, as dias ultimas igualdades implican
que na e f difiren nun multiplo enteiro de 27. Enton,

na = [+ 2k
ou, equivalentemente,
B+ 2k
o=—":
n
Deste xeito obtense que as raices n-ésimas de w son

2km . + 2km 1 B+2kn
2 = |w 'rlT(cos(ﬁ+ )+zsen(6 ) = |w T el )

n n
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con k€ {0,1,....,n—1}.
En particular, se queremos calcular as raices n-ésimas da unidade ou, o que é o mesmo,
resolver a ecuacién z" = 1, teremos que as soluciéns son

2km . 2km
2K = COS(T) + zsen(T) =e'n
con k€ {0,1,....,n—1}.

Exemplos 2.2.6. En primeiro lugar calcularemos as raices ctbicas e cuartas da unidade.
As raices cibicas da unidade seran

km

=es, k=0,1,2.

Isto é,
0 = e = cos(0) + isen(0) =1
o 1 3
2 = % = cos(2m/3) +isen(2m/3) = —gt 5
ar 1 3
z = &% = cos(4m/3) + isen(4m/3) = —5 5 ¢
z1 = (—* -5

)

5

)

As raices cuartas da unidade serédn z, = e 4 | k =0,1,2,3. Isto é,

[N

29 = (—

z = et cos(0) + isen(0) =1
2 = % = cos(m/2) +isen(w/2) = i
29 = ei% = cos(m) + isen(m) = -1
zy = e'F = cos(3m/2) +isen(3n/2) = —i
21 = (07 1)
2 =(-1,0) 20 = (1,0)

23 = (07 71)
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Finalmente calculamos as raices sextas de w = —1. Dado que 6 é un niimero par o problema
non admite soluciéns reais. Como
w=r¢e",

tense que o argumento de w é m e doutra banda |w| = 1. Daquela, as raices sextas de —1 serdn

o = e,i7r+§k:7r7
con k=0,1,2,3,4,5. Isto ¢,

s T T 3 1 .

zg = ¢ = cos(§)+isen(f) = 5 t3i

2 = % = cos(3) + isen(2F) = cos(%) + isen(5) =i
5 3 1

29 = €% = cob(Sl) + Zsen(%’r) = —g + 51
. 3 1

2 = &% = cos(Tr) + isen(IF) = g 51

2 = &6 = cos(%F) +isen(%F) = cos(3F) + isen(3f) = —i
lix 3 1

= v = cos(HE) + isen(HT) = g - 51‘

2’4:71'

2.3. Problemas propostos
1. Comprobe que:

a) (V2 —i) —i(1 —V/2i)

b) (3+14)(3—1) (7+i

— 244
5710 e
5

N\_/n

C

Jaohe—ae=y 2
d) (2—3i)(— 2+L)=;1+8Z
)

1+2¢ 2—1_ 2
¢ 3= 414 5% 5
) Q-7 =-

2. Comprobe que os complexos z = 1 4 i satisfan a ecuacién 2% — 2z + 2 = 0.
3. Resolva a ecuacién 22 + z+ 1 = 0.
4. Probe que:

a) Im(iz) = Re(z).

b) — =z (2#0).

) 1/z
¢) Re(iz) = —Im(z).
d) (-1)z=



10.

11.

2.3. PROBLEMAS PROPOSTOS

. Probe que:

¢) (241i)2=3—4i.
d) (224 5)(V2 —i)| = V3|22 + 5].

. Probe que:

a) z éreal, se, e 80 se, Z = z.
b) z é real ou imaxinario puro, se, e s6 se, Z2 = 22

. En cada caso, caracterize o conxunto de puntos determinado pola condicién exposta:

a) |z—1+1d=1.
b) |z +1] < 3.
¢) Re(z—1i) =2.
d) |2z —i| = 4.

. Ache o argumento de:

a)zzm.

. Probe que:

a) i(1 — V3i)(V3+1i) = 2(1 + V3i)
b) 5i/(241) =1+ 2i.

¢) (=144)7 = —=8(1+1).

d) (143710 =271 (=1 + V/30).

Calcule:
a) (20)'/2.
b) (1 —+/3i)1/?
o) (=DY3.
d) (—16)"%.
e) 8/,
F) (—8—8V3i)l/4

Ache as catro soluciéns da ecuacién z* + 4 = 0.
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CAPITULO 3

Matrices e determinantes

Na primeira parte do capitulo introducirase o concepto de matriz

ail a12 o A1n
a1 a2 o a2n
aml Am2 - Gmn

con coeficientes a;; nun corpo K, onde K = R ou K = C, e describiranse os principais tipos de
matrices, como, por exemplo, as matrices diagonais, as triangulares superiores (inferiores), as
matrices fila e columna, etc.

Posteriormente se definiran as operacions basicas que podemos realizar con matrices: suma
de matrices, produto dun escalar por unha matriz e produto de matrices. Presentaranse as
principais propiedades destas operaciéns, facendo especial fincapé nas dificultades que presenta
o produto de matrices como, por exemplo, a falla de conmutatividade.

A continuacién introducirase o operador trasposicion e estudaranse as sias principais pro-
piedades. O conecemento deste operador permitiranos definir as nociéns de matriz simétrica e
de matriz antisimétrica e comprobar que toda matriz cadrada podese escribir de forma tnica
como suma dunha matriz simétrica e outra matriz antisimétrica. Dunha forma similar, can-
do os coeficientes da matriz son complexos, definiranse a trasposta conxugada dunha matriz e
introduciranse as nociéns de matriz hermitiana e antihermitiana.

O seguinte punto de interese do capitulo pasa pola definiciéon de matriz invertibel e o estudo
das sias propiedades fundamentais. Como caso particular deste tipo de matrices introduciranse
as nociéns de matriz ortogonal e de matriz unitaria.

Manexar con soltura as operaciéns elementais por filas e por columnas, asi como a sta
interpretaciéon matricial, forma parte do corazén deste capitulo xa que estas serdn utilizadas para
calcular o rango dunha matriz, calcular a sia inversa (se a ten), resolver sistemas de ecuaciéns,
ete. B por iso que prestaremos unha grande atencién a este tipo de operacions e sobre todo &s
matrices, chamadas matrices de operaciéns elementais, que nos permiten mediante produtos,
ben pola dereita ben pola esquerda, realizar as operaciéns elementais por filas e columnas.
Finalmente, neste apartado comprobarase que as matrices de operaciéns elementais son todas
invertibeis.

Outro dos puntos centrais do capitulo é o célculo de rangos de matrices. Para iso intro-
duciranse as nociéns de forma graduada reducida por filas ou por columnas e a de matrices
equivalentes por filas ou por columnas. Mostrarase que cada matriz A = (a;;) € My xn(K)
é equivalente por filas (columnas) a unha matriz graduada reducida por filas (columnas). Isto
é, existe unha matriz P (Q) cadrada de orde m (n) que é invertibel e produto de matrices
de operaciéns elementais por filas (columnas), tal que PA (AQ) é graduada reducida por filas
(columnas). Como consecuencia destes feitos obterase que, dada unha matriz cadrada A con
coeficientes reais ou complexos:

1) A matriz A é equivalente por filas 4 matriz identidade I, se, e s6 se, A é invertibel.
2) Se existe unha matriz X € M,,«,(K) tal que

AX =1,ou XA =1,,
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a matriz A é invertibel.

Grazas d4s operaciéns elementais tamén veremos que, dada unha matriz A = (aj;) €
Mpnxn(K) tal que ten unha forma graduada reducida por filas B con r entradas principais,
existen matrices P € M,xm(K) e Q € My, (K) tales que:

1) P e @ son produto de matrices de operaciéns elementais por filas e por columnas respec-
tivamente.
2) Cumprese que
PAQ =1""

onde

mxXn
[T‘

em—r,r | Gm—r,n—r

Esta ultima propiedade indica que as matrices A e I;"*™ son equivalentes. A nocién de
equivalencia de matrices tamén a introduciremos neste capitulo, demostrandose que toda matriz
A = (aij) € Myxn(K) é equivalente a unha tnica matriz da forma I"*™. A matriz IJ**"
chamarase forma reducida completa de A e o rango de A, representado como rang (A), definirase
como o numero r asociado a I;"*". Este nimero é un invariante da matriz A xa que I;"*" ¢ tnica
para cada A. Doutra banda, resaltarase que o nimero r coincide co nimero de filas non nulas
da forma graduada reducida por filas de A a partir da cal se calcula I]"*™ ou, equivalentemente,
co numero de entradas principais desa forma.

Como consecuencia de todas estas propiedades, obterase que diias matrices A, B € M, (K)
son equivalentes, se, e sé se, tefien o mesmo rango. Tamén se comprobara que o rango non varia
cando multiplicamos unha matriz pola esquerda ou pola dereita por unha matriz invertibel e
que o rango dunha matriz e o da sia trasposta son iguais. Finalmente, comprobarase que unha
matriz cadrada de orde n é invertibel se, e s6 se, é equivalente 4 matriz identidade I,,. Ademais
indicarase como calcular a sia matriz inversa utilizando operaciéns elementais por filas e/ou
columnas.

Na parte final do capitulo introducirase a nocién de determinante de forma indutiva pa-
ra chegar ao que se conece como desenvolvemento de Laplace do determinante pola primeira
columna da matriz. Posteriormente, veremos as propiedades fundamentais dos determinantes
resaltando en especial que, grazas a elas, garantese que o determinante dunha matriz cadrada
podese desenvolver por calquera das sias filas ou columnas.

Doutra banda, indicarase como se utilizan as operacions elementais & hora de calcular deter-
minantes, as relacions existentes entre o determinante dun produto e o produto dos determinan-
tes e canto vale o determinante da inversa dunha matriz invertibel A cofiecido o determinante
de A. Miis concretamente, se A e B son dias matrices cadradas, tense que

det(AB) = det(A) det(B),

e ademais se A é invertibel 1
det(A™) = ———.
A7) = T

3.1. Matrices. Operaciéns con matrices

Definicién 3.1.1. Definese unha matriz de orde m por n, ou de m filas e n columnas, con
coeficientes no corpo K como unha taboa rectangular

ailr  aiz o Qln
a1 a2 - Q2n

Am1  Am2 Amn
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onde a;; (o elemento colocado na fila 7 e na columna j) pertence a K para todo i € {1,...,m} e
jed{l,...,n}

O conxunto de todas as matrices de m filas e n columnas con coeficientes en K dendtase
por My (K) e para os elementos deste conxunto utilizaremos a notacién abreviada A = (aj;).
Diias matrices A = (a;5) e B = (b;;) pertencentes a M,y (KK) son iguais, se a;; = b;; para todos
ie{l,...,m}eje{l,..,n}. No caso de que m = n, a matriz chamarase cadrada de orde n.

Para unha matriz A chamaremos submatriz de A a toda matriz obtida dela suprimindo
algunha das sias filas ou columnas. Un bloque é unha submatriz de A onde os indices de filas e
columnas son consecutivos.

Exemplo 3.1.2. A matriz
1 2—4 —-1+2
A= 1 2 —2+1
-1 -2+7 2-2
é cadrada de tres filas e tres columnas con coeficientes en C. Por tanto, pertence ao conxunto
M343(C). Se suprimimos a primeira fila, obtemos a submatriz

_ 1 2 -2+
B= ( -1 —2+4i 2-2 )
que non é cadrada, pertence ao conxunto Max3(C) e é un bloque de A.
A matriz

C=

—_ e

0
1
1
3
a

Q== O =

pertence ao conxunto My 3(R). Se eliminamos as ddas tltimas columnas e a terceira fila obtemos
a submatriz de C' dada por
0
C=1|1
3

que pertence a M3y (R) e non é un bloque de A.

Definicién 3.1.3. Dada unha matriz cadrada A = (ai;) € My, (K), os coeficientes da forma
a;; constitien a diagonal principal da matriz. A este conxunto de elementos denotarémolo como
diag(A). Dise que unha matriz cadrada A é diagonal se todos os coeficientes féra da diagonal
principal son nulos, isto ¢, a;; = 0 para todo i # j. Por tanto, este tipo de matrices son da
forma:

a7 0 - 0
0 a9 0
A= .
0 0 - amm
Cando unha matriz A diagonal cumpre que a; = a para todo i € {1,...,n} chamarase

escalar. Dentro das matrices escalares debemos resaltar o caso particular de a = 1. Esta matriz
chamase matriz identidade de orde n e representarémola como I,,. Daquela,

10 - 0
01 - 0
In= Do
00 - 1

Definicién 3.1.4. Unha matriz A = (a;j) € Mxn(K) é triangular superior se a;; = 0 para
todo i > j. No caso de que a;; = 0 para todo i < j, a matriz ¢ triangular inferior.



38 CAPITULO 3: MATRICES E DETERMINANTES

Exemplo 3.1.5. A matriz

311

001

A= 001

000

é triangular superior e a matriz

3 0000
B = 3 5000
3—i 9 9 00

é triangular inferior.

Definicién 3.1.6. Unha matriz A € M, (K) chdmase matriz fila e unha matriz B € M, x1(K)
chamase matriz columna. Por conseguinte, estas matrices son da forma

A=(an ap -~ an), B = : )
Am1
respectivamente.

Despois destas definiciéns preliminares, pasemos a continuacién a estudar as principais
operacions que podemos realizar con matrices. A primeira delas é a suma.

Definicién 3.1.7. Dadas dias matrices A = (a;;) € Mpyxn(K) e B = (bij) € Mpyxn(K),
definese a suma A + B como a matriz pertencente a My, xn(K) dada por

A+ B= (aij + bl])

Por tanto,
a1 +bi1 a2 +bip - a, + by
a1 +bor  aze+ba - asy + by,
A+ B = . . .
am1 + bml am2 + bm2  Gmp t bmn

Obsérvese que a suma de matrices sé esta definida para matrices de igual orde. E relativa-
mente sinxelo comprobar que o conxunto M, x,(K) xunto coa operacién de suma de matrices
é un grupo conmutativo. Isto é, a suma de matrices cumpre as seguintes propiedades

1) ASOCIATIVA: A+ (B+C) = (A+ B)+C, ¥ A, B,C € Mpxn(K).

2) CONMUTATIVA: A+ B =B+ A, V A, B € Mp,xn(K).

3) ELEMENTO NEUTRO: 3 Opypp € Mpun(K) | A+ O pn =4, VAE Mpun(K).
4) ELEMENTO OPOSTO: VA € Myxn(K) 3 — A € Mppun(K) | A+ (—A) = Opn.

Obviamente a matriz ©,,, que xoga o papel do elemento neutro é a matriz

00 - 0
00 - 0
(;)m;n =
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e, se A= (a;j) € Mpmxn(K), a oposta de A é

—ari —ai2 —Ain

—az1 —az —a2n
A= ) .

—Qml —Gm2 —Amn

Exemplo 3.1.8. Dadas as matrices pertencentes a M3y5(C)

3 00 0 O 3 1 1 1 7
A= 3 5000, B= 3 =5 i 2—1 0
3—72 9 9 0 0 —1 0 544 1 1
a sta suma é
3+3 0+1 0+1 0+1 041
A+ B= 3+3 54 (=5) 0+ 0+2—43 040 | =
(3—1i)+ (—19) 9+0 9+ (5+49) 0+1 O0+1
6 1 1 1 i

6 0 i 2—1 0
3—20 9 1444 1 1

A seguinte operacién interesante que podemos facer coas matrices é o produto por escalares.

Definicién 3.1.9. Dada unha matriz A = (a;;) € Mpxn(K) e un escalar o € K, definese o
produto de « por A como a matriz aA € M,,x,(K) dada por

aA = (aag).
Por tanto,
aall aal adln
Qagr  Qazy o Qagp
aA = . . .
Alml  QGp2 0 Qlmp

Da mesma forma que coa suma de matrices, non é dificil comprobar que o conxunto
Minxn(K) xunto coa operacién produto por escalares cumpre as seguintes propiedades:
1) DISTRIBUTIVA RESPECTO A SUMA DE ESCALARES:
(a+B)A=aA+BAY A€ Myxn(K), ¥Va,B K.
2) DISTRIBUTIVA RESPECTO A SUMA DE MATRICES:
a(A+B)=aA+aBV A B e Myxn(K), VaeK.
3) ASOCIATIVA DO PRODUTO DE ESCALARES CO PRODUTO DE ESCALARES CON MATRICES:
(aB)A = a(BA)V A € Myxn(K), Vo, € K.
4) LEY DA IDENTIDADE: 1A = A, V A € My xn(K).

Exemplo 3.1.10. Dada a matriz
A:(3—i15+i1 0)
35 33 V2
o seu produto polo escalar 1 + 2i é

. (1+2)3—1d) 1(1+2) (14+2)(5+i) 1(14+2i) 0(1+ 2)
(HQ’)A:( 31+2i) 5(1+2)  3(1+2)  3(1+20) ﬁ(1+2i)):

54+5i 142 3+11i 1+2i 0
346i 54100 3+6i 34+6i V2+2V2i
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Finalmente, neste apartado introducimos a operacién produto de matrices, que, como ve-
remos, é a que presenta maior nimero de diferenzas respecto ao produto de nimeros reais ou
complexos.

Definicién 3.1.11. Dadas dias matrices A = (aij) € Mpxn(K) € B = (bj;) € Mpxp(K),
definese o produto AB como a matriz pertencente a Mp,xp(K) dada por

AB = (cy), cq= Z a;jbji = a;1by + apby + - + ainbp.
J=1

En consecuencia, o produto de matrices sé estd definido se o nimero de columnas de A
é coincidente co nimero de filas de B. Isto implica que, se A e B son matrices cadradas de orde
n, sempre se poden multiplicar en calquera orde e a operacién produto é interna en M, x, (K),
isto é, se A, B € My,»,(K), as matrices AB e BA pertencen a M, (K). O que acabamos de
afirmar non implica que AB e BA sexan iguais xa que, por exemplo, se

6 1 1 0 0 1
A= 6 0 0 |, B= 01 0
3 1 1 1 00
temos que
6-0+1-0+1-1 6:0+1-141-0 6-1+1-041-0 1 16
AB=| 6-0+0-0+1-1 6-04+40-1+0-0 6-14+0-040-0 | =1 0 6
3-0+1-0+1-1 3-0+1-141-0 3-14+1-04+1-0 1 1 3

e, doutra banda,

0-6+0-6+1-3 0-1+0-0+1-1 0-14+0-0+1-1 311
BA=| 0-6+1-6+0-3 0-1+1-04+0-1 0-1+1-040-1 | =] 6 0 O
1-6+0-64+0-3 1-1+0-04+0-1 1-14+0-04+0-1 6 1 1

Por tanto, o produto de matrices non é conmutativo.
A pesar da falta de conmutatividade o produto de matrices cumpre algunhas propiedades
interesantes como, por exemplo:

1) AsocIATIVA: A(BC) = (AB)C, V A € Myn(K), B € Mpyup(K), C € Mpyy(K).
2) ELEMENTO NEUTRO: Al, = A=1,A, V A € M,xn(K).
3) DISTRIBUTIVA RESPECTO A SUMA DE MATRICES:

AB+C)=AB+ AC, VA€ Myxn(K), ¥V B,C € Myyp(K).
4) ASOCIATIVIDADE RESPECTO AO PRODUTO DE ESCALARES:
a(AB) = (a¢A)B, V A € Mpxn(K), VB € Mpyxp(K), VaeK.

Nota 3.1.12. Débese resaltar tamén que, cando se ten que dous produtos de matrices AB e AC'
coinciden, isto non implica que B = C. Por exemplo, se

(1) e-(33) - (33)

4 4
AB:(4 4):AC

temos que

e A e B non son iguais.
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Nota 3.1.13. E interesante ver que no caso particular de multiplicar unha matriz A = (a;;) €
Mpnxn(K) por unha matriz columna b = (b;1) € M1 (K) temos que Ab € M,,51(K) e ademais
é combinacion linear das columnas de A xa que:

ann  aiz v Qg b11 a a2 ain

a  ag - ag, b21 as as asgn
Ab = : .. . . =bn . + b2y . + o+ b

aml1 am2 Amn bnl Am1 Am?2 Amn

Doutra banda, se A = (a;;) € Myxn(K) e B = (bj1) € Myxp(K), entén denotando a
columna [-ésima de B por

b
bay
b= .
bnl
temos que a columna [-ésima de AB é Ab; e, como consecuencia, podemos pensar o produto das
matrices A e B como
AB = (Ab1|Aby| - | Aby).

Por tanto, cada columna de AB é combinacién linear das columnas de A.

Definicién 3.1.14. Dada unha matriz A = (a;;) € My xn(K), unha descomposicién por bloques
de A estd dada por dous conxuntos de nimeros naturais

{mu,...,mar}, {n1,....,nn},

cumprindo as igualdades

M N
E mr=m, E ny=mn,
I=1 J=1

de forma que determinan M N bloques Ar; de A onde os coeficientes de A que pertencen ao
bloque Ary témanse do xeito seguinte:
= Filas:
I = 1: Desde a fila 1 ata a fila m;q.
I > 1: Desde a fila my + -+ +my_1 + 1 ata a fila mqy + -« +mr—_1 + my.
= Columnas:
J = 1: Desde a columna 1 ata a columna n;.
J > 1: Desde a columna ny + -+ +mny_1 + 1 ata a columna n; + - +nj_1 +ny.

Daquela, podemos escribir A como

A | A | | A
S [
Ay | Az | | Aoy
U Qi sy B
S | 5
]
Ayt | A | | Aun

onde A[J S Mm1 XNy (K)
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Exemplo 3.1.15. Sexa a matriz

3 000
3 500
A 3—1 9 9 0
1 190

e tomemos os naturais
mi1 =2, mg=1,;m3=1, n1 =2, na=1 n3g=1

Enton, estes nimeros determinan a seguinte descomposicion por bloques de A:

3 0 0 0
3 5] 0] 0
) [
A=l3_i 9] 9] 0
__|_‘_
11 ] 9] 0

Se tomasemos
mpy =4, np=1,ne=1n3=1, ny =1,
obteriamos unha descomposiciéon en bloques para A onde cada bloque coincide coas columnas
da matriz.
Finalmente, se tomamos
m1:27 7TL2=2, n1=2, TL2:2

a descomposicién por bloques sera

3 0] 0 0

3 5] 00
A= - - - -
3—i 9] 9 0
1 1] 9 0

O produto de matrices tamén admite unha formulacién por bloques.

3.1.16. Dadas dias matrices A = (a;j) € Mpmxn(K) e B = (bj;) € Myxp(K), con descom-
posiciéns por bloques

M N
{my,...,mu}, {na,onn}, Y omp=m, Y nyj=n
= J=1

N P
{n1,...nn} {p,opp}, D oms=n, Y pr=p
J=1 =1

respectivamente, temos que o produto AB tamén admite unha descomposicién por bloques
determinada polos nimeros naturais

M P
{my,....mu}, {propp}, D mr=m, > pL=p
= =

onde
N

AB=(Ci1), Cr=Y_ ArBy=AnBi+ApByp + -+ AnByr.
J=1
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Exemplo 3.1.17. Sexa a matriz

2 3 4
A= 12 3
1 11

e a descomposiciéon dada por
m1:2, WLQ:L n1:2, n2:1.

Sexa a matriz

Sy

Il
—_ N =
O W N

e a descomposicion dada por
n1:2a TL2:17 p1:17 p2:1
Entén, podemos facer o produto AB por bloques obtendo unha descomposiciéon dada por

mi=2me=1 p1=1p=1

onde
2 3 4 1 2
Cu | Cn 1 2 } 3 2 } 3
AB = — - 1= _ - |- Z -
Cu | Cn 11| 1 1] 0

(12) ()G (13)(5)+(5)

12 | 13
_| 81 8
ol B

4] 5

Definicién 3.1.18. Dada unha matriz cadrada A definese, para cada k € N, a potencia k-ésima
de A como

Ak _ AAk—l
sendo A! = A.
De forma directa dediicense as seguintes propiedades para toda matriz cadrada A
1) APAY? = APT4; ¥V p g e N.
2) (AP)7 = AP V¥ p,q € N.
3) Se A é unha matriz diagonal con diagonal principal a1, ..., anp, entén V p € N, AP é unha
matriz diagonal con diagonal principal al|, ..., ahn.

Se A é unha matriz cadrada de orde n, dise que é nilpotente se existe k € N tal que
AF = Opn. Ao menor k € N tal que Ak = ©p,n chamaselle indice de nilpotencia de A.

Por exemplo, a matriz
01
=(50)

é nilpotente de indice dous xa que A% = O22.
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Definicién 3.1.19. Dada unha matriz cadrada A, dise que é idempotente se A> = A.
Por exemplo a matriz
10
=(00)
¢ idempotente xa que A% = A.
Por tanto, se unha matriz A é idempotente A¥ = A para todo nimero natural k.

Definicién 3.1.20. Dada unha matriz A = (a;j) € M, xn(K), definese a sia matriz trasposta,

denotada como A, como a que obtemos intercambiando en A filas e columnas. Logo, A’ €
Mxm(K) e

At = (b]'i); b]'i = Qjj.
Por exemplo, a trasposta da matriz
3—1 1 5414 1 0
A—( 3 5 3 3 ﬂ)€M2x5(C)

é a matriz

3—1 3
1 5
Al=| 5+i 3 | € Ms5.(C)
1 3
0 V2

De forma inmediata (salvo a relativa ao produto que non o é, sendo en calquera caso facil
de demostrar) pédense probar as seguintes propiedades:
1) (A=A, VA€ Mpyxn(K).
2) (A+B) = A"+ B' VA B Myxn(K).
3) (ad)' = adl, VA€ Mpyxn(K), VaeK.
4) (AB)t = B'AY, V A € Mysn(K), ¥V B € My (K).

Definicién 3.1.21. Unha matriz cadrada A = (a;j) € My, (K) dise que é simétrica se A" = A.
Por tanto, A é simétrica se, e s6 se, a;; = aj; para todo i # j.

Unha matriz cadrada A = (a;;) € Muxn(K) dise que é antisimétrica se A® = —A. Por
tanto, A é antisimétrica se, e s6 se, a;; = —aj; para todo i # j e, ademais, a;; = 0 para todo
ie{l,...,n}.

Exemplo 3.1.22. Por exemplo a matriz
6 1 1
A= 110
1 01
é simétrica e a matriz
01 1

Sy
I
I
_
o
|
<

é antisimétrica.

Nota 3.1.23. A importancia das matrices simétricas e antisimétricas radica, entre outras cousas,
en que toda matriz cadrada podese ponier de forma tnica como suma dunha matriz simétrica e
outra antisimétrica. Se a matriz de partida é A, temos que

1 1
A= §(A+At) +5(A- Ah
onde 1(A + A') é a matriz simétrica e $(A — A') a antisimétrica.
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Definicién 3.1.24. Sexa A = (aij) € Mpxn(C). Chdmase matriz conxugada de A e dendtase
por A & matriz resultante de conxugar todos os coeficientes de A. Daquela,
A= (bij); bij = ;.
Con A* denotaremos & matriz A’ € Mpxm(C). Para o operador * temos as seguintes

propiedades:

1) (A)*=A VA€ Myxn(C).

2) (A+B)*=A"+B* VA, B € Mpxn(C).

3) (aA)* =aA* VA e Myxn(C), VaeC.

4) (AB)* = B*A* VA € Mpxn(C), ¥V B € Mpym(C).

Exemplo 3.1.25. Se, por exemplo, tomamos a matriz

1—-7 1 1
A= -1 0 —i
-1 ¢ 0
temos que
1+ 1 1
A= —1 0 =z
-1 — 0
e, daquela,
1+: -1 -1
A = 1 0 —i
1 i 0

Definicién 3.1.26. Unha matriz cadrada A = (a;;) € Mpx,(C) dise que é hermitiana se
A* = A. Por tanto, A é hermitiana se, e s6 se, a;; = Gj;. En particular isto implica que a;; = @
ou, o que é o mesmo, todos os elementos da diagonal principal son ntimeros reais.

Unha matriz cadrada A = (aj;) € Myx,(C) dise que ¢é antihermitiana se A* = —A. Por
tanto, A ¢é antihermitiana, se, e s6 se, —a;; = @j;. En particular isto implica que —ay; = @ ou,
0 que é o mesmo, todos os elementos da diagonal principal tenien a parte real nula.

Exemplo 3.1.27. Se, por exemplo, tomamos a matriz

1 11
A= 1 0 1
1 —2 0
temos que A é hermitiana e, se B é a matriz
i 1 1
B={(-10 ¢ |,
-1 ¢ 0

obtemos un exemplo de matriz antihermitiana.

Definicién 3.1.28. Sexa A unha matriz cadrada de orde n. Diremos que A é unha matriz
invertibel, ou que ten inversa, se existe outra matriz B da mesma orde, tal que

AB = BA =1,.

Xeralmente, a matriz B conécese co nome de inversa de A e denétase como A~!. As matrices
invertibeis chdmanse tamén matrices regulares ou matrices non singulares.

Cando unha matriz cadrada é invertibel a sia inversa é tnica. En efecto, sexa A unha matriz
invertibel e suponamos que existen B e C tales que

AB=BA=AC = CA=1,.
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Enton,
B = BI, = B(AC) = (BA)C =1,C =C.

Utilizando unicidade da inversa pédense probar de forma inmediata as seguintes propieda-

des:

1) Se A e B son matrices cadradas invertibeis, tamén o é o seu produto e cimprese que
(AB)"' = B714~1
2) Se unha matriz A é invertibel, tamén o0 6 A~! e climprese que
(A H =4
3) Se a é un escalar non nulo e A é unha matriz invertibel, ciimprese que oA é invertibel e
1
ad)"t==4"1
(ad) "
4) Se A é invertibel, tense que AF ¢ invertibel para todo k € N. Ademais
(Ak)fl _ (Afl)k.
5) Se A é invertibel, entén A? tamén o é e
(At)—l _ (A_l)t.
6) Se A € M,,x,(C) é invertibel, entén A* tamén o é e
(A*)—l _ (Afl)*.
Exemplo 3.1.29. Sexa A unha matriz cadrada de orde dias dada por
A— [ 011 a12
a21 a2
e tal que aj1age — ajoas; # 0. Daquela, A é invertibel e a sta inversa estd dada por

a2 —ai2
A*l = a11@22 — aj2a21 11022 — 12021
—az1 ail

a11G22 — aj2a21 11022 — 12021

Esta férmula é un caso particular das que podemos obter de forma mais xeral seguindo
o método de Cramer. Ten o grave defecto de que, cando a matriz A é grande, o numero de
operacions necesarias para o cdlculo da inversa fano invidbel, mesmo disponendo de grandes
recursos computacionais.

Nota 3.1.30. E importante resaltar que toda matriz que tena unha columna ou unha fila de
ceros non pode ser invertibel. En efecto, se A € My, 5, (K) ten unha columna de ceros, entén
YV B € Mpxn(K) tense que BA ten unha columna de ceros e non pode ser a identidade. Se A
ten unha fila de ceros, a sia trasposta ten unha columna de ceros e, por tanto, non ten inversa.
Se a trasposta non é invertibel, A tampouco o é.

Entre as matrices invertibeis debemos resaltar dous tipos.

Definicién 3.1.31. Diremos que unha matriz cadrada A é ortogonal se é invertibel e a sia
inversa é A’

Unha matriz cadrada A € M,,x,(C) dise que é unitaria se é invertibel e a sia inversa
coincide con A*.
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Exemplo 3.1.32. A matriz

T
ol

é ortogonal xa que A'A = AA! = I,.
A matriz

é unitaria xa que AA* = A*A = I,.

3.2. Operaciéns elementais. Forma graduada reducida. Rango dunha matriz

Existen uns tipos especiais de matrices que serdn de grande utilidade & hora de calcular
inversas e rangos. Estas matrices permitirdn interpretar desde o punto de vista do produto de
matrices as operaciéns elementais sobre as filas ou as columnas dunha matriz A calquera.

Definicién 3.2.1. Sexa A € M,;,,(K). Denominanse operaciéns elementais sobre as filas da
matriz A a calquera das seguintes transformaciéns:

= Permutar duas filas de A.

= Multiplicar unha fila por un escalar.

= Sumar a unha fila un miltiplo doutra fila.

Do mesmo xeito, chdmanse operaciéns elementais sobre as columnas de A &s transforma-
cidns:

= Permutar ddas columnas de A.

= Multiplicar unha columna por un escalar.

= Sumar a unha columna un multiplo doutra columna.

Definicién 3.2.2. Toda matriz obtida despois de facer unha operacién elemental nunha matriz
identidade chamarase matriz de operaciéns elementais.

A continuacién enumeraremos todas as matrices de operacions elementais que podemos
construir asi como o significado das operacions elementais desde un punto de vista matricial.
As matrices de operaciéns elementais son as seguintes:
1) Con Fj; denotamos a matriz resultante de permutar nunha matriz identidade a fila i e a
fila 7.
Por exemplo, para n =3

00 1
Fs=|0 10
100

é o resultado de intercambiar en I3 as filas primeira e terceira.
2) Con F;(«) denotamos a matriz obtida ao multiplicar a fila ¢ dunha matriz identidade por
un escalar o non nulo.
Por exemplo, para n =4

1000
0100
BA=19 01 0
000 4

é o resultado de multiplicar en Iy a fila cuarta por catro.
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3) Con Fj;(or) denotamos a matriz obtida ao sumar & fila ¢ dunha matriz identidade a sia

t

=

=

fila 7 multiplicada por un escalar a.
Por exemplo, para n =4

1000
01 7 0
Fam=1190 1 0
0001

é o resultado de multiplicar en I4 a fila terceira por 7 e sumar o resultado & segunda.

Obsérvese que no exemplo anterior a matriz Fa3(7) é triangular superior con uns na
diagonal principal xa que estamos a sumar a unha fila, a segunda, un multiplo doutra que
estd debaixo, isto é, un multiplo da terceira fila. Se por exemplo, sumamos & fila terceira
a segunda multiplicada por m, obtemos a matriz.

0
F32(7T) =

e e
o3 — o
===

0
1
0

que resulta ser triangular inferior con uns na diagonal principal.
Con Cj; denotamos a matriz resultante de permutar nunha matriz identidade a columna
i e a columna j.

Por exemplo, para n = 3

010
Co=1100
001

¢é o resultado de intercambiar en I3 as columnas primeira e segunda.
Con Cj(a) denotamos a matriz obtida ao multiplicar a fila ¢ dunha matriz identidade por
un escalar « non nulo.

Por exemplo, para n =4

1000
0100
GW=10 040
000 1

é o resultado de multiplicar en I; a columna terceira por catro.
Con Cjj(a) denotamos a matriz obtida ao sumar 4 columna ¢ dunha matriz identidade a
stia columna j multiplicada por un escalar o.

Por exemplo, para n =4

Cos(m) =

e R e
o3 —o
o~ oo
- o oo

é o resultado de multiplicar en Iy a columna terceira por 7 e sumar o resultado & segunda.

Obsérvese que no exemplo anterior a matriz Cos(m) é triangular inferior con uns
na diagonal principal xa que estamos a sumar a unha columna, a segunda, un multiplo
doutra que estd despois, isto é, un multiplo da terceira columna. Se por exemplo, sumamos
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4 columna terceira a segunda multiplicada por 7, obtemos a matriz

1000
01 7 0
Calm=| 099 10
0001

que resulta ser triangular superior con uns na diagonal principal.
Con estas matrices elementais, dada A € M, x,(K), temos o seguinte:

1) Fj;A é a matriz que se obtén ao permutar en A as filas i e j.

2) F;(a)A é a matriz que se obtén ao multiplicar a fila i de A polo escalar «.

3) Fij(a)A é a matriz que se obtén ao sumar 4 fila i de A a fila j de A multiplicada polo
escalar a.

4) AC;j; é a matriz que se obtén ao permutar en A as columnas i e j.

5) AC;i(«) é a matriz que se obtén ao multiplicar a columna i de A polo escalar a.

6) AC;j(«) é a matriz que se obtén ao sumar & columna ¢ de A a columna j de A multiplicada
polo escalar «.

Por tanto, todas as operacions elementais pédense realizar multiplicando a matriz A, ben
pola dereita ou ben pola esquerda, pola matriz de operacions elementais axeitada. E importante
resaltar que, se A € Myxn(K), entén Fj;, Fi(o), Fij(a) son matrices pertencentes ao con-
xunto Mp,xm(K) e, doutra banda, Cj;, Ci(c), Cjj(a) son matrices pertencentes ao conxunto

Mipxn (K).

Exemplo 3.2.3. Suponamos que temos a matriz

6 2 2
A=16 1 3
311

daquela
311 6 2 2 6 2 2
FizsA=|( 6 1 3 |, R3)A=| 18 3 9 |, Fyp(-1)A= 6 1 3
6 2 2 311 -3 0 -2
e
2 6 1 -6 2 2 6 0 2
ACpp=| 16 3 |, ACi(-1)=| -6 1 3 |, ACxn(-1)=| 6 -2 3
13 2 -3 11 3 01

Da propia definiciéon obtemos o seguinte resultado.
Proposicién 3.2.4. As matrices de operacidons elementais son todas invertibeis e cimprese que
Fj' = Fy, Fia)™ = F(a™), Fyla)™ = Fy(-a),
C;t = Cij, Cila)™ = Ci(a™), Cijla)™" = Cij(—a).

Definicién 3.2.5. Sexa A € M,,xn(K). Supofiamos que a fila i da matriz A non ten todos
os seus elementos iguais a cero. Chdmase entrada principal (ou pivote) da fila ¢ ao primeiro
elemento da devandita fila distinto de cero. Se ese elemento ¢ o a;; diremos, ademais, que a fila
i ten 7 — 1 ceros principais.

Dise que a matriz A estd en forma graduada por filas (ou abreviadamente en forma gradua-
da) se se cumpren as seguintes condiciéns:

1) Se existe algunha fila de ceros estd ao final.

2) Se hai varias filas distintas de cero, ent6n cada fila ten méis ceros principais que a anterior.
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Exemplo 3.2.6. Se tomamos as matrices

2 00 5 100 5 (1)883
A=[010 2 |iB={010 2| C=| ",
001 4 011 4 00 01

temos que en groso estan resaltadas as entradas principais ou pivotes. A matriz A estd en forma
graduada, a matriz B non o estd, xa que a fila tres ten tantos ceros principais como a segunda.
Finalmente, C' tampouco esta en forma graduada xa que ten unha fila de ceros entre dias que
non son nulas.

Definicién 3.2.7. Sexa A € Mp,xn(K). Dise que a matriz A estd en forma graduada reducida
por filas se se cumpren as seguintes condicions:

1) A estd en forma graduada por filas.
2) Todas as entradas principais son iguais a 1.
3) Todos os elementos que estan por enriba das entradas principais son ceros.

Exemplo 3.2.8. Dada a matriz

100 5
A= 01 0 -2
001 4

temos que en groso estén resaltadas as entradas principais e a matriz A estd en forma graduada
reducida.

Definicién 3.2.9. Diremos que ddas matrices A, B € M, «n(K) son equivalentes por filas,
e denotarémolo como A ~y B, se se pode pasar dunha & outra mediante unha sucesién de
operaciéns elementais por filas. Isto é, existen matrices My, -+ , M, € Mysm(K) de operaciéns
elementais tales que

B =M, - M A.
Para pasar de A a B seguiremos o seguinte esquema
0.EF
(A ]| I,)= (B | P)

onde P representa o produto de todas as operaciéns elementais por filas P = M, --- My emprega-
das para pasar de A a B e, por tanto, B = PA. As siglas O.E.F. significan operacions elementais

por filas.
Nétese que se PA = B tense que

A=P'B= (M, M) 'B=M"M"'B
eentén B ~; A. Obviamente, A ~; A e ademais, se A ~y B e B ~; C, isto implica que A ~; C.

Exemplo 3.2.10. Dadas as matrices

44 2 2 3 2
A=[61 -2 |;B=[0 —2 —2
23 2 0 0 0
temos que
23 200 2 3 200 1
Py F31(=2), F1(=3)
(Al B)==2|61 -2]01 WYL 8 8 [ 01 -3
44 2|10 0 -2 =2 | 10 -2
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Por tanto, P = F32(*4)F23F31(*2)F21(*3)F13 é tal que PA = B. Nétese que

Pl = (Fao(—4) Fog F31(—2) For (—3) Fi3) ™! = F3t For (=3) " Fr (—2) 7 Fogt Fa(—4) 7!

Proposicién 3.2.11. Cada matriz A = (a;j) € Mpxn(K) € equivalente por filas a unha matriz
graduada reducida por filas. Isto €, existe unha matriz P cadrada de orde n que € invertibel e
produto de matrices de operacidns elementais por filas, tal que PA é graduada reducida por filas.

Demostracion. O método para obter a matriz graduada reducida por filas equivalente por filas
4 matriz A podese resumir nos seguintes pasos:
1) Ponse como primeira fila unha que tefia o primeiro coeficiente non nulo. Se todos fosen
ceros, pasamos ao segundo coeficiente e seguiriamos asi de forma sucesiva.
2) Se a entrada principal da primeira fila é a, multiplicimola por a~! para obter unha entrada
principal igual a 1.
3) Convertemos en cero os coeficientes que estan debaixo do un do paso anterior suméndolle
a cada fila a primeira multiplicada polo escalar axeitado.
4) Repetimos os pasos anteriores coas restantes filas ata conseguir unha matriz graduada.
5) Finalmente, usando as operaciéns elementais convenientes facemos cero todos os coefi-
cientes situados enriba de cada entrada principal. Se existe unha fila de ceros pasase ao

final.
A matriz P é o produto de todas as matrices de operaciéns elementais usadas no proceso.

0O

Exemplo 3.2.12. Dada a matriz

1 1 11
A= 1 3 4 2
311 3
calculamos unha matriz graduada reducida por filas equivalente por filas a A seguindo o método

proposto na proposicién anterior.

(A ] Is)
F31(=3), Fp1(-1) 1 1 11 ‘ 100 Fy(1/2) 1 1 1 1 | 1 00
22 0 2 31| -1 10|20 13212 12120
0 -2 2 0] -3 0 1 0 -2 -2 0] -3 01
11 1 1| 1 00
F32(2)
20001 8/2 172 | —1/2 1/2 0
00 1 1| 4 11
110 0] 5 -1 -1
(=1), (=3/
IO g 1 0 —1 | 112 -1 —3/2
001 1] -4 1 1

0 1] -1/2 0 1/2
0 —1 | 11/2 -1 —3/2
1 1] -4 1 1

Fia(—1)
-

S O
O = O
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Por tanto, temos que

1 00 1
01 0 -1 | =Fa(=1)Fi3(—1)Fa(—3/2)F52(2) F5(1/2) F31(—3) Far (—1) A
0 0 1 1
e
12 0 1)2
P = Fia(—1)Fi3(—1)Fo3(—3/2) F32(2) F2(1/2) F31 (=3) For (1) = | 11/2 -1 =3/2
—4 1 1

Proposicién 3.2.13. Sexa A unha matriz cadrada de orde n con coeficientes en K. Entdn:

1) A matriz A € equivalente por filas a I,, se, e sd se, A € invertibel.
2) Se existe unha matriz X tal que AX = I, ou XA = 1I,,, a matriz A € invertibel.

Demostracion. A equivalencia dada en 1) é consecuencia do seguinte: en primeiro lugar, se A
é equivalente por filas a [,,, temos que existe unha matriz invertibel P, produto de matrices de
operaciéns elementais por filas, tal que PA = I,,. Entén, A = P! ¢, por tanto, A é invertibel.
Inversamente, se A é invertibel, existe unha matriz A~1, tal que AA~! = I,,. Se A fose equivalente
por filas a unha matriz graduada reducida B distinta da matriz identidade, esta matriz B teria
unha fila de ceros e, entén, existe unha matriz invertibel P, produto de matrices de operacions
elementais por filas, tal que PA = B. Asf pois, P = PAA™! = BA~!. Como B ten polo menos
unha fila de ceros, P = BA~! ten unha fila de ceros e isto é un absurdo, xa que P é invertibel.
Por tanto, A ~; I,,.

Para probar 2) tefiamos en conta que 1) garante que, se A non é invertibel, A é equivalente
por filas a unha matriz graduada reducida B distinta da identidade e, por tanto, B ten unha
fila de ceros. Se P é a matriz invertibel, produto de matrices de operaciéns elementais, tal que
PA = B, obtemos que P = PAX = BX. Como B ten polo menos unha fila de ceros, P = BX
ten unha fila de ceros e isto é un absurdo, xa que P é invertibel. Finalmente, a propiedade para
o produto X A = I, obtense traballando coa trasposta. . O

Exemplo 3.2.14. Suponamos que temos unha matriz cadrada A de orde n coa seguinte des-
composicién por bloques
H | ®T,n7T
A= —— | ———
c | D
Logo, A é invertibel, se, e s6 se, o son H e D. Ademais cimprese que, no caso de ter inversa,
esta é

|
-D7'cH' | D!

H ‘ @r,n—r H! ‘ er,n r
— ‘ | - === ‘ - - —
c | D —-D-lcH"! | D!
HH™! ‘ er,n—r I, | Gr,n—r
T ——— | === -—= | - == | =1L
CH-'-DD-'CH™' | DD! Onvr | Iy

Daquela, atopamos unha matriz que multiplicada por A d4 a identidade. Aplicando agora
a propiedade 2) do anterior resultado obtemos que A é invertibel.
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Inversamente, se A ten inversa existe unha matriz A~" tal que AA™! = I,,. Supofiamos que
descomponemos ambas as duas por bloques e facemos o seu produto. Logo

H ‘ er,n—r X1 | X2 1, ‘ er,'n—r
I N B B I I B [

C ‘ D X21 | X22 en—'r,r ‘ In—r
Por tanto,
HX1n =1, HX12=65, CX11+DXo1 =60y 1y, CX12+ DXog = 1Ip ;.

Disto deducimos, outra vez polo segundo apartado do anterior resultado, que H é invertibel,
o que implica que X2 = O, e que X1; = H 1. Disto séguese que DXsy = I,,_,, 0 que implica
tamén que D é invertibel. Finalmente, obsérvese que

CX11+DXo1 =6y, & CH ' = -DXo1 & Xo1 = D 'CH™L.

Proposicién 3.2.15. Sexa A = (aij) € Mumxn(K) tal que ten unha forma graduada reducida
por filas B con r entradas principais. Enton, existen matrices P € My xm(K) e Q € Myxn(K)
tales que

1) P e Q son produto de matrices de operacions elementais por filas e por columnas respec-

tivamente.
2) Cimprese que
Ir ‘ er n—r
PAQ=| ——— | —————

®m—r,r ‘ em—r,n—r

Demostracién. Mediante o proceso dado na Proposicién 3.2.11 obtemos unha matriz invertibel
P € Myyxm(K), produto de matrices de operaciéns elementais por filas, tal que PA = B sendo
B una matriz graduada reducida por filas con r entradas principais. En cada fila con entrada
principal, facendo operaciéns elementais coas columnas, podemos converter en ceros todos os
elementos non nulos distintos da entrada principal ou pivote. Unha vez feito isto reordenamos as
columnas para obter a matriz I,.. A matriz @) serd o produto de todas as matrices de operacions
elementais por columnas que usamos no proceso. Daquela, ) é invertibel e

I’I' ‘ @7' n—r
PAQ=| ——— | —————

Exemplo 3.2.16. Dada a matriz

temos que
(A | I3)
11 11] 100
(=1), (=1)
MELETY g 003 1] “1 1 0
0002 101
111 1 1 0 0
F3(1/2), Fo(1/3)
R0 001 13 | —1/3 13 0
000 1] —1/2 0 1/2
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/111 0] 32 0 —1/2
Fys( 1)-:Fz>¢;( 1/3) 0010 ‘ 71/6 1/3 71/6
00011 -1/2 0 1/2
ey (1100 |53 —1/3 —1/3
0010 | —1/6 1/3 —1/6
0001 | —-1/2 0 1/2

Logo, tomando
P = Fi9(=1)F13(—=1)Fa3(—1/3)F3(1/2) F5(1/3) F31(—1) Fo1(—1)
temos que PA é graduada reducida por filas e PA = B onde

1100
B=|0010
00 01
Fagamos a continuacién as operacions por columnas. Neste caso partimos de
B
1y
1 0 0 O 1 0 0 0
0 0 1 0 01 0 O
0 0 0 1 0 0 1 0
C21(-1) — - - = C23, C34 - - = —
1 -1 00| —7 |10 0 -1
0 1 0 0 0 0 O 1
0O 0 1 o0 01 0 O
0 0 0 1 0 0 1 0
Por tanto,
1 00 —1
Q = 021(—1)023034 = 00 0 1
010 0
001 0

e temos que

1000
PAQ=[0 100 |=(1I3 | ©31).
0010

Notacién 3.2.17. A partir de agora denotaremos as matrices

mxn
como I**".

Definicién 3.2.18. Sexan A, B € M,,x»(K). Diremos que A e B son matrices equivalentes se
existen matrices P € My xm(K) e Q@ € Mpxn(K) tales que:
1) P e @ son produto de matrices de operaciéns elementais por filas e por columnas respec-

tivamente.
2) Cumprese que PAQ = B.
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Cando duas matrices A e B sexan equivalentes denotarémolo por A ~ B. Obviamente se
diias matrices son equivalentes por filas son tamén equivalentes sen mais que tomar @ = I,,.
Doutra banda, A ~ A e, se ademais A ~ B, entén B ~ A. Finalmente, se A ~ B e B ~ (' isto
implica que A ~ C.

Proposicién 3.2.19. Toda matriz A = (aij) € Myxn(K) ¢ equivalente a unha inica matriz da
forma IT"*™.

Demostracion. Grazas & Proposicién 3.2.15 sabemos que existen matrices P € M.y, xm(K) e
Q € Muxn(K) tales que:
= P e () son produto de matrices de operacions elementais por filas e por columnas respec-
tivamente.
= Verificase que PAQ = I]"*"™.
Entén,
A ~ Ian
o
Se existise un natural s > r tal que A ~ I[**™, obteriamos que I"*™ ~ I7"*™. Por tanto,
existen matrices T’ € Mxm(K) € H € Mpxn(K) tales que:
= T e H son produto de matrices de operaciéns elementais por filas e por columnas respec-
tivamente.
= Verificase que TIM*"H = ["*" e, 0 que é o mesmo, TI"™*" = ["™*"R sendo R = H 1.

Descomporniendo convenientemente por bloques temos que

Ir | O'r,sfr | (—)r,nfs Rll | RIQ | R13
el I e B
I?X"R - 6577“,7’ | -[sfr | @sfr,nfs R21 | R22 | RQ&
I | - e B
6n75,r | enfs,sfr | G)nfs,nfs R31 | R32 | R33
Ry Rz | Rys
R ‘ - _ | R
= Ry | Ry | Ras
- _ ‘ _____ | _____
(—)nfs,r ‘ Qn—s,s—r | en—s,n—s
e que
Tll | T12 I’r | @7‘,”*7‘ Tll | ®'r,n7'r
T[:,”X": o ‘ o o | 77777 — o | 77777
T21 | T22 enfr,r | e'n,fr,nfr T12 | e)nf'r,nfr
Por tanto,
Rll | @7‘,8—7‘ ‘ er n—s
[ | ,,,,, ‘ ,,,,,
R= Ry | ®s—r,s—r ‘ es—'r,n—s
[ | ,,,,, ‘ ,,,,,
R31 | Rag R

e entén, aplicando o visto no exemplo 3.2.14, temos que R non ¢ invertibel. Isto é un absurdo e,
daquela, a matriz
I;’nx?’l

¢é Unica. 0O
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Definicién 3.2.20. Dada unha matriz A = (a;j) € Myxn(K) chamaremos forma reducida
completa (forma normal) de A 4 dnica matriz I"*™ que é equivalente con A.
Chédmase rango de A e represéntase como
rang (A)

ao numero r asociado a I"*". Este numero é un invariante da matriz A xa que IJ**™ é tnica
para cada A.

Obsérvese que ese nimero 7 coincide co nimero de filas non nulas da forma graduada redu-
cida de A a partir da cal se calcula I”"*"™ ou, equivalentemente, co nimero de entradas principais
desa forma. Daquela, se existisen diias formas graduadas reducidas de A distintas terfan o mes-
mo numero de entradas principais. De feito, pédese probar, mediante unha demostracién que
omitiremos, que a forma graduada reducida de A é tnica e utilizar esta propiedade para definir
0 rango.

Finalmente, é evidente que

rang (4) < min{m,n}.

Teorema 3.2.21. Dias matrices A, B € M,xn(K) son equivalentes, se, e sd se, tenen o mesmo
rango.

Demostracién. Se A e B son equivalentes, as sias formas reducidas completas tamén o son
e, por tanto, son iguais. Isto implica que o rango de A coincide co de B. Ao revés, se tefien o
mesmo rango, tenen a mesma forma reducida completa e isto implica que son equivalentes.

Como consecuencia inmediata deste teorema obtemos o corolario seguinte:

Corolario 3.2.22. Dada unha matriz A € M, xn(K) cimprese que:
1) Se P € Muyxm(K) € unha matriz invertibel, rang (PA) = rang (A).
2) Se Q € My xn(K) é unha matriz invertibel, rang (AQ) = rang (A).
3) rang (A) = rang (A?).

3.3. Matrices invertibeis. Cdlculo da matriz inversa

Grazas aos resultados probados na seccién anterior podemos obter un teorema que carac-
teriza totalmente ds matrices invertibeis. A demostracién das equivalencias é sinxela e déixase
como exercicio.

Teorema 3.3.1. Sexa A unha matriz cadrada de orden n. Son equivalentes:

1) A € invertibel.

2 ANfIn

= W

)
) A
) A forma graduada reducida de A ten n entradas principais.

) O rango de A € n.

) A matriz A € produto de matrices de operacidns elementais por filas.
)

)

)

10)

5

(=2

7) A matriz A € produto de matrices de operacions elementais por columnas.
8
9

A matriz A é produto de matrices de operacions elementais por filas e columnas.
Eziste unha matriz invertibel P tal que PA = I,,.
Existe unha matriz invertibel Q tal que AQ = I,.

Tendo en conta que toda matriz cadrada A invertibel é equivalente por filas 4 matriz iden-
tidade, para calcular a inversa de A, calcularemos a matriz P, tal que PA = I, e, por tanto,
A1 = P. Neste proceso s6 utilizamos operaciéns por filas. Vexamos un exemplo.
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Exemplo 3.3.2. Sexa a matriz

1111
12 2 2
1 2 3 3
1 2 3 4
Logo:
(A | I)
111 1 | 1000
Fa1(=1), F31(—1), Fo1(=1) 01 1 1 ‘ -1 1 0 0
- 01 22| 10710
01 23] -1001
1111 | 1 000
Fip-D.Fp-n | 0 1 1 1 | =1 1 00
- 0011 ] 0-110
0012 0-101
111 1] 1 0 00
Fig(1) 0111] -1 1 00
0011] 0-1 10
0001 0 0 -11
1110 | 1 0 1 -1
Fra(=1), Fau(—1), F34(-1) 01 10 | -1 1 1 -1
- 0010] 0 -1 2 -1
00011 0 0 -1 1
110 0 | 1 1 -1 0
F13(—LI;23(—1) 01 00 ‘ -1 2 -1 0
001071 0-1 2 -1
00011 0 0 -1 1
10001 2 -1 0 0
Fia(=1) 0100 | -1 2 -1 0
0010/ 0-1 2 -1
0001 0 0 -1 1
Daquela,
2 -1 0 0
4| -1 2 -1 0]
AT = 0o -1 2 -1 |
0 0 -1 1

Fro(=1)Fi3(—1) Fas(—1) Fia(—1) Foa(—1) F34(—1)
Fy3(—1)Fua(=1)F32(—=1)Fy1 (—1)F31(=1)Fa1(—1).
Obsérvese que tamén podemos combinar operacions con filas con operaciéns con columnas.
Grazas aos calculos anteriores sabemos que existe unha matriz

P = Fy3(—1)Fuo(—1)Fs2(—1)Fy1(—1)F31(—1)F1(—1),

tal que

PA =

SO O
SO ==
O ==
—_ =
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Fagamos a continuaciéon operaciéns por columnas para converter a matriz PA na matriz
identidade.

PA
1y

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1 1
Ca1(=1), C31(=1), Cyq1(=1) 0 0 0 1 C32(—1), Cq2(-1) 0 0 0 1
— — — _ — N — — — —
1 -1 -1 -1 1 -1 0 0
0 1 0 0 0 1 -1 -1
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

Casl1) 0 0 0 1

— — - =

1 -1 0 0

0 1 -1 0

0 0 1 -1

0 0 0 1

Por tanto, PAQ = I,,, onde

1 - 0 0
0 -1 0
Q = Co1(—1)C31(—1)Cu1(—1)C32(—1)Ca2(—1)Cy3(—~1) = 0 1 1
0 0 0 1

e, ademais,
A—l _ (P—lQ—l)—l _ QP

Nota 3.3.3. E moi importante que, no caso de usar operaciéns por filas e operaciéns por
columnas, non as mesturemos. Para as primeiras utilizaremos a matriz P e para as segundas, a
matriz Q.
3.4. Determinante dunha matriz cadrada. Propiedades e calculo
Os determinantes introducirémolos mediante un proceso indutivo da forma seguinte:
Definicién 3.4.1. Para unha matriz cadrada A = (a11) de orde 1 definese o determinante de
A, denotado por det(A) ou | 4|, como
det(A) = a11.

Conecido o valor do determinante de calquera matriz cadrada de orde (n — 1), para unha
matriz cadrada de orde n
ailr a2 o Glp
a1 G2 d2p

anl Gp2 - Qnp
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chdmase cofactor do coeficiente a;j, denotado por A;;, a
Aij = (*l)iJrj d()t(]\/[i]')
sendo M;; a matriz matriz cadrada de orde n — 1 que resulta ao suprimir en A a fila i-ésima e

a columna j-ésima.
O determinante de A definese como

det(A) = airdir + - + an1Ain.

Esta definicién que acabamos de dar de determinante cofiécese como desenvolvemento de
Laplace do determinante pola primeira columna da matriz A. Como consecuencia inmediata
desta definicién tense que

det(I,) = 1.
Exemplo 3.4.2. Para unha matriz A = (a;;) cadrada de orde dous temos que
an a
det(A) = det a; 2= a11A11 + a1 A9 = ar1a22 — a12a21.

Desta forma, como sabemos calcular determinantes de matrices cadradas de orde dous,
podemos calcular determinantes de matrices cadradas de orde tres do seguinte xeito:
ail a2 a3
det(A) = | a1 aze ass | = andn + a2 +az1 Az =
asz; azz ass

a2 a3
az2 @23

a2 @13
az2 as3

aze Q23
ai — azy + asz1
asz2  as3

a11(a2a33 — azzasz) — azi(a12a33 — aspai3) + asi(ar2a23 — axaiz) =
11022033 + 12023031 + A13021A32 — 013022031 — 11023032 — 012021033

obtendo a regra de Sarrus. A continuaciéon calculariamos determinantes de orde catro e asi,
sucesivamente. Sexa, por exemplo,

0111
122 2
A=11 2 3 3
02 3 4
Enton,
det(A) = 0.41; 4+ 1.Ag; + 1. Az + 0. 441 = (1) 2 det(My) + (—1)13 det(M3;) =
111 111
12 3 3|+]2 2 2|=
2 3 4 2 3 4

~(124+6+6-6-9-8) +(8+6+4-4-6-8)=—1.

A férmula do desenvolvemento de Laplace descrita na definicién pédese optimizar se proba-
mos algunhas propiedades interesantes dos determinantes. Enunciarémolas e probarémolas nas
proposiciéns seguintes nas cales a fila i dunha matriz cadrada A denotarase como

A = (ai aig - ain)-

Proposicién 3.4.3. Sexan tres matrices cadradas da mesma orde, A, A’ e A”, tales que tenen
todas as filas iguais, salvo a fila i. Se a fila i de A é a suma da filas i de A’ e A”, entdn

det(A) = det(A’) + det(A").
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Demostracién. A propiedade probarémola por inducién. Para n = 1 é evidente. Suponamola
certa para n — 1 e probemos a propiedade para n. Temos que
det(A) = det(A) = a1 A1 + - + aindin + - + an1Ap =
a1 (=) det(Myg) + - 4 ag (=1 det (M) + - + a1, (—1) " det(Myy,).

Para k # i temos que My, Mj; e M| son tales que tefien todas as filas iguais salvo unha
fila. Esa fila distinta de Mjy; é a suma das respectivas filas de M}, y M}, entén

det(Myy) = det(M},) + det(M],
por hipétese de inducién. Desta forma,
det(A) = a1 (=1 det(My) + - + an (1) det(M;) + - + a1 (=1)1 " det(My,) =
an (1) (det(Miy) + det(M7))) + -+ + (aly + afy)(=1) " det (M) + -
o @ (= 1) (det(M),) + det(M))) =
(a1 (=1)"det(M]y) + - + aly (= 1) det(Mi1) + - + ant (—1) " det(M};))
Hann (=) det (M) + -+ afy (1)1 det (M) + - + a1a(—1)"" det (M) =
det(A") + det(A”).

Proposicién 3.4.4. Se unha matriz cadrada ten dias filas consecutivas iguais, o seu determi-
nante vale cero. Como consecuencia disto, se se intercambian dias filas dunha matriz cadrada
A, o seu determinante cambia de signo.

Demostracién. Vexamos en primeiro lugar que, se unha matriz cadrada ten duas filas conse-
cutivas iguais, o seu determinante vale cero. Farémolo outra vez por inducién sobre o ntimero
de filas n. Para n = 2 é evidente. Suponamos que é certo para n — 1 e probemos a propiedade
para n. Se as filas consecutivas son a fila ¢ e a fila ¢ + 1, temos que:

det(A) = an A + - +ain A + apnAigi1 4 -+ antAnr

Agora ben, para k # i, i + 1 ctimprese a igualdade Ap; = (1) det(My;1) = 0 xa que
M ten duas filas iguais e é cadrada de orde n — 1. Doutra banda,

Ail = (—1)1+i det(Afﬂ), Ai+1,1 = (—1)2+i det(MiJrL’l)

e, como M;; = M, 1,1, obtense que A;; = —A;11,1 ¢ isto implica que det(A4) = 0.
Utilizando esta propiedade que acabamos de probar xunto coa Proposicién 3.4.3, temos que

Ay Ay Ay
o= || AitAs || A " Aia _
A+ Aigr A+ Aigr A+ Aipr
An Ay An
Ay Ay Ay Ay
A, A; Aia A1 || _
AT A1 + A; * A ||

An A'Il ATL An
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Ay Ay
A; A
Aia * A;
Ay Ay
Por tanto,
Ay Ay
A; ] Ain
Aipa A;
Ay A,

Proposicién 3.4.5. Se unha matriz cadrada ten dias filas iguais, o seu determinante vale cero.

Demostraciéon. Este resultado é consecuencia trivial do anterior.

Proposicién 3.4.6. Se unha matriz cadrada ten unha fila de ceros o seu determinante é nulo.

Demostracion. Como en casos anteriores, o resultado prébase por inducién. Para n =1 ¢ evi-
dente. Suponamos que é certo para n — 1 e probemos a propiedade para n. Se a fila nula é a fila
1 temos que

det(A) = a1t A1+ -+ 0.4 + - + a1 Ani.

Agora ben, para k # i cimprese a igualdade Ay = (—1)!7F det(My;) = 0, xa que My, ten
unha fila de ceros e é cadrada de orde n — 1. Isto implica que det(A) = 0. O

Proposicién 3.4.7. Se se multiplica unha fila dunha matriz cadrada A por un escalar, o deter-
minante queda multiplicado por ese escalar.

Demostracion. Outra vez utilizamos o método de inducién. Para n = 1 é evidente. Supoiamos
que é certo para n — 1 e probemos o resultado para n. Se a fila multiplicada polo escalar « é a
fila i e A’ é a matriz resultante tras esa operacién, temos que:

dCt(A/) = auA/ll + o+ aailA{Ll + -+ anlA;ﬂ.

Entén, para k # i, cimprese a igualdade A}, = oAy por hipétese de inducién e, ademais,
Al = A;. Por tanto,

det(A') = a1 A + -+ aaii A o+ aapt Apy = adet(A).

Proposicién 3.4.8. Se a unha fila dunha matriz cadrada sumdmoslle un maltiplo doutra fila, o
valor do determinante non varia.
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Demostracién. Aplicando que unha matriz con dudas filas iguais ten determinante nulo e as
Proposiciéns 3.4.3 e 3.4.7, tense que

Ay Ay Ay

A; A; A;

= +a = det(A).
Aj + ad4; A]' A;

A, A, A,

Nota 3.4.9. Dos resultados anteriores séguese de forma trivial que
det(F;) = det(Fj;) = —1, det(F;(a)) = det(Fi(a)") = a, det(Fj;(a)) = det(F;(a)') = 1.
Ademais, para toda matriz cadrada B de orde n tense que
det(F;;B) = — det(B) = det(Fj;;) det(B),
det(F;(a)B) = adet(B) = det(F;(a)) det(B),

det(Fj;j(o) B) = det(B) = det(Fj;(c)) det(B).
Proposicién 3.4.10. Unha matriz A € invertibel, se, e sd se, det(A) # 0.

Demostracién. Toda matriz A invertibel é produto de matrices de operaciéns elementais por
filas

FF_y - Fy = A.

Polo visto na nota anterior, temos que, se B é unha matriz cadrada de orde n, entén
det(FB) = det(F)det(B) para toda matriz de operaciéns elementais por filas F.. Como conse-
cuencia,

det(A) = det(F,) det(F,—1 - Fy) = det(F,) det(Fr_1) det(Fr_g - F1) = - =
det(F,) det(F,_1) det(F,_2) -~ det(Fy) # 0.

Suponamos que A non é invertibel. Entén é equivalente por filas a unha matriz cadrada de
orde n graduada reducida por filas con algunha delas nula, xa que o rango de A ten que ser
menor que n. Sexa Hy a forma graduada reducida con polo menos unha fila nula. Temos que
A~y Hy e isto implica que existen matrices de operaciéns elementais por filas, tales que

FFs - F1A=Hy
Isto implica que
det(Fs) det(Fs—1) -+~ det(Fy) det(A) = det(Ha) =0

e, por tanto, o determinante de A é nulo.

Proposicién 3.4.11. Se A e B son duas matrices cadradas, tense que
det(AB) = det(A) det(B).
Como consecuencia, se A € invertibel

1

det(A™Y) = det(A)’
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Demostracién. Se det(A) ou det(B) son nulos, entén det(AB) tamén o é. Isto é asi xa que, se
existe (AB)™!, tense que

AB(AB) ' =1,, (AB)'AB=1,
o que implica que A e B son invertibeis, o cal é un absurdo. Se A é invertibel, é produto de
matrices de operacions elementais por filas

FoFq = A

Daquela,
det(F,) det(F,_1) det(F,_3) -~ det(Fy) = det(A)
e
det(AB) = det(F,) det(F,_; - F1 B) = det(F,) det(F,_1) det(F_g - F1B) = - =
det(F,) det(F,_1) det(F,_2) - det(F)) det(B) = det(A) det(B).
A igualdade
1
—1 _
det(47) = 3ot

é consecuencia de que A™'A = I,,. |

Proposicién 3.4.12. O determinante dunha matriz cadrada coincide co da sia trasposta.

Demostracién. Se A non é invertibel, entén tampouco o é A’ e, entén, o resultado é certo xa

que det(A) = det(A?) = 0. Se A é invertibel, é produto de matrices de operaciéns elementais

por filas.

F.F._y - Fy = A
Daquela,
det(A"Y) = det(Ff) - det(F!_y) det(F!_;) det(F!) =
det(Fy) -+ det(Fr_2) det(Fr—_1) det(F,) =
det(F,) det(F,—1) det(F,_2) - det(F1) = det(A).

0

Utilizando a propiedade de que det(A) = det(A?), podemos demostrar de forma sinxela que
todos os resultados anteriores que involucran filas tamén as temos para columnas.

Corolario 3.4.13. Cimprese o sequinte:

1) Sexan tres matrices cadradas da mesma orde, A, A" e A", tales que tenen todas as co-
lumnas iguais, salvo a columna j. Se a columna j de A é a suma das columnas j de A’ e
A", enton

det(A) = det(A") + det(A”).

2) Se unha matriz cadrada A ten dias columnas iguais, o seu determinante vale cero.

3) Se se intercambian dias columnas dunha matriz cadrada A, o seu determinante cambia
de signo.

4) Se unha matriz cadrada A ten unha columna de ceros, o seu determinante é nulo.

5) Se se multiplica unha columna dunha matriz cadrada A por un escalar, o determinante
queda multiplicado por ese escalar.

6) Se a unha columna dunha matriz cadrada A sumdmoslle un miltiplo doutra columna, o
valor do determinante non varia.

Proposicién 3.4.14. O determinante dunha matriz cadrada pdédese desenvolver por calquera
das sias filas ou columnas.
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Demostracién. A demostracion é unha consecuencia das proposicidns e corolarios anteriores.
O

Grazas as propiedades anteriores podemos realizar os calculos de determinantes utilizando
as operacions elementais. Vexamos un exemplo:

Exemplo 3.4.15. Sexa

01 11
1 2 2 2
A=112 3 3
02 3 4
Enton, restando a ultima columna & terceira e 4 segunda
0 0 01
1 0 0 2
det(A) = 1 -1 0 3
0 -2 -1 4

Desenvolvendo o determinante pola primeira fila, temos que:

?88; 1 0 o0 1 0 o0

=(-D"1 -1 o0|=-|1 -1 0
L -1 03 0 —2 -1 0 -2 -1
0 —2 -1 4

Volvendo desenvolver pola primeira fila, obténiense as igualdades
1 0 O

—fr-r o= T D=
0 -2 -1

Como o determinante de A é distinto de cero a matriz é invertibel e

det(A1) = }1 )

3.5. Problemas propostos

1. Considéranse as matrices reais

2 -2
1 23 8 1 6

A:( ),B:( ),C: R
3 -4 5 357 50
01 1 0

p=|o0oo01]|, E=(1,2,3), F=[0
000 2

Calcule as seguintes matrices:

a) 3A +2B. b) B — A.

¢) AC e CA. d) ED, DF, EF ¢ FE.
e) CBD e EDE!. f) D — (4CB)*.

g) AC + (AC)..  h) (A+ B)D.

i) D% e D3, j) FEDC.
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. Sexa A = (aj;) € Muxa(R) a matriz definida por a;; = [i — j| para 1 < 4,5 < 4 e sexa
B = (bq,]) S M4X4(R) onde
se i =j.

ij sei#j
bij: 0

Calcule os produtos AB e BA.
. Sexa A = (a;j) € M3x3(R) unha matriz estritamente triangular superior tal que a1z # 0
e consideremos a matriz

0 0 1
B = 1 7a13/a12 0 S ngg(R).
0 1 0

Calcule a matriz AB. E AB diagonal? E AB escalar?
. Considéranse as matrices complexas

1 -1 s 2-3i .
A:<—1 —1)’ B:(2+3i 0 )’C:(“l)’

. . -2 243 .
D:<_22 1+Z.>,E: Lo |, Fz(m.).
-4 2—9 . i
i 0
Calcule as matrices:

a) (141i)B. b) A*, B* e E*.
c) CCte CC* . d) A+ B+ D,FC+DeFEB+E.
¢) ABDF. f) (1 =3i)D)* e (14 3i)D*.
g9) (FC)* e (FO)L. h) EAE' e EAE*.

i) A2—DB?e (A—B)(A+B). j)(A+D)?e A2+ 2AD + D%
. Sexan as matrices
i1 1-2i 5 1-2¢ -1
A—(z -1 —3—7:) ¢ B_(—z 0 —3+i>'
a) Determine a matriz X nas seguintes ecuaciéns:
al) A+ X =B.
a2) A—iX =2B.
a3) (1+)X*—A=0.
a4) At +3X =0.
b) Atope as soluciéns X,Y € May3(C) dos seguintes sistemas de ecuaciéns:
bl) 3X+Y =B
X +2Y =-A }
b2) iX-Y=-B
1-9)X+Y=—(1+9A }
. Sexan A € May3(R), B € Msx2(R) e C € M3x2(R) as matrices

10 3 -2
A:(}ffé),B: 1 -1, c= 3 -3
0 0 11

Comprobe que AB = AC = I,. E A invertibel?
. Probe que, se A, B € Myxn(R) verifican B # Oy, ¢ AB = O, 5, entén A é singular.
. Sexan A, B € Myyx4(R) as matrices:

10 0 -1 11 -1 1
A‘<01—1 o)’ B—<12—2 —1)'
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.
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Estude cales das seguintes afirmacions son verdadeiras e cales falsas:
a) A'B é simétrica.
b) AB! —2I é antisimétrica.
c) AA'B = 2B.
d) AB'B = —A.

. Sexan A, B € Mpxn(R) tales que A é simétrica e B + I é antisimétrica. Probe que AB

é simétrica, se, e s6 se, AB + BA = —2A.
Ache o valor de o € R para que a matriz

12 1/2  1/2 1)2
—1/2 —1/2  1/2 1/2
—-1/2  1/2 —1/2 1/2
12 o -1/2 1)2

A=

sexa ortogonal.
Se u € R™ é un vector tal que u'u = 1 entén a matriz

H(u) = I, — 2uu’ € Myxn(R)

chamase matriz de Householder correspondente ao vector u.

a) Probe que toda matriz de Houlseholder H(u) é simétrica e ortogonal.

b) Demostre que H(u)v = —v se existe A € R tal que v = Au.

¢) Comprobe que, se v € R" verifica que v'u = 0, entén H (u)v = v.

d) Se u = (v3/3,—v3/3,V/3/3)t € R?, verifique que u'u = 1 e calcule a correspon-

dente matriz de Householder H (u).

Sexan A, B € Mpxn(R) e sexa M = A+ iB € My xn(C). Probe que M é hermitiana, se,
e 86 se, A é simétrica e B é antisimétrica.
Sexan A, B € M,,»«,(R) tales que A é ortogonal e AB = BA. Probe:

a) A'B = BA'.

b) Se H = A+iB € Myxn(C) enton HH* = H*H < BB' = B'B.
Dada unha matriz cadrada A de orde n, definese a stia traza como a suma de todos os
elementos da diagonal principal, isto é:

tr(A) = an + - + anp-

Demostre que para todas A e B matrices cadradas de orde n tense o seguinte.
a) tr(A+ B) =tr(A) 4+ tr (B).
b) tr (AB) = tr (BA).
¢) Para cada escalar a ciimprese que tr (a«A) = atr (A).
d) tr (A") = tr (A).
Sexan A, B € M, »,(R) verificando que:
a) tr(B) =0,
b) A—2B+2A! — B! =6I.
Atope todas as matrices X € My x,(R) satisfacendo a ecuacién matricial

X =tr(X)A+B.

Probe que, se A € Myq(C) verifica tr (AA*) =0, entén A = Op 4.
Sexan A, B € M,x,(R) dias matrices ortogonais.

a) Calcule a traza da matriz N = B'AB — At

b) Demostre que (A + B)(A" — BY) = O,,,, se, e s6 se, BA! é unha matriz simétrica.
Sexa A € Muxn(R), A # Opp, ¢ sexa B € Myuyn(R) tal que (A + B)? = (A — B)2.
Demostre:

a) tr(BA) =0.

b) (AB)t = —A'Bt.
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¢) Se n é impar e A é invertibel, entén B non é invertibel.
19. Sexan A, B € My xn(R). Razoe cales das seguintes afirmaciéns son verdadeiras e cales
falsas.
a) rang (AB) = rang (BA).
b) rang (A + B) = rang (A) + rang (B).
¢) rang (AA) =rang (A), VA e R\ {0}.
d) Se A e Myxn(R) e B= %(A + A?) entén rang (A) = rang (B).
20. Calcule, segundo os distintos valores de a, 8 € R, o rango das matrices:

3 4

2. B 1 T a1 11
A= 2 af 1|, B= , C=11 a1l o |,
2 B « o 43 1 1 a o
1 o O
01‘;(1) 15 -1 2 2 0 1 2
D=| .5 | BE={21 41| F=[1-1 23
12 1 « 0 2 -3 a
1 0 —«

21. Sexa S = {A € M34(R) /rang (A) = 2}. Cales das seguintes afirmaciéns son verdadeiras
e cales falsas? Razoe a resposta.
a) Se A€ S e Be Myx(R), entén AB € S.
b) Se A,BcS,entén A+ B € S.
c) Se A€ S, entéon A\A € S, VA € R\ {0}.

22. Calcule a forma graduada reducida de B e determine «, 8 € R para que as matrices

1 0 -2 1 1 4 -6 -7
A= -2 1 1 o« |, B= -1 1 1 -3
02 B8 2 2 2 -6 —12
teflan 0 mesmo rango.
23. a) Determine os valores dos pardametros « e 3 para que as matrices reais
10 -2 1 1 4 -6 -7
A= -2 1 1 o« |, B= -1 1 1 -3
02 B 2 2 2 —6 —12

sexan equivalentes.
b) Calcule a forma reducida completa ou normal

3x4
177% =

da matriz B.
c) Para a = 3 = 0, ache as matrices regulares P e Q tales que Q"' AP = B.

24. Ache o rango das matrices:

a)

2

1 a —«
A= 1 B8 —-p?
1 6 —62
b)
1 i 142
B = 1+ 22 21 0

I+d 1+20 2+
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1 -1 i
C=|1+7 i—1 1—1
241 1—2 «

« 3—24a 1—2
D= 1—i—«a — i—1
i -1+ -1

U o)
== 0 =
=R =
Q = = =

— =N
Do w
T @
[\
ol L L
[\
=

25. Considéranse as matrices

4 -5 4 -1 123
A:(73 4)’ B:(f?) 1)’ C:<456>'
y B

a) Probe que A e B son matrices regulares e calcule A1
b) Resolva, se é posibel, as seguintes ecuaciéns matriciais:
bl) BX =C.
b2) 3BX — At =0.
b3) AX - BX =1.
b4) AXB=A+B.
b5) A'BX' = C.
b6) A2X = 1.
26. Sexa A € Myxn(R). Probe que:
a) Se A é ortogonal, entén det (A) = £1.
b) Se n é impar e A é antisimétrica, entén det (4) = 0.
¢) Se P € Mpyy,(C) é unha matriz invertibel, entén

det (P1AP) = det (A).

27. Sexan A, B € My,xn(R) matrices ortogonais.

a) Probe que A+ B = A(A' + B")B.

b) Como consecuencia, probe que, se det (A) + det (B) = 0, entén A + B é singular.
28. Probe que

1 a B+7y
1 B a+~v|=0.
1 v a+p

29. Dados «, § € R, considérase a matriz A = (a;j) € Mpxn(R) definida por

_Ja sii=g
YT\ B sii#]
Probe que det (A) = (o — B)" Lo+ (n — 1)4].
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30. Calcule o determinante da matriz

a+1 1 1 3
200 a+p 15} B
a B B B

a+l 1+8 1+8 348

segundo os valores de «, 5 € R. jPara que valores de a e 8 é a matriz A regular?
31. Calcule o determinante e, se é posibel, as inversas das seguintes matrices:

1 -1 21 1

A=

-1 2 3 2 -1 3 2 0 i ; ; ;
A= 012],B=|1 022 =2 ,0:1233,
100 3 -1 55 4 123 4
1 -1 2 0 —4
111 1 14i  —i (1) } _(1) (1’
D=2 2 1], E=|0 1 1-2i |, F=
1924 /)° 1 1 ) -1 0 1 -1
! 1 1 0
32. Calcule os determinantes das seguintes matrices:
=4
12 -1 -0,002 Lao22
3 8 0 —0,004 36951
A= ’ , B=|16 574 2|,
2 2 -4 —0,003 1685 0
3000 8000 —1000 —6 146 3 1
128 256 384 512
1 3 1 1 5 7 6 8 5
7 8 8 1 3546 4
C= , D=2 3 2 4 3
o111 12022
64 64 64 64 2 4 2 4 4
2 0 —4 —-12
33. Sabendo que o determinante de Vandermonde admite a expresién
1 1 1 .. 1
T T2 xr3 ... In
2 2 2 2
det ] x5 T3 .. x5 _ 1—[(90Z — )
. . Lo . P
1"1%1 x?il x§’71 ool

demostre que para todo nimero k£ > 1 o determinante da matriz

1 2 3 k

1 4 9 k2

3

4|1 8 k
1 2k 3k kR

é non nulo.
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34. Sexa A € My, (C) tal que A — A* = tr (A)A*. Demostre que tr (A) =0 e det(A) € R.
35. Sexa A € Myxn(C) antisimétrica e sexa B = (I, + A)(I,, — A)~L. Probe que B ¢ unha
matriz ortogonal.

36. Razoe se as seguintes afirmacions son verdadeiras ou falsas:

a) Se A € My yn(R) verifica que (A + I,)(A— I,) = Opp, entén A =I,, ou A = —1I,.

b) Se A € M, (R) é unha matriz nilpotente de indice 2, entén

AM + A)? = AM? ¥V M € Mpyn(R).
¢) Se A é nilpotente, entén A é singular.
d) Sexa A = (a;j) € Mpxn(R) definida por a;; = a, se i + j = n + 1, e a;; = 0 noutro
caso, onde « € R, a # 0. Entén cimprese que det(A) = —det(aly,).
e) Sexan A, B € M,,»,(R) dias matrices invertibeis. Daquela cimprese que

rang (B'A7'B) = rang (A A).



CAPIiTULO 4
Sistemas de ecuacidns lineares

Os contidos deste capitulo son dos méis relevantes dentro da dlxebra linear xa que a solucién
de sistemas de ecuaciéns lineares foi un dos problemas, por non dicir o problema, que deu lugar
4 sta orixe.

Comezaremos o capitulo introducindo as nociéns de ecuacién linear e de sistema de ecua-
ciéns lineares, para pasar a continuacién a dar a interpretacion matricial destes ltimos. No
seguinte punto clasificaremos os sistemas de ecuaciéns lineares en funcién de se tefien solucién
(compatibeis) ou se non a tefien (incompatibeis). Dentro dos compatibeis, distinguiremos en-
tre os que tenen infinitas soluciéns ou unha tnica solucién. Os primeiros seran os compatibeis
indeterminados, mentres que os segundos chamaranse compatibeis determinados.

En segundo lugar, definiremos a importante nocién de sistemas equivalentes, isto é, sistemas
co mesmo conxunto de soluciéns. Neste capitulo recalcarase ao lector que, se nun sistema Az =
b multiplicamos por unha matriz invertibel P, o novo sistema PAx = Pb é equivalente ao
primeiro. Por tanto, tendo en conta a interpretaciéon matricial das operaciéns elementais por
filas, poderemos garantir que, se nun sistema de ecuaciéns lineares Az = b intercambiamos dias
ecuacions, multiplicamos unha ecuacién por un escalar non nulo ou sumamos a unha ecuacién
un multiplo doutra ecuacién, obtemos un sistema de ecuacions equivalente. Como consecuencia
destes feitos, poderase usar a seguinte propiedade para discutir e resolver sistemas de ecuaciéns
lineares: sexa Ax = b un sistema de m ecuaciéns lineares con n incégnitas e sexa (Alb) a sta
matriz ampliada. Se C' = (A'|d)) é a forma graduada reducida de (A|b), tense que o sistema
A’z =V é equivalente ao sistema Az = b.

A primeira consecuencia directa do resultado enunciado nas tltimas linas do paragrafo
precedente é o que se conece na literatura como Teorema de Rouché-Frobenius. Este teorema
é o que permitird discutir os sistemas de ecuaciéns lineares sen mais que estudar os rangos da
matriz do sistema e da matriz ampliada.

Finalizaremos esta parte do capitulo introducindo as nociéns de sistema homoxéneo e non
homoxéneo recalcando que, se Az = b é un sistema de ecuacions lineares compatibel, o conxunto
de solucidns do sistema obtense como a suma dunha solucion particular e as soluciéns do sistema
homoxéneo asociado Az = fg» sendo Oxn a matriz columna con todas as siias componentes nulas.

O primeiro método de solucién de sistemas de ecuacions lineares que se introducird é o
derivado da eliminacién gaussiana, que, a4 sia vez, ten o seu fundamento na utilizacién das
operacions elementais para converter un sistema de ecuacions lineares noutro mais sinxelo de
resolver; neste caso pasariase a outro sistema equivalente con matriz asociada triangular su-
perior. Neste capitulo explicarase con rigor o procedemento de eliminacién gaussiana e, como
consecuencia, verase que se no proceso de Gauss para resolver o sistema Azx = b non temos
necesidade de intercambiar filas ou de multiplicar unha fila por un escalar non nulo, existe unha
matriz P, triangular inferior cos coeficientes da diagonal principal iguais a un, tal que PA =U
sendo U unha matriz triangular superior. Como a inversa dunha matriz triangular inferior cos
coeficientes da diagonal principal iguais a un é triangular inferior cos coeficientes da diagonal
principal iguais a un, teremos o seguinte:

A=LU, L=P!

71
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onde L é unha matriz triangular inferior cos coeficientes da diagonal principal iguais a un e U
é unha matriz triangular superior; esta é a factorizacion LU da matriz A. Agora ben, nestas
condicions xerais non podemos garantir a unicidade de L e de U. Para garantir a unicidade da
factorizacion é necesario que todos os pivotes que aparezan no desenvolvemento do procedemento
de eliminacién gaussiana deben ser non nulos ou, equivalentemente, as submatrices diagonais de

A,
aii o air
A(ryr) =
ary o Qpp

deben ser invertibeis para todo r € {1, ,n}.

Finalmente, neste capitulo tamén se verda como se pode aplicar a factorizacién LU & re-
solucién de sistemas de ecuacidns lineares e comprobarase que, se A admite factorizacién LU,
enton

det(A) = det(U)
e, como U = (u;j) é triangular superior, tense que

det(A) = UL1U22 *** Upn,-

4.1. Sistemas homoxéneos e non homoxéneos. Existencia de soluciéns
Definicién 4.1.1. Unha ecuacién linear con coeficientes no corpo K é unha expresion da forma:
ajry + -+ apxry, = b

onde os a; son elementos conecidos do corpo que chamaremos coeficientes, as z; son simbolos
que chamaremos incognitas e b é outro escalar conecido que chamaremos termo independente.
B importante resaltar que nunha ecuacién linear non poden aparecer as incognitas elevadas ao
cadrado, nin produtos de incognitas, nin funciéns de tipo trigonométrico, logaritmico, etc.

Unha solucién da ecuacién é unha asignacién de escalares v; para as incégnitas x; de forma
que se cumpra a igualdade. Normalmente unha solucién representarémola como unha matriz
columna

U1

cumprindose que

( ay - Qap ) =av; + -+ apv, = b.

Un
Cando temos poucas incégnitas additanse representar polas letras x, y, z, t, ...
Exemplo 4.1.2. As seguintes ecuacions
x4+ 20y —3t =23, iz—(4+1i)z—6t=0
son lineares, mentres que
2?43y +42=6, ayz+3t=9, sen(x)+4t+5r=c®

non o son.
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Por exemplo, x =6, y =1, 2 =0, ¢t = 1 é unha solucion da ecuacién = + 20y — z — 3t = 23.

Neste caso,

(1 20 -1 -3) =1:6+20-1+0-0+(-3)-1=23.

= o=,

Definicién 4.1.3. A un conxunto de m ecuaciéns lineares coas mesmas incégnitas

a11r1 + -+ a1y = by

;121 + -+ ATy = b;

Am1T1 + -+ QpnTn = by

chamaselle sistema de m ecuaciéns lineares con n incégnitas.
Notese que o anterior sistema admite a seguinte formulacion matricial:

ayy v dlp z1 by
i o Qgp z | =1 b
Am1 Gmn, g bm

Se chamamos A 4 matriz

aln v Gip
ail - o Qn
m1 0 Gmp
ex,ba
1 b1
L ) bl ’
LTn b,

respectivamente, o sistema estd dado polo produto matricial
Ax =b.

Este é o formato méis simple para representar de forma abstracta un sistema. A matriz
A € Myxn(K) chamarase matriz do sistema, x serd coniecido como vector de incégnitas (ao
darlle valores escalares a cada incégnita temos un elemento de M,»1(K)) e b € M,,x1(K)
denominarase termo independente.

Definicién 4.1.4. Dado un sistema de m ecuacions lineares con n incégnitas Az = b, chamase
matriz ampliada do sistema 4 que resulta cando se engade a A o termo independente como
columna final. Representarémola como

(Alb).

Definicién 4.1.5. Dado un sistema de m ecuaciéns lineares con n incdgnitas Ax = b, chamarase
homoxéneo se b = fgm. Dado un sistema non homoxéneo Az = b, chamarase sistema homoxéneo
asociado ao sistema Ax = Ogm.
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Definicién 4.1.6. Dado un sistema de m ecuaciéns lineares con n incégnitas Az = b, chamarase
solucién do sistema a todo v € My, x1(K) tal que Av = b. Nétese que se as columnas de A son

Al .. A" entén v € M, x1(K) é solucidn, se, e s se,
ayg - o ay
Al e Qin ’ =U1A1+~~~+’l}nz4n=b~
Un,
Am1 ot Qmn

Cando isto ocorre, dise que b é combinacién linear das columnas de A. Mais adiante veremos
o sentido que ten este nome no contexto da teoria de espazos vectoriais.

Un sistema de ecuaciéns lineares chamarase compatibel se admite solucién. Cando é tnica,
chamarase compatibel determinado. Se temos mais dunha solucién, o sistema denominarase
compatibel indeterminado. Os sistemas incompatibeis son aqueles que non tenen solucién.

Exemplos 4.1.7. Se temos un sistema de ecuaciéns lineares Az = b onde A é unha matriz

invertibel, verificase que Az = b é compatibel determinado con solucién v = A~'b. Doutra

banda, todo sistema homoxéneo de n incognitas, é compatibel xa que fgn é unha solucion.
Vexamos agora exemplos concretos. Tomemos en primeiro lugar o sistema:

r+y+z2==6 1 1 1 - 6
rty—z=0 11 -1 1o
r+z=4 10 1 Z = 4
r+y=3 11 0 3
onde da ultima ecuacién obtemos que z = 3 — y. Ademais
r+y—2z2=0 B B B o B
{1:+z:4 = 2r+y=4 = 2B—-y)+ty=4 = 6-—y=4 =y=2.

Entén, z =1 e z = 3. Daquela, o sistema resulta compatibel determinado.
Sexa a continuacién o sistema

r+y+z=6 N 11 1 x ([ 6
r4+y—2=0 11 -1 M —\0 )
Neste caso, sumando as duas ecuacions, obtemos que 2z + 2y = 6 ou, o que é 0 mesmo,
z +y = 3. Por tanto, y =3 —x e z = x + y = 3. Isto implica que calquera vector v tal que

<

«@
v=| 3—a |, aeR
3

é solucion do sistema. Como temos infinitas soluciéns o sistema é compatibel indeterminado.
Finalmente, consideremos o sistema

T+y+z=6 1 1 1 T 6
r4+y—2z2=0 <& 1 1 -1 y | =10
—2x—-2y=1 -2 -2 0 z 1

Sumando as duias primeiras ecuaciéns obtemos que 2z 42y = 6, equivalentemente, z+y = 3.
Isto é imposibel que se cumpra ao mesmo tempo que —2z — 2y = 1 < x +y = —1/2. Por tanto,
non existe solucién e o sistema resulta incompatibel.

Definicién 4.1.8. Diremos que dous sistemas de ecuacions lineares co mesmo nimero de incégni-
tas son equivalentes, se tefien o mesmo conxunto de soluciéns.
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Proposicién 4.1.9. Sexa P € M, xm(R) unha matriz invertibel. Tense que todo sistema de m
ecuacions lineares con n incégnitas Az = b € equivalente a PAx = Pb.

Demostraciéon. Suponiamos que v é solucién de Az = b. Entén é solucion de PAx = Pb xa que
PAv = Pb por ser Av = b. De xeito inverso, se v é soluciéon de PAx = Pb, temos que PAv = Pb
e multiplicando por P~! obtemos que

Av =P 'PAv =P 'Pb=b.

Por tanto, v é solucién de Ax = b. O

Como consecuencia deste resultado obtemos unhas importantes propiedades que nos seran
de utilidade & hora de resolver sistemas.

Proposicién 4.1.10. Se nun sistema de ecuacions lineares Ax = b intercimbianse dias ecua-
cions, multiplicase unha ecuacion por un escalar non nulo ou se suma a unha ecuacion un
maultiplo doutra ecuacion, obtense un sistema de ecuacions equivalente.

Demostracién. Intercambiar dias ecuaciéns, por exemplo a ecuacién i e a ecuacién j, faise
sen mais que multiplicar o sistema pola matriz de operaciéns elementais Fj;. Como ¢é invertibel,
0 novo sistema é equivalente a Ax = b. Se queremos multiplicar unha ecuacién por un escalar
« non nulo, temos que multiplicar o sistema pola matriz de operaciéns elementais Fj(«) que
tamén é invertibel. Desta forma, neste caso, temos un novo sistema equivalente ao de partida.
Finalmente, a iltima operacion con ecuacions faise multiplicando por unha matriz de operacions
elementais do tipo Fjj(a) que, como é invertibel, proporciona un sistema equivalente a Az = b

O

Corolario 4.1.11. Seza Az = b un sistema de m ecuacions lineares con n incdgnitas. Sexa (A|b)
a sia matriz ampliada. Se (A'|V') € a forma graduada reducida de (A|b), tense que o sistema
Az =V € equivalente a Az = b.

Demostracion. E consecuencia directa da proposicién anterior. O

Corolario 4.1.12. Sexa Ax = b un sistema de m ecuacions lineares con n incdgnitas. Sexa
(A]b) a stia matriz ampliada. Enton:

1) Serang(A) =rang (A|b), o sistema é compatibel. Cando rang(A) = n, o sistema € deter-
minado e, se rang (A) < n, € indeterminado.
2) Serang(A) < rang (A[b), o sistema € incompatibel.

Demostracién. Calculemos a forma graduada reducida (A’|b') da matriz ampliada do sistema
(Ab). Se eliminamos a tltima columna de (A'|V'), temos unha forma graduada reducida para
a matriz A. Como podemos deducir de forma facil, o sistema é compatibel cando no sistema
A’z = b non aparece a ecuacién 0 = « con « un escalar non nulo, é dicir, se A’ e (A'|V/) tefien
o mesmo ndmero de filas non nulas, equivalentemente, rang (A) = rang (A4|b).

Se rang (A) = rang (A|b) = r, o sistema resélvese despexando as r incégnitas corresponden-
tes s 1 entradas principais en funcién das n—r restantes. O sistema serd determinado se n = r. O

Estes tltimos corolarios proporcionan un método, conecido como método de Gauss-Jordan,
baseado na utilizacién das operacions elementais para simplificar os procesos de caracterizacién
do sistema e obtenciéon do seu conxunto de soluciéns no caso de que as tena. Vexamos uns
exemplos:



76 CAPITULO 4: SISTEMAS DE ECUACIONS LINEARES

Exemplos 4.1.13. Tomemos o sistema

3x+6y—52=0 3 6 =5 T 0
r+y+22=0 1011 2 y |=120
20 +4y —3z2=1 2 4 -3 z 1
Sexa a matriz ampliada do sistema
3 6 =5 0
11 210
2 4 -3 1

e calculemos a forma graduada reducida (neste caso, a matriz onde se acumulan as operaciéns
elementais non nos interesa polo que non a escribimos).

11 20 /11 20\, (11 210
A =236 -5 0| ™21 o3 110|202 71
24 3|1 02 -7 |1 03 —11 | 0
, 11 2] o\., /11 2] o0
1 e a2 | o1 e 1/2
03 —11] o0 00 —1/2 | -3/2
s L2 0N\, (10 112 | -2
2 1 72 | 1)2 01 -7/2 | 1/2
o0 1] 3 00 1 3
o 100 | -17
Fi3( 112;23(7/2) 01 0 | 11
001 3

Por tanto, rang (A) = rang (A|b) = 3. Daquela, o sistema orixinal é compatibel determinado
e a soluciéon estd dada por

r=-—17
y=11
z=3
Tomenos agora o sistema
r+y+z=1 1 11 T 1
rz+2y=1 <1120 y | =11
r+2z=1 1 0 2 z 1
e calculemos a forma graduada reducida da matriz ampliada
F31(=1),F21(-1) 1 1 1 | 1 Fza(1) 11 1 | 1
(Ald) = 0 1 -1 10 = 01 -11]0
0 -1 110 00 01O
10 2|1
(-1
o1 -1 ] o
00 01O

Entén, rang (A) = rang (A|b) = 2 < 3 e o sistema orixinal é compatibel indeterminado e
equivalente ao sistema
r+2z=1
{ y—z=20
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que ten como soluciéns aos u dados por

1 -2«
U= « , a€R.
«@
Finalmente, sexa o sistema
20 +2y+22=0 2 2 2 x 0
4o +Ty+72=24 <4 707 y | =1 24
6 + 18y + 182 =70 6 18 18 z 70

e, como nos casos anteriores, empecemos o calculo da forma graduada reducida da matriz am-
pliada.

o 2 2 2] 0 222 0

31(=3),Fa1(— "32(—4)
(Ap) T g 3 3 aa | 003 3] 2
012 12 | 70 000 | 2

Chegados a este punto non temos que facer nada maéis, xa que se ve claramente que temos
0 = —26. O sistema é incompatibel e rang (4) = 2 < 3 = rang (Ab).
Proposicién 4.1.14. Sexa Az = b un sistema de ecuacions lineares de m ecuacions con n
incognitas tal que é compatibel. O conzunto de solucions do sistema obtense como a suma dunha
solucion particular e as solucions do sistema homoxéneo asociado Ax = Ogm.
Demostracién. Suponamos que v é unha solucién de Az = b e que w 0 é de Ax = Ogm. Entén,

Alw+w) =Av+Aw =b+0gm =D

e isto implica que v + w é unha solucién de Az = b. Inversamente, se temos dias soluciéns de
Ax = b, v e u, sexa w = u — v. E claro que u = v + w e, ademais, w é solucién do sistema
homoxéneo asociado, xa que Aw = A(u —v) = Au— Av =b—b = Ogm. O

Exemplo 4.1.15. Por exemplo, nun caso do exemplo anterior estudamos o sistema

r+y+z=1 1 11 T 1
r+2y=1 <1120 y | =11
r+2z=1 1 0 2 z 1
que resultou ser compatibel indeterminado. Ten como soluciéns aos u, tales que
1 -2«
u = « , aeR.
@
Se tomamos
1
v= | 0
0
temos que v é unha solucién do sistema Az = b (é unha solucién particular) e que

i)

é o conxunto total de soluciéns, onde

—2«
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son as soluciéns do sistema homoxéneo asociado.

Nota 4.1.16. Obviamente, se Az = b é compatibel e o seu sistema homoxéneo asociado sé ten
a solucion trivial, obtemos que o sistema é determinado.

4.2. Eliminacién Gaussiana. Factorizacién LU

Sexa A € My, xn(R) e sexan Aj, Ay dias matrices tales que A = AjAs. A solucién dun
sistema de ecuaciéns lineares Ax = b pddese abordar resolvendo os sistemas A1z = b, Asx = 2,
xa que

Ax = AjAsx = Az =b.

Este procedemento é especialmente til cando os dous sistemas Ajz = b e Asx = z son
moito mais faciles de resolver que o orixinal. Existen varios métodos baseados nesta idea. Na
parte final do tema veremos un dos maéis clasicos.

Definicién 4.2.1. Sexa A € M« (R). Diremos que A admite unha factorizaciéon LU se podemos
factorizar A como produto de dias matrices L e U onde L é unha matriz triangular inferior cos
elementos da diagonal principal iguais a un e U é unha matriz triangular superior.

1 0 0 0 uilp ul2 e Ul n—1 Unn
lo1 1 0 0 0 wgp - U2 n—1 U2n
A=LU = : : . : : : : :
ln11 lno12 - 1 0 0 0 vt Up—1n—-1 Up—1n
ln lng = lppo1 1 o 0 - 0 Unn

Se existe tal descomposicion, temos que
det(A) = det(LU) = det(L) det(U) = det(U) = uiiug - Un—1 n—1Unn-

O célculo da factorizacién LU dunha matriz A estd baseado no procedemento de eliminacién
gaussiana que consiste en converter a matriz de partida A nunha matriz triangular superior
mediante a utilizacion de operacions elementais con filas. O método de Gauss realizarase en
n — 1 etapas, se a matriz A ten n filas.

ETAPA 1 DO METODO DE GAUSS.

Na primeira etapa do método faranse ceros debaixo do primeiro elemento da diagonal prin-
cipal de A. Para iso distinguimos dous pasos:

Paso I: Comprébase se o elemento a1; é non nulo. Se é distinto de cero, pasase ao paso II;
se é nulo, débese intercambiar a primeira fila con outra fila, por exemplo, a fila i-ésima (i > 1),
tal que a;1 # 0, e pasase ao paso II. Se non existise unha fila en tales condiciéns, pasase & etapa
11

Paso II: Anilanse todos os elementos colocados na primeira columna debaixo do que ocupa
a primeira posicién da diagonal principal.

A interpretacién matricial destes pasos é a seguinte:

Paso I: Multiplicamos A pola esquerda pola matriz:

I, seay #0

P = Fi; sea11=063i>1ai15£0
I, sea; =0vi>1
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Paso IT: Sexa P/ A = B, = (b}l) Se debaixo do elemento b}, todos os b}, son nulos tomamos
Fy = I,,. En caso contrario, multiplicamos Bj pola esquerda polas matrices:
bl

bhy
para anulalos e tomamos
bl bl b3
Ei=F, (—ﬁ)an(— bl“)n-Fm(—ﬁ)
11 11 11

En calquera das duas posibilidades, obtemos que F; é unha matriz triangular inferior con
uns na diagonal principal, xa que E; = I,, ou

1 0 0
by,
2L 0
by,
B = :
bl
"bjl L0 10
11
bl 1
— 0 0 1
11
Ademais, se A; = (a}j) = E1 By, temos que
1 1 1 1
app ap a% n—1 a%n
0 L)) a3 p—1 A2n
A = E1PA = . :
1 1
0 an;l 2 anfl n—1 anil n
0 an1 Up n—1 Apn
ETAPA r DO METODO DE GAUSS.
Nesta etapa, atopamonos cunha matriz
r—1 r—1 r—1 r—1 r—1
ayp G o 4y o ay el alnl
r— r— T—
0 0 Aoy G2 n—1 on
A= (alh) = 0 0 art ant art
r—1 ij T rn—1 N
r—1 r—1 r—1
0 0 anfll'r anfllnfl anflln
r— T— r—
0 0 Ay Ay p—1 Apn

e temos que facer ceros debaixo do coeficiente a;.,. Do mesmo xeito que nas outras etapas
debemos dar dous pasos:

Paso I: Comprébase se o elemento a’~! é non nulo. Se é distinto de cero, pasase ao paso II;
se é nulo, débese intercambiar a fila r con outra fila, por exemplo, a fila i-ésima (i > r) tal que
af;l # 0, e pasase ao paso II. Se non existise unha fila en tales condiciéns, pdsase & etapa r + 1.

Paso II: Antlanse todos os elementos colocados na columna r-ésima debaixo do que ocupa
a posicién r da diagonal principal.

A interpretaciéon matricial destes pasos é a seguinte:
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Paso I: Multiplicamos A,_1 pola esquerda pola matriz:

I, seal; ' #0

Fir seal,'=0e3i>raj t#0
I, scagfl =0Vi>r

P, =

Paso II: Sexa P.A,_1 = B, = (bf]) Se debaixo do elemento b}, todos os b}, son nulos
tomamos F, = I,,. En caso contrario, multiplicamos B, pola esquerda polas matrices:
.

bjr .
Fjo(=77) je{r+1, ,n}

by,

para anulalos e tomamos
br b1, b1
E, = nr(_ﬁ)anl (= an =) g r(_%)
Tr Tr rr
En calquera das duas posibilidades, obtemos que E, é unha matriz triangular inferior con

uns na diagonal principal, xa que E, = I,, ou

1 0 00
01 0 0 0
0 1
E, = b:;;n
00 = =2z 1
00 - —ll),i” 0

Ademais, se A, = (af;) = E; B, temos que

A, =E.PA 1=

”
any

0

0
0

Desta maneira, tras n — 1 etapas obtense que

n—1
apy

0

n—1
Ay

T r r »
a1 ay Ay ay 1
T T r r
LP) gy ag pq1 A9 1
T r IS
0 Gy Apry1 Ay p—1
r T
0 0 Qpiqri1 Gpyp—1
T T
0 0 apq,p Op—1n—1
r r
0 0 Oy p41 Ay 1
n—1
Enfan—l "'E1P1A = Anfl = (a’ij ) =
n—1 n—1 n—1 n—1
Aty ) ay ril ay nrl at, .
n- n— n— n—
Qg ag 41 Ay 1 oy,
n—1 n—1 n—1 n—1
Qrr A i1 Ay p—1 Qpp,
n—1 .
Arg1r41
n—1 n—1
0 0 a7171 n—1 an71 n
0 0 an—l

r
a1y

”
Aap
T

rn

T
a7’+1 n

IS
n—1n

T
nn
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é triangular superior. Por tanto, se chamamos P = E,,_1 P, --- E1 P;, temos que
PA=U, U= A, 1.

Exemplo 4.2.2. Tomemos a matriz

A

Vexamos como serfa cada etapa do método de Gauss.

ETAPA 1 DO METODO DE GAUSS.
Paso I: Como a1 = 2 # 0, tomamos P, = I3.
Paso II: B = PlA = A.

Fagamos os ceros a continuacién. Tomamos FE1 = F31(1/2)F(—1) e desta forma
2 1 1
A1 =B :ElA: 0 0 2
0 7/2 3/2

ETAPA 2 DO METODO DE GAUSS.

Paso I: Como ady = 0 e aiy = 7/2 # 0, tomamos P» = Fhs.

Paso II: By = Py A;.

Fagamos os ceros a continuacién. Tomamos Fy = I3 xa que debaixo do coeficiente b3, todos
os elementos son nulos. Desta forma

2 1 1
Ay=FEyBy =P A = | 0 7/2 3/2
0 0 2

Daquela U = Aj, e, ademais, a matriz P, tal que PA = U, esta dada por

1 00
P = EyPyE1 Py = I3F93F31(1/2)Foy (—1)13 = FosF (1/2)For (1) = 1/2 0 1
1 10

Esta matriz non é triangular inferior, xa que no produto que a define figura a matriz Fbs
que non o é.

Nota 4.2.3. Dos tres tipos de matrices de operaciéns elementais s6 as matrices Fjj(c) con ¢ > j
son triangulares inferiores con uns na diagonal principal. As matrices Fj; non son triangulares
inferiores nin superiores e as matrices F;(«) son diagonais, pero o elemento colocado na posicién
i da diagonal principal é a. Por tanto, se no proceso de Gauss non temos necesidade de inter-
cambiar filas ou de multiplicar unha fila por un escalar non nulo (obviamente tamén distinto de
un), a matriz P é igual a
P=FE, 1B, 2 E

e isto implica que P é triangular inferior con uns na diagonal principal. Como toda inversa
dunha matriz triangular inferior con uns na diagonal principal é triangular inferior con uns na
diagonal principal, temos o seguinte:

A=LU, L=P!

onde L é unha matriz triangular inferior con uns na diagonal principal e U é unha matriz

triangular superior. Agora ben, nestas condiciéns xerais non podemos garantir a unicidade de L
edeU.
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Exemplo 4.2.4. Sexa a matriz

A=

—_ = =
O N =
W N =

=W N =

2 3

e apliquemos o proceso de eliminacion de Gauss. Neste exemplo iremos directos ao gran sen
especificar con tanto detalle o que se fai en cada etapa. Enton:

11 11 1 1 11
Fy1(=1), F31(=1), Fp1(-1) 01 1 1 Fya(—1), F33(-1) 01 1 1
- 01 2 2 = 0011
012 3 001 2

1 1 11

Fy3(-1) 01 1 1

— loo 11

00 01

Deste xeito, temos que

1 111

01 1 1

U= 0011

00 01

P = Fy3(—=1)Fya(—1)F32(—1)Fy1 (=1)F51(—1) Fo1 (1)
que é un produto de matrices triangulares inferiores con uns na diagonal principal. Nétese que
en ningun momento do proceso tivemos necesidade de intercambiar duas filas ou de multiplicar
unha fila por un escalar non nulo distinto do un.
Enton,
L=p!
= (Fi3(=1)Fio(=1)Fao(=1)Fuu (1) Py (=1) Fou (1)) 7' =
For(—1) " Far (1) T P (—1) " Fap(—1) M (= 1) Fg(—1) 7! =

O teorema que baixo certas condiciéns garante a existencia dunha tnica factorizacién LU
é o seguinte:

Fo1(1)F31(1)Fy1 (1) F32(1) Fya (1) Fyz(1) =

— = e
== O
— o o o

0
1
1
1
é unha matriz triangular inferior con uns na diagonal principal tal que

A=LU.

Teorema 4.2.5. Sexa A = (a;j) € Mpxn(R) e suponamos que as sidas submatrices diagonais
aip o aiy
A(r,r) =
Qry v Gy
son invertibeis para todo r € {1,...,n}. Entén A admite unha tinica factorizacién LU con L una

matriz triangular inferior con uns na diagonal principal e U unha matriz triangular superior
invertibel.
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Demostracion. Polo visto anteriormente, para garantir a existencia da factorizacién LU, debe-
mos demostrar que en cada etapa do método non é necesario intercambiar filas. A demostracién
deste feito farémola por inducién. Xa que a1 # 0 entén na primeira etapa da eliminacién gaus-
siana non temos necesidade de intercambiar filas. Supofiamos que isto é asi ata a etapa r e
comprobemos que tamén é certo para a etapa r + 1. Nesa etapa temos que

r r r r r r
Ay G v Ay Ay vt A1 A1
r T r T r
0 ahy - ay  ah.yq oAb, Aon
. T T '
A = 0 0 o Qpy Ay oy (] Ay
= r r T
0 0 0 a"r+l r+1 77 a7'+l n—1 a'r+1 n
T r r
0 0 0 Ay 1p41 7 Apipn_1 Op_1n
r . r
0 0 0 A i1 Ay p—1 Anp,

e ademais A, = E.P.E._1P,_1 - E1P1 A, onde por hipdtese de inducién non fixemos intercam-
bios de filas ou, o que é o mesmo, P, = P._1 = -+ P = I,, o que implica

A, = E.E,_1EiA

con E,E,_; - E1 = (ci;) matriz triangular inferior con uns na diagonal principal. Daquela:

1 0 0 0 0 0
c21 1 0 0 0 0
Cr1 Cr 1 0 0 0
E By Ey = 1 0 0
Cr+11 Cryl11 o Cr+lr
Cn+11 Cpt12 ° Cp—1r Cp—1r41 1 0
Cn 1 Cn 2 Cnr Cnor+l Cnn—1 1
Descomporniendo por bloques temos que a igualdade
A, =E.E._1-FEA
podémola expresar como
T T T T T T T
ap;p Grg vt Ay QA1pp ‘ ay ry42 ay p—1 A1
T ' T ' T T
0 ayy - ay, ah,y | A2py2 0 A3 A3y
T T T T T
0 0 o Ay Ay ri1 ‘ Ay 2 Ay pn—1 Ay p,
T T T T
0 0 0 Ay g py Ariipr2 " Opypin—1 Gpiip _
' T T T
0 0 0 Ay 9y ‘ Apiopyro 0 Opyopn1 Qpiop
' T T '
0 0 0 Ap—1r+1 ‘ Up—1pr42 7 Op_1p—1 Op_1n
T T

r r
0 0 0 Ay iyt ‘ an7r+2 Ay 1 Ay
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1 0 0 0 | 0 0 0
o1 1 0 0 | 0 0 0
Cr1 Cr 9 1 | 0 0 0
Cr411l Cre12 0 Crylr 1 | 0 0 0 «
Cr421 Cp422 Cri42r  Cr42;r4+1 | 1 0 0
Cn+11l Cp4+12 = Cpn—1r Cn—1r+1 | Cn—1r+2 1 0
Cn1 Cp 2 Cnr Cnor+1 | Cn r42 Cnon—1 1
a1 a2 aj r al r41 \ a1 42 a1 n—1 aln
a1 ag2 v @2y AQaps1 | G2pg2 v dA2po1 a2g
ar 1 ar 2 Ay QAr r41 ‘ Ar r42 Ay n—1 Qr n
ar 1 Ay 2 Ay QAr r41 ‘ Ay r42 Ap p—1 Ar n
Ar411 Qp412 = Qpglye el r41 ‘ Ar41r42 0 Ar4ln—1 Qr4ln
ap—-11 Qp-—-12 Apn—1r Qp—17r+1 ‘ Ap—17r42 Ap—1n—1 0an—-1n
an 1 Qn 2 an r Ap r4+1 ‘ An r42 ap n—1 QAnp n
e, por tanto,
r r r
a1y a1z v App A1p4d
r r I
0 ayy - ahy, ah.y
r r
0 0 Qg Qpgyg
0 0 - 0 apq1rq1
1 0 0 0 ay aypg v a1y Q14
21 1 0o 0 a1 aze v A2y G241
Cr1 Cr 2 1 0 Ay 1 ar 2 Ay QAr r41
Cre11 Crg12 vt Cryip 1 Ar+11 Gr412 = Grgly Grlrtd

Aplicando determinantes a anterior igualdade, obtemos que

ayy ajy oAy, Qirg1
T T T
0 ayy - Gy, Gy,
I T
0 0 o Qpy [E]
0 0 0 Ar4+1 r+1
1 0 0 0 a1 arg - ay air+1
c21 1 0 0 as 1 agg Gy a2 r41
Cr1 Cr2 1 0 Qp 1 (2] Ay Ay r41
Cre11 Cryl2 v Crylp 1 Q411 Qr412 0 Greglye Grgd pgl

e, enton,

T T T T
ay1Gy 2 Qg p Gy g o 70
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xa que por hipGtese a submatriz diagonal A(r+ 1,7+ 1) é invertibel. O verdadeiramente impor-
tante de que o produto anterior sexa non nulo é que isto implica que

Gry1r1 70
e, entén, non temos necesidade de intercambiar filas na etapa r + 1 do método de Gauss.
Probemos agora a unicidade da descomposicién. Supofiamos que A admite dias factoriza-
ciéns
A= LU, = LU,
onde Ly e Lo son triangulares inferiores con uns na diagonal principal e Uy, Us son triangulares
superiores invertibeis. Entén,
Ly'Ly = UsU.
Agora ben, como Ly L,y 6 triangular inferior con uns na diagonal principal e Uy Uy L ¢ trian-
gular superior invertibel, temos que
L'y = UUt = 1,

ou, 0 que é 0 mesmo,

Ly =Ly, Uy =Us.

Exemplo 4.2.6. Sexa a matriz

2 -1 0 1
4 -4 1 5
A=1 9 1 1 o0
-2 5 —4 -1
e apliquemos o proceso de eliminacién de Gauss. Enton:
2 —1 0 1 2 —1 0 1
Fy1(1), F31(1), Fa1(=2) 0 -2 1 3 Fyo(2) 0o -2 1 3
0 0 -11 |70 0o -11
0 4 —4 0 0 0 -2 6
2 -1 01
Fy3(-2) 0 -2 1 3
=~ 1o 0o -11
0o 0 0 4
Enton
2 -1 01
0 -2 1 3
U= 0 0 -1 1
0 0 0 4

P = Fy3(—=2)Fy2(2)Fy1 (1) F31 (1) F1(—2)
é un produto de matrices triangulares inferiores con uns na diagonal principal. Nétese que en
ningin momento do proceso tivemos necesidade de intercambiar duas filas ou de multiplicar
unha fila por un escalar non nulo distinto do un, o que garante a existencia e unicidade da
factorizacién LU como a citada no teorema anterior.

Daquela,
L=pP'=
(Fus(—2)Fiz(2) it (1) Pt (1) P (-2)) ' =
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For(=2) 1 () P (D)7 R (2) LR (—2) 7t =

F5(2)F31(—1)Fy1(—1)Faa(—2) Fy3(2) =

4.3. Problemas propostos

1. Determine a solucién xeral dos sistemas homoxéneos seguintes:

20 +y+2=0
) dr+2y+2=0
6r+3y+2=0 "~

8r+4y+2=0

T+2y+2+2t=0
c) 2x44y+2+3t=0 .
3x+6y+z+4t=0

1 000
2 100
-1 010
-1 -2 21
2 4+y+2=0
b) dr+2y+2=0
6z +3y+2=0 "

8r+5y+2=0

2042y +22=0
d) { 20+5y+T7z=0 .
3z +6y+62=0

2. Determine a solucién xeral dos sistemas seguintes:

TH+2y+z2+2t=3
20 +4y+z2+3t=4 . b)
3r+6y+z+4t=5

a)

r+y—z=1
¢) ¢ 3x+4dy—z=1 . d)
T+2y+z=-1

3. Resolva a ecuacién matricial

() x> (s

r+y+224+2t+u=1
204+ 2y + 42 +4t+3u=1

2042y +4z+4t+2u=2
3z +5y+8z+6t+5u=3

r—y+z=1

z+4+22=0 .
3 —2y+4z+t+u=0

D21

4. Estude o sistema de ecuaciéns lineares Az = b onde:

a)

1 2 -1 -1 1
A— -1 a—4 a—1 5 — 2« b— —1
- 2 6—a« B —« 20+ -6 |’ N 2
-1 a—4 a—26-1 2—-0—-2« 0
b)
1 B a B a+pf+1
A= 2 38 a 208 b 3a+26+1
1 8 2 28 28 +2
1 28 0 283 a+28

5. Ache o conxunto de solucions dos sistemas Ax = b e Bx = b, onde

A= . B—

— =

1
1
0

=
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11.

12.
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. Discuta e resolva, nos casos en que sexa posibel, o seguinte sistema de ecuaciéns lineares

homoxéneo segundo os distintos valores de a € R.
(a+1Dax+(a+2)z = 0,
(a+1Dy+ (a+2)t = 0,
ar+ (a—1)z = 0,

0.

ay + (a—1)t

. Discuta segundo os valores de «, 5 € R o seguinte sistema e calcule a solucién nos casos

en que sexa posibel.

a 1 1 T 1
18 0 vy | =11
1 0 B z 1

. Discuta segundo os valores de o, 8 € R e calcule a solucién, nos casos en que sexa posibel,

dos seguintes sistemas de ecuacions lineares.

ar+py+z=1 ar+y+z=1
a) z+afy+z=p0 . b)) z+pPy=1
r+py+z=1 x+Bz=1
. Ache o conxunto de soluciéns do sistema
o 1+ 1 T -1+
2% —2—4i i y | = 2
-1 i 1 z —2—1
Considéranse as matrices
2 —1 0 1 2 1 0 1
4 —4 1 5 -2 =2 1 -2
A= —2 1 -1 0 » B= 2 2 1 4
—2 5 —4 -1 -2 -2 -1 -5

a) Demostre que A e B admiten factorizacion LU e calcule ditas factorizaciéns.
b) Utilice o apartado anterior para resolver os sistemas Az = b, Bx = ¢ onde b =
(=5,—14,1,1) e ¢ = (0,3, =3, 4)".
Sexa o sistema de ecuaciéns lineares Az = b onde

2 0 -1 1 4
-4 -1 20 -5
A=1 9 9 11| b= 2
-6 3 3 3 -9

a) Discuta e resolva, se é posibel, o sistema utilizando o método de Gauss.

b) Demostre que A admite factorizacién LU e calcule dita factorizacién.

¢) Resolva, se é posibel, o sistema utilizando a factorizacién LU.
Considérase a matriz real

-1 0 -2 0
1 -1 -2 1
A=1 1 9 14
-1 -2 17

a) Estude se existe a factorizacién LU da matriz A.

b) En caso afirmativo, ache dita factorizacién e ademais:
bl) Calcule o determinante da matriz A.
b2) Atope a matriz inversa de A.
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b3) Resolva o sistema de ecuaciéns lineares Az = b sendo b = (=5, —6, —3,4).
13. Sexa A = (aij) € Myx4(R) a matriz definida por
a; = (—1)" 1< j <4
Probe que A admite factorizacién LU e calcule dita factorizacién.
14. Calcule, se é posibel, a factorizacion LU das seguintes matrices:
3 =2 6 -5

2 1 4
24 —12 41 -39
A= i‘ﬁj Bl e s e o |
9 14 15 —47
c=| 1 3 1|, D=
5 1 0 -2 -1 -1 4
-3 -2 -2 6

15. Sexan A, B € May3(R), C € Maya(R) as matrices
-2 -1 -1 -1 0 -1 -2 -1
A_< 3 2 2)’B_( 0 —1 2)’0_( 6 3)'
a) Ache todas as matrices X que son soluciéns da ecuacién matricial
CX + AB' = BB".
b) Estude se é posibel atopar unha solucién da ecuacién anterior que verifique

X+Xxt=o0.



CAPITULO 5

Espazos vectoriais e aplicacions lineares

Neste capitulo introduciremos o concepto de espazo vectorial o cal dara lugar ao ecosistema
no que vivirdn de forma natural gran parte das nociéns estudadas nos capitulos anteriores.

Comezaremos introducindo as definiciéns de espazo e subespazo vectorial sobre un corpo
K. Despois de ver varios exemplos significativos, pasaremos a definir as nociéns de combinacién
linear dun conxunto finito de vectores e de clausura linear dun sistema de vectores. Neste punto
quedard patente a estreita relacién que existe entre ambos conceptos grazas ao seguinte resultado:
se V' é un K-espazo vectorial e 7' C V non ¢é baleiro, a clausura linear de 1" coincide co conxunto
de todas as combinaciéns lineares de vectores de T. Doutra banda, grazas & clausura linear,
introduciremos a definicién de sistema xerador, ou sistema de xeradores, dun subespazo vectorial
e veremos as stas propiedades fundamentais.

Na seguinte parte do capitulo estudaranse as nociéns de dependencia e independencia linear
e de sistema libre ou ligado. Tamén neste punto introducirase a definicién de rango dun sistema
de vectores T' dun espazo vectorial V', e verase que, se V=K" e T = {vy, - ,v,}, o rango de T'
é o rango da matriz que resulta ao escribir os vectores de T" ben en fila, ben en columna.

Grazas ao mencionado no pardgrafo anterior poderemos falar de bases e dimensién para un
espazo vectorial. A partir deste intre asumirase que os espazos vectoriais cos que traballamos son
de tipo finito. Agora ben, é importante resaltar que tamén existen espazos vectoriais que, ainda
que non son deste tipo, tefien o seu interese matemédtico (por exemplo, os espazos de funciéns
definidas nun intervalo).

Unha vez fixadas as definiciéns de base e dimension e estudadas as sias principais propie-
dades, pasaremos 4 nocién de coordenadas dun vector respecto a unha base e demostraremos
que o seu calculo redicese & solucion dun sistema de ecuacions lineares. Veremos que dada unha
base dun espazo vectorial e un vector do devandito espazo, sempre se poden calcular as sias
coordenadas respecto da base e que estas, xunto coa base, determinan completamente ao vector.
Dado que as coordenadas dan lugar ao que se chama vector de coordenadas e este é un vector
dun espazo K", recalcarase ao lector que esencialmente, cando traballamos con espazos vecto-
riais de tipo finito, unha vez fixada unha base, é coma se trasladdsemos todos os problemas a
un espazo do tipo K". Na parte final deste apartado verase o cambio de coordenadas asociado
a un cambio de base e a sia interpretacién matricial. Isto dard lugar 4 apariciéon da matriz de
cambio de base que posteriormente poderemos utilizar como exemplo de matriz asociada a unha
aplicacion linear.

A parte final do capitulo dedicase ao estudo das aplicacions lineares e as sias principais
propiedades. Comezaremos introducindo a nocién de aplicacién linear para posteriormente ver
unha serie de exemplos dos que destacaremos especialmente aqueles que relacionan matrices e
aplicacions lineares. Despois disto pasaremos a ver cal é a informacién minima que necesitamos
para ter completamente caracterizada unha aplicacién linear. A continuacién afondaremos na
relacién existente entre matrices e aplicacidns lineares, grazas a introducién da nocién de matriz
asociada a unha aplicacion linear. Estudaremos as principais propiedades das matrices asociadas
comprobando que dias matrices asociadas & mesma aplicacion linear son equivalentes e, por
tanto, tenen o mesmo rango. Tamén se clarificard a relacién inversa, chegando a enunciar o

89
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seguinte resultado: ddas matrices son equivalentes, se, e s6 se, son matrices asociadas a unha
mesma aplicacion linear.

Neste capitulo os tiltimos conceptos importantes que se introduciréan son os de nicleo Ker( f)
e imaxe Im(f) dunha aplicacién linear f. Demostrarase que calcular o niicleo redicese a resolver
un sistema homoxéneo e que calcular a dimensién da imaxe dunha aplicacién linear redicese a
calcular o rango de calquera das stias matrices asociadas. Finalmente comprobaremos que para
o nicleo e a imaxe dunha aplicacién linear f con dominio V' cimprese a seguinte formula que
liga as sias dimensions:

dimg (V') = dimg (Ker(f)) + dimg (Im(f)).

5.1. Espazos e subespazos vectoriais. Sistemas de xeradores

Definicién 5.1.1. Un espazo vectorial sobre o corpo K (ou un K-espazo vectorial) é un conxunto
non baleiro V' no cal se tefien definidas dias operaciéns chamadas suma (denotada por +) e
produto por escalares (denotado por -)

VxV — v, KxV — V,
(u,v) — u+wv (,v) = a-v
satisfacendo as seguintes propiedades:
Du+(v4+w)=(u+v)+w, Yu,v,we V.
Q) u+v=v+u YuveV.
3) 0y eV talque by +u=u, VueV.
4) YVveV,3 —veV tal que v+ (—v) = by.
5 a-(u+v)=a-u+a-v,VuveV, aek
)
)

D

(a+pB) u=a-u+p-u Va,feK, ueV.

N1l-u=u YueV.

8) (af) - u=a-(f-u),Va,f €K, ueV.

Os elementos de V' adoitanse chamar vectores e os elementos de K, escalares. Ao vector
Ay chamaselle vector nulo ou vector cero de V. Dada a amplitude de exemplos existentes de
espazo vectorial, veremos que a palabra vector acabara designando obxectos distintos dos que
usualmente chamamos por ese nome. Finalmente, por comodidade, o produto por escalares
denotarémolo a partir de agora sen o punto, isto é, a - v = aw.

Vexamos agora os exemplos de espazos vectoriais que manexaremos ao longo do libro.

Exemplo 5.1.2. 1) Un corpo K é un K-espazo vectorial coa suma e o produto de escalares.
Neste caso g = 0. Por tanto, R é un R-espazo vectorial e C é un C-espazo vectorial.
2) O corpo C é un R-espazo vectorial coa suma de niimeros complexos e o produto por
escalares dado por
ala+bi) = aa+ abi
para todo a ntmero real e a + bi nimero complexo. Obviamente, neste caso, ¢ = 0 =
0+ 0.
3) O conxunto
x1
K" = : | z; e KVie{l,- ,n}
CC’IL
é un K espazo vectorial coas operaciéns de suma de vectores
x1 Y1 1+ Y
. i : _ )

T, Yn Tp + Yn
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e produto por escalares
xr1 ax

T axy,

Neste espazo vectorial fgn é o vector que ten todas as sias componentes nulas. Logo,

R™ é un R-espazo vectorial e C" é un C-espazo vectorial. Tamén se cumpre que C" é un
R-espazo vectorial.

4) O conxunto My, x,(K) das matrices de m filas e n columnas con coeficientes en K é un
exemplo de K-espazo vectorial, coas operacions de suma de matrices e produto de escalares
por matrices definidas no capitulo anterior. Neste caso, 04, (k) = Om,n-

5) Se denotamos por 1I,,(K) o conxunto de polinomios de grao menor ou igual que n con
coeficientes en K, obtemos un novo exemplo de K-espazo vectorial onde, se cada elemento
de II,,(K) escribese como

p(z) = ao + a1z + - + anz”,
a suma definese por
p(l’) + q(‘r) = (G‘O +a1r+ -+ anxn) + (bO + blx + -+ bnxn) =

(ao +bo) + (a1 + b))z + - + (an + bp)z",
e o produto por escalares por
ap(x) = aap + carx + - + aax”.
Finalmente, o vector cero 6y, () ¢ o polinomio con todos os coeficientes nulos.
6) Neste exemplo veremos unha estrutura non comiin de espazo vectorial. Sexa
V={zeR:az>0}
Entén, V' é un R-espazo vectorial coas operaciéns de suma
cHy =2y
e produto por escalares
alz =a%.

Neste caso, o vector nulo é 0y, = 1.

Proposicién 5.1.3. Suponamos que V' é un K-espazo vectorial. Ctimprese o sequinte:
1) O wvector Oy € tnico.
2) Para todo v € V' o vector —v € tnico.
3) Para todo o € K, afy = Oy
4) Para todo v €V, Ov = Oy.
5) Se av = Oy, entdn a =0 ou v = Oy.
6) Para todo a € K ev €V, (—a)v = —av = a(—v).
7) Se av=au e a#0, entén v = u.
8) Se au = Pu e u+# Oy, entén o = f5.

Demostracion. A demostracién destas propiedades déixase como exercicio. O

Definicién 5.1.4. Sexa V un K-espazo vectorial e U un subconxunto non baleiro de V. Diremos
que U é un subespazo vectorial de V| se se cumpre:

1) Para todos u,v € U tense que u —v € U.
2) Para todo o € K e u € U tense que au € U.

Nesta definicion podemos cambiar a primeira condicién por
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3) Para todos u,v € U tense que u+v € U

xa que, como se pode comprobar de forma sinxela, 1) e 2) son equivalentes a 2) e 3).
As duas condiciéns que aparecen na definicién tamén son equivalentes a
4) Para todo a, 8 € K e u,v € U tense que au + fv € U.

Nota 5.1.5. A anterior definicién implica que U é un subespazo vectorial de V' se ao restrinxir
a suma de vectores e o produto por escalares a U, este conxunto é un K-espazo vectorial. Isto
implica que #y € U. Daquela, todo subconxunto de V que non contena ao vector #y non
poderd ser un subespazo de V.

Exemplos 5.1.6. 1) Tomemos V = R? ¢ K = R. O subconxunto

o {(2)ev sl

non é un subespazo de V, xa que

w=(8)¢u

2) Tomemos V = R? e K = R. O subconxunto

U:{(i)eV|x§@

non é un subespazo de V, xa que
3
(5 ) ‘U

(3)

3) Tomemos V = R? e K = R. O subconxunto

T
U= y | eV ]ay=0
z
non é un subespazo de V, xa que
0 1
11, 01,
0 0
son vectores de U e
0 1 1
1]+ 0 |=[1]¢U
0 0

4) Tomemos V = C% e K = R. O subconxunto

U:{(j)eV\mwyﬂmwﬁ
é un subespazo de V.

5) Tomemos V = C? e K = C. O subconxunto

U:{(j)eV\MWFﬂmW%

non é un subespazo de V, xa que

14+i
(3+i)EU
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(1+i\ [ 14
Z(3+i>_(71+3i)¢U'

6) Tomemos V =R* e K = R. O subconxunto

U= eV | z+3y+z+t=0

~ ey

é un subespazo de V.
7) Tomemos V' = Maya(R) e K =R. O subconxunto U = {A € V | det(A) =0} non é un
subespazo de V, xa que

(30) - (22)

son elementos de U e A+ B=1, ¢ U.
Do mesmo xeito, H = {A € V' | rang (A4) = 1} non é un subespazo de V', xa que para
as matrices anteriores temos que rang (A + B) = rang (I2) = 2 e rang (A) = rang (B) = 1.
O subconxunto D = {A € V | det(A) # 0} tampouco é un subespazo de V, xa que
Oy =029 ¢ D.
8) Tomemos V = M, (K) e K. Os subconxuntos das matrices simétricas e antisimétricas
son dous exemplos de subespazos.
9) Tomemos V = K" e K. Sexa A € M, xn(K). Consideremos o sistema homoxéneo de m
ecuacions lineares e n incégnitas, Az = fgn». Enton o seu conxunto de soluciéns sempre
é un subespazo de V (o exemplo 6) e un caso particular desta situacién mais xeral).
10) Tomemos V = II,(R) e K = R. O subconxunto U = {p(z) € V | p/(z) = 0} é un
subespazo de V.
11) Todo K-espazo vectorial V' sempre ten dous subespazos triviais que son o propio V e o
subespazo nulo U = {6y }.

Notacién 5.1.7. A partir deste intre, dado un K-espazo vectorial V', con
S(V)
denotaremos ao conxunto de todos os subespazos de V.

Proposicién 5.1.8. Sexa V un K-espazo vectorial e sexan Uy e Uy € S(V). Cimprese que
UinNU;y € S(V)

Demostracion. Sexan a, f € K e u,v € Uy N Us. Entén, au + fv € Uy, xa que u,v € Uy e Uy
é un subespazo de V. Do mesmo xeito, au + fv € Uz, xa que u,v € Uy e Uz é un subespazo de
V. Por tanto, au + v € U; NUs e, como consecuencia, U3 N Uy € S(V). O

Nota 5.1.9. Aplicando o razoamento anterior, obtemos que a interseccion de calquera familia
de subespazos de V' é sempre un subespazo de V' que é distinto do baleiro (Iémbrese que o vector
nulo estd en todo subespazo). Coa unién non temos tanta sorte xa que a unién de subespazos
non sempre é un subespazo. Por exemplo, sexan os subespazos

a={(y)eviamop asq()eviv=y)

do R-espazo vectorial V = R2. Logo,

U1=((1))€U1CU1UU2, U2=<(1)>€U2CU1UU2
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v () (D)= (D e

xa que v & Uy e v ¢ Us.

Definicién 5.1.10. Sexa V un K- espazo vectorial. Un sistema de vectores de V é calquera
subconxunto 7" de V.

Definicién 5.1.11. Sexa V un K-espazo vectorial e sexa 1" C V' non baleiro. Unha combinacién
linear de vectores de T' é una expresion da forma
vy + -+ Qs

onde a; € K e v; € T para todo i € {1, ..., s}.
Notese que o vector cero de V' é sempre combinacién linear de calquera sistema non baleiro
de vectores T (s6 temos que tomar todos escalares nulos)

Exemplo 5.1.12. Tomemos o R-espazo vectorial V = R3. Sexa o sistema de vectores de V' dado
por

1 6
T = 6 |, 4
—1 2
Daquela,
1 6 -3
v=3 6 |+(-1| 4 | = 14
-1 2 -5
é unha combinacién linear de vectores de T'.
Se, por exemplo, tomamos o vector
4
u= | —1 |,
8

poderemos garantir que é combinacién linear dos vectores de T, se existen escalares z e y, tales
que

1 6
u=umx 6 | +y| 4
-1 2
ou, equivalentemente, o sistema
1 6 4
6 4 ( v ) = -
-1 2 4 8

ten solucién.
Tomemos a matriz ampliada do sistema

1 6 4
(A= 6 4 -1
-1 2 8

e fagamos operacidns elementais para determinar o seu rango xunto co rango da matriz do

sistema.
1 6 4 1 6 4

F31(1), F1(-6) Fa3

(Alu) = 0 =32 =25 | =1 0 8 12
0 8 12 0 —32 =25
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4
12
23

Logo, como rang (Alu) = 3 > rang (A) = 2, temos un sistema incompatibel e u non é com-
binacién linear dos vectores de T'.

F32(4)
—

1
0
0

S oo

Definicién 5.1.13. Sexa V un K- espazo vectorial e sexa 7' C V. Chamase clausura linear de
T ao subespazo mais pequeno de V' que contén a 7T'. Denotarémola como

(T).

Nota 5.1.14. En primeiro lugar, debemos aclarar que por subespazo mais pequeno de V' que
contén a T' entendemos o seguinte:

Se U ¢é un subespazo de V' tal que T C U, enton (T) C U.

E importante resaltar que a clausura linear sempre existe xa que 7' C V e V' é un subespazo.
Doutra banda, se T' = ), entén (T') = {0y }. Ademais, se U é un subespazo U = (U), é méis,
U é un subespazo, se, e s6 se, U = (U). Finalmente, é obvio que, se S C T, entén (S) C (T).

A forma préctica de calcular a clausura linear dun conxunto de vectores dedicese do seguinte
resultado.

Proposicion 5.1.15. Sexa V' un K-espazo vectorial e sexa T C V' non baleiro. A clausura linear
de T coincide co conzunto de todas as combinacions lineares de vectores de T'.

Demostracién. E evidente que, se restamos dias combinaciéns lineares de vectores de T', obte-
mos unha nova combinacion linear de vectores de T'. Tamén, se multiplicamos unha combinacién
linear de vectores de T por un escalar, obtemos unha nova combinacién linear de vectores de T'.
Entén, o conxunto de todas as combinacions lineares de vectores de 7' é un subespazo. Agora
ben, se U é un subespazo que contén a 7', por ser subespazo, contén a todas as combinacions
lineares de vectores de T'. Isto tltimo implica que o conxunto de todas as combinaciéns lineares
de vectores de T' é o subespazo méis pequeno de V que contén a 1" ou, o que é o mesmo, coincide

con (T). O
Exemplos 5.1.16. 1) Tomemos o R-espazo vectorial V = R3. Sexa T o sistema de vectores
1 0 0
T= €1 = 0 , €2 = 1 ,€3 = 0
0 0 1
Como todo vector v € R? cumpre que
U1
v = V2 = vie1 + vgeg + vU3es,
U3

tense a igualdade (7)) = R3.
Neste mesmo espazo, se tomamos

1 0
S = e = 0 ,€3 = 0
0 1
temos que
x T
(S) = y | eV | y | =ae; + Bes,a,BER =
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T T « T
y |eVv/ y | = 0 |,q,BeER} = y | €V |y=0
z z I3 z

2) Tomemos agora o R-espazo vectorial V. = Maxo(R). Sexa U o subespazo de V dado polas
matrices de traza nula. Unha matriz

A= @1 o
a1 a
pertence a U, se tr (A) = a1 + az2 = 0. Logo,

AEU@A:(GH al?)@

a1 —arl

aman(y ) ran(f3)+en (D 0)
=q (o 1) (5 0). (5 0)p

3) Finalmente, tomemos o R-espazo vectorial V' = II3(R). Sexa o subespazo
U={p(x)eV | p(1) =p"(-1) =0}
Se eliximos un polinomio xenérico p(x) de grao menor ou igual que tres, serd da forma

p(z) = ap + a1x + agx® + aza.

Por tanto,

Enton,
p(1)=0<ap+a; +as+a3=0

p"(=1) =0 & 2ay — 6az = 0 & as = 3as.
Dada esta tltima igualdade, se a aplicamos en ag + a1 + ag + ag = 0, implica que
ag = —ay — 4as.
Por tanto,

p(x) €U & pla) = —a1 — 4az + a1z + 3a3z? + azz® = a1 (=1 + ) + az(—4 + 322 + 2%)
e isto garante que
U= {{-1+z, —4+32> +2°}).
Definicién 5.1.17. Sexa V un K- espazo vectorial e sexa U un subespazo de V. Diremos que
T C V é un sistema de xeradores para U se (T') = U.

Como se pode deducir da definicién de clausura linear, (T') = U, se, e s6 se, todo vector de
U é combinacién linear de vectores de 7.

Dous sistemas de vectores S e T' de V' chdmanse equivalentes se (S) = (T'). Isto significa

que todo vector de T' é combinacién linear dos vectores de S e todo vector de S é combinacién
linear dos vectores de T'.

Exemplo 5.1.18. Se tomamos o R-espazo vectorial V = Msy2(R) e U o subespazo de V' dado
polas matrices de traza nula, probamos nos exemplos anteriores que

c-d (5 3)(00)(V0)h

Por tanto, o conxunto

{06 )00 (00)
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é un sistema de xeradores para U.
Finalmente, é doado comprobar que

9= -1 0 01 10
a 01)/)’\1 0)’\1 -1 ’
cumpre que (S) = (T') e, como consecuencia, S e 1" son equivalentes.

Definicion 5.1.19. Sexa V un K-espazo vectorial e sexan Uy e Uy dous subespazos de V. Definese
o subespazo vectorial suma de U; e Us como o subespazo mais pequeno que contén a ambos.
E sinxelo comprobar que:

U1+U2:{U1+UQ/U1€U1, UQEUQ}.

Ademais, se T} é un sistema de xeradores de U e Ty é un sistema de xeradores de Us, tense
que T1 U T é un sistema de xeradores de U; + Us.

Exemplo 5.1.20. Se tomamos o R-espazo vectorial V = May2(R) e
1 0 0 1 00
o= (o 1)-(0 ) (V)P

tense que
g— 1 0 0 1 0 0 10
a 0 -1 /)’\ 0 0)/)’\1 0)’\ 00
é un sistema de xeradores de Uy 4+ Us. Agora ben, S é equivalente a
T 10 01 00 00
o 00/’\0O0)/)’\ 1 0)’\ 01 ’

e isto implica que Uj + Uz = Maya(R).

5.2. Independencia linear. Bases e dimension

Definicién 5.2.1. Sexan V un K-espazo vectorial e S = {v1,...,vs} un sistema de vectores de
V. Diremos que S é libre ou linearmente independente, se, dados aq, -, as € K tales que

a1vr + -+ agvs = Oy,

cumprese que o) = - = a5 = 0.
En caso contrario, dirase que o sistema ¢é ligado ou linearmente dependente. Por tanto,
cando o sistema ¢ ligado, existen escalares non todos nulos aq, - , a5 € K para os cales

a1v + -+ agvs = Oy

Isto ultimo implica que alomenos un dos vectores de S é combinacion linear dos restantes.

Exemplos 5.2.2. 1) Tomemos o R-espazo vectorial V = R3. Sexa S o sistema de vectores
1 1 5
S = v = 2 , Uy = 0 , V3 = 6
1 2 7
Tense que
1 1 5 0
vy + asvg + azvy = Oy & ay 2 —+ i 0 + a3 6 = 0 =4
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a1+ ag + Haz =0 1 15 o1 0
2a1 + 6a3 =0 = 2 0 6 9 = 0
a1+ 200 + Taz =0 1 27 3 0

e, por tanto, se o anterior sistema homoxéneo é compatibel determinado, o sistema de
vectores S sera libre. Facendo operacions elementais na matriz do sistema temos que

1 15 1 1 5
A=| 206 | ™20 2 4
12 7 0 1 2
e (o
0 0 0

e isto implica que rang (A) = 2. Daquela, o sistema admite infinitas soluciéns (é com-
patibel indeterminado) e, como consecuencia, o sistema é ligado.
2) Tomemos o R-espazo vectorial V = May2(R). Sexa S o sistema dado por

10 11 11 11
s{u=(oa)m=(oo)w-(ia)a=(01)}
Neste caso cumprese que

a1A] + agAg + a3As + a Ay = 0y &

R N S U I S A U B S AR R R
@\ oo @2\ 0 0 @\ 10 i1 1)7 oo

ar+ao+ag3+ag4 =0 1 1 11 o1 0
as+ag+a4 =0 PN 01 1 1 (e B 0
ag+ag =0 00 1 1 a3 o 0
ay =0 0 0 01 oy 0
Como a matriz
1 1 11
01 11
A=l 0011
00 01

ten rango maximo, este resulta compatibel determinado e, como consecuencia, S é libre.

Algunhas propiedades interesantes dos sistemas libres e ligados entincianse no seguinte re-
sultado:

Proposicién 5.2.3. Sexa V' un K-espazo vectorial. Verificase o sequinte:
1) Todo sistema que contena ao vector nulo € ligado.
2) Se v €V é un vector non nulo, o sistema T = {v} € libre.
3) SeT élibre ev ¢ (T), o sistema S =T U{v} € libre.
4) Se Ty ¢é ligado e Ty C Ty, 6 sistema Ty tamén € ligado.
5) Todo sistema de vectores contido nun sistema libre é libre.

Demostracién. A demostracién é moi sinxela (déixase como exercicio ao lector). O

Nota 5.2.4. A propiedade 3) da proposicién anterior ¢ interesante, xa que nos indica o proce-

demento para introducir vectores nun sistema libre 7" de forma que o novo sistema resultante
sexa libre.
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Definicién 5.2.5. Sexa V un K-espazo vectorial e sexa T' = {vy, ..., v, } un sistema de vectores de
V. Chamase rango de T, denotado por rang (7'), a0 méximo nimero de vectores independentes
contidos en 7.

Daquela, o sistema T = {vy, ..., v, } é libre, se, e s6 se, rang (T') = r.

Proposicién 5.2.6. Sexa V un K-espazo vectorial e sexa T = {vi,...,v,} un sistema libre de

vectores de V. Verificanse as sequintes afirmacions.

1) O sistema resultante ao intercambiar dous vectores en T € libre.

2) Se multiplicamos un vector de T por un escalar non nulo, o novo sistema seque sendo
libre.

3) Se a un vector de T lle sumamos un miltiplo doutro vector de T, o sistema resultante
€ libre.

Demostracién. As duias primeiras propiedades son evidentes. Para probar a terceira, su-
poniamos que ao vector vj de T lle sumamos aw; con i # j. Entén,

a1v1 + o+ v+ a(vp o) + o+ ooy = Oy &

avy + -+ (g + aa)v; + -+ vy 4+ apv = Oy

Como o sistema 7" ¢é libre, tense que

al:---:ai+aja:...:a]-:...:aT:O
e, como consectiencia,
al:...:ai:...:aj:...:a,r:(),
Por tanto, TV = {vy, ..., v4, ..., v; + aw;, ..., v, } ¢ libre. O

A proposicién anterior implica que en V' = K" podemos utilizar as operacions elementais
para calcular o rango dun sistema de vectores. Isto é:

Corolario 5.2.7. Seza V =K" e sexa T = {v1,...,v,} un sistema de vectores de V.. O rango de
T € o rango da matriz que resulta cando escribimos os vectores de T ben en fila, ben en columna.

Demostracién. Consecuencia evidente da Proposicion 5.2.6. m]

Exemplo 5.2.8. Consideremos o R-espazo vectorial V = R*. Sexa T o sistema de vectores

1 0 1
-1 2 3
S=qv = o 2= 1= 9
1 1 3
Tomemos a matriz
1 01
-1 2 3
01 2
11 3

e fagamos operaciéns elementais para calcular o seu rango. Tense que

1 01 1 01 1 01
A - -1 2 3 F41(*1;>F21<1) 0 2 4 2} 01 2
01 2 01 2 0 2 4
11 3 01 2 01 2
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1 01

Fyo(—1), F33(—2) 01 2
= 00 0

0 0 0

e isto implica que rang (A) = 2. Entén, o sistema de vectores T' ten rango dous.

Definicién 5.2.9. Sexa V un K-espazo vectorial. Diremos que V é de tipo finito se existe un
sistema finito de vectores T' = {vy, ..., v, }, tal que < T >=V.

Nota 5.2.10. A partir deste intre todos os espazos vectoriais seréan de tipo finito. Por tanto,
cando escribamos sexa V' un K-espazo vectorial estaremos a entender que V é un K-espazo
vectorial de tipo finito.

Definicién 5.2.11. Sexa V un K-espazo vectorial. Diremos que un sistema de vectores B é unha
base de V se ¢é libre e un sistema de xeradores de V.

Teorema 5.2.12. Todo K-espazo vectorial V' admite unha base.

Demostracion. Sexa T' = {vy, ..., v, }, tal que < T >= V. Se T é libre, entén T' é unha base e
acabamos a proba. Se non o é, existe vil € T tal que é combinacién linear dos restantes vectores
de T. Tomemos T} = T — {v}} Cumprese que < 17 >= V e isto implica que, se T é libre,
T1 é unha base, e a demostracion estd feita. En caso contrario, repetimos con 77 o mesmo
razoamento que fixemos con T'. No peor dos casos chegaremos a 7,1 = {v]}, con v} non nulo,
e tal que < T;_; >= V. Obviamente, neste caso a base de V serfa T,_1 xa que, como v} # Oy,
o sistema ¢ libre.

Exemplos 5.2.13. 1) Se V =R e K = R, unha base de V é B, = {a} sendo a un escalar

real non nulo.

2) Se V. =C e K = C, unha base de V é B, = {2z} sendo z un escalar complexo non nulo.

3) Se V. =Ce K =R, unha base de V é B = {1,1}.

4) Sexa o K-espazo vectorial V' = K". Unha base de V é C), = {eq, ..., e, }, sendo e; o vector
que ten todas as suias componentes nulas salvo a componente i-ésima que vale 1. Esta
base chamase base canénica de K.

5) Sexa o K-espazo vectorial V' = M, (K). Unha base de V é

B = {Eij ‘ i€ {1,...,m}, JE {1,,n}}

sendo E;; a matriz que ten todos os seus coeficientes nulos salvo o que ocupa o lugar de
subindices ij que vale 1.
6) Sexa o K-espazo vectorial V' = II,(K). Unha base de V' ¢é

B={1,z,...,a"}.
7) Sexa o R-espazo vectorial V' = R3. Unha base do subespazo
x
U= y | €V |y=0
z
estd dada por
1 0
B= 01,10

]
—_
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Proposicién 5.2.14. Sexa V un K-espazo vectorial. Se L = {uy, ..., up} € un sistema libre e
B ={e1,...,en} € unha base de V, cimprese que p < n.
Demostracion. Suponamos que p > n e consideremos a igualdade
Tiug + -+ xpu, = Oy
Como B é un sistema xerador de V', temos que para todo j € {1, ,p}
n
uj = Qayjeq + -+ Qpjen = E €.
i=1
Por tanto,

n n
T E Q1€ + -+ Ty E ajpe; = by,
i=1 i=1

ou, equivalentemente,
p

(Z aijzj)er + - + (Z QpjTj)en = Oy.

Jj=1

<.
-

Doutra banda, como B é libre, todos os coeficientes da igualdade anterior serdn nulos. Isto

implica que
P P
E Q1T = = E QpjTj = 0
j=1 j=1

e tamén
o117 + -+ agpr, =0

Q121 + -+ appry =0
O anterior sistema é homoxéneo cun nimero de incégnitas p maior que o numero de ecua-
ciéns n. Daquela, é compatibel indeterminado e isto implica que existen escalares non todos
nulos z1, ..., x,, tales que
Tiup + -+ xpu, = Oy
Por tanto, chegamos a que L ¢é ligado, o que é un absurdo que provén de suponer que p > n. O

Corolario 5.2.15. Todas as bases dun K-espazo vectorial V' terien o mesmo nimero de elemen-
tos.

Demostracién. Sexan B e B’ dias bases de V con n e n’ elementos respectivamente. Como B
é libre e B’ é unha base, aplicando a proposicién anterior, obtemos que n < n’. Intercambiando
os papeis de B e B ¢ aplicando o mesmo razoamento chegamos a que n’ < n. Por tanto, n = n’. O

Definicién 5.2.16. Dado un K-espazo vectorial V' non nulo, chamaremos dimensién de V,
denotada por dimg(V'), ao niimero de elementos dunha das stias bases.

Xa que polo corolario anterior sabemos que todas as bases de V' tenen o mesmo ntiimero de
elementos, a dimensién de V' estd ben definida e resulta ser un invariante de V. Se V' = {0y}
definese a stia dimensién como dimg (V') = 0.

Como primeira consecuencia da definicién de dimensién tense que, se dimg (V) = n, todo
sistema xerador con n elementos resulta ser unha base de V' e todo sistema libre con n elementos
tamén é unha base.

Exemplos 5.2.17. Para os casos considerados en Exemplos 5.2.13 temos que:
1) SeV=ReK=R, dimg(V)=1.
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2) SeV=CeK=C, dimg(V) =1.

3) Se V=CeK=R, dimg(V) =2.

4) Se V =K", dimg (V) = n.

5) Se V = Myxn(K), dimg (V) = mn.

6) Se V =1I,(K), dimg (V) =n + 1.

7) Sexan o K-espazo vectorial V = R3 e o subespazo

x
U= y | eV ]y=0
z

Entén dimg(U) = 2.

8) Sexan A € My,xn(K) e U o subespazo de K" dado polas soluciéns do sistema homoxéneo
Ax = Ogn, isto é

Al T 0

U= : cekK" | A =

Tn Tn

Enton,
dimg (U) = n — rang (A).
Por exemplo, se U é o subespazo de R dado por

€T T
~ s (111 0
U= y€R|<112 v 0)(

z

como rang (A) = 2, tense que
dimp(U) =3 —rang (A) =3 —-2=1.

Teorema 5.2.18. Suporiamos que V € un K-espazo vectorial de dimensiénn. Se L = {uy, ..., up}
€ un sistema libre con p < n, existen upy1, ..., u, vectores de V tal que
B ={u,..., Ups Up+1, -+ 7Un}

€ unha base de V.

Demostracién. Como p < n, tense que (L) & V. Por tanto, existe upi1 € V tal que up1 ¢ (L).
Sexa L1 = LU{up41}. Como Ly é libre, se p+ 1 = n, xa atopamos a base. Se p+1 < n, repitese
0 mesmo proceso con L1. Despois de varios pasos finalizaremos cando se chegue & dimensién de
V. Nese momento teriamos engadido a L n — p vectores de forma que o sistema

Lypp= {ul’ cooy Upy Up41s ey un}

é libre e, por tanto, a base buscada. O

Teorema 5.2.19. (Férmula de Grassmann) Suporiamos que V é un K-espazo vectorial de
dimension n. Sexan Uy, Us subespazos de V. Enton

dimK(Ul + UQ) = dim]K(Ul) + dim]K(Uz) — dimK(Ul n Ug).

Demostracién. Suponiamos que dimg(U; NUz) = k, que dimg(U;) = 7 e que dimg(Us) = s.
Sexa {ey, ..., e;} unha base de U3 NUs. Grazas ao teorema anterior existen vectores {ujy1, ..., tr }
e {Vk41,...,0r } tales que

{€1y vy €hy Upg1y o Uy}
é unha base de Uy e

{617 coo s €Ly U1, -o- US}
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é unha base de Us. Tendo en conta isto, o sistema de vectores

T = {817 ooy €k U415 - Upy Ve 1y oo US}

é unha base de Uy 4+ Us. En efecto, claramente é un sistema de xeradores para a suma e é libre
polo seguinte. Se

ajer + o+ apeg + Qg + o+ Qe + Bkl + o+ Bsvs = Oy

tense que

arer + -+ arep + Qpprupsr + o+ ety = =BV — 0 — B
e, por tanto, B 1Vk+1+ -+ Bsvs € Ut NUsz. Logo Bry1vkt1 + -+ Bsvs = Brer + -+ + Brey e isto
implica que §; = 0 para todo ¢ € {1,...,k,k +1,...,s}. Como consecuencia, a; = 0 para todo

jeA{l,...,k,k+1,...,7} e o sistema T é libre.
Como consecuencia, obtemos a féormula de Grassmann xa que

dimg (U + U2) =k+ (1" — k‘) + (s — k,‘) =r+s—k= dimK(Ul) + dimK(Ug) — dimK(U1 N Uz).

O
5.3. Sistemas de coordenadas. Cambio de base
Teorema 5.3.1. Sexa B = {ey,...,e,} unha base dun K-espazo vectorial V. Para todo v € V/
existe un unico vector
X
vp = e K"
'1:77/

tal que v = x1eq + - + Tpen.

Demostracién. Como B é un conxunto xerador de V é evidente que para todo v € V existen
escalares x1, - ,x, tales que v = x1e; + -+ + xpe,. Se existisen outros escalares yi, ..., y, para
0s que v = yie; + -+ + ype, teriamos o seguinte:

Oy =v—v= (161 + -+ Tpepn) — (Y161 + - + ynen) = (x1 —y1)er + - + (Tn — Yn)en.

Agora ben, como B é libre obtense que x; — y; = 0 para todo ¢ € {1, ,n} ou, equivalen-
temente, x; = y; para todo i € {1, ,n}. |

Definicién 5.3.2. Tomemos un K-espazo vectorial V e v € V. Chéamase vector de coordenadas
de v na base B = {ey, ..., e, } ao tnico vector

tal que v = z1eq + -+ + Tpen.

E claro que, se cofiecemos o vector v e a base B, podemos calcular o vector de coordenadas
vp resolvendo a ecuaciéon v = wie; + -+ + zpe,. De xeito inverso, se conecemos a base B e o
vector de coordenadas vp, recuperamos v como

v =1x1€1 + -+ Tpep.

Obsérvese tamén que, se cambiamos a base, o vector de coordenadas pode cambiar. No
exemplo seguinte aclaramos este comentario.
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Exemplos 5.3.3. 1) Sexa o R-espazo vectorial V =TII5(R) e
B={pi(z)=1+xz+2% po(x) =14z ps(z) =1}

unha base de V. Tomemos g(x) = 1 + 2z + 322 e calculemos o seu vector de coordenadas
respecto 4 base B. En primeiro lugar, tense que

q(z) = yip1(x) + yapa () + yaps(z) &
1422+ 322 = (y1 +y2 +y3) + (y1 + y2)2 + y122

ou, equivalentemente,
y1+y2t+ys=1

Y1+y2=2
y1 =3
Se solucionamos o sistema anterior, obtemos que y; = 3, yo = —1 e y3 = —1. Por
tanto, o vector de coordenadas de ¢(z) na base B é
3
qx)p=| -1 | eR
-1

Se neste mesmo exemplo cambiamos a base B pola base
C = {t1(z) = 1,ta(x) = x, t3(z) = 22}

obtemos que

q(z)c = eR’.

W N =

Desta forma queda claro que se varia a base, as coordenadas poden cambiar.
2) Sexa o R-espazo vectorial V =R" ¢

Co = {e1, - en}

a base canédnica de R" introducida no cuarto exemplo de Exemplos 5.2.13. E moi fécil ver
que para todo v € R" tense que vc, = v. Neste caso as coordenadas de v coinciden coas
componentes de v.

Para finalizar esta parte falaremos do cambio de base. Suponamos que
B={e1,.ren}s D= {ut, o un)
son duas bases dun K-espazo vectorial V. Sexan v € V' e
1 21
vB = : , UD =
xn Z’n,
os vectores de coordenadas de v nas bases B e D respectivamente. Probaremos que é posibel
relacionar os dous vectores de coordenadas mediante unha matriz que seréd chamada a matriz de
cambio de base de B a D. En primeiro lugar calculamos os vectores de coordenadas dos vectores
da base B na base D. Enton,
aij n
€jp = : cJe{l, . n} S e =ayur + o+ apju, = § Q5.

nj i=1
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Doutra banda

n n
U=z o 2ty = z1er + o+ e = 21() aint) + -+ 20 (O inti) =
s i=1

n n
(Z aljxj)ul + -+ (Z anjazj)un.
j=1 Jj=1

Por tanto,
n
21 = E a1 = Q1171+ F AinTy
Jj=1
n
Zn = § AnjTj = Apl1T1 + o+ A
Jj=1
ou, equivalentemente,
21 aip e A1n €Ty
Zn anl -+ Qnp Tn

Daquela, vp = Pg pvp sendo

Ppp=
anl =+ Qnp

a matriz de cambio de base de B a D. As columnas da matriz anterior son os vectores de
coordenadas na base D dos vectores da base B, isto é:

Psp=(ewp | = | e ).
Esta matriz e invertibel e a sta inversa é a matriz Pp p de cambio de base de D a B.
Finalmente, nétese que, se V.=K" e D = C),, para toda base B = {eq, ..., e, }, tense que
PB,Cn = ( €1 | | €n )

Desta forma, as columnas da matriz de cambio de base son os propios vectores de B, xa
que ¢jc, = ¢;.

Exemplo 5.3.4. Sexa V = R*. Tomemos as bases

1 1 1 1

1 1 1 0
B=qa=| 1 |e=||a=]a=], ;

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 1
D = uy = 0 ,Up = 1 , U3z = 1 ,Ug = 1

1 1 1 1

e calculemos a matriz de cambio de base Pp p.

En primeiro lugar obtemos os vectores de coordenadas eip, esp, esp y es4p. Para iso,
resolvemos as ecuaciéns

€j = Tiuy + Toug + r3ug + zaus, j € {1,2,3,4}
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Equivalentemente, debemos resolver os catro sistemas:

.7}4:1 .174:1

r3+xy =1 r3+xy =1

To+ a3+ =1 o+ x3+1wg =1

T +axy+a3+a4=1 r1+axy+ax3+24=0
.’17421 :L'4=1

r3+xy =1 r3+x4 =0
xot+a3+x4=0 Tat+a3+wa=0
r1+axo+x3+24=0 r1+xo+ax3+24=0

A solucién do primeiro é
1 =0, 29=0, 23=0, z4=1
e a do segundo ven dada por
Ili—l, 12:0, .TL’;;,:O7 I4:1.

Para o terceiro temos que

ac1:0, .Tzi—l7 .’L’3:07 .T4:1
e o cuarto ten como solucién
.%1:07 .732:0, $3:—17 $4:1.
Por tanto,
0 -1 0 0
10 . 0 | -1 . 0
@D=1 g | ¢D= o |60 = 0 | 4D = 1
1 1 1 1
e, como consecuencia, a matriz de cambio de base é
0o -1 0 O
0o 0 -1 0

Pep=119 ¢ 0 -1
11 1 1

Se, por exemplo, tomamos o vector

1

0

YT

0

o seu vector de coordenadas na base B é

0
_ 1
vp=| _;
1

Xa que v = ez — e3 + e4. Se queremos calcular o vector de coordenadas de v en D, como temos
a matriz de cambio de base, s6 temos que facer o produto:

0 -1 0 0 0 1
P o o -1 o 1] 1
BDUB= | o o 0 -1 1|7 -1
11 1 1 1 1
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Logo,
-1

vp = o

5.4. Aplicaciéns lineares. Matriz asociada. Nicleo, imaxe e rango
Definicién 5.4.1. Sexan V e W dous K-espazos vectoriais. Unha aplicacién f : V. — W
chamarase linear se cumpre que

1) flutv) = f(u) + f(v), Vu,v0 eV,
2) flaw) =af(v), VaeK, veV.

Exemplos 5.4.2. 1) A aplicacién identidade idy : V' — V é linear.
2) O segundo exemplo de aplicacion linear é o que empregaremos mais. Sexa A € M, xn(K)
e tomemos a aplicacion

fa K" > K™

1 1
fal ¢+ | =4 :
Tn T

Entén f4 é unha aplicacion linear xa que

definida por

1 Al 1 Y1 Ha Y1
fa S IR =4 S I =A| | +A| | =
Tn Yn Tn Yn Tn Yn
T Y1
fal ¢+ |+ fa]
Ty Un
e
X1 T T T
fal« : =A|l« : =aA : =afa
In Iy Tn Tn
3) A aplicacién f: R* — R3 definida por
x
x
f Z = Tty
. THy+z+t

¢é linear.

4) A aplicacion f: My xn(K) = Myuxm(K) dada por f(A) = A? tamén é linear.

5) A aplicacion f : Mpyyn(C) = Myyxm(C) dada por f(A) = A* non é linear xa que
f(aA) =aA*.

6) A aplicacién f : II,(R) — II,_1(R) dada por f(p(x)) = p'(z) é linear.

7) A aplicacién f : II,(R) — R dada por f(p(z)) = folp(x)d(x) é linear.

8) A aplicacién tr : M,,x,(K) — K definida no problema proposto nimero 14 do terceiro
capitulo é linear.
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9) Tomemos un K-espazo vectorial V e sexa B = {ej, - , e, } unha base de V. A aplicacién
coordg : V — K"
dada por
coordp(v) = vp

é unha aplicacién linear. En efecto, se u e v tenen como vectores de coordenadas a

1 Y1
up = , UB =
Tn Yn
respectivamente, entén

n

uU+v= Z%‘@i + quzez‘ = Z(iz +yi)e
i=1 i=1

i=1
e isto implica que
1+
(u+v)p = =up +vp.
Tn + Yn
Por conseguinte, coordp(u + v) = coordp(u) + coordp(v).
Doutra banda, coordp(au) = acoordp(u), xa que

n
av = E Qax;e;
i=1

e, por tanto, (au)p = aup.

Nota 5.4.3. Como se pode comprobar de forma sinxela, as dias condicions dadas na definicion
de aplicacién linear equivalen a
flau+ pv) = af(u) + Bf(v), Va,B €K, uveV.

Obsérvese que como consecuencia tense que
T T
FO ) = aif(vi)
i=1 =1

-
para toda combinacién linear Z a;v; de vectores de V.
i=1
Proposicién 5.4.4. Suponamos que f:V — W é unha aplicacion linear entre dous K-espazos
vectoriais V. e W. Cumprese o sequinte:
1) f(Ov) =Ow.
2) f(=v) =—=f(v).

3) Se U ¢ un subespazo de V', o conzunto
fU)={f(u) | weU}
€ un subespazo de W.

4) Se f:V =W eg: W — X son aplicacidns lineares, a sia composicion go f : V — X
tamén € linear.

Demostracién. A demostracién é moi sinxela. Déixase como exercicio ao lector.
No seguinte resultado veremos que toda aplicacién linear f : V' — W queda determinada
se conecemos as imaxes dos vectores dunha base de V.
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Proposicién 5.4.5. Suponamos que V e W son dous K-espazos vectoriais. Tomemos unha base
B ={e1,...,en} de V e n vectores wi, ..., wy, de W. Ciimprese que existe unha tnica aplicacion

linear f:V — W, tal que f(e;) = w;, i € {1,...,n}.

Demostracion. Dado u € V, como B é unha base de V, sabemos que existen uns escalares
n

dnicos x1, ..., T, tales que u = E zie;. Tendo en conta este feito, definimos f: V — W como

i=1

flu) = zn:xﬂul
i=1

A aplicacion definida deste xeito é linear xa que
Flutv) = O miei+ Y _wyiei) = FO (@i +yi)e) = (i + yi)wi =
i=1 i=1 i=1

i=1

Zmiwi + Zyiwi = f(u) + f(v)
i=1 i=1

flau) = f(ozixiei) = f(i: azie;) = Enzozmiwi = aixiwi = af(u).
i=1 i=1 i=1 i=1

Doutra banda, se existise unha aplicacién linear g : V. — W tal que g(e;) = w;, i € {1, ...

-
para todo vector u = Z zie; € V temos que
i=1

n n n
Fw) = zwi = wigles) = g wier) = g(u)
=1 =1 =1
e, como consecuencia, f = g.

Exemplo 5.4.6. Sexan os R-espazos vectoriais V = R* e W = R3. Tomemos a base

1 0 0 0
0 1 0 0
Cy=4qe = ol e2=1o =1 |%=]o
0 0 0 1
canodnica de V e catro vectores de W
1 1 0 0
w) = 1 |, we= 1 |,ws=| 0 |, wy= 1
1 1 1 0

Entén, a tnica aplicacién linear tal que f(e;) = w; para i € {1,2,3,4} estd dada por:

T
f ‘Z = f(ze1 + yea + zeg + teq) = zwy + ywa + zwsz + twy =
t
T y 0 0 Tty
z | +ly |+l 0 )+t ]=|2z+ty+t
T y z 0 T+y+z
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5.4.7. Anteriormente vimos que toda matriz A = (a;;) € My,xn(K) determina unha apli-
cacién linear fy : K" — K" definida por

T X
fal 1] =4
T T
Por tanto, se C,, = {e1, - ,e,} é a base canénica de K", temos que
a1j
falej) = Aej =
amj

e, o que é o mesmo, fa(e;) é a columna j-ésima de A.
No seguinte resultado veremos que a relacion entre aplicacions lineares e matrices é mais
profunda.

Proposicién 5.4.8. Sexan V, W dous K-espazos vectoriais e sexan B = {e1,...,en}, D =
{w1,...,wn} bases de Ve W respectivamente. Sexan f : V. — W unha aplicacion linear e
v € V. Se o vector de coordenadas de v respecto d base B € vp, o vector de coordenadas de f(v)
respecto @ base D obtense como
f()p = M(f)p.pvB
onde M(f)B.p € Mmxn(K) € a matriz cuzas columnas son
M(f)p,p=(f(er)p| = | f(en)D)-
Demostracién. Tomemos v € V. Para cada j € {1,...,n} tense que
flej) = ajwr + - + amjwm
e, entoén,
alj
flej)p =
Amj
Doutra banda, como B é unha base de V', podemos expresar o vector v como
v =x1€e1 + o+ Tpep
e, aplicando f, obtense a seguinte igualdade:
flv) = xlf(el) + ot -Tnf(en)
Daquela, tendo en conta que o calculo de coordenadas é unha aplicacién linear, obtemos as

seguintes igualdades:
fw)p =x1f(er)p + - +xuflen)p =

ai Qin 1121 + - + a1nTn
ar| o 4w | = D =
am1 Amn Am1T1 + -+ AmnTp
aiy -t Gln x1
=(fle)p | = | flen)p )vB
am1 = Gmp Tn

Deste xeito, se M(f)B,p € Mmxn(K) é a matriz cuxas columnas son f(e1)p,..., f(en)D,
acabamos de demostrar que
f()p = M(f)p,pvB-
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Definicién 5.4.9. Sexan V, W dous K-espazos vectoriais e sexan B, D bases de V' e W respec-
tivamente. Sexa f : V' — W unha aplicacién linear. A matriz M (f)p,p calculada no apartado
anterior chdmase matriz asociada a f respecto as bases B e D.

Nota 5.4.10. Un caso conecido de matriz asociada a unha aplicacion linear é a matriz de cambio
de base. Sexan V un K-espazo vectorial e B = {e1,...,en}, D = {ug,...,u,} dias bases de V.
Se f =idy, repetindo a demostracién do teorema anterior, obtemos que

]W(idv)B.D = P37D
e, se B =D, temos a igualdade
M{(idv)p,p = Pp,p = I.

Outro caso no cal é sinxelo o cdlculo da matriz asociada é o seguinte: sexa A € My, xn(K)
e tomemos a aplicacion linear

fa: K" - K™
Entén, se C,, C), son as bases canénicas de K" e K™,
M(fa)c,.c.. = A
Exemplo 5.4.11. Sexa a aplicacién linear f : R* — R? dada por

v Tty
Y= a+y+t
/ r+y+z

Neste exemplo calcularemos M (f)p,p sendo B = Cy e

1 1 1
D= w1 = 1 , Wy = 1 , W3 = 0
1 0 0
En primeiro lugar, debemos obter as imaxes dos vectores da base Cly:
0| (! V(e
fen =11 ¢ L] fle =1 iy
1 1
0 0
0| _ (¢ 0| (¢
f(e3):f 1 = 0 af(e4):f 0 = 1
0 ! 1 0

A continuacién calcilanse os vectores de coordenadas das imaxes anteriores na base D. Para
obtelos debemos resolver os seguintes sistemas

ayp +az +az =1 a1z +azg +azg =1
an +ag =1 ) ap +axp =1 )
ajp =1 ajp =1

a3 + agz +azz3 =0 a4 +ags+az =0

a3 +azz =0 ) a1g +ag =1
a13:1 a14:0
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inducidos polas igualdades
f(ej) = arjwi + agjwe + azjws, j € {1,2,3,4}.
Por tanto,
air =1, a1 =0, ag1 =0,

aj2 =1, a2 =0, azga =0,

aj3 =1, agz = —1, az3 =0,
ajg =0, agg =1, agg = —1,
e isto implica que:
11 1 0
M(f)pp=|00 -1 1
00 0 -1
Se
1
1
v = 1 =0y,
1

o vector de coordenadas de f(v) na base D é

1 1 0 i 3
fWp=| 00 -1 1 1 = 0
0 0 0 -1 —1
1
Logo,

. 2

f 1 = 3’[1)1 — w3 = 3

1 3

5.4.12. A continuacién enunciamos as principais propiedades que cumpre a matriz asociada
a unha aplicacion linear. As probas obténense de xeito sinxelo.
1) Sexan f,g:V — W duias aplicaciéns lineares e sexan B = {ey, ..., e, } € D = {wy, ..., wp, }
bases de V' e W respectivamente. Entén
M(f+g)p,p=M(f)pp+M(g)sp, M(af)sp=aM(f)sp, Va ek
2) Sexan f : V. — W, g : W — X dias aplicaciéns lineares e sexan B = {e1,...,e,},
D ={wy,...,wn} e E = {u1,...,up} bases de V, W y X respectivamente. Entén
M(go f)p.e=M(g9)p.eM(f)B,D-

5.4.13. Neste punto estudaremos como varfa a matriz asociada a unha aplicacién linear

cando cambiamos as bases.
Sexan f:V — W unha aplicacion linear e By, Bo dias bases de V' e Dy, Dy dias bases de

W. Tense o seguinte diagrama conmutativo:
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onde o subindice indica respecto a que base estamos a realizar os calculos.
Aplicando as propiedades das matrices asociadas respecto da composicién temos que

M(f)Bg,Dz = ]W(’L'dw ofo idV)Bz,Dz = M(idW o f)BngA{(idV)BgBl =

M (idw)p, D, M (f) B0, M (idv) B, B,
Por tanto,
M(f)Bs,0s = Ppi0ys M(f)B1,0, P, -
Daquela, dias matrices asociadas 4 mesma aplicacién linear son equivalentes e disto dedice-

se, aplicando o Teorema 3.2.21, que tefien 0 mesmo rango:

rang (M (f)B,,p,) = rang (M (f)B,,p,)-

De xeito inverso, se dias matrices A, B € M,x,(K) son equivalentes, existen matrices
P € Mpyxm(K) e Q € My, (K) invertibeis tales que PAQ = B. Como Q é invertibel, as stias
columnas forman unha base By de K” e, analogamente, as columnas de P~! forman unha base
Dy de K'™. Sexa a aplicacion linear

fA K" — K™,
Tense que:
n fA m
Ch Cm
idgn [ jz’de
b g

é conmutativo e, logo,
M(fa)By,0. = FPe,,0.M(fa)c,,,0,0 PB2C =
Ppyc, M(f4)Co.cPryc, = (P71 71AQ = PAQ = B.
Como consecuencia destes feitos podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 5.4.14. Dias matrices son equivalentes, se, e so se, son malrices asociadas a unha
mesma aplicacion linear.

Definicién 5.4.15. Dada unha aplicacién linear f: V — W entre dous K-espazos vectoriais V'
e W definense o nicleo e a imaxe de f do xeito seguinte:

Ker(f)={veV | fv)=0w},

Im(f) = f(V).
Con esta definicién xa obtemos que Im(f) é un subespazo de W sen madis que aplicar o
apartado terceiro da Proposicion 5.4.4. De feito a imaxe de f estd dada por

Im(f) ={f(v) | veV}
Doutra banda, o nicleo tamén é un subespazo, xa que, se u,v € Ker(f), temos que
flou+ pv) = af(u) + Bf(v) = abw + B0w = Ow

e, como consecuencia, au + fv € Ker(f).
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Exemplo 5.4.16. Sexa f : R* — R* a aplicacién linear definida por

T T
fly= z+y
z r+y
t r+y+z+t
Temos que
T 0 z=0 =0
y 0 z+y=0 B
f z i r+y=0 < ?:Ez
t 0 r+y+z+t=0 o
ou, equivalentemente,
v =0
‘Z cKer(f)<< y=0
¢ t=—z
Logo,
0 0 0
0 4 0 4 0
Ker(f) = . | €R /2€R =<2 1 | €R /z€RH = 1 )
. -1 -1
e isto implica que dimg(Ker(f)) = 1.
A imaxe de f estd dada por
T x x
Y ) 4 T+y _
f i / M eR Tty /x,y,z,t eR 3 =
t t rt+y+z+t
1 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 0
el Tyl | FEED g [ /mateRo=L oL o |
1 1 1 1 1 1

e, como os vectores que xeran a imaxe forman un sistema libre, temos que

dimp (Im(f)) = 3.

Proposicién 5.4.17. Dada unha aplicacion linear f 'V — W entre dous K-espazos vectoriais
V e W tense que

e

dimg (V) = dimg (Ker(f)) + dimg (Im(f)).
Demostracién. Suponamos que dimg (V) = n e que dimg(Ker(f)) = p < n. Se
dimg (Ker(f)) =n

temos que Im(f) = {6} e a férmula cimprese trivialmente. Sexa C' = {ey, ..., e,} unha base
de Ker(f) e fagamos unha ampliacién ata obter unha base de V' dada por

B={ei,..., €py Ept+1s-eey en}

Tense que I = {f(eps1),-.., f(en)} é unha base de Im(f). En efecto, o sistema ¢é libre xa
que, se

ap+1f(ept1) + -+ + anf(en) = Ow,
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pola linearidade de f, cimprese que

floptiept1 + - + anen) = Oy © apriepr1 + - + ane, € Ker(f) <

Jai, - ,ap € K/ arer + -+ apep = aprieprr + - + anen &
Qe + - Qpep — Qppipyl — ot — Qpén = Oy .
Como B é unha base de V, a1 = -+ = o, = a1 = - = o, = 0. Por tanto, I é libre.

Finalmente, o sistema de vectores I é xerador. Se w € Im(f), existe un vector v € V tal
que f(v) = w e, como B é unha base de V, o vector v é combinacién linear dos vectores de B

v =aqaie] + -+ apep + Qpi1€pt1 + o+ apey.
Enton,
w = f(v) = flaner + - + apep + aprieppr + - + anen) =

arf(er) + -+ O‘pf(ep) + O‘p+1f(€p+l) +otanflen) =

abw + -+ apbw + opr1fleprr) + - +anflen) = aprifleprr) + - +anflen) &

w e ({flept1), -, flen)})-

Definicién 5.4.18. Dada unha aplicacién linear f : V' — W entre dous K-espazos vectoriais
V e W, diremos que é un monomorfismo se é inxectiva. Cando sexa sobrexectiva, chamarase
epimorfismo e, se é inxectiva e sobrexectiva, chamarémola isomorfismo.

Estes tipos de aplicacions lineares caracterizanse totalmente utilizando o nicleo e a imaxe.

Proposicién 5.4.19. Dada unha aplicacion linear f:V — W entre dous K-espazos vectoriais
V e W werificase o sequinte:

1) A aplicacion linear f é un monomorfismo, se, e sé se, Ker(f) = Oy .

2) A aplicacion linear f € un epimorfismo, se, e sé se, Im(f) = W.

3) A aplicacion linear f é un isomorfismo, se, e sd se, Ker(f) =0y e Im(f) =W.

Demostraciéon. A demostracion da segunda afirmacién é trivial. A terceira é consecuencia da
segunda e da primeira. Por tanto, s probaremos a primeira.
Se f é un monomorfismo e f(v) = Oy, tense que v = Oy e isto implica que Ker(f) = {0y }.

Inversamente, suponamos que f(v) = f(u). Entén, f(v —u) = 6y ou, equivalentemente,
v —u € Ker(f). Se Ker(f) = 0y, obtemos v — u = 0y e isto implica que os dous vectores
son iguais. Por tanto, f é un monomorfismo. O

Nota 5.4.20. Se unha aplicacién linear f : V. — W, entre dous K-espazos vectoriais V e W,
é un isomorfismo, pédese construir a sia inversa f~!: W — V como

flw)=vew=f(v).

Esta aplicacién tamén é linear (a comprobacién déixase como exercicio) e cumpre que

flof=idy, fof™'=idw.



116 CAPITULO 5: ESPAZOS VECTORIAIS E APLICACIONS LINEARES

Por tanto, se B = {ey,...,e,} é unha base de V e D = {wy,...,w,} é unha base de W,
temos que

I, = M(idy)pp=M(f o f)ps=Mf")psM(f)sD

Iy = M(idw)p,p = M(f o f")p,p = M(f)5,oM(f")p,5-
Por tanto, M (f)p,p ¢ invertibel e

M(f)gp=M(f)pp.

Exemplo 5.4.21. Tomemos un K-espazo vectorial V' e sexa B = {ey, ..., €, } unha base de V.
Sexa a aplicacién linear considerada no exemplo noveno de Exemplos 5.4.2

coordg : V — K"

dada por

coordp(v) = vp.

Esta aplicacién é un monomorfismo e tamén un epimorfismo. Por tanto, é un isomorfismo

cuxa inversa é

coordl_g1 K" =V

T
coordyt : =2x1e1 + - +
B : = xie1 Tn€n-

T

Proposicién 5.4.22. Dada unha aplicacion linear f :V — W entre dous K-espazos vectoriais
V e W cumprese o sequinte.

1) A aplicacion linear f é un monomorfismo, se, e sé se, transforma sistemas libres de V
en sistemas libres de W'.

2) A aplicacidn linear f € un epimorfismo, se, e s se, transforma sistemas zeradores de V
en sistemas zeradores de W.

3) A aplicacion linear f é un isomorfismo, se, e sé se, transforma bases de V' en bases de

w.

Demostracién. A terceira afirmacién é consecuencia das dias primeiras. Probaremos en pri-
meiro lugar 1). Suponiamos que v é un vector non nulo de V. O sistema T = {v} é libre e, se f
transforma sistemas libres de V en sistemas libres de W, temos que f(T') = {f(v)} é libre ou,
equivalentemente, f(v) # Oy. Por tanto, Ker(f) = 0y e f é un monomorfismo.
Inversamente, suponamos que f é un monomorfismo e que 7' = {e1,...,ep} ¢ un sistema
libre de V. O sistema f(T') tamén é libre, xa que
aifer) + -+ apflep) = 0w < flater + -+ apep) = f(Oy) &
arer + -+ ape, = Oy
e isto implica que oy = -+ = o, = 0 grazas a que T é libre.
Suponiamos agora que T' = {ey, ..., e} ¢ un sistema xerador de V. Entén Im(f) = (f(T))
e, por tanto, se f(T') é un sistema xerador de W, temos que W = (f(T)) = Im(f). Daquela, f

resulta ser un epimorfismo. Doutra banda, é evidente que, se a aplicacién linear é sobrexectiva,
entén os sistemas xeradores de V' transférmanse en sistemas xeradores de W. O

Nota 5.4.23. Volvamos ao exemplo da aplicacién linear de coordenadas coordp respecto a
unha base B = {e1, ..., e, } dun K-espazo vectorial V. Esta aplicacién é un isomorfismo e como
consecuencia, leva bases de V' en bases de K". En particular transforma sistemas libres de V' en
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sistemas libres de K". Por tanto, temos que, se T = {v1, ..., v, } é un sistema de vectores de V,
cumprese a igualdade

rang (T') = s < rang ({vig, ..., vrB}) = s.

Suponamos que f : V. — W é unha aplicacién linear entre dous K-espazos vectoriais e
que dimg (Im(f)) = r. Isto implica que dimg(Ker(f)) = n —r, se n é a dimensién de V. Sexa

C = {e1,...,en—r} unha base de Ker(f) e fagamos unha ampliacién ata obter unha base de V/
dada por
B = {617 e e R I ERTLR) e’n}'
Sexa dimg (W) = m e tomemos agora unha base de W dada por D = {wy, ..., wp, }. Como

C = {e1,...,en—y} é unha base de Ker(f) temos que

M(f)B,D:(HKm ‘ ‘ Oxm | f(@nfrJrl)D | | f(en)D)

e, entén, rang (M (f)p,p) = 7, xa que {f(en—rt1), ..., f(en)} é unha base da imaxe de f e, en
particular, un sistema libre cuxo rango coincide co rango do sistema

{f(en—rg1)D, .- flen)D}

formado polos vectores de coordenadas na base D.

Como todas as matrices asociadas a unha mesma aplicacién linear teflen o mesmo rango
por ser equivalentes, podemos enunciar o seguinte resultado cuxa demostracién atopase nas linas
que preceden a este pardgrafo.

Teorema 5.4.24. Sexa f : V. — W wunha aplicacion linear entre dous K-espazos vectoriais.
Cumprese que a dimension da imaxe de f ¢ igual ao rango de calquera das sias matrices aso-
ciadas.

Nota 5.4.25. No exemplo oitavo de Exemplos 5.2.17 vimos que se A € M, xn(K) e U é o
subespazo de K™ dado polas soluciéns do sistema homoxéneo Ax = Ogn, isto é

T € 0
U= : eK" | A : = : ,

Tn Tn 0

entén,
dimg (U) = n — rang (A).

Utilizando o visto anteriormente podemos xustificar a férmula anterior do seguinte xeito:
tomemos a aplicacion linear f4 : K™ — K. Daquela, como

U = Ker(fa)
e A= M(fa)c,,c,., pédese afirmar que
n = dimg (K") = dimg (Ker(fa)) + dimg (Im(f))

é equivalente a

dimg (U) = n — rang (A).
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5.5. Problemas propostos

1. Estude cales dos seguintes conxuntos son subespazos de R*:

x
Uy = Z eR*|z€Z},
t
x
Uy = Z ER' |z —2—t=17p,
t
x
) 4 _
Us = M ER* |z—z+t=y ,,
t
x
U=q| ¥ [erR [ lyl=12l ¢,
t
x
Us = Z ERY | 22 =y 4+ 42
t

2. Considérase o conxunto U = {4 € M,xn(R) | A— At =tr (A)I, }.
a) Probe que U é un subespazo vectorial de M, xn(R).
b) Para n = 2, atope unha base e a dimensién de U.

3. Considéranse os seguintes subconxuntos de Maya(R):

Uy {A € May2(R) | rang (A) =1},

Uy = {AecMooaR) | det(A) =0},

Us {A€M2x2(R)‘A+At:0},

Uy

{A:(Z Z)eMM(R) |tr(A):b:O},

Us = {(i 2>EM2X2(R)|(L+C:(L—C:0}.

a) Estude cales son subespazos vectoriais de Maya(R).
b) Para cada un dos subespazos obtidos no apartado anterior, ache unha base e deter-
mine a dimensién de cada un deles.
4. Sexa A € M,xn(R). Demostre que o conxunto de soluciéns da ecuacién matricial

AXA' =0, (1)

é un subespazo vectorial de M, (R).
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5. Indique cales das seguintes matrices

6 —8 60 -1 5
(X)) e (0 )

son combinacién linear dos vectores do sistema

s={(2 )G 3D}

6. En R® considéranse os subespazos

1 0 1
0 1 2
U:< ]' b ]' b 3 >7
3 2 7
0 1 2
0 ) 3
2 3 0
w=¢ [ ] 1.
0 0 1
0 3 4

Estude se U é un subespazo de W. Son U e W iguais?
7. No espazo vectorial R, considérase o subespazo vectorial

X
U=

'Z ly—z—t=y—2+t=0
t

a) Ache unha base e a dimensién de U.
b) Estude se o conxunto

S =

O NN =
O~ ==
[eslieniN el S

é un sistema xerador de U.
¢) Atope un vector v € R* que non pertenza ao subespazo xerado polo sistema S.

3
d) Calcule unha base C' de U que contena ao vector u = i
0
¢) E posibel escribir o vector

2

. -1

R |

0

como combinacién linear de elementos de S de duias formas distintas? En caso de
resposta afirmativa, escriba as ddas formas.
8. En II(R) consideramos o subespazo U = ({p1(x), p2(x), p3(z)}) onde

pi1(z) =a+ 5z + 22, pa(z) =2z — 227, p3(x) =2+ B2,

a) Calcule, segundo os distintos valores de «, 8 € R, a dimensién de U.
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b) Para que valores de a e 3 se pode expresar o polinomio p(z) = 2 + 92 + 322 como
combinacién linear de py(x), pa(z) e p3(x)?
¢) Obtefia os valores de «v e 8 para os que é Unica a expresién do apartado anterior.
9. Sexa

3 0 0 1

6 —1 -8 0

B= 31 -1 || =12 || =1
—6 0 4 2

a) Probe que B é unha base de R*.
b) Atope as coordenadas do vector

respecto 4 base B.

¢) Calcule o vector de coordenadas respecto & base B de v =

= o = o

d) Sexa o subespazo

ER' |[t—a+y—2=0

3
Il
~ e R

Ache a dimensién e unha base C' de U.
e) Ew= (0,—1,—1,0)" un vector de U? En caso de resposta afirmativa, atope as
coordenadas do vector w respecto da base C' de U.
10. Determine se os seguintes sistemas xeran IIs(RR):
a) S={3+x,1—x+2s% -2 — 2z + 22%}.
b) T={2+x+422 1 -z + 322 3 + 2z + 52%}.
11. Ache a dimensién e unha base dos subespazos

x z4+y+2z=0
o Ui=qlw Jer | IR0
6 +5y+2=0
x
p et | |emy ez,
t

eRY |2 —dy+32—t=0

&
&
|

SR SIS
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12. Ache a dimensién e unha base do subespazo xerado polos vectores:

1 -3 -1 -5
0 3 3 3
V=g 2= 7 = 9 | = 5
1 1 3 -1

Calcule as coordenadas de cada un deles respecto & base calculada.
13. Sexa V = {4 € May3(R) | MA= A} onde M = (? g) € Maxa(R).
a) Probe que V' é un subespazo vectorial de May3(R) de dimensién 3.
b) Determine os valores de «, 8 € R para os que o conxunto

B -2 0 2 —2 a 0 0 B8 0
B = 10 -1 ) 1 « 0/)°\0 a+1 0

¢é unha base de V.
14. En I3( R) considéranse as bases B = {1 + 2%, 1 + 22 14+ 2,1} e C = {1, 2,22, 2°}.
a) Determine as matrices de cambio de base de C' a B e de B a C.
b) Ache as coordenadas do polinomio p(z) = @ + 22 + 22 respecto da base B.
15. En R3 considérase a base

1 1 1
B= 11,11 ],10
1 0 0
Sexa B’ outra base de R? tal que a matriz de cambio de coordenadas de B’ a B é
1 1 -1
Ppp=|1 2 1
0o -1 2
a) Determine a base B’.
b) Calcule Pg pr.
2
¢) Ache as coordenadas de v = 0 | respecto das bases By B’.
-3

d) Atope as coordenadas do vector w na base B’ sabendo que wp = (2,0, —3)".
16. Sexa f: R* — R* a aplicacién linear definida por

T y—2z—t

y —2x 43y —4z — 2t
f z —x+y—z—t

t t

a) Ache a matriz asociada a f respecto da base canénica de R*.
b) Determine o rango de f e estude se f é un isomorfismo.
¢) Calcule unha base do nucleo de f e outra da imaxe de f.
17. Sexa [ : Mayxa(R) — Maxa(R) a aplicacién definida por f(X) = X + tr (AX)A, onde

11
A ( bl ) .
a) Probe que f é linear.
b) Ache unha base de f(.5), onde

Sz{(i 31)6/\/1%2(]1%) | x+y+t=xfy+t=0}.
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18. Sexa f : V' — V unha aplicacién linear. Dadas as aplicaciéns lineares g e h definidas
por g = f —idy e h = f + idy, demostre que se v; € Ker(g) e v € Ker(h), entén
flo1+v2) =01 —va.

19. Sexa

U= ER' |z =2+t

~ e R

Considéranse as aplicaciéns lineares g : R* — R?, dada por

x
Yy _ rT—y+z
gl - |~ 20 +y+t )’
t
e f:U — R* tal que
1 20
-1 -1 1
M(f)B,cs = o 11 |-
1 10

onde B = {(0,1,0,0)%,(1,0,1,0)% (1,0,0, 1)t} é unha base de U e Cy é a base canénica
de R%.

a) Ache M(g)c,p e M(go f)B,p, onde D = {(1,0),(0,1)}.

b) Determine unha base do subespazo f(W), onde

W =({(1,1,1,0)%,(0,0,1,-1)'}).

¢) Atope unha base de Ker(g o f).
20. Sexa f: R* — R* a aplicacién linear definida por

T 3z + 4t

y | | 2z—y+2t
f z | | 2z0—24+2t

t —2x — 3t

a) Calcule a matriz asociada a f respecto da base canénica Cy de R*.

b) Probe que f é un isomorfismo e determine M (f~1)¢, c;-
21. Sexan U = {A € May2(R) | A= Al} e f: U — Mayxa(R) a aplicacién linear definida

por
T oy \ r—y+z xT+ty+z Ty
f(y z)7<2x+y+2z 2+ )’V<y Z)EU'

a) Ache a matriz asociada a f respecto das bases B e C, sendo

s {11000}
e={(a0) (2 a)(10)-(2 )}

b) Calcule unha base da imaxe e outra do niicleo de f. E f inxectiva? E sobrexectiva?
Razoe a resposta.
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22. Considéranse o subespazo V = {p(x) € lII3(R) | p’(—1) = 0} e a aplicacién linear

RV
definida por
a
fl b =a+0-3a+20)z+ (c—0b)2®+ (a— b’

c

a a
a) Probe que f estd ben definida, é dicir, que f | b | € V para todo b | eR3.

c c

b) Calcule a matriz asociada a f respecto das bases C3 e B, onde C5 é a base candnica
de R? e B = {1,22 + 2%, 3z + 23}.
¢) Sexa g : R® = V outra aplicacién linear tal que

01 -1
M@= 2 2 -1
41 -1

Calcule unha base de Im(f + g) e outra de (f + ¢)(U), onde

1 1 3
v= (o |, [ -1 ]. | -2]p.
1 0 1

23. Considéranse o subespazo vectorial de M3y 3(R)
W ={A = (a;;) € M3x3(R) | A= Al ap =a;p =0}
e a aplicacién f: W — Mayo(R) dada por:
f(A)=NAN', VAcW

1 01
ondeN:(O 1 1)6M2><3(R).

a) Ache a dimensién e unha base B de W.

b) Probe que f ¢é linear.

¢) Calcule a matriz asociada a f respecto das bases B e C, sendo B a base obtida no
primeiro apartado e

a_f(10 01 00 00
- 00/’L0 0/)’\1 0)’\ 01 ’
d) Sexa U = {A = (a;;) € W | ai3 + ass + ass = 0}. Ache unha base de f(U).
24. Sexa f : ls(R) — IIx(R) a aplicacién linear definida por
f(p(x)) = [20'(0) = 2p(1)]2® + p(~1)z = p(1) , ¥ p(x) € Ia(R).
a) Calcule a matriz asociada a f respecto da base B = {1, z,22}.

b) Atope unha base da imaxe de f. E [ inxectiva?
25. Sexa B = {vy,v9,v3} unha base de R3 e sexa

U={A€ MyR)| A= A'}.

Considérase a aplicacién linear f : R? — U tal que

roo=( 73 8) cre= (3 ) s = (4 01
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a) Calcule a matriz asociada a f respecto das bases B e D, onde

{4 0) (1) (00}

b) Ache unha base de f(W), onde

1 1 1
w={|[1] .o ,[ 3 ).
1 3 -3

B B B



CAPITULO 6

Diagonalizacion e funcions de matrices

Os contidos dos capitulos anteriores estiveron relacionados principalmente coas nociéns
bésicas da teorfa de matrices, a solucién de sistemas de ecuaciéns lineares, a teoria de espazos
vectoriais e a de aplicaciéns lineares. A partir de agora centrarémonos noutro tipo de problemas.
Mais concretamente, prestaremos a nosa atencién a aqueles relacionados con saber cando una
matriz é semellante a unha matriz triangular superior ou a unha matriz diagonal. O estudo deste
tipo de cuestiéns comporta a introducién das nociéns de autovalor e autovector que, como se
puxo de manifesto no esbozo histérico, apareceron asociadas a certos problemas relacionados
con sistemas de ecuaciéns diferenciais.

En primeiro lugar, e despois de introducir as definiciéns de autovector e autovalor, veremos
que, para toda matriz cadrada A € M, «,(K), os seus autovalores son xustamente as rafces
dun polinomio de grao n que se chama polinomio caracteristico e que denotaremos como p4(x).
Presentarase como se expresa este polinomio en funciéon dun determinante e comprobaremos que
A é invertibel se, e s6 se, o niimero cero non é autovalor de A. Un feito relevante que se debe
salientar é que, ainda que unha matriz tena todos os seus coeficientes reais, pode ocorrer que
aparezan autovalores complexos xa que estes non son méis nada que raices dun polinomio. Tendo
en conta isto, definirase a multiplicidade alxébrica de cada autovalor A, denotada por ma(\), e
se {A1, A2, -, A\n} é o conxunto de autovalores de A, onde cada un aparece tantas veces como
indica a sua multiplicidade alxébrica, utilizando as propiedades basicas das raices de polinomios,
ténense as identidades:

det(A) = A1 A9 Ay, tr (A) =M+ X+ + N,

A continuacién introducirase a nocién de subespazo propio asociado a un autovalor A\ e
probarase que o seu célculo rediicese & solucién dun sistema de ecuaciéns lineares homoxéneo. A
dimension deste subespazo, denotado por V (), é o que se coniece como multiplicidade xeométrica
do autovalor A, denotada por mg()), e esta calctilase como

mg(A\) =n —rang (A — \,).

Cando os coeficientes de A son todos reais e A € R, tense que V()) é un subespazo do
R-espazo vectorial R™. Agora ben, se aparecen autovalores complexos, V(\) é un subespazo do
C-espazo vectorial C". Finalmente, neste apartado probarase que a multiplicidade xeométrica
é sempre maior ou igual que un e menor ou igual que a multiplicidade alxébrica.

No seguinte punto do capitulo introduciremos en primeiro lugar a nocién de semellanza de
matrices e probaremos que dias matrices semellantes tefien o mesmo polinomio caracteristico e,
por tanto, os mesmos autovalores. O resultado importante desta seccién afirma que para toda
matriz A € My x,(K) as condiciéns seguintes son equivalentes:

1) O polinomio caracteristico de A descomponse como
pa(z) = (A —z)(A2 — 2) -+ (A — 2)
onde os escalares \; € K, i € {1,...,n} non son necesariamente distintos.
2) A matriz A é semellante a unha matriz triangular superior.

Se se cumpre algunha das anteriores condicidns, os autovalores de A son os elementos da
diagonal principal da matriz triangular superior semellante a A.

125
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Todo o anterior preparanos para comezar a estudar o problema de diagonalizacién de ma-
trices. Unha matriz A € M,,«,(K) dirase que é diagonalizdbel se é semellante a unha matriz
diagonal, é dicir, se existen dias matrices P e D tales que P ¢é invertibel, D é diagonal e

P~'AP =D,
equivalentemente, AP = PD ou tamén A = PDP~L.
Se P se escribe en columnas como P = (w1 | wgy | = | u, )e
A 0 0
0 X - 0
0 0 - A\
tense que a igualdade AP = PD é equivalente a
( Au1 | AUQ | | Aun ) = ( )\1U1 | /\QUQ ‘ ‘ )\nun ) .
Como consecuencia, os autovalores de A son {A1, Aa, ..., \p} € B = {u1,us,...,u,} é unha
base de K™ formada por autovectores de A xa que Au; = \ju; para i € {1,2,...,n}.
Inversamente, se existe unha base B = {u1,us, ..., u,} de K formada por autovectores de

A, tense que, tomando P a matriz cuxas columnas son os vectores da base B, obtemos unha
matriz invertibel tal que

AP = ( Au1 | AUQ | | Aun ): ( )\1U1 | /\QUQ ‘ | )\nun ):PD
onde
MO0 - O
0 XN - 0
0 0 - A\
ou, equivalentemente,
M 0 0
. 0 X - 0
P*AP =D = L .
0 0 - A

Polo tanto, temos que A é diagonalizabel, se, e s6 se, o K-espazo vectorial K" admite unha
base formada por autovectores da matriz A.

Para obter unha condicién que nos permita verificar de forma mais facil cando una matriz
é diagonalizabel, en primeiro lugar, demostraremos &s seguintes propiedades que se cumpren
para toda matriz cadrada A.

1) Autovectores asociados a autovalores distintos son independentes.

2) Se con Sp(A) (espectro de A) denotamos o conxunto dos autovalores de A, tense que

() V)= {0z}

AESP(A)

3) Se {A1,..., A} son autovalores distintos de A e B; é unha base de V();), tense que o
sistema B = By U -+ U B, é libre.
Tendo en conta o anterior, poderase deducir un criterio sinxelo para saber cando una ma-
triz é diagonalizdbel ou non. Este criterio é o seguinte: para toda matriz A € M, (K), son
equivalentes:
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1) O polinomio caracteristico de A descomponse como
pa(@) = (A —2)" (A2 = 2)% - (A —2)*

e mg(\;) = a; = ma(\;).
2) A matriz A é diagonalizébel.

Na parte final do capitulo centrarémonos na teoria de polinomios de matrices, polinomios
anuladores e funciéns de matrices. De forma mais concreta, en primeiro lugar indicarase como
se pode calcular a inversa dunha matriz cadrada invertibel se conecemos un polinomio anulador
para ela e, en segundo lugar, introducirase o Teorema de Cayley-Hamilton o cal garante que
toda matriz cadrada admite como polinomio anulador o seu polinomio caracteristico. Como
consecuencia, se A € My, (K) e p(z) é un polinomio de grao k > n, existe un polinomio r(z)
de grao menor ou igual que n tal que p(A4) = r(A). Para calcular r(z) podemos proceder da
seguinte forma: se A é un autovalor de A tense que p(\) = pa(A)t(N) + r(N\) = 7(\) xa que
pa(A) = 0. Isto implica que os polinomios p(z) ¢ r(z) deben tomar o mesmo valor sobre todos
os autovalores de A. Da mesma forma probariase que, se a multiplicidade alxébrica de A é m,
tense que

) =0

para todo k pertencente ao conxunto {1,...,m — 1}. Isto podémolo facer para cada autovalor e,
deste xeito, obtemos un sistema de ecuacions lineares compatibel determinado cuxas incognitas
son os coeficientes de 7(x).

A idea anterior ponieranos sobre a pista de como calcular funciéns de matrices para funciéns
reais de varidbel real que cumpran a condicién de ser analiticas, isto é, funciéns que se poden
obter como limites de polinomios. Entre elas estdn as funciéns racionais, as raices k-ésimas, as
funciéns trigonométricas seno e coseno, a funcién exponencial, a funcién logaritmo, etc. A forma
de facer isto pasa por definir a nocién de funcién definida sobre o espectro dunha matriz.

Se A é unha matriz cadrada de n filas e f: I C R — R é unha funcién como as anteriores,
cando

pa(@) = (A1 —2)* (A2 —2)* - (Ap — )"
con \; € R, i e {1,...,r} e ma()\;) = a, diremos que f estd definida sobre o espectro de A, se
para cada \; existen
FODs PO, s fA7D ().

Se f estd definida sobre o espectro de A, con

Via={fPN), | ie{l,..,r}, ke{l,..,a; —1}}

denotaremos o conxunto dos valores de f sobre o espectro de A.
Tendo en conta o anterior, sempre é posibel atopar un tinico polinomio, chamado polinomio
interpolador de Lagrange- Sylvester,

-1
r(z) =ap+ a1z + - +ap_12" ",

de grao menor que n, tal que
Via= V4,
sen mais que resolver o sistema de ecuaciéns lineares
f(k)(/\’b) - T(k)(A’L)7 | S {1’ ~~~ar}v ke {17 ey QG — 1}

cuxas incdgnitas serdn os coeficientes ay do polinomio r(x). Por tanto, definirase f(A) = r(A).
En particular, esta definicién conduciranos 4 forma que permite introducir a exponencial e
dunha matriz A.
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Finalizase o capitulo indicando que, se

M O 0
0 X - O
N
é unha matriz diagonal e f é unha funcién definida sobre o espectro de A, tense que
fq) 0 0
foy=| O 0T
00 0w

Por tanto, se A é diagonalizédbel e P é a matriz invertibel tal que P~'AP = D ou, equiva-
lentemente, que

A=pPDP™,
obtemos as igualdades
f(A) 0 0
F(A) = PHD)P =P 0 f(:h) ‘ 0 p!
00— O

6.1. Autovalores e autovectores. Polinomio caracteristico

Definicién 6.1.1. Sexa A € M,,x,(K). Un escalar A € K chdmase autovalor ou valor propio de
A, se existe un vector v € K™ non nulo tal que

Av = .

O vector v # fgn cumprindo a anterior igualdade chdamase autovector, ou vector propio, de
A asociado ao autovalor .

Destas definiciéns séguese facilmente que un mesmo autovector v non pode estar asociado
a dous autovalores distintos xa que, se existisen A1, Ay € K tales que

v = Av = M\ov,

obteriamos a igualdade (A\; — A2)v = fgn, e como v é non nulo, tense que A\; — A2 = 0, ou
equivalentemente, A\; = Ao.

Doutra banda é claro que, se A é un autovector de A e v un autovector asociado a \, o vector
av tamén é un autovector asociado a A para todo a € K. Asi pois, un autovalor ten asociados
infinitos autovectores distintos.

O conxunto de todos os autovalores da matriz A chdmase espectro de A e represéntase por

Sp(A4).
Definicién 6.1.2. Sexa A € M,,x,,(K). O polinomio de grao n dado por
pa(z) = det(A — zI,)
chamase polinomio caracteristico de A.

Teorema 6.1.3. Para toda matriz A € Myxn(K) o conzunto Sp(A) coincide coas raices de
pa(x). Dito doutra forma, os autovalores de A son as raices do seu polinomio caracteristico.
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Demostracion. Se A € Sp(A), existe un v # Ogn tal que Av = Av, ou ben, tal que (A—AI,)v =
Okn. Por tanto, v € Ker(fa—xz,), co cal, dimg(Im(fa_rz,)) = rang (A — A\I,) < n. Por tanto
tense que A — AI,, non é invertibel, ou equivalentemente, det(A — A\I,,) = 0. Asf pois, A é unha
raiz do polinomio caracteristico.

Reciprocamente, se A € K é tal que det(A — A\I,,) = 0, obtemos que rang (A — A\I,) < n e,
por tanto, dimg (Ker(fa—xr,)) > 1. Isto implica que existe v # fgn pertencente ao subespazo
Ker(fa—az,)- Equivalentemente v é un autovector asociado a A xa que

fazar, () = (A= AL)v = Ogn < Av = Ao

Nota 6.1.4. Como acabamos de comprobar no anterior resultado o calculo dos autovalores
dunha matriz estd ligado ao cdlculo das raices do polinomio caracteristico. Se a matriz ten
coeficientes reais, o seu polinomio caracteristico tamén; agora ben, pode non ter ningunha raiz
real e, por tanto, se queremos calcular o seu espectro, temos que contar cos niimeros complexos.
Por exemplo, isto ocorre, se
A= 0 —1
(1 %)

—r -1
1 —z ‘
Lémbrese que, se p(z) é un polinomio de grao n con coeficientes reais ou complexos, A € K
é unha raiz de p(x), se p(A) = 0. Isto é equivalente a que p(z) sexa divisibel por  — A, ou ben,
p(z) = (x — N)g(x), onde ¢(x) é un polinomio de grao n — 1.
Se os coeficientes de p(z) son complexos calquera, o Teorema Fundamental da Alxebra
afirma que

xa que

pa(z) = =22 +1.

p(z) = a(z — A1) (A — )2 - (z — A\p)*"
onde \; € C, i € {1,...,7}, son as raices de p(z) e a; € N, i € {1,...,r}, cumpren que
ay + o+ =n.

Para cada raiz \; o nimero natural a; denota a sia multiplicidade alxébrica, isto é, o maior

nimero natural tal que
p(r) = (z = X)*t(z).

Por tanto, un polinomio de grao n con coeficientes reais ou complexos ten como maximo n
raices distintas que poden ser reais ou complexas. Isto implica que toda matriz cadrada de orde
n, con coeficientes reais ou complexos, ten como maximo n autovalores distintos que poden ser
reais ou complexos.

Tamén se debe resaltar a seguinte propiedade das raices dos polinomios: se p(z) ten todos
0s seus coeficientes reais, cimprese que

A=a+bi€Sp(A) & X\ =a—bi € Sp(A).

Desta forma, se unha matriz A cuxos coeficientes son todos reais, ten un autovalor complexo,
o seu conxugado tamén é autovalor de A.
Finalmente, utilizando propiedades bésicas das raices de polinomios ténense as identidades:

det(A) = >\1/\2 /\'m tr (A) = >\1 —+ )\2 4 4 )"m

onde {1, A2,..., \n} é o conxunto de autovalores de A contados segundo a sia multiplicidade
alxébrica.
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Exemplos 6.1.5. 1) Dada a matriz

0 -1 -2
A= 0 0 2
1 1 1
o polinomio caracteristico é
-z -1 =2
pa(z) = det(A —zl3) = 0 —x 2 =23+ -2
1 1 1—=x

Logo, como pa(—1) = 0, tense que
palz) = (x+1)(—z2 + 2z — 2).
As raices de —z% + 22 — 2, que son complexas e conxugadas, vefien dadas por
Lo 2EVISEB 242
—2 -2

Por tanto, pa(z) = (x + 1)(z — (1 —i))(z — (1 +4)) e isto implica que o espectro de
Aé

=1=£1.

Sp(4) ={-1,1—1i,1+4}
sendo
ma(—1) = ma(l — i) =ma(l +14) = 1.
2) Se a matriz A é triangular, ben superior, ben inferior, tense que os elementos que forman
a sta diagonal principal son o seu espectro. Por exemplo, se

12 1 3 4
0 -1 1 11
0 0 3-i -2 -3 |,
0 0 0 0 -3
0 0 0 0 -3

o polinomio caracteristico é

—-1—x 2 1 3 4
0 —1—=x 1 1 1
pa(z) =det(A —xl3) = 0 0 B-i)—2z -2 =3 =
0 0 0 —x -3
0 0 0 0 -3—-z

z(3+2)(1+2)%((3—1) —z).
e, por tanto, Sp(A) = {0, —3,—1,3—1i} sendo a multiplicidade alxébrica de cada autovalor
ma(0) = ma(—3) =ma(3 —¢) =1, ma(—-1) =2.

Proposicion 6.1.6. Sexa A € My, (K). A matriz A € invertibel, se, e s se, 0 non pertence ao
espectro de A. Ademais, se A ¢ invertibel, ciimprese que A € Sp(A), se, e 56 se, \™1 € Sp(A~1).

Demostracién. Se 0 € Sp(A), temos que existe un vector non nulo en K" tal que Av =
Ov = Ogn. Isto implica que o sistema Az = Ok ten soluciéns distintas da trivial e, por tan-
to, rang (A) < n ou, equivalentemente, A non é invertibel. Se A non é invertibel, tense que
rang (A) < n. Por tanto o sistema Ax = Ogn é compatibel indeterminado e isto implica que
existe un vector non nulo en K" tal que Av = fgn = Ov. Como consecuencia, o 0 é un autovalor
de A.

A segunda equivalencia séguese dos seguintes feitos:

ANeESp(A) & Fv#£bgn | Av= v & Jv#bgn |v=A4A" &
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SoA O | Alo— %v o A lespa).
O

Definicién 6.1.7. Sexa A € M, (K) e A € K un autovalor de A. Chédmase subespazo vectorial
propio asociado a A ao subespazo de K" dado por
V(A =Ker(fa-az,)-
Tendo en conta a definicién, temos que
T X1 0
V(A = : eK" | (A=), : =

Tn Tn 0

dimg (V(X)) = n —rang (A — A,).
Cando os coeficientes de A son todos reais e A € R, tense que V() é un subespazo do
R-espazo vectorial R™.
Chamase multiplicidade xeométrica dun autovalor A, denotada por mg(A), & dimensién do
subespazo propio V().

Exemplos 6.1.8. 1) Tomemos a matriz
1 3 3
A= -3 -5 -3
3 3 1
O polinomio caracteristico de A é
1-z 3 3 1-z 3 3
pa(z) =det(A—zl3)=| -3 —b—2z =3 |= 0 —2-z —2—z|=
3 3 1—z 3 3 1—x
11—z 3 0 1z 3
= 0 —2-2 0 =-Q+a)| 7 ., =2+2)2(1 - ),
3 3 -2 -z ’
e isto implica que
Sp(4) = {21}

sendo
ma(—2) =2, ma(l) =1.
Os subespazos propios calctlanse da seguinte forma:

T T 0
V(-2) = y | eR | (A+2I)| vy | =] 0
z z 0
x ‘ 3 3 3 z 0
= y |eR®| [ -3 -3 -3 y |=1|o0
2 3 3 3 z 0
:I: b
=3y |eR | a+y+2=0
V4
T 1 0
= y ERY | myeRy = 0 , 1 )s
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T f 0 3 3
= y |eRP| [ -3 -6 -3
z 3 3 0
X ) -y )
= y | €R® [y+z2=0=z+y}={| vy |eR’|yeR
z -y

Por tanto, mg(—2) =2 e mg(1) = 1.

2) Dada a matriz
0 -1 =2
A=(o0o o 2],
1 1 1

no primeiro caso de Exemplos 6.1.5 demostramos que Sp(A) = {—1,1 —4,1 + 4} xa que
pa(z) = (x+1)(x— (1 —1))(x — (141)). Neste caso os subespazos propios asociados son:

ro{(z) e (t)-(3)}
A= (2 HE)-6))
Al)ee i {) e
() reep= ()
() (2)- (1))
() (0 ) C)- ()]
()

A e { ()

e facendo uns célculos similares obtemos que

—1+2
V(H{( )}>
1

Neste exemplo mg(—1) = mg(l — i) = mg(l +1i) = 1.

ISESI
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Definicién 6.1.9. Sexan A, B € M,,x,(K). Dirase que A e B son matrices semellantes, se existe
unha matriz invertibel P € M, (K) tal que
P'AP=B.

Evidentemente, se dias matrices son semellantes, son equivalentes e disto séguese que tenen
0 Mmesmo rango.

Proposicién 6.1.10. Se dias matrices son semellantes, tenen o mesmo polinomio caracteristico.
Por tanto tenen o mesmo espectro.

Demostracién. Sexan A, B € M,,«,(K) matrices semellantes e sexa P € M,,x,(K) invertibel
tal que P~1AP = B. Por tanto:

pp(z) = det(B — zI,) = det(P"*AP — P~ 'P) = det(P~Y(A — zI,)P) =
det(P~Y) det(A — zI,) det(P) = det(P) ! det(A — xI,,) det(P) = det(P)~* det(P) det(A — z1,,)
=det(A — z1,,) = pa(x).

Nota 6.1.11. Na anterior proposicién demostramos que, se diias matrices son semellantes, tefien
0 mesmo polinomio caracteristico, o que implica que tefien o mesmo espectro. O reciproco non
é certo. As matrices A = Is e
B— 11
(o 1)

tefien o mesmo polinomio caracteristico e non son semellantes. Notese que se o fosen, existiria
P € Maxa(R) invertibel tal que P~'IoP = B. Isto implica que B = I o que é un absurdo.

Nota 6.1.12. Existe unha interesante relacién entre os autovectores de A e os de P~1AP. Se v
é un autovector de A asociado ao autovalor A, tense que

Av=> & P Av= P v & PlAPP v = AP .

Por tanto, A é un autovalor de P~'AP e P~1v é un autovector da mesma matriz asociado

a A
Proposicién 6.1.13. Sexa X € Sp(A) sendo A € Myxn(K). Entdn, mg(A) < ma(\).

Demostracion. Sexa A € Sp(A) e sexa V() o subespazo propio asociado a A. Supofiamos que

dimg (V (X)) = r. Tomemos unha base {e1, - ,e,} de V(X) e ampliemos dita base a unha base
B = {61> vy €y rgly ey 6n}
de K™. Por tanto, como para i € {1,...,7}, fa(e;) = Ae; = Ae;, tense que
A, | U
M(fa)pp=| ——— — -
enfr,r ‘ Q

con U € er(nf’r) (K) e@ € M(nfr)x(nfr) (K)
Daquela, como A e M(fa)p,p son semellantes, obtemos as igualdades
pa(®) = Pr(sa)p,p(®) = (A — )" Po(z)
e, por tanto,
mg(\) = r < ma(\).
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Teorema 6.1.14. Para toda matriz A € Myxn(K) as condicidns sequintes son equivalentes:
1) O polinomio caracteristico de A descomponse como
pa(z) = (A1 —2)(A2 — @) - (An — )
onde os \; €K, i € {1,...,n}, son escalares non necesariamente distintos.
2) A matriz A é semellante a unha matriz triangular superior.
Se se cumpre algunha das anteriores condicions, os autovalores de A son os elementos da

diagonal principal da matriz triangular superior semellante a A.

Demostracién. Suponamos que a matriz A é semellante a unha matriz triangular superior

ayp a2 - QAlp
0 ax - a2

T =
0 0 - apn

Por tanto, usando que dias matrices semellantes tenen o mesmo polinomio caracteristico,
obtemos as igualdades pa(z) = pr(z) = (a11 — z)(aze — ) - (apn — ).

Para demostrar a outra implicacién usaremos un razoamento indutivo. Se n = 1, podemos
tomar P = I;, xa que toda matriz cadrada de orde un é triangular superior. Suponamos que
o enunciado é certo para toda matriz cadrada de orde n — 1 e fagamos a proba para matrices
cadradas de orde n. Sexa A € My, (K) tal que

pA(‘T) = ()‘1 - 33)(/\2 - ‘T) ()‘n - CC)
cos \; non necesariamente distintos. Como p4(x) descomponse da forma anterior, admite todas
as stas raices en K. Tomemos a primeira, A;, e un autovector v; asociado a este autovalor. Como
vy é non nulo, tense que {v1} é un sistema libre de K™ e, por tanto, podemos completalo a unha
base
Bl = {vl,uQ, ey ’U,n}

de K". Sexa P; a matriz cadrada invertibel de orde n cuxas columnas son os vectores da base
Blt

Po=(v | ug | = | up).
Daquela,
P'AP = (P7'Avy | PilAug | | PrtAu, )
( Pr'xnor | PrlAug | | PrlAug, ).
Como vy é a primeira columna de P, tense que
1 A
-1 -1 0
Pl /\11]1 = /\1P1 v = /\1 . = . ’
0 0
e disto deducimos a igualdade
/\1 ‘ u
-] —==
prlap = 0 |
LA
0 |

onde A; é unha matriz cadrada de orde n — 1. Como consecuencia,

pa(r) = (M — 2)pa, (2)
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e, por tanto,
pay(x) = (Ae = 2) -+ (An — ).

Grazas & tltima igualdade podemos aplicar a hipdtese de inducién para a matriz A; obtendo
que é semellante a unha matriz diagonal, isto é, existe Py € M(n,l)x(n,l)(K) invertibel tal que

app a2 a1n—1
1 az2 - (2p-1
Py APy = . .
0 0 vt p—1n—1
Tomemos agora
1 1 00
_ ‘ _
p=| 0|
LR
0 |
Logo, P é invertibel, xa que
1 ] 00 1 ] 00 1 | 00
e | R — ] -
0 | 0 | = 0 | =1,
N &3 ot © | PPyt
0 | 0 | 0 |
Ademais
1 1 00 A u 1 ] 00
— ] --- e IR
plptapp=| 0 | 0 | 0 | -
O I S Sl A N 2
0 | 0 | 0 |
)\1 ‘ ’LLPQ
-] ==
0 |
| PtALR
0|

Deste xeito, como P{lAlPQ é triangular superior, a matriz P*IPflAplP tamén o é e
obtemos que A é semellante a unha matriz triangular superior.

Corolario 6.1.15. Toda matriz A € My xn(C) é semellante a unha matriz triangular superior.

Demostracién. O resultado é consecuencia do teorema anterior e do Teorema Fundamental da
Alxebra. m]
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6.2. Matrices diagonalizabeis

Definicién 6.2.1. Unha matriz A € M, (K) dirase que é diagonalizébel se é semellante a unha
matriz diagonal, é dicir, se existen dias matrices P, D € M,,«,(K) tales que P é invertibel, D
é diagonal e

PlAP=D
ou, equivalentemente,
AP = PD.
Se P admite a seguinte expresién por columnas
P=(u | ~ | up)
M 0 0
0 X - 0
0 0 - X\
tense que a igualdade AP = PD é equivalente a
( Auy | Aug | - | Auy ) = ( Atur | Agug | ] Apug )
Por tanto, B = {uy,...,u,} é unha base de K" formada por autovectores de A xa que

Au; = Nu; parai € {1,...,n}.

De xeito inverso, se existe unha base B = {uj,us, ..., u,} de K" formada por autovectores
de A, tense que, tomando P a matriz cuxas columnas son os vectores da base B, obtemos unha
matriz invertibel tal que

AP=(Au | Aug | ~ | Auy)=(Mw | Xus | ~ | Ay )=PD,
onde
A0 0
0 A - 0
0 0 - A\
ou, equivalentemente,
A0 0
L 0 X - 0
PAP=D= L .
0 0 - A\

Como consecuencia do anterior, temos o seguinte resultado.

Teorema 6.2.2. Unha matriz A € Myxn(K) € diagonalizdbel, se, e so se, o K-espazo vectorial
K™ admite unha base formada por autovectores de A.

Para obter unha condicién que nos permita verificar de forma fécil cando una matriz é dia-
gonalizdbel, en primeiro lugar, probaremos uns resultados técnicos.

Proposicién 6.2.3. Para toda matriz A € Myyxn(K) cimprese que autovectores asociados a
autovalores distintos son independentes.

Demostracién. A demostracién farase por inducion. Sexan A1, ..., A\, autovalores distintos de
A e sexan vy, ..., v, vectores non nulos de K" tales que

Avy = M\, ..., Ave = Aoy,
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Se r = 2, o resultado é certo xa que, se
a1v1 + g = Ogn,
multiplicando por A — A\1I,,, obtemos
Oxn = (A — MI,)0rn = (A — MIy)(a1v1 + agve) = a1 (A — M Iy)vr + ae(A — My )vy =
%} ()\1 - )\1)’01 + O[Q(/\Q — /\1)1)2 =
052(/\2 — )\1)?}2 =0Ogn & ay = 0,
tendo en conta que Ay # A e que vy # Ogn. Como consecuencia, a; = 0 e o sistema é libre.
Suponamos que o resultado é certo para r — 1 e tratemos de probar o mesmo para r.
Ponamos
101 + Qv + - + Qv = Ogn
e multipliquemos por A — A,.I,,. Por tanto,
Oxn = (A — N\ 1) 0gn = (A — N L) (v + aguy + -+ + apuy) =
o1 (A= NIy)vr + ao(A — N Ly)vg + - + ap(A = N p)v, =
aq (/\1 — )\T)Ul + Ocz(/\z — /\T)'UQ + -+ Otr()\r — )\T)UT =
ar(M = Ap)vr + aa(A2 — Ap)vg 4 + i (Arm1 — Aot
Como, por hipétese de inducidn, {vy, -+ ,v,—1} é un sistema libre, tense que a;(\; — ;) = 0,
ie{l,- ,r—1}. Agoraben, como \; # A, i € {1, ,r—1}, tense que a; = 0,7 € {1, ,r—1}.
Logo, tendo en conta que v, é non nulo, o escalar o, = 0 e a demostracién queda finalizada. O

Proposicién 6.2.4. Para toda matriz A € My, (K) cimprese que ﬂ V(A) = {0kn}.
AESP(A)

Demostraciéon. A demostracién é consecuencia directa da propiedade que afirma que un mes-
mo autovector non pode estar asociado a dous autovalores distintos. |

Proposicién 6.2.5. Para toda matriz A € Myxn(K), se {\1,...; A} son os seus autovalores
distintos e B; é unha base de V()\;), i € {1,...,r}, tense que o sistema B = By U---U B, € libre.

Demostracion. Nesta demostracién tamén procederemos por inducién. Sexa
B; = {vi,v%,...,v;}
unha base de V/(\;), i € {1 .,7}. Obsérvese que estamos a tomar s; = mg(\;).

Se r = 1, o resultado é certo xa que By é unha base de V' (\1). Suponamos que o resultado
é certo para r — 1 e tratemos de probalo para r. Ponamos

1,1 1.1 r—1 7‘ 1 r—1 r 1 r r—1
Qiv] + vy + 0+ a51v31 + - oy + a5 + -+ 0‘37.,10&,1“'
afv] +ajvy + o+ ag vy = Ogn

sro1
@Zalvl-&- +ZaT1T1+Za I = Okn
e multipliquemos por A — )\TI”. Por taLnto7

S1 Sp—1
O = (A = \eIp)0gr = (A= M) (Y o] + -+ Z of 1 4 Za
i=1
Sr—1

Zal(A ArI)of + - +Za (A= A1) ”+ZaA Al v}

i=1
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51 Sr—1
SRIIEESE RS DLW EEEED SR T
i=1
Sp—1
Z af (A = Aol 4+ Y af e = Ao
i=1 i=1
Como, por hipétese de inducién, By U --- U B,_1 é libre, tense que

(/\1 )\)—0 ’iG{l 781}
2(>\1 M) =0, i€ L 8o}

o~ 1(/\1 )—0 LG{l Srfl}
e, ademais, tendo en conta que os autovalores son distintos, obtemos as igualdades

1270 26{1 81}
Z—O 26{1 ., 82}

=0,i¢€ {1 S Sr—1}
Como consecuencia, ajv] + ajvy + -+ + ag vi = Ogn e, como B, é un sistema libre,
podemos asegurar que
aj =0,ie{l,...,s}.
Logo, B = By U - U B, é un sistema libre. [}

Tendo en conta os resultados anteriores podemos enunciar un teorema que da un criterio
de diagonalizacién en funcién das multiplicidades alxébricas e xeométricas dos autovalores
Teorema 6.2.6. Para toda matriz A € Myxn(K) as condicions sequintes son equivalentes.

1) O polinomio caracteristico de A descomponse como
pa(@) = (AL —2)* - (A — )7,
mg(X\;) =a; =ma(X;), i€{l,...,r}, eas + -+, =n.

2) A matriz A é diagonalizdbel, isto €, existen dias matrices P, D € Myx,(K) tales que P
€ invertibel, D é diagonal e

P'AP =D.

Demostracién. Suponamos que A é diagonalizabel e
M O 0
0 X - 0
0 0 - A\

a matriz diagonal 4 que é semellante. Daquela
pa(z) =pp(x) = (M —2)(A2 — ) (A — 3).
Se no anterior polinomio agrupamos os factores que se repiten, obtemos que
pa(@) = (A —2)" (A2 = 2)* - (A — 2)™
con oy + -+ @ =n.
Ademais, se P é a matriz tal que P"'AP = D, para un autovalor ); existen «; columnas
de P, {P}, ..., P} tales que AP} = NP}, ..., AP™ = \;Pf. Como estd formado por columnas

dunha matriz invertibel, o sistema {P}, ... , P} 6 libre e logo a; > mg(A;) > «;. Por tanto,

mg(\;) = ma(\;).
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Doutra banda, suponiamos que o polinomio caracteristico de A descomponse como
pa(@) = (A1 —2)* (A2 —2)* -+ (Ap — )"

mg(A\;) = a; = ma(N;), ¢ € {1,...,r}, e aq + - + @, = n. Se temos que B; é unha base de V(\;),
o sistema B = By U - U B, é libre e esta formado por

mg(Ar) + - +mg(A,) = ma(h) + -+ ma(A,) =n

vectores. Por tanto, é unha base de K" formada por autovectores e, polo visto ao principio da
seccion, A é diagonalizabel. m]

Corolario 6.2.7. Toda matriz A € Myxn(K) con n autovalores distintos é diagonalizdbel.

Demostracion. Se A ten n autovalores distintos Ay, ..., Ay, 0 polinomio caracteristico é p4(x) =
(M —2)(A2 — ) (A, — ) e a; = 1 para todo . Entén, mg(\;) = 1 = ma()\;) e, aplicando o
resultado anterior, podemos afirmar que a matriz A é diagonalizébel. O

Exemplos 6.2.8. 1) Dada a matriz

0 -1 —2
A=(0 o 2],
11 1

considerada no primeiro caso de Exemplos 6.1.5, tense que non é diagonalizabel como
matriz real xa que pa(z) = (z+ 1)(x — (1 —i))(z — (1 4+ ¢)). Como matriz complexa o
espectro de A ven dado por
Sp(4) ={-1,1—1i,1+4}
e, ademais,
ma(—1) = maa(l — i) = ma(l +14) = 1.

Por tanto, A é diagonalizdbel como matriz de coeficientes complexos. A matriz P tal

que
-1 0 0
PlAP = 0 1—4 0
0 0 1+i

ven dada por
0 —1—-2i —1+2¢

P=| -2 1+ 1—14
1 1 1
onde
0 —1—-2
VD= | =2 | ) V(L—i)=( L+ )s
1 1
—1+2
V(1+1i)={ 1—1 )
1

2) Sexa a matriz
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O seu polinomio caracteristico é

pa(z) = det(A — zly) =

R -z 1 -1
0 l-a bl o ] 1 2o 1 |-
0 -1 2—-z -1 0 1 9_a
0 0 -1 2—-=z
2—x 1 -1 2—x 1 -1
2-z) 0 2-2 -1 |=2-z)| 0 2-z -1 |=2-2)>%1-x).
r—2 -1 2-=z 0 0 11—z
Por tanto, podemos afirmar que
Sp(4) = {1,2}
e que ma(l) =1, ma(2) = 3.
Neste caso tense que
0 0 0 0
. 0o -1 1 -1
mg(2) = dimg(V(2)) = 4 —rang (A — 2I;) = 4 — rang 0 -1 o0 -1 |7
0 0 -1 0

4-2=2<3=ma(2)

e, en consecuencia, A non ¢é diagonalizabel (nin como matriz real, nin como matriz com-
plexa).
3) Tomemos a matriz

A=

— = e
—
— = e
—

O seu polinomio caracteristico é

pa(z) = det(A — zly) =

1—=z 1 1 1 4—x 1 1 1
1 11—z 1 1 |4-z 1-2 1 1 o
1 1 1—x 1 T l4d-z 1 1—x 1 o
1 1 1 11—z 4—x 1 1 11—z
4—z 1 1 1
0 —x 0 0 | 3
0 0 - o |~ W@

0 0 0 -z
Por tanto, Sp(A) = {0,4} e ma(4) = 1, ma(0) = 3. Neste caso tense que
mg(0) = dimg(V(0)) = 4 — rang (A — 0I4) =4 —rang (A) =4 — 1 = 3 = ma(0)

e, como mg(4) = ma(4) = 1, A é diagonalizdbel como matriz real. Isto quere dicir que
existe unha matriz invertibel P € Myy4(R) tal que
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PlAP =

o O O

0

(=l e llan}

oo oo

o OO

4

141

A matriz P obtense buscando unha base de R* formada por autovectores de A. Como

T T 0
_ Yy 4 B y[_10
V()= . eR*/ (A—-01I) 1= o
t t 0
T 1 1 11 T 0
_ y 4 11 11 y| [ O
IR R I
t 11 11 t 0
T
=S| Y |erR la+y+ztt=0
t
x 1 0 0
_ Y 4 ) _ 0 1 0
- z eR \x,y,zeR _< 0 0 ’ 1 >
—r—Yy—z -1 -1 -1
e
T T 0
_ y 1 _ y|_|0
V(4) = . eR* | (A—4L) 1= o
t t 0
T -3 1 1 1 T 0
B y 4 1 -3 1 1 y | | O
=30 : [€% | 1 1 -3 1 =17 |o
t 1 1 1 -3 t 0
T
_ Y 4 o
= M ER* | z=y=2z=t
t
T 1
_ iy 4 o 1
= . eR* | zeR)=( 1 )s
T 1

a matriz invertibel P estd dada por:

P =

= o o -
_= o = O
= =0 o
o



142 CAPITULO 6: DIAGONALIZACION E FUNCIONS DE MATRICES

Nota 6.2.9. Suponamos que A € M,,»,(K) é diagonalizabel e que

M 0 0
0 X - 0
0 0 - X\

¢é a matriz diagonal & que é semellante. Logo, se P ¢é a matriz invertibel tal que P~'AP = D,
tense que A = PDP~ 1 e

72)

A" = ppp~tppp~t "7 ppp-lppp~t = ppnpt

onde
AP0 0
0 Ay - 0
D" = . oo .
0 0 - A

Entén, Sp(A™) = {A], A, ..., Al e V() = V(A?) para i = {1,...,r}.
Doutra banda, é importante salientar que, se A é diagonalizdbel e invertibel, a stia inversa
tamén é diagonalizabel xa que

A"l =pp~lp!

sendo
AP0 0
—1
D1 0 At 0
0 0 U Yt

n
6.3. Polinomios anuladores. Teorema de Cayley-Hamilton
Definicién 6.3.1. Sexa p(x) = ag + ayx + - + a,_12" ! + a,z™ un polinomio de grao n con

coeficientes en K. Dada A € My, »,(K) definese a matriz p(A) como:

p(A) = aplp + a1 A+ -+ an1 AV 4 a, A™

Suponamos que A € Sp(A) e que v € K" é un autovector asociado a \. Tense que

A=A = A" o= ="
e, COmo consecuencia,

p(A)v = (apl, + a1 A + 4 ap_ 1 A" + a, AV = aglv + a1 Av + - + n_1 A" 0 + a, A" =

gV + a1 A0 + - + 4y A0+ ap N = (ag 4+ ag A + -+ an N4 ap o = p(\)o.
Logo, se A € Sp(A), obtemos que p(\) € Sp(p(A)).

Nota 6.3.2. Suponamos que A € M, x,(K) é diagonalizdbel e que

M 0O 0

0 X -~ 0

0 0 - X\
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é a matriz diagonal & que é semellante. Sexa P a matriz invertibel tal que P~'AP = D ou,
equivalentemente, tal que A = PDP~!. Polo visto no apartado de diagonalizacién sabemos que

A" = pDrp~t
onde
N0 0
0 X - 0
D" = L .
0 0 - A

Sexa p(x) = ap + 1w + - + an_12""! 4+ a,x™ un polinomio de grao n con coeficientes en

K. Por tanto,

p(A) = a()-[n + alA + -+ anflAnil + anAn =
aol, + anPDP™ ' + .+ a, PD" P71 4 q,PD"P! =
ayPP '+ @ PDP™' + -+ a, 1 PD"'P7 4 q,PD"P! =

P(agly +ayD + -+ an D" ' +a,D")P~! = Pp(D)P~! =

ph) 0 0
» 0 p(%\z) 0 1
0 0 p(A)

Deste xeito obtemos que p(A) tamén é diagonalizabel e que V(\;) = V(p()\;)) para cada A;
no espectro da matriz A.
Definicién 6.3.3. Dada A € M,,«,(K), dise que un polinomio
p(l’) = ap +a1x+ -+ anflxn71 + an,l:n?
con coeficientes en K, é un polinomio anulador de A, se
p(A) = aUIn + alA + -+ an71A7l71 + anA" = e'ﬂ,"'
Anteriormente demostramos que, se A € Sp(A), tense que p(\) € Sp(p(A4)) para todo

polinomio p(z) con coeficientes en K. Entén, se p(x) é un polinomio anulador, tense que p(A) = 0
ou, o que é o mesmo, A é raiz de calquera polinomio anulador de A.

Nota 6.3.4. Suponamos que A € M, (K) e que

p(z) =ap + a1z + - + n_12" "+ apa™

é un polinomio anulador de A. Logo,
p(A) = aoly + A+ + a1 A"+, A" = 0y, &
agly + (a1l + -+ an1 A" 2+ 4, ATHA = 0, .
Se ag # 0, a tltima igualdade pdédese escribir como:

—agl, = (aljn+...+an_1An—2+anAn_1)A<:>
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1
(a1 + a1 AV Fa, AT A =T,
—ap
Isto é equivalente a dicir que, se ag # 0, a matriz A é invertibel e a sta inversa esta dada
por

1
ATl = —(arIp + -+ a1 A% + anA7L71).
0

Nota 6.3.5. Suponamos que A e B € M,,»,(K) son matrices semellantes e que P € M, (K)
é a matriz invertibel tal que B = P~'AP. Entén, para todo polinomio

p(x) = ap + a1z + - + an_12" " + apa”

de grao n con coeficientes en K tense que

p(A) =apl, + a1A+ -+ an_lAn_l + a, A" =
aoln + ayPBP™ ' + - 4 ap_PB" P! 4 4, PB"P! =
aPP™'+aPBP ' + .+ 4a, 1PB"'P"' +q,PB"P ' =

P(agl, +a1B + -+ +an_1B" ' +a,B")P~t = Pp(B)P .
Por tanto, p(A) e p(B) son semellantes e, como consecuencia, p(x) é un polinomio anulador
para A, se, e sé se, o é para B.
O seguinte teorema indicanos como obter polinomios anuladores.

Teorema 6.3.6. (Teorema de Cayley-Hamilton) Seza A € M,,«,,(K) e suporiamos que o
polinomio caracteristico de A descomponse como

palx) = (A —a)(Aa — ) (A — 2),
onde os i € K, i € {1,...,n} son escalares non necesariamente distintos. Baizo estas condicidns

tense que o polinomio caracteristico é un polinomio anulador para A.

Demostracion. Grazas ao Teorema 6.1.14 e a nota 6.3.5 é suficiente probar o resultado para
matrices triangulares superiores. A demostracién farémola por inducién na orde de A. Para
n = 1 a propiedade é evidente. Suponamos que o resultado é certo para n — 1 e tratemos de
probalo para n.

Sexa A unha matriz cadrada triangular superior de orde n que escribiremos como

A1

u

|
- | ===
A=| 0 | ,
L4
0 |
onde A; é unha matriz cadrada triangular superior de orde n — 1. Para a matriz A tense que
pa(z) = (A — 2)pa, (2).

Logo,
pa(A) = (Mln — A)pa, (A) =
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\ —u pa (A1) | u
- ___ _ | ——-
0 | 0 |
Sl Ml — Ay : | pa, (A1)
0 | 0 |

0

| —u pa, (M) | u
_ | JE— _ | JE—
pA(A) = 0 | 0 | = en,'m
Sl MLm= A : | On—1n-1
0 | U
co que a proba queda finalizada. O

Como consecuencia do Teorema Fundamental da Alxebra tense o seguinte corolario.

Corolario 6.3.7. Para toda matriz A € Myxn(C) o seu polinomio caracteristico é un polinomio
anulador.

Exemplo 6.3.8. Dada a matriz

1 -2 1
A= 0 -1 2 |,
2 0 3
temos que
1—-2z —2 1
pa(z) = 0 —-1—-z 2 = 2% — 32+ 92— 3.
2 0 3—x

Como o coeficiente de grao cero de p4(z) é non nulo, obtemos que a matriz é invertibel. A
sda inversa pdédese calcular, utilizando que p4(z) é un polinomio anulador para A, da seguinte
forma:

O33 =pa(A) = —A% - 342+ 94 - 31; =
—AP 3424+ 94 =30 &

1 1 1
75(/12 —BAFIRA=13 o A7 = 75(/12 —3A+9L) = —§A2 + A3

6.4. Funcions de matrices. Matriz exponencial dunha matriz cadrada

Definicién 6.4.1. Sexan A € M, xn(R) e f : I € R — R unha funcién. Suponamos que
A1, -+, A son os seus autovalores distintos e que

pa(z) = (A1 — )" (A2 = 2)* -+ (A — ),
onde ma()\;) = ;. Diremos que f estd definida sobre o espectro de A, se para cada \; existen
FODs F ), e FO7D ).

Se f estd definida sobre o espectro de A, con

Via={f*N), | ie{l,.,r}, ke {l,..,a; —1}}
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denotaremos o conxunto dos valores de f sobre o espectro de A.

Nota 6.4.2. Suponamos que nos atopamos nas condiciéns da definicion anterior. Sempre é posibel
atopar un tnico polinomio, chamado polinomio interpolador de Lagrange—Sylvester,

r(z) = ag + a1z + -~ + ap_yz™ L,

de grao menor que n tal que
Via=V,a.
Para atopar r(z) non temos mais que resolver o sistema de ecuaciéns lineares
FO) =rFOy), ie{l, ) ke {l,.., a5 — 1}
cuxas incdgnitas seran os coeficientes ay do polinomio r(x).

Definicién 6.4.3. Sexan A € M,,,(R) e f : I € R — R unha funcién. Supofiamos que
A1, , A son os seus autovalores distintos e que

pa(z) = (A —2) (A2 —2)* (A — 2

)
onde ma(\;) = «;. Se f estd definida sobre o espectro de A e r(z) = ap + a1z + -+ + ap_12"™~
é o polinomio interpolador de Lagrange—Sylvester, definese f(A) como

J(A) = aoly + a1 A+ 4 a, 1 A"

Nota 6.4.4. De todas as funciéns posibeis que podemos definir sobre unha matriz A, é particu-

larmente importante a exponencial de A debido a que na teoria de ecuaciéns diferenciais lineares

é necesario calcular ', sendo t un pardmetro real. Se definimos a funcién f : R — R como

f(x) = e'®, observamos que f e todas as stas derivadas sucesivas estdn definidas para calquera

niimero real e grazas a isto podemos definir f(A) = ' para toda A € My, (R) tal que
pa(z) = (A —2)" (Ag —2)** - (A — )™,

con \; ER, i€ {1,...,r}, e ma(\;) = .

E interesante salientar que €®nn = I, e que a matriz e
inversa (et4)~1 = e~t4,

O devandito para a funcién exponencial tamén se ten para outras funciéns como f(z) =
sen(z) ou f(x) = cos(z) xa que elas e todas as sias derivadas sucesivas estdn definidas para
calquera ndmero real. Por tanto, sempre poderemos calcular f(A) = sen(A) ou f(A) = cos(A4),
etc.

A exponencial dunha matriz A € M,,«,(R) tamén se pode calcular no caso de que aparezan
autovalores complexos aplicando o mesmo método dado para os autovalores reais e tendo en conta
que

ar
,

1

tA ¢ sempre invertibel sendo a sta

eatib — papib _ ea(COS(b) + isen(b))'

Exemplos 6.4.5. 1) Sexa a matriz
0 10
A= 0 0 1
1 -3 3
O polinomio caracteristico da matriz A estd dado por
—x 1 0 1—z 1 0
pa(z) =det(A—als)=| 0 —z 1 =|l-2 -2 1 =
1 -3 3—-=2 l—-2 -3 3—=x
1—=z 1 0
—r—1 1 —r—1 1
0 —z-1 1 |=@Q1-2)| * - :(1—1‘)’ , e
0 _4 3_ o 4 3—x 4 3—x
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(1—a2)((@—3)(1+a) +4) = (1 - )",
Por tanto, se tomamos a funcién f(z) = e¥, sabemos que existe a matriz f(A) = et
Para calculala vexamos primeiro que valores contén Vy 4. Neste caso tense que

Via={f(1)=¢,f'(1) =t f"(1) = >}
e, se o polinomio interpolador ten a forma r(z) = ag + a1 + asz?, resolvendo o sistema

fQ)=e'=r(1)=ao+a1 +a
f(1)y =tet =7'(1) = a1 + 2as
(1) = t2et = "(1) = 2az

obtemos que
71tt2t — (t — 2t 7t2t
ap=(1- —E)e,al—( — )6,0,2—56.
Logo,
t2 t2
M=(1—t- E)etlg + (t—t2)et A+ EetAQ.

2) Tomemos a matriz

12 1 1
0 0 1 o0
A= 1 2 3 5
-1 -2 -3 —4

e a funcién f(z) = In(x). Vexamos se existe In(A4). O polinomio caracteristico da matriz
A esta dado por

-z 2 1 1 l—z 2 1
0 -z 1 0 0 -z 1 0
pafe) =det(A—als)=| | o 5 5 |=| | g9 3., 5 |=
-1 -2 -3 —4-=x 0 0 —x 1—=x
1—-z 22 1 1 1—x2 0 1
0O -z 1 0 | | 0 -z 1 0 |__ 1;“’ 3336 é B
L0 3-z 5 |7 1 0 3-z 5 |~°F 07 % 0%
0 0 -z 11—z 0 0 -z 11—z

—2(1—2)*B—a)—z+5x(1-2)-3(1-2)=-z(1-2)((1-2)B3—2)+5z—3) —x =

—z((l—2)@® +z)—x)=at
e, por tanto, Sp(A4) = {0} sendo ma(0) = 4. Como f(0) = In(0) non existe, a funcién non
estd definida sobre o espectro de A e como consecuencia non podemos calcular In(A).
Para a funcién f(z) = e'® temos que

Via={f(0)=1,f(0) =t £(0) = £, f"(0) = £}

e, se o polinomio interpolador ten a forma r(z) = ag + a1x + agx? + a3z, resolvendo o
sistema

f(0)=1=7r(0)=aop

FO)=t=1"(0)=a

F7(0) = t2 = r"(0) = 2az

f///(o) — t3 — 7””’(0) = Gas
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obtemos que

2 ]
ap =1, a1 =1, Gy =5, a3 =
2 3
Deste xeito, r(z) =1+ tz + 5$2 + Exs e logo

t2 t3
4 :I4+tA+5A2+€A3.

=(57)

e a funcién f(z) = e®. Vexamos se existe e!4. O polinomio caracterfstico da matriz A
esta dado por

3) Sexan a matriz

11—z 2

pA(x):det(A—:rIg,):‘ 9 1_2 =(1-2)?+4=2>-20+5

e, por tanto, Sp(A) = {1 + 2i,1 — 2i}, sendo ma(l + 2¢) = ma(1l — 2¢) = 1. Neste caso
temos raices complexas polo que, se

r(z) =ap+ arz,

debemos considerar o sistema

{ F(1+26) = €020 = eb((cos(2t) + dsen(2t)) = r(1 + 2i) = ag + ar (1 + 2i)
(1= 2i) = 0720 = et ((cos(2t) — isen(2t)) = (1 — 26) = ag + a1 (1 — 2i)

(
{ ap+ar(l+2i)=e (Ecos(2t) + isen(2t)) { ag + a; = e'cos(2t) -

ag + a1 (1 — 2i) = et ((cos(2t) — isen(2t)) 2a; = e'sen(2t)
1 1
ag = ecos(2t) — ietsen(%)7 a) = ietsen(Zt).
Enton,

1 1
r(x) = efcos(2t) — §etsen(2t) + §etsen(2t)1'

e
1 1 elcos(2t)  efsen(2t)
At L 1t _
= (e'cos(2t) 3¢ sen(2t)) I + 5¢ sen(2t)A ( —etsen(2t)  etcos(2t)
Nota 6.4.6. Se
A 0O 0
0 X - 0
0 0 - A,
é unha matriz diagonal e f é unha funcién definida sobre o espectro de A, tense que
fa) 00
0 f2) - 0
f(D) = : : - :
0 0 f(A)

Como consecuencia, se A é diagonalizabel e P é a matriz invertibel tal que P~'*AP = D
ou, equivalentemente, que A = PDP~!, obtemos a igualdade
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F(A) = PF(D)P1 = P 0 f(j\{") 0 Pl
R

Isto implica que, cando a matriz é diagonalizdbel, o cdlculo de funciéns de matrices é par-
ticularmente sinxelo.

6.5. Problemas propostos

1. Ache os autovalores e os correspondentes subespazos propios das seguintes matrices. Es-
tude ademais se son diagonalizdbeis.

a)

110 0

-1 12 0

A= 021 -1
001 1

1 -1 1 -1
-8 3 —4 4
8§ —4 3 -4
20 —-10 10 -11

2. Considérase a matriz

A=

— = DN
e
N — =

a) Probe que A é diagonalizébel.
b) Atope unha matriz diagonal D e unha matriz invertibel P tales que A = PDP~!.
¢) Calcule a expresién de A™ para cada nimero natural n.
d) Encontre unha rafz cadrada de A.
3. Estude para que valores de o € R ¢é diagonalizabel a matriz

1 0 24«
A= 0 -1 44+«
24+a 0 1

4. Para cada o € R considérase a matriz

0 0 a «

0 0 a «

A= da 4a 0 O
da 4a 0 O

a) Estude para que valores de v a matriz A é diagonalizébel.
b) Para a = 1/4, determine unha matriz regular P e unha matriz diagonal D tales
que AP = PD
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5. Considérase a matriz

12 0 -2
04 -2 -3
A= 02 -1 -2
03 -2 =2

a) Determine o espectro de A.
b) Estude se A é diagonalizabel.
¢) Probe que A ¢ invertibel e determine un polinomio p(z) de grao menor que 4 tal
que p(A) = A~L.
6. Considéranse as seguintes matrices:

-7 0 0 2 0 -2
A = 0 4 —-12 |, Ay = 10 1,
0 11 7 -2 0 2
1/2 0 1/2 310
Az = 1 1 1 , Ay=103 0 |.
12 0 1/2 00 2
Sexa f a funcién definida por
14
fz)= 2 4oz
2—z

Estude se existen os valores de f sobre cada unha das matrices dadas. Nos casos
afirmativos, calcule f(A4;).
7. Considérase a matriz

2 1 0
A= -2 0 2
0 -1 =2

a) Calcule a matriz ef4.

b) Sexa p(z) = 2 + 323 + 42°. Estude se p(A) é invertibel.
8. Considérase a matriz real

B+1 -1 1
A= a B+1 0
1 —a a+pf+1

a) Calcule o espectro de A.
b) Determine os valores de « e § para os cales a matriz A é singular.
¢) Estude para que valores de a e /3 existe unha base de R? formada por autovectores

de A.
d) Para a =0,
dl) Atope, se é posibel, unha matriz regular P e unha matriz diagonal D tales
que AP = PD.
d2) Calcule o determinante da matriz B = 3[A — (8 + 1)I3]", onde n € N.
e) Paraa=1e = —1, calcule a matriz et

f) Para o = 3 e 8 = 0, determine ntimeros reais a, b e ¢ tales que
A4 aA’ 4 bA+cl3=0
e calcule, se é posibel, un polinomio p(z) tal que A~ = p(A).
9. Sexa
-3 -2 1
A= 5 3 -2
-1 -1 0
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a) Ache o espectro de A. E a matriz I5 — A invertibel?
b) Estude se a matriz A é diagonalizdbel.
¢) Sexa p(z) = a+bx+cx?+da?, onde a,b,c,d € R. Calcule o determinante da matriz
p(A
d) Determine a matriz e4
10. Considérase a matriz real

-1 -1 -2
A= 8§ —11 -8
-10 11 7

) Atope o espectro de A.
) Probe que A% = 542 -3 A4 91.

) Calcule unha base do subespazo propio asociado ao maior autovalor de A.
d) Estude se a matriz A é diagonalizdbel.

e) Considérase a funcién escalar f(x) = y/z. Determine, se é posibel, un polinomio

r(z) tal que r(A4) = f(A).

a
b
c






CAPITULO 7

Espazos vectoriais con produto escalar

Neste capitulo comeza unha nova parte relacionada con certos conceptos ben conecidos en
R? e R3, tales como norma, perpendicularidade e dngulo. Algunhas destas nociéns estdn na base
das ferramentas que nos permitiran, entre outras cousas, abordar a aproximacion de solucions de
sistemas incompatibeis mediante técnicas de minimos cadrados no tltimo capitulo deste libro.
Comezaremos o capitulo introducindo a nocién de forma bilinear

fiVxV SR

nun R-espazo vectorial V, para pasar a ver que, unha vez fixada unha base B en V, a forma
bilinear pédese expresar en funciéon dunha matriz chamada matriz de Gram, denotada por Gp,
da seguinte forma

f(u,v) = upGpus,

onde up e vp son os vectores de coordenadas de u e v respecto & base B. A continuacién
mostrarase ao lector o que ocorre coa matriz de Gram cando cambiamos a base do espazo
vectorial onde temos definida a forma bilinear. Mdis concretamente, comprobarase que, dadas
B e B’, duias bases de V, tense que

Gp = Pp 3GpPp

sendo Ppr p a matriz de cambio de base de B” a B. Logo, as matrices de Gram dunha forma
bilinear respecto a diferentes bases son congruentes.

Os produtos escalares non son mais que tipos especiais de formas bilineares que cumpren
a condicién de ser simétricas, isto é, f(u,v) = f(v,u) V u,v € V e ademais definidas positivas:
flu,u) >0V u € V,u#6y. A notacién cldsica que se utiliza para o produto escalar é

flu,v) =< u,v>

e neste libro é a que usaremos. Tamén con (V, <, >) denotaremos ao par dado polo R-espazo
vectorial V' xunto co produto escalar definido sobre V' e chamarémolo espazo vectorial euclideo.
E importante recalcar que, se nun mesmo R-espazo vectorial V' temos definidos varios produtos
escalares, obteremos diferentes exemplos de espazos vectoriais euclideos. Doutra banda a matriz
de Gram asociada a un produto escalar sera obviamente simétrica.

Unha vez aclarada a nocién de produto escalar introduciranse as de norma e norma inducida
por un produto escalar. Neste punto probarase a desigualdade de Schwartz e indicarase como a
partir dela pédese dar unha definicién de angulo entre dous vectores de V. Finalmente, tamén
comprobaremos que a existencia dunha norma permitiranos introducir unha distancia en V.

Na segunda parte do capitulo traballarase coas nociéns de ortogonalidade e ortonormalidade
respecto a un produto escalar. Veranse entre outras cousas que, se (V, < , >) é un espazo vectorial
euclideo e T = {vy, ..., v, } un sistema de vectores non nulos e ortogonal, ciimprese que T é libre.
E méis, se B = {v1,...,v,} é unha base ortogonal de V, entén o vector de coordenadas de

153



154 CAPITULO 7: ESPAZOS VECTORIAIS CON PRODUTO ESCALAR

calquera vector v escribese como:

< v1,0 >
[[o]?

<
os]
Il

< op,v >
[[on|?

Os coeficientes dados na igualdade anterior chamanse coeficientes de Fourier de v na base
ortogonal B. Se B fose ortonormal, os coeficientes de Fourier de v quedan como < vj,v > .

J-B. J. Fourier
(Amédée Félix Barthélemy Geille /Wikimedia Commons)

Dentro deste punto, tamén serda importante resaltar que, se B é unha base de V, tense o
seguinte:

1) A base B é un sistema ortogonal de vectores, se, e s6 se, Gp é diagonal.
2) A base B é un sistema ortonormal de vectores, se, e s6 se, Gg = I,.

Como consecuencia destes resultados poderemos garantir que a matriz de cambio de base
entre dias bases ortonormais de V' é unha matriz ortogonal. Doutra banda, se traballamos
co produto escalar usual de R™ e tendo en conta que as columnas ou as filas dunha matriz
invertibel @ € M,,x,(R) forman unha base de R™, é doado probar que as seguintes afirmaciéns
son equivalentes:

1) A matriz @ é ortogonal.
2) As columnas de @ forman unha base ortonormal de R™ respecto ao produto escalar usual.

Finalizaremos esta parte introducindo o proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt
grazas ao cal se obtén que nun espazo vectorial euclideo todo subespazo admite unha base
ortonormal. En particular terase que o propio espazo admite unha base ortonormal.
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J. P. Gram E. Schmidt
(Johannes Hauerslev/Wikimedia Commons) (Konrad Jacobs/Wikimedia Commons)

O terceiro bloque do capitulo dedicarase ao estudo de certas propiedades das matrices
simétricas reais. Unha destas propiedades é a que afirma o seguinte: se A € M,,x,,(R) é unha
matriz simétrica, cimprese que todos os autovalores de A son reais. Ademais, tense que A
é simétrica, se e s6 se, existe unha matriz ortogonal @ tal que Q'AQ é diagonal. Por tanto,
todas as matrices simétricas son diagonalizabeis. A demostracién desta afirmaciéon conduciranos
ao método que debemos seguir para realizar o cdlculo da diagonalizacién ortogonal dunha matriz
simétrica real. Indicaremos como facelo paso a paso do seguinte xeito:

= Calcilase o espectro de A, Sp(A4) = {A1,..., A}

= Calcilase unha base By, de V/(\;), i € {1,...,r}.

= Aplicase o procedemento de ortonormalizacién de Gram-Schmidt a cada base B}, obténdo-
se unha base ortonormal Cy, de V/(\;), i € {1,...,7}.

» Unense as bases C),. Esta unién da lugar a unha base ortonormal de R" formada por
autovectores.

= Definese a matriz P como aquela cuxas columnas son os vectores da base ortonormal
calculada no apartado anterior.

= A matriz diagonal D resulta de facer o produto P!AP,

Na parte final do capitulo, veremos que, se A € M, x,(R) ten rango r, existen dias matrices
Q € Mpmxr(R) e R € Myypn(R), tales que A = QR, Q'Q =1, e r; = 0 se | > j. Isto dé lugar
4 chamada factorizacién QR da matriz A que serda de especial utilidade & hora de resolver
problemas de minimos cadrados.

Para realizar o cdlculo da factorizacién QR dunha matriz A € M,xn(R) con rango r e
columnas {v1, ..., v, }, podemos seguir os seguintes pasos:

= Aplicamos o procedemento de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt ao sistema de vectores
T = {vy,...,v,} formado polas columnas de A no espazo vectorial euclideo n- dimensional
R™ co produto escalar usual. Se algin dos vectores e; que resultan nos célculos é nulo,
eliminase e non se ten en conta no proceso.

= Tomamos Q € M,x,(R) cuxas columnas son os vectores do sistema ortonormal obtido
no punto anterior.

s Calctlase R como R = Q'A.

Tamén podemos proceder partindo do sistema de vectores dado polas primeiras r columnas
linearmente independentes da matriz A. A matriz Q € M, x,(R) é aquela cuxas columnas son
os vectores do sistema ortonormal obtido ao aplicar o procedemento de ortonormalizacién de
Gram-Schmidt a este sistema. Finalmente, R = Q' A.
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7.1. Espazos vectoriais con produto escalar

Definicién 7.1.1. Sexa V' un R-espazo vectorial. Unha forma bilinear ¢ unha aplicacion
f:VxV -SSR
satisfacendo:
1) flou+ fv,w) = af(u,w)+ Bf(v,w)Va,B €R, u,veV.
2) f(w,ou+ Bo) = af(w,u) + 5 (w,0) Y, § €R, w0 € V.
Noutras palabras, f ¢ bilinear se é linear nas dias compofientes. E por isto que se deducen
de forma trivial as seguintes propiedades:

3) f(Oy,u) = f(u,0y) =0YueV.

n 1
4) f(z Ui, Z/ijj) = Z Z aiﬁjf(ui, ’Uj) \4 «;, /Bj € R, Ui,y Vj € Vv7 ’i,j S {]., ey n}
i=1 j=1 i=1 j=1
Definicién 7.1.2. Sexa V un R-espazo vectorial. Unha forma bilinear f : V x V — R dirase
simétrica se f(u,v) = f(v,u) Vu,v € V.

Definicién 7.1.3. Sexa V un R-espazo vectorial. Unha forma bilinear f : V x V — R dirase
definida positiva se f(u,u) >0V u € V,u # Oy.
Definicién 7.1.4. Sexa V un R-espazo vectorial. Diremos que f : V x V — R é un produto
escalar en V' se é unha forma bilinear simétrica definida positiva.

A notacién clésica que se utiliza para o produto escalar é a seguinte:

flu,v) =< wu,v>.

Con (V, <, >) denotaremos ao par dado polo R-espazo vectorial V xunto co produto escalar
definido sobre V' e chamarémolo espazo vectorial euclideo. Notese que, se nun mesmo R-espazo
vectorial V' temos definidos varios produtos escalares, obteremos diferentes exemplos de espazos
vectoriais euclideos.

Exemplos 7.1.5. 1) Sexa o R-espazo vectorial V' = R™. Para dous vectores u,v € V definese
a aplicacién bilinear
U1 n
<u,v >=ulv = (ug, ..., up) : :Zuivi.
Uy, =1

Este produto resulta ser un produto escalar chamado o produto escalar usual do
R-espazo vectorial R"™.
2) Sexa o R-espazo vectorial V' = II,(R). Se para dous polinomios en V definimos

1
< pla).qlz) >= /0 p(2)a(x)d(x),

temos un novo exemplo de produto escalar.
3) No R-espazo vectorial V' = M, (R) pédese definir un produto escalar por:

< A,B >=tr (AB").

Definicién 7.1.6. Sexa (V,< , >) un espazo vectorial euclideo e sexa B = {ey, ..., e, } unha
base de V. Chamase matriz de Gram do produto escalar < , > respecto & base B 4 matriz Gpg
dada por

g1 g12 0 Jin

g21 922 - G2
Gs=| 70 T "

9nl 9n2  Ynn
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onde Gij =< €i,€5 >, i,] € {1, ,n}
Esta matriz é simétrica xa que g; j =< ¢;,e; >=< ej,¢; >= gj;. Ademais, se

n n
u = E Zi€i, V= E Yj€j,
i=1 i=1

tense que
n n

n n n n
<u,v >=< inei, Zijj >= sziyj < €, 65 >= szqjngij = utBGB’UB,
i=1 i=1

i=1 j=1 i=1 j=1
sendo up e vp os vectores de coordenadas de u e v respecto & base B.

Exemplo 7.1.7. Por exemplo, se V. =R" e <, > é o produto escalar usual, a matriz de Gram
de <, > respecto 4 base canénica C,, = {e1,...,e,} de R™ ten como coeficientes a

1 i=j

i = 0ij = RS

Y9ij i 0 i 7& j
e, como consecuencia, G¢, = I,,.
Se en R* tomasemos a base

1 1 1 1
1 1 1 0

B=(e = 1 e=1 1= |4=] o )
1 0 0 0

e o produto escalar usual, teriamos que

<ep,er >=4 <epe>=3 <ep,ez3>=2 <ep,eq>=1
<eg,e1 >=3 <eg,e0>=3 <eg,e3>=2 <eg,eq>=1
<eg, e >=2 <eg,eg>=2 <eg,ez3>=2 <eszeq>=1
< ey4,€q >=1 < €e4,€2 >=1 < €4,€3 >=1 <epeqs>=1

e, por tanto, a matriz de Gran respecto a base B é:

4 3 2 1
33 21
Ge=1 3 9 21
11 11
Deste xeito, se
2 2
2 |1
u=| 5 [v=1| o |-
1 0
obtemos que
2
1
<u,v>=(2,2,2,1) 0 =6.
0
Equivalentemente,
4 3 21 0
33 21 0
< u,v >=ulyGpvg = (1,1,0,0) 5 5 9 ] L | =6
1 1 11 1
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7.1.8. Como puidemos ver no exemplo anterior

Go, =1y, Gp=

— DN O
— N W W
— NN N
— o= e

Por tanto, se cambiamos a base, a matriz de Gram tamén se modifica. En xeral existe
unha relacién entre as diferentes matrices de Gram asociadas a un mesmo produto escalar. Esta
relacion ¢ a seguinte: sexan B = {e1,...,ep} e D = {u1, ... ,u, } ddas bases de V' e Pp p a matriz
de cambio de base de B a D. Entén, se < , > é o produto escalar definido en V, temos que
VuveV

up = Pp pup, vp = Pppvug,
utBGBvB =< u,v >= utDGDvD.
Logo:
utBGB’UB = (PB:lDuD)tGBPB_,lDUD = utD(PB_,lD)tGBngleD = utDPB’BGBPD’BUD = utDGDvD
e isto implica que
Gp = P 3GpPp p.

Se duias matrices cadradas A e B cumpren que existe unha matriz P invertibel tal que
P'AP = B, dise que son congruentes. Tendo en conta esta definicién, acabamos de probar que
as matrices de Gram dun mesmo produto escalar respecto a diferentes bases son congruentes.

Por exemplo, se tomamos as bases de R* dadas por

1 1 1 1
B=Cy, D=<e = 8 ,e9 = (1) ,e3 = } Je4 = } ,
0 0 0 1
tense que
1 000 1111 1111
Go=PheGene=| 11 % o [0l o011 [~ 25
1 111 00 01 1 2 3 4

Definicién 7.1.9. Sexa V un R-espazo vectorial. Unha norma sobre V' é unha aplicaciéon
l:V—=R
tal que:
D VueV|ul| >0 [u =0 & u=06y.

2) |lou| = laf|ul| VueV acR.
3) Mol < flull + [l Vv, 0 € V.

Proposicién 7.1.10. Seza (V,<, >) un espazo vectorial euclideo. A aplicacion
l:V—=R

dada por
lul| = +v<u,u>

€ unha norma.
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Demostracién. Pola propia definicién de aplicacién || ||, as probas das dias primeiras con-
diciéns de norma son triviais. Vexamos como se obtén a terceira (cofiecida como desigualdade
triangular ou de Minkowski).

Sexan u,v € V. En primeiro lugar probaremos a desigualdade

| <u,v> | <|luflol,

conecida como desigualdade de Schwartz. En efecto, se algiun dos dous vectores u, v son nulos, a
desigualdade anterior é trivial. Por iso podemos suponer que os dous son non nulos. Neste caso,
para todo « € R, tense que

<u—av,u—av>2> 0.

Equivalentemente,
<wu,u> =20 < u,v>+a <v,v>> 0.
<u,v > . . .
Tomando o = ———" a anterior desigualdade convértese en
<v,v>
<u,v > <uv>?
< u,u > —2 0.
<v,v> <v,v>
Logo,
2
< u,v >
2 )
[ul® = ——m— = 0.
[[oll

Multiplicando a anterior desigualdade por ||v||?> tense que
lull?[lv]?~ < w0 >*> 0 & JJul®[lv]* >< u,v >
e, por tanto,
| <w,o> [ < [luflflv].
Desta forma, aplicando a desigualdade de Schwartz, para os vectores u e v obtemos que
lu+v|> =<u+v,u+tv>=<uu>+2<u,v>+<v,0>=
lull? +2 < w0 > ol < Hull? + 2ol + oll? = ((lul + [lv])?

e, como os dous termos da desigualdade son positivos, conséguese a terceira condicién de norma

llu 4+l < [lull + [[o]].

Exemplos 7.1.11. Vexamos cales son as normas dadas polos produtos escalares de Exemplos
7.1.5.

1) No caso do produto escalar usual de R™ a norma asociada serd

loll = +4/vf + - + 3.

2) Se V =1I,(R), tense que a norma dada polo produto escalar

1
< pla).ale) >= /O p(2)g(2)d(x)

1
()] = + /0 p()?d(x).



160 CAPITULO 7: ESPAZOS VECTORIAIS CON PRODUTO ESCALAR
3) Finalmente, se V' = M,,»,(R), tense que a norma dada polo produto escalar
< A,B>=tr(AB)

]| = ++/tr (AAD).

Nota 7.1.12. A desigualdade de Schwartz indica que, se u, v son dous vectores non nulos do
espazo euclideo V', ciimprese que

| <u,v>| <1
[l
e, como consecuencia,
1 SV o
l[ullo]

Tendo en conta esta nota, xa estamos en condiciéns de introducir a definicién de angulo
entre dous vectores.

Definicién 7.1.13. Chamarase dngulo entre os vectores u e v dun espazo euclideo V' ao tnico

ntmero real « € [0, 7] tal que
<u,v>
cos(a) = ————.
Jul[[|v]

A existencia dunha norma tamén nos permite introducir un concepto de distancia. Definimos
a distancia entre u e v como

d(u,v) = lu—v]| = +V/<u—v,u—v >.

7.2. Ortogonalidade. Bases ortonormais. Procedemento de Gram-Schmidt

Definicién 7.2.1. Sexa (V, <, >) un espazo vectorial euclideo. Dirase que T' = {vy, ..., v, } é un
sistema, ortogonal de vectores respecto do produto escalar <, >, se < v;,v; >= 0 para todo

i # j. Se ademais se ten que ||v;|| = 1, para todo i € {1,...,r}, o sistema chamarase ortonormal.
Por exemplo, en R™ a base canénica é un exemplo de base ortonormal para o produto escalar
usual.

Teorema 7.2.2. (Teorema de Pitagoras) Seza (V, <, >) un espazo vectorial euclideo. Enton,
se u,v son vectores ortogonais de V', tense que
llu +ol|? = [lu® + o).
Demostracién. A demostracion séguese das seguintes igualdades:
uto|? =< utv,utv>=<u,u>+2 < u,0 >+ < v, >=< u,u >+ < v,0 >= |Jul?+]|jv|>
0

Proposicién 7.2.3. Seza (V,< , >) un espazo vectorial euclideo e sexa T = {v1,...,v,} un
sistema de vectores non nulos e ortogonal respecto do produto escalar < , >. Cumprese que T
€ libre.
Demostracién. Tomemos a combinacién linear

vy + - 4 vy + o+ ey = Oy

Enton,

0=< Vj, U]+ + QU+ -+ vy >= a1 < V5,01 >+ -+ a < 05,05 > Aoy < 05,0 >=
aj < V5,05 >
e, como < v;,v; >7# 0, tense que oj = 0. Por tanto, o sistema ¢ libre.
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O

Como consecuencia das definicions de sistema ortogonal e de sistema ortonormal de vectores,
podemos obter o resultado seguinte.

Proposicién 7.2.4. Sexa (V,<, >) un espazo vectorial euclideo e sexa B = {eq,...,en} unha
base de V. Sexa Gp a matriz de Gram do produto escalar < , > respecto da base B. Cumprese
o sequinte:

1) A base B é un sistema ortogonal de vectores, se, e sé se, Gp ¢ diagonal.
2) A base B é un sistema ortonormal de vectores, se, e s6 se, Gp = Iy,
Nota 7.2.5. A vantaxe que ten traballar con bases ortonormais é que, como G = I, obtense
que
< u,v >=uhvg, Yu,v €V

ou, dito doutra forma, tomando coordenadas respecto & base B o produto escalar obtense como
o produto escalar usual de R".

E evidente que, se B = {v1,++ ,vp} é unha base ortogonal entén
o { v L}
oall” " flvnll

Proposicién 7.2.6. Seza (V, <, >) un espazo vectorial euclideo. A matriz de cambio de base
entre dias bases ortonormais de V' é unha matriz ortogonal.

é unha base ortonormal.

Demostracién. Polo visto en 7.1.8, sabemos que, se B e D son duias bases de V,

Gp = P}, sGpPp 5.

Agora ben, se By D son ortonormais, Gg = Gp = I, e, por tanto,

Ph pPpp = I

Como consecuencia, a matriz de cambio de base Pp g é ortogonal. O

Nota 7.2.7. Se temos en conta que as columnas ou as filas dunha matriz invertibel @, cadrada de
orde n, forman unha base de R", é trivial probar que as seguintes afirmaciéns son equivalentes:
1) A matriz @ é ortogonal.
2) A matriz Q' é ortogonal.
3) As columnas de @ forman unha base ortonormal de R™ respecto ao produto escalar usual.
4) As columnas de Q' forman unha base ortonormal de R™ respecto ao produto escalar usual.

Proposicién 7.2.8. Seza (V,<, >) un espazo vectorial euclideo e sexa B = {vy,...,v,} unha
base ortogonal de V. Enton

< v,V >
flos]|
v =
< Up,V >
[[on?
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Demostracién. Se vg = (21, ..., z,)", tense que
v =201 + -+ X505 + o+ Tpup
e, por tanto,
< V5,0 >=
< 05,101 F o F TV A+ XUy >= 21 < Vj,01 > A+ T <UL05 > A+ Xy <V, U >=
aj < w05 >= xjllos|®.

< ;5,0

. > .
Como consecuencia, x; = , para todo j € {1, ,n}.

v 2

Nota 7.2.9. Os coeficientes

dados na anterior proposicién chdmanse coeficientes de Fourier de v na base ortogonal B. Se B
fose ortonormal, os coeficientes de Fourier de v son

T =< V5,V >.
A continuacién estudaremos o procedemento de ortonormalizacién de Gram-Schmidt que

permite obter unha base ortonormal a partir dunha base calquera dun espazo vectorial euclideo
V.

Teorema 7.2.10. (Procedemento de ortonormalizacién de Gram-Schmidt) Seza un
espazo vectorial euclideo (V,< , >) de dimensién n e sexa B = {vy,...,v,} unha base de V.
Eziste unha base ortonormal C = {uy,...,u,} tal que

Vie {1, ...,n} ({ul, ,m}} = <{U1, ,UZ'}>.

Demostracién. O sistema de vectores C' calciilase do xeito seguinte:

€1
€1 =01, UL =7,
llexll o
€2 = Vo— < V2,U1l > UL, U2= T,
llez]l
i—1 e
eizvifz<vi,u]~ > uj, uiziHel_”,
i=1 !
n—1 e
enzvn72<vi,u]->uj7 un:m.
j=1 "

Probaremos que Vi € {1,...,n} ({u,...,u;}) = ({v1,...,v:}) e que {uq,...,u;} é un sistema
ortonormal. A proba farémola por inducién. Para k = 1 é evidente. Suponamos que se cumpre que
{ury .oy uim}) = ({v1, ..., vi—1}) e que {uy, ..., uj—1} é un sistema ortonormal. Tense que probar
que ({u1,...,ui—1,u;i}) = ({v1,...,vi—1,v;}) e que {uq,...,u;—1,u;} é un sistema ortonormal.

Por construcién de e; e pola hipétese de inducién tense que

u; € ({u1, - ui—1,vi) = ({1, ., vim1, vi))-
Por tanto,
Qut, s uim,ui}) = ({or, 0, vie1, vid).
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Por hipétese de inducién sabemos que {uy, ...

trucién, temos que

i—1
Vj < v, uj >
U = 77 — — Uy
lesll <= llesll
Enton, V k < 1,
Vi f < U, Uj >
< Uj, up >=< 5 — ———— U, U >=
leall o= lell
i—1
< U, Up > 712 < Vi, Uj > < up > = < Vi, Up > B < U, Up >
€ lles lles lle:

j=1
xa que < ug, ur >= 1.

Exemplo 7.2.11. Sexa U o subespazo do R-espazo vectorial R xerado polos vectores

1

U1 = y V2 =

0
-1

1
2 o —
0 ;U3 =

-1

3
1
1

-1

,uj—1} é un sistema ortonormal e, por cons-

< Up,up > =20

Suponamos que en R? consideramos o produto escalar usual e a norma dada por este. Se
aplicamos o procedemento de ortonormalizacién de Gram-Schmidt a vy, vy e v obteremos unha
base ortonormal de U. En efecto:

1
1 V2
e =0 e 1 0 -~ 0
1 1, 1 ||81|| \/E 0 10 )
1 -7
1 1
1 va va
2 0 0
ey = vg— < Vg, U] > U] = 0 - (1,2,0,-1) 0 0 =
-1 _ 1 _ 1
V2 V2
1
1 2 0
2 71 0 - 2
0 V2 0 o 0
—1 _ L 0
V2
0 0
w — €2 _1 2 - 1
P e 2{ 0 ) (0]
0 0
€3 = v3— < V3,U1 > Uj— < V3, U2 > U2 =
1 1
3 Vol Vol 0 0
1 0 0 1 1
1 - (3,1,1,-1) 0 0 - (3,1,1,-1) 0 0 =
_ _ 1 1
! Vi Vi 0/ A0
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3 NG 0 1
1] 4 o |1 _1]0
1 V2 0 0] |1
_ 1
1 7 0 1
1
1 7
€3 1 0 0
uz = = — = 1
lesll V3 } v
V3
Logo, a base ortonormal de U ¢é
1 L
Vi 0 %
C=qu = 8 , Uz = (1] y Uz = | 1
-1 0 f
V2 V3

7.3. Diagonalizacién ortogonal de matrices simétricas
Neste apartado veremos que toda matriz simétrica é diagonalizdabel dunha forma especial.

Teorema 7.3.1. Sexa A € Myyn(R) unha matriz simétrica. Cimprese que todos os autovalores
de A son reais.

Demostracién. Suponiamos que A = a+bi é un autovalor de A e que w = u+iv é un autovector
asociado con u,v € R"™. Temos que
Aw = Au+iAv = Mu+w) = (a+ bi)(u+iv) = (au — bv) + i(bu + av) &
Au = au — bv, Av = bu + av.
Como A é simétrica, os produtos escalares usuais < Au,v > e < u, Av > son iguais e tense
que
< Au,v >=< au —bv,v >=a < u,v > —b < v,v >,
<u, Av >=< u,bu+av >=b < u,u>+a <u,v > .
Se restamos as expresions anteriores, obtemos
b(<u,u>+<wv,v>)=0.
Como < u,u >+ < v,v >= ||lu|® + ||v||? # 0, tense que b = 0 e, por tanto, A é real. ]

Teorema 7.3.2. Sexa A € Myxn(R). A matriz A € simétrica se, e sd se, existe unha matriz

ortogonal Q tal que Q'AQ € diagonal.

Demostracién. Se existe unha matriz ortogonal @ tal que Q*AQ = D é diagonal, entén
Q'AQ=D=D'=Q'A'Q

e, como consecuencia, A = A’

Se A é simétrica, polo teorema anterior, sabemos que todos os seus autovalores Ap, ..., A,
son reais. Sexa B), unha base de V()\;), ¢ € {1,---,r}. Se o sistema libre B = By, U - U By,
non é unha base de V' (i.e. A non é diagonalizdbel), temos que U = (B), U - U B),) # R™.
Tomando Ut = {v € R" | < v,u >=0, ¥ u € U} temos que U é un subespazo de R” (chamado
complemento ortogonal de U) e que UNUL = {fgn}. Ademais, todo w € R™ escribese de forma
Gnica como

w=u+v, ueclUwve Ut.
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Se restrinximos a aplicacién linear f4 : R® — R"™ a U™, tense que f Ay U+ — R™ cumpre

que non ¢ nula e ademais f4(U+) C U*. Por tanto, debe ter alomenos un autovector v # Ogn.
Logo, Av = v, para un certo A real, e isto implica que v € U N U+. Entén, v = Og, o que é un
absurdo que provén de suponer que B = By, U - U B)_ non é unha base de V. Por tanto, A
¢é diagonalizabel.

Supofiamos Ogn # v € V), e que Ogn # u € Vy; con i # j. Como A é unha matriz simétrica

Xi < u,v >=< Au,v >=< u, Av >= ) < u,v > (A — \j) <u,v >=0<u,v>=0.

Logo, autovectores asociados a autovalores distintos son ortogonais. Tendo en conta este
feito, se aplicamos o procedemento de ortonormalizacion de Gram-Schmidt 4 base By, de cada
subespazo propio e unimos os sistemas resultantes, obtemos unha base ortonormal de R" forma-
da por vectores propios. Se P é a matriz cuxas columnas son os vectores desta base ortonormal,
P resulta ortogonal e P! AP diagonal. O

Nota 7.3.3. A demostracién do anterior teorema indicanos como debemos realizar o calculo da
diagonalizacién ortogonal dunha matriz simétrica real. Séguense os seguintes pasos:

= Calciilase o espectro de A, Sp(A) = {A1,..., A\ }-

= Calctlase unha base By, de V(\;), i € {1,...,7}.

= Aplicase o procedemento de ortonormalizacién de Gram-Schmidt a cada base B}, obténdo-
se unha base ortonormal C), de V/(\;), 1 € {1,...,7}.

=« Unense as bases C),. Esta unién da lugar a unha base ortonormal de R™ formada por
autovectores.

= Definese a matriz P como aquela cuxas columnas son os vectores da base ortonormal
calculada no apartado anterior.

= A matriz diagonal D resulta de facer o produto P!AP,

Exemplo 7.3.4. Sexa a matriz

011

1 01
110

Como A é simétrica pédese diagonalizar de forma ortogonal. Calculemos en primeiro lugar

os autovalores e unha base de cada subespazo propio de A.

A=

—x 1 0 —T 1 0 - 1 2
pa(z) =det(A—zl3)=| 1 —z 1 |=| 0 —(xz+1) 142 |=| 0 —(z+1) 0
1 1 —z 1 1 —x 1 1 11—z
—Z 2 2 2
=—(z+1) 11— =—(z+1)(z"—2—-2)=—(x+1)(z —2).
Por tanto, os autovalores de Ason A\; = —1y Ay = 2, con ma(—1) = 2, ma(2) = 1. Ademais,
x x 0
VD =q | v |eR [ (A+B) [y | ={0
z z 0

Il
SIS
m
=)

@
— =
—
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T T 0
V(2) = y |eRP | (A-2) vy | =] 0
z z 0
T - 1 1 x 0
= y | eR? | 1 -2 1 y | =0
z 1 - z 0
T 1
= y | €ERP | 20 +ytz=0=a—-2y+2zp=/{ 1 ).
z 1

Logo, as bases de V(—1) e de V(2) son, respectivamente,

1 1 1
B, = -1 |, o . By = 1
0 -1 1

Aplicando o procedemento de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt &s bases B_1 e Bs,
obtemos unha base ortonormal para V(—1) e outra para V(2):

1 1 1
V3 e P
Cq= vk 7@ , Cy= ?
0 ~6 3

En consecuencia, a base ortonormal de R3 é

1 L L
V2 V6 V3
C = _ 1 1 1
0 RE 73
e a matriz P, dada por
1 1 1
V2B B
p_| 2 T
0 -% =
é ortogonal e
-1 00
P'AP = 0 -1 0 | =D.
0 0 2

Nota 7.3.5. Como aplicacién da diagonalizacién ortogonal dunha matriz simétrica real A de
rango 7, tense a sia descomposicion espectral e unha aplicacién ao calculo de potencias de A.
Neste caso o que se observa é que, se up,us, ..., u, son as columnas de P, sendo P a matriz
ortogonal tal que P'AP = D, tense que

A= )\lulu'i + )\Quzug + ok )\ru,.ui,

onde A1, Ag, -+, A\r son os autovalores non nulos de A. Logo, as potencias de A calcilanse doa-
damente como:

AR = Meugud + Nsugud + - + MNouuld.
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7.4. Factorizacién QR

Sexa (V, <, >) un espazo vectorial euclideo e sexa T' = {vy,...,v,_1} un sistema libre de
vectores de V. Se aplicamos o procedemento de ortonormalizacién de Gram-Schmidt ao sistema
de vectores T, obtemos un sistema ortonormal C' = {uy,...,u,_1} de vectores de V tal que

(T) = (C) e, ademais, téniense as igualdades:

o1 = [lexfus,
vy =< vp,u1 >+ e s,
i1
v = Z < vi,uj > uj + |leg]|ug,
j=1
r—2
v = Y < vy > g+ e furt.
j=1

Suponiamos que tomamos v, € (T') = (C). Ao aplicar o procedemento de ortonormalizacién
de Gram-Schmidt ao sistema de vectores T'U {v, } obteriamos o sistema C' e

r—1
e = Up — g < i, uj > uj = by,
Jj=1
xa que, se v, € (C), v, = auy + 4+ ap_1Up—1 con
aj =<wju; >, je{l,..,r—1}.

Logo, cando aplicamos o procedemento de ortonormalizacién de Gram-Schmidt a un sistema
onde existen vectores que son combinacion linear doutros vectores do sistema, para cada un
destes vectores, obtemos o vector nulo 6y .

Sexa A € Mp,xn(R). Suponamos que as sias columnas son

(v | w2 | = | va)
e que rang (A) = r < n. Tomemos o espazo euclideo (R™, <, >) co produto escalar usual. Se
aplicamos o procedemento de ortonormalizacion de Gram-Schmidt ao sistema de vectores T =
{v1,...,v,} formado polas columnas de A, obtemos os mesmos vectores non nulos que forman
o sistema ortonormal C' = {uy, ..., ug,} que resultarfa ao aplicar o mesmo procedemento de
ortonormalizacién ao sistema T' = {vg, ..., v, } formado unicamente polas r primeiras columnas
independentes de A.
Asi temos que, cando vy; € T,
i1
Vpi = E < ks Uky > Uk + |lerilluri, i # Orn
Jj=1
e, se vy ¢ T, e; = Orn, sendo ademais certa a igualdade
Vi = E < Vki, Ukj > Ukj-
kj<ki

Por tanto, dada a matriz Q@ € M,x,(R) cuxas columnas son

(wer | owee | | ure ),
grazas a que o sistema C' = {uy1, ..., Up, } é ortonormal, temos que Q'Q = I, e, ademais,
A=QR,

sendo R = Q'A = (r};) € Myx,n(R) unha matriz tal que ri; = 0, se [ > j.
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Finalmente, é evidente que rang (4) = rang (Q) = rang (R) = r.
Como consecuencia do anterior temos o seguinte resultado.

Teorema 7.4.1. (Factorizaciéon QR) Sexa A € M,xn(R) con rango r. Ezxisten dias matrices
Q € Mpxr(R) e R = (1) € Myxn(R), tales que A=QR, Q'Q =1, er;; =0 sel>j.

Nota 7.4.2. Para realizar o cdlculo efectivo da factorizacién QR dunha matriz A € M, «n(R)
con rango r e columnas {v1, ..., vy}, temos os seguintes pasos:

= Aplicamos o procedemento de ortonormalizacién de Gram-Schmidt ao sistema de vectores
T = {v1,...,v,} formado polas columnas de A no espazo vectorial euclideo n-dimensional
(R™, <, >) co produto escalar usual. Se algiin dos vectores e; que resultan nos célculos
é nulo, eliminase e non se ten en conta no proceso.

= Tomamos @ € M,,x,(R) cuxas columnas son os vectores do sistema ortonormal obtido
no punto anterior.

s Calcilase R como R = Q'A.

Tamén podemos proceder partindo do sistema de vectores dado polas primeiras r columnas
linearmente independentes da matriz A. A matriz Q € M,,x,(R) é aquela cuxas columnas son
os vectores do sistema ortonormal obtido ao aplicar o procedemento de ortonormalizaciéon de
Gram-Schmidt a este sistema. Finalmente, R = Q' A.

Exemplos 7.4.3. 1) Sexa a matriz A cuxas columnas son os vectores do sistema considerado
no Exemplo 7.2.11. Entén

1 1 3

0 2 1

A= 0 0 1
-1 -1 -1

Supofiamos que en R* consideramos o produto escalar usual. Se aplicamos o proce-
demento de ortonormalizacion de Gram-Schmidt &s columnas de A, obtemos un sistema

ortonormal
1 1
va 0 Vi
C=qu = 8 , Uy = (1) yus = | 1L
1 0 \{ﬁ
V2 V3
e, por tanto, A = QR onde
1l 0 L
V2 V3
0 1 0
Q= 0 0 L
! v
IR
e
1 _ 1 1 1 3
" V2 (1) 0 v 0 2 1
R=gd= f f f 0o 0 1|~
V3 V3 V3 -1 -1 -1
2 2 4
V2 V2 V2
0o 2 1.
3
0 0 e
Deste xeito, rang (A) = rang (Q) = rang (R) = 3.
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112
A=(101],
01 1

considerando en R* o produto escalar usual, ao aplicar o procedemento de ortonormali-
zacién de Gram-Schmidt ds columnas de A, obtemos o seguinte:

1 V2/2
ey = v, U = 2l :@ 1 = \/5/2 .
el ~ 2 { :
V2/2 V2/2
€y = vVog— < Vo, U] > U] = () 10,1)(\/5/2)(\/5/2)2
0 0
()(0)- (”2)
~1/2
1 V6/6
B BN (R ~V6/6
ol =6 | 7 virs

€3 =v3— < V3,U1 > Uuj— < V3, U2 > U2 =
2 V6/6 V6/6
_ V2/2\ (V2/2 _ 4, ~ _
(1) (27171)(\/5/2)(\/5/2) (27171)< ﬁ?g)( \/6/6)_

)40 4

Logo, A = QR, onde

2) Se, por exemplo,

o

Q= € M3x2(R)

o NN
“$elsels

e

e [ V2/2 V2)2 0
== (Ve Yo vis)

Por tanto, rang (4) = rang (Q) = rang (R) =

S

1 1 2
V2 V2/2 3v2/2
1 01 .
Lo ) (7 R )
2.

Nota 7.4.4. Aplicando a factorizacién QR temos que, se A € M, xn(R) con rango n, Q €
Mpmxn(R) e R = Q'A € Myxn(R). Como o rang (R) = n, obtemos que R é invertibel. Doutra
banda, se A € My, (R) con rango n (A é invertibel), Q € Myxn(R) é tal que Q'Q = QQ* =
I, e, por tanto, ) resulta unha matriz ortogonal. Ademais R = Q'A € Mxn(R). Como o
rang (R) = n, obtemos que R é invertibel.
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7.5. Problemas propostos

. Utilice 0 método de Gram-Schmidt para achar unha base ortonormal do subespazo de R3

xerado polo seguinte sistema de vectores
a) S ={(1,1,0),(1,0,0)", (1,1,1)"}.
b) T= {(17 07 1)t5 (27 _17 1)t7 (1, _17 O)t}

. Determine os valores dos parametros a,b, x,y, z,t para que a matriz real

1/2  1/6 a «z
a2 e ey
=112 120 :
1/2 —5/6 0 ¢

sexa ortogonal, sendo a e x positivos.

. Considérase a matriz A € Myx4(R) dada por

1

—_

1
1
A= 1
1

—
—
—

Se é posibel, calcule unha matriz ortogonal P e unha matriz diagonal D tales que
P'AP = D.

. Considérase a matriz A € Myx4(R) dada por

-2 -1 0 2

-1 -2 0 =2
A= 0 0 -3 0
2 -2 0 1

Se é posibel, encontre unha matriz ortogonal P e unha matriz diagonal D tales que
P'AP = D.

. Considérase a matriz

-1 -1 2
A= -1 -1 -2
2 -2 2

Determine unha matriz ortogonal P e unha matriz diagonal D tales que AP = PD.

. Atope a factorizacion QR das seguintes matrices

a)
2 1 1
A= 1 -2 1
1 1 =2
b)
1 00
1 00
B=lo 11
1 -1 1
c)
1 -2 4
1 -1 1
C=11 11
1 24




7.5. PROBLEMAS PROPOSTOS 171

7. Considérase a matriz real

-1
0

-2
1

A=

—_ e
_= O O =

a) Ache a factorizacién QR de A.
b) Utilice o cdlculo do apartado anterior para resolver o sistema Az = b sendo b’ =
(0,1,3,-2).






CAPITULO 8

Formas cuadraticas

Neste capitulo abordarase o estudo das formas cuadréticas e verase que parte do traballo
realizado coas matrices simétricas, especialmente todo o que ten que ver coa diagonalizacién
ortogonal, serd de gran utilidade & hora de clasificalas. As formas cuadraticas aparecen con
frecuencia en certas aplicaciéns da dlxebra linear & enxenerfa, no procesado de sinais e en pro-
blemas de optimizacién ligados ao calculo de extremos de funciéns de varias varidbeis. Tamén
as podemos atopar en fisica, xeometria diferencial, economia e estatistica.

Comezaremos introducindo a nocién de forma cuadratica como unha aplicacion

w:R" =R
dada por
w(v) = v'Av, Yv € R"
onde A € My xn(R). A continuacién veremos que se f : R” x R”™ — R é unha forma bilinear e
C), é a base candnica de R", tense que a f podemos asociarlle unha forma cuadratica definida
por
wf(v) =v'Ge,v, Vv eER?
onde G, é a matriz de Gram de f respecto & base C),. De xeito inverso demostrarase que dada
w:R" 5 R, w(v) = v' Av, unha forma cuadritica en R", existe unha forma bilinear

Fulun ) = 5+ v) = w(w) - w(v))
tal que
Fouv) = ut(%(A + A

e, por tanto, f, : R" x R"™ — R é unha forma bilinear simétrica xa que a matriz %(A + At
é simétrica. Tamén se cumpre que f, é a tinica forma bilinear simétrica para a cal wy, = w. Esta
forma bilinear simétrica tnica chamarase forma polar de w. Grazas a isto Ultimo, poderemos
garantir que, dada w : R™ — R unha forma cuadrética, existe unha tinica matriz simétrica M (w)
tal que

w(v) = v'M(w)v, Yv € R®
sendo M (w) = 1(A + A'), se w(v) = v’ Av.

En todas as definiciéns anteriores tomamos coordenadas respecto 4 base canénica de R™.
Como en casos anteriores é importante resaltar que, se cambiamos a base, a expresion da forma
cuadratica tamén o fai ainda que, como sempre, o cambio estd controlado por unha matriz de
cambio de base. Sexa B outra base de R" e chamemos Pg ¢, 4 matriz de cambio de base de B
4 base candnica de R™. Como sabemos, V v € R",

v = Ppc,vp
sendo vp o vector de coordenadas de v na base B. Por tanto:
w(v) = v'M(w)v = v Ph o, M(w) P c,vB-
A matriz M(w)g = PJtB,Cn M (w)Pg ¢, chamaselle matriz asociada a w respecto 4 base B e
é congruente con M (w). Evidentemente tamén é simétrica e tense que M(w)c, = M(w).

173
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Logo, a expresion da forma cuadratica na base B é
w(v) = vl M (w)pvp.
Cando a matriz M(w)p é diagonal diremos que a base B é ortogonal respecto a w. Neste

caso tense que, se vl = (71, ..., 3n),

w(v) = vpM(w)pvg =

al 0 0 T
0 ag 0 T 5 5 9
(z1,22, .., Tn) . . . . = a1x7 + a2x3 + - + apx;,.
0O 0 - ap Ty
Se a base B ten como vectores a {ej, ..., €y}, 0 vector de coordenadas de e; na base serd
0
€iB = 1 s
0
onde o 1 atépase na componente i-ésima. Logo, w(e;) = a; e, como consecuencia,
wler) 0 0
0  w(e) - 0
M(w)p = .
0 0 o w(en)

No seguinte apartado veremos que dada unha forma cuadratica w podemos atopar unha
base ortogonal para ela. Isto é equivalente a atopar unha matriz invertibel P tal que P!M (w)P
sexa diagonal. Obviamente, as columnas de P formaran a base buscada. Indicaremos dous ca-
minos para calcular P. O primeiro deles baseado na diagonalizacién ortogonal e o segundo na
diagonalizacién por congruencia.

Para a clasificacion das formas cuadraticas, estes dous procesos converxen no mesmo grazas
4 lei de inercia de Sylvester que asegura o seguinte: se w : R” — R é unha forma cuadratica
e Dy, Dy son matrices diagonais asociadas a w respecto a distintas bases, entén o nimero de
elementos positivos e negativos das stias diagonais principais é o mesmo.

Tendo en conta todo isto poderemos clasificar as formas cuadréticas como (semi)definidas
positivas, (semi)definidas negativas ou indefinidas, contando o nimero de elementos negativos
e positivos que temos en calquera das matrices diagonais asociadas & forma cuadratica que
esteamos a estudar. Mais concretamente, sexan w : R™ — R unha forma cuadratica e B unha
base ortogonal respecto de w. Se chamamos sinatura de w ao par:

sg(w) = (p,9),
onde p, g denotan, respectivamente, o nimero de elementos positivos e negativos da matriz
diagonal asociada a w na base B, tense que:
1) A forma cuadritica w é definida positiva (w(v) > 0, V v € R™, v # fgn), se, e 86 se,
sg(w) = (n,0).
2) A forma cuadrética w ¢ definida negativa (w(v) < 0, V v € R", v # Ogrn), se, ¢ s6 se,
sg(w) = (0,n).
3) A forma cuadrética w é semidefinida positiva (w(v) > 0, V v € R"), se, e s6 se, sg(w) =
(r,0) con r < n.
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4) A forma cuadrética w é semidefinida negativa (w(v) < 0, ¥V v € R™) se, e s6 se, sg(w) =
(0,s) con s < n.

5) A forma cuadrética w é indefinida (existen dous vectores non nulos u, v de R™ tales que
w(u) < 0ew(v) > 0),se, esé se, sg(w) = (r,s) con r, s non nulos.
Equivalentemente, se utilizamos a diagonalizacién ortogonal, teremos que dada w unha
forma cuadritica e M (w) a sia matriz asociada, cimprese o seguinte:
1) A forma cuadratica w é definida positiva, se, e sé se, os autovalores de M (w) son todos
positivos.

2) A forma cuadratica w é definida negativa, se, e sé se, os autovalores de M (w) son todos
negativos.

3) A forma cuadrética w é semidefinida positiva, se, e s6 se, os autovalores de M (w) son
todos non negativos sendo algin deles nulo.

4) A forma cuadrética w é semidefinida negativa, se, e s6 se, os autovalores de M (w) son
todos non positivos sendo algin deles nulo.

5) A forma cuadritica w é indefinida, se, e sé se, existen autovalores de M (w) positivos e
negativos.

Finalmente acabaremos o capitulo exponendo o conecido como criterio de Sylvester para
clasificar formas cuadréticas. Este criterio clasifica as formas cuadriticas mediante o uso de
determinantes do seguinte xeito: se w : R" — R ¢ unha forma cuadrética dada por w(v) = v Av
con A = (a;j) € Mpxn(R) unha matriz simétrica e denotamos por A,, as sias submatrices
diagonais

air - Al
A(rv T‘) = . )
Qry o Qpy
cumprese o seguinte:
1) A forma cuadrética w é definida positiva, se, e s6 se, det(A,,) > 0 para todo r € {1,...,n}.
2) A forma cuadrética w é definida negativa, se, e s6 se, (—1)"det(A4,,) > 0 para todo
re{l,..,n}.

8.1. Formas cuadraticas e formas bilineares. Forma polar

Definicién 8.1.1. Chamase forma cuadritica sobre R™ a calquera aplicaciéon w : R"™ — R
definida por

w(v) = vt Av, Vo € R"
onde A € M, xn(R).

Exemplo 8.1.2. A aplicacién w : R> = R definida por

w(z):Qxy,V(x)E]RQ
Yy Yy

é unha forma cuadratica xa que

(
w
Yy

Se tomamos as matrices

tense que
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(3 1)(5)

Por tanto, é posibel que dias matrices distintas dean lugar & mesma forma cuadratica.

Nota 8.1.3. 1) Se w : R™ — R é unha forma cuadratica, tense que w(fgn) = 0.
2) En xeral, se A = (a;;) € Myxn(R), a expresién da forma cuadratica estd dada por
V1 n
wv) =v'Av = (v1, ..., v)A | = Z a;jViV;.
o ij=1

3) Se w: R™ — R ¢é unha forma cuadrética,
w(av) = o?w(v)
para todo escalar a e todo vector v.

Definicién 8.1.4. Sexa unha forma bilinear f : R" x R™ — R. Chamase forma cuadrética
asociada a f & aplicacién w : R" — R definida por

wy(v) = v'Geo,v, Vv eR"
onde G, é a matriz de Gram de f respecto & base candnica de R™.

Proposicién 8.1.5. Dada w : R" — R unha forma cuadrdtica en R™, existe unha dnica forma
bilinear simétrica f, : R™ x R® = R tal que wy, = w.

Demostracién. Definamos f,, : R" x R™ — R como

Fulu,v) = %(w(u + ) — w(u) — w(v)).

Entén, se V u € R™ w(u) = u’ Au, tense que

1 1 1
folu,v) = 5((u +v) A(u +v) — ut Au — vt Av) = i(utAv + ot Au) = i(utAv +ufAlv) =

1
ut(i(A + AY)o.

Logo, f, : R" x R™ — R é unha forma bilinear simétrica xa que a matriz %(A + Ab)
é simétrica.

A forma cuadratica asociada a f,, é

wy, (v) =v'Ge,v, Vv eR™

Como G, = (A + A!), temos que wy, = w.

Por outra banda, se existise unha forma bilinear simétrica g : R” x R™ — R tal que wy = w,
temos que f, = g, xa que, se G¢, ¢ a matriz de Gram de g respecto a base candnica de R",
usando o feito de que G, é simétrica, obtemos as igualdades

Fulun ) = 5 (@ ( - 0) = w(u) — w(©)) = 3 (@g(u + ) — wy(u) — wg(v)) =

1
§(uthnv +0'Go,u) = u'Ge,v = g(u,v).

Definicién 8.1.6. A forma bilinear simétrica introducida na proposicién anterior chamase forma
polar da forma cuadrética w : R™ — R.
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Exemplo 8.1.7. Para a forma cuadrética w : R? — R definida por

w($>:2xy,V(m)€R2
Yy Yy

ou, 0 que é 0 mesmo,

tense que f,, : R? x R? — R esta dada por

(2 (1) = e

8.2. Matriz asociada a unha forma cuadratica. Diagonalizacién por congruencia

Teorema 8.2.1. Sexa w : R™ — R unha forma cuadrdtica. Existe unha tunica matriz simétrica
M(w) tal que
w(v) = v'M(w)v, Vv € R®

Demostracién. Se A é unha matriz cadrada de orde n tal que
w(v) = v'Av, Vv € R"
é suficiente tomar
M(w) = %(A +AY,
Entén, como v*Av = vt Aty Vv € R”,
V' M (w)v = vt(%(A + A = %(vtAv + vl Alv) = vt Av = w(v).
A forma polar asociada a w sera
fuolu,v) = vt M (w)v.

Daquela, se existise outra matriz B simétrica tal que w(v) = v!Bv, V v € R", obteriamos a
igualdade

fu(u,v) = u! M(w)v = u!Bv, Y u,v € R".

Logo, como consecuencia, M (w) = B.

Definicién 8.2.2. Dada unha forma cuadratica w : R” — R chamaremos matriz asociada a w,
respecto 4 base canénica, 4 tinica matriz simétrica M (w) tal que w(u) = u' M (w)u, Vv € R™.

Exemplo 8.2.3. Sexa a forma cuadritica w : R* — R dada por

= ("L‘7 y7 Z7 t)

N e 8
_= o oo
= =
—_ ==
o e
SR SIS}

<C
SR SIS}

m

Pl

=~
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Como neste caso

01 1 1

01 1 1

A= 01 1 1

1 1 11

a matriz asociada a w é

03 11
1 . L1 11
]V[(w)fi(A—FA)— ; 111
1 1 1 1

8.2.4. En todas as definiciéns anteriores tomamos coordenadas respecto & base canénica de
R™. Se cambiamos a base, a expresién da forma cuadratica tamén o fai. Sexa B outra base de
R"™ e chamemos Pp ¢, 4 matriz de cambio de base de B & base canénica de R". Como sabemos,
VoveRY
v = Ppc,vp
sendo vg o vector de coordenadas de v na base B. Entén:
w(v) = vtl\l(w)v = 'UtBPé,an\/[(w)PB’Cn’UB.
A matriz Ph , M(w)Pp,c, chémase matriz asociada a w respecto 4 base B e dendtase por
M (w) p. Evidentemente ¢é simétrica e
M(w)c, = M(w).
Logo, a expresion da forma cuadratica na base B é
w(v) = v M (w)pvp.
Cando a matriz M(w)p é diagonal dirase que a base B é ortogonal respecto a w. Neste caso
tense que, se vl = (21, ..., Tp),
w(v) = v M (w)pvp =

ap 0 - 0 1
o . - 0 To
(21,22, ..., Tp) A : : :alx%—&—ag.rg—f—m—&-anmi.
0 0 - ap T
Se a base B ten como vectores a
B={e,...,en}
e
0
eip=1 11,
0
onde o 1 atépase na componente i-ésima, podemos concluir que
0
ag 0 - 0
0 ay - 0 :
w(e;) =(0,...,1,..,00 [ . . . 1 | =a.
0 0 an :
0
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Logo, se M (w)p é diagonal, pédese expresar da seguinte forma:

w(er) 0 0

0 w(e 0

M(w)p = : (: . - :
0 0 e w(ep)

O resultado que se presenta a continuacién axudaranos a clasificar as formas cuadraticas.

Teorema 8.2.5. Toda matriz simétrica A € Myuxn(R) € congruente cunha matriz diagonal.
Como consecuencia, toda forma cuadrdtica w : R™ — R admite unha base ortogonal.

Demostracion. A demostracion consiste en usar que podemos transformar A nunha matriz
diagonal D realizando certas operacions elementais por filas e as mesmas operaciéns elementais
por columnas. Se P = (- C, é o produto de todas as operaciéns elementais por columnas
usadas no proceso, tense que P! = Cﬁ---C{ é o produto de todas as operacions elementais
realizadas por filas e grazas a isto:

ag 0 - 0

. 0 ay - 0
P'AP = L . =D.

0 0 - ay

Como a matriz P é invertibel, as sias columnas forman unha base B de R" e tense que
Pp,c, = P. Por tanto, se A fose a matriz asociada & forma cuadrética w : R™ — R, B seria unha
base ortogonal para w.

O

Nota 8.2.6. No resultado anterior comprobouse que dada unha forma cuadratica w podemos
atopar unha base ortogonal para ela. Isto é equivalente a atopar unha matriz invertibel P tal
que P!M (w)P sexa diagonal. Obviamente, as columnas de P forman a base buscada.

Desde o punto de vista practico temos dous caminos. O primeiro estd baseado no uso da
diagonalizacién ortogonal da matriz M(w). Xa que M(w) é simétrica, polo visto no capitulo
anterior, existen unha matriz ortogonal P e unha matriz diagonal D tales que P!M (w)P = D.
Equivalentemente,

M(w) = PDP!,
sendo os elementos da diagonal de D os autovalores Aj, Ag, -+ , A\, de M(w), contados cada un
segundo a sta multiplicidade. Por tanto,

w(v) = (P)!D(P'v),
e, se denotamos como u o vector Plv, tense que
2 2 2
w(v) = A\ui + Aaus + - + uy,
sendo u; as componentes do vector u.

A outra forma de buscar a base ortogonal cofiécese como diagonalizacién por congruencia e
estd baseada na utilizacién das mesmas operaciéns elementais por filas e por columnas (ver a de-
mostracion da tltima proposicién). O esquema que se utilizard para efectuar dita diagonalizacién
é o seguinte:

= Achamos a matriz asociada a w:

M(w) = %(A +AY).
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= Construimos a matriz ampliada (M (w)|I,).

= Realizamos operaciéns elementais por filas en (M (w)|l,,) e, de forma simultdnea, as mes-
mas operacions elementais por columnas en (M (w)|I,,), ata obter a matriz diagonal D. Ao
final do proceso a matriz (M (w)|I,,) converteuse en (D|Q) con D diagonal e ) a matriz
na que almacenamos as operaciéns por filas do proceso.

= Poiiemos P! = Q. Deste xeito P!M (w)P = D e as columnas de P forman a base ortogonal
respecto a w.

Obviamente, neste caso a matriz P é invertibel pero en xeral non é ortogonal. Doutra banda,

os elementos da diagonal de D non son os autovalores de M (w). De todos os xeitos tense que

w(v) = (P~'v)'D(P~1v),
e, se denotamos como u o vector P~'v, obtemos a igualdade
w(v) = dyu? + doud + - + dyu?

onde dy,ds, - ,d, son os elementos da diagonal de D, contados cada un segundo a sia multi-
plicidade, e u; son as componentes do vector u.

Exemplo 8.2.7. Sexa a forma cuadritica w : R* = R dada por

T 000 -1 T T
[/ . 001 0 Y Y 4
wl % = (z,y,2,t) 010 o0 E A4 i e R
t -1 0 0 0 t t
Para calcular unha base ortogonal respecto de w procederemos do seguinte xeito:
000 -1
1 , 001 0
M(w)fi(A—l—A)f 010 ol
-1 00 O
xa que
00 0 —1
001 0
A= 010 0
-1 00 O

é simétrica.
Realicemos agora as operaciéns elementais que nos conduzan & matriz diagonal D:

(A [ L)
100 -11]100 -1
v 001 0010 0
010 0]00T1 0
-1 00 0] 000 1
200 -1 100 -1
cgn 001 0] 010 O
010 0]00T1 0
-1 00 0] 000 1
200 -1 ] 100 -1
001 0] 010 0
—~lo10 0] 001 o0
000 -3 1] 200 3
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200 0] 100 -1
Cum (001 0] 010 0
010 0] 001 0
000 —3 [ 300 3
200 0] 100 —1
Fz:a<;>0110|0110
010 0] 001 0
000 31300 3
200 0] 100 -1
csm [ 021 0] 011 0
—~lo10 o]lo0o01 o0
000 -3 3+00 3
20 0 0] 1 00 -1
F32:<—>$>0210\0110
00 -4+ o0o]0-24% 0
00 0 -3214%+ 00 3
20 0 0] 1 00 -1
ot 02 0 0[O0 11 0
00 -1+ o]0-34% 0
00 0 -2+ 00 3
Logo
20 0 0
02 0 0
b= 00 -1 o
00 o0 -1
[}
P'AP=D
sendo
1 00 -1
p=| % DO
1 1
2 00 3

8.3. Clasificacién de formas cuadraticas

Definicién 8.3.1. Sexa a forma cuadritica w : R™ — R. Diremos que
1) w é definida positiva se w(v) >0, Vv € R", v # Ogn.
2) w é definida negativa se w(v) < 0, Vv € R", v # Ogn.
3) w é semidefinida positiva se w(v) >0, Vv € R™.
4) w é semidefinida negativa se w(v) <0, Vv € R™.
5) w ¢ indefinida se existen dous vectores non nulos u, v de R™ tales que w(u) < 0 e w(v) > 0.

Exemplo 8.3.2. 1) Suponamos que (R™, < >) é un espacio vectorial euclideo. O produto
escalar definido en R™ é unha forma bilinear simétrica e a sta forma cuadrética asociada
w< > esta dada por

we () =<v,v>.
Como para o produto escalar cimprese que < v,v > > 0, se v é non nulo, temos que
a forma cuadrética w. ~ é definida positiva.
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2) A forma cuadrética

x
w Z =224 y2 422482
t
é definida positiva e
x
Y 2 22 42
w7 =—x Y z t
t
¢é definida negativa.
3) A forma cuadratica
x
w Z —fx2—y2+z2+t2
t
é non definida xa que
1 0
0 0
wl o | = -1, w o | = 1.
0 -1

Definicién 8.3.3. Sexa w : R”™ — R unha forma cuadratica e f, a sta forma polar asociada.
Como sabemos, se M (w) é a matriz asociada a w, temos que

folu,v) = ut M (w)v.
Chémase radical da forma cuadrética w ao subespazo
Nw)={veR", | fo(v,u)=0,VueR"}.

Chdmase rango de w ao rango de M (w).

Dise que w é non dexenerada se N(w) = {fgn}. En caso contrario dirase que é dexenerada.
Nétese que é moi sinxelo probar que w é non dexenerada, se, e sé se, rang (M (w)) = n, isto é,
se, e s6 se, M(w) é invertibel

Teorema 8.3.4. (Lei de inercia de Sylvester) Seza w : R”™ — R unha forma cuadrdtica.
Se Dy, Dy son matrices diagonais asociadas a w respecto a distintas bases, entén o nimero de
elementos positivos e negativos das sias diagonais principais € o mesmo.

Demostracién. E evidente que o numero de elementos positivos mais o de negativos da diago-
nal principal de D; coincide co niimero de elementos positivos mais o de negativos da diagonal
principal de Dy e co rang (w). Por tanto, sé temos que demostrar que o niimero de positivos
é coincidente. Sexan Bj e By duias bases de R™ para as cales as matrices asociadas a w son diago-
nais. Suponiamos que tenen na diagonal r e s elementos positivos, respectivamente. Probaremos
que s =7.

Se

By = {617 vy €y Epgly ey e’n}

By = {U1, ey Uy Ug g1y ey Un }
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podemos supofier que as matrices asociadas ds bases By y Bs son da forma (en caso contrario,
s6 temos que reordenar os vectores das bases)

wler) 0 - 0 w(uy) 0 - 0
0 0 0 0
Dy = . _— . s Do = . . ;
0 0 - wien) 0 0 - wluy)

onde
w(er) >0,...,w(er) > 0,w(epq1) <0,...,w(e,) <0

w(ur) >0, ..., w(us) > 0,w(usy1) <0,...,w(uy,) <O0.
Consideremos os subespazos
U={e1,....er}), W= {usg1,...,un}).
Cumprese que UNW = {Ogn} e, por tanto, o sistema
L={e1,...,er Ust1,- , Un}

é libre. O sistema L ten r + n — s vectores e ademais r +n — s < n. Entén r < s. Razoando
dunha forma simétrica, obteriamos que s < r e isto implica que s = r. O

O teorema anterior permite introducir un invariante das formas cuadraticas cofiecido co
nome de sinatura.

Definicién 8.3.5. Sexa w : R™ — R unha forma cuadrética. Sexa B unha base ortogonal
respecto de w. Chamase sinatura de w ao par:

sg(w) = (p, q),
onde p, g denotan, respectivamente, o nimero de elementos positivos e negativos da matriz
diagonal asociada a w na base B.
Segundo o visto na demostracion do teorema anterior, cimprese que

rang (w) =p+¢.
Logo, w é dexenerada, se, e s6 se, p+ ¢ < n e non dexenerada, se, e s6 se, p + ¢ = n.

Exemplo 8.3.6. Dada a forma cuadrética do Exemplo 8.2.7

T 00 0 -1 T T
yo|_ 001 0 Yy Y 4
w z 7($7yvzvt) 010 0 2 ) V z €R7
t -1 0 0 0 t t
demostramos que existe unha base ortogonal para w dada por
1 0 0 1/2
- - 0 - 1 - -1/2 o 0
B={e; = o |e2=1 1 | 12 | o= o |’
-1 0 0 1/2
para a cal
2 0 0 0
02 0 0
M@s=|9 0 -1 o
00 0 —%

Por tanto, sg(w) = (2,2) e a forma cuadrética é non dexenerada, xa que 2 + 2 = 4.
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Como consecuencia inmediata da lei de inercia de Sylvester, tense o seguinte resultado.

Corolario 8.3.7. Sea w : R" — R una forma cuadrdtica. Verificase o sequinte:
1) A forma cuadrdtica w é definida positiva, se, e sé se, sg(w) = (n,0).
2) A forma cuadrdtica w € definida negativa, se, e sd se, sg(w) = (0,n).
3) A forma cuadrdtica w é semidefinida positiva, se, e sé se, sg(w) = (r,0) con r < n.
4) A forma cuadrdtica w é semidefinida negativa, se, e sé se, sg(w) = (0,5) con s < n.
5) A forma cuadrdtica w é indefinida, se, e sé se, sg(w) = (r,s) con r,s non nulos.

Exemplo 8.3.8. Sexa a forma cuadrética w : R* — R dada por
T 11 20 T

T
v | _ 1320 y Yy 4
wl % = (x,y,2,t) 2 9 7 0 M v M eR
t 00 01 t t
No noso caso
1 1 20
1 n_ | 1 320
A[(w)fg(A-&-A)f 2 9 7 0
00 01
xa que
11 20
1 3 20
A= 2 270
00 01

é simétrica.
Realicemos agora as operaciéns elementais que nos conduzan & matriz diagonal D:

(A | L)
11201] 1000
F13(=2), F1a(-1) 02 0 0 | -1 1 0 0
- 0030] 2010
0001 0001
1000 1000
Ci3-2.C-n | 0 2 0 0 | -1 1 0 0
- 0030] 2010
0001 ]| 0001
Polo tanto,
1000
0200
P=10030
0001
e
P'AP =D
sendo
1000
. -1 100
P=1 2010
0001

Como consecuencia, w é definida positiva, xa que sg(w) = (4,0).
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Nota 8.3.9. Sexa w : R” — R unha forma cuadratica. Sexa M (w) a stia matriz asociada. Como
esta matriz é simétrica, polo Teorema 7.3.2, sabemos que existe unha matriz ortogonal @ tal
que Q*M(w)Q é diagonal. As columnas de @ dan lugar a unha base ortonormal do espazo R™,
respecto ao produto escalar usual, formada por autovectores e, dado que QM (w)Q é diagonal,
tamén dan lugar a unha base ortogonal respecto de w. Os elementos da diagonal principal de
D = Q'M(w)Q son os autovalores de M (w).

Logo temos o seguinte resultado:

Corolario 8.3.10. Sexa w : R™ — R unha forma cuadrdtica. Sexa M(w) a stia matriz asociada.
Cimprese o sequinte:

1) A forma cuadrdtica w € definida positiva, se, e sé se, os autovalores de M(w) son todos
POsitivos.

2) A forma cuadrdtica w € definida negativa, se, e sé se, os autovalores de M (w) son todos
neqativos.

3) A forma cuadrdtica w € semidefinida positiva, se, e sd se, os autovalores de M(w) son
todos non negativos sendo algin deles nulo.

4) A forma cuadrdtica w é semidefinida negativa, se, e sé se, os autovalores de M(w) son
todos mon positivos sendo algin deles nulo.

5) A forma cuadrdtica w € indefinida se existen autovalores de M(w) positivos e negativos.

Finalmente, mostraremos un criterio que tamén pode ser util & hora de caracterizar as
formas cuadraticas definidas positivas e negativas.

Teorema 8.3.11. (Criterio de Sylvester) Seza w : R" — R unha forma cuadrdtica dada por
w(v) = v'Av sendo A = (a;;) € Muxn(R) unha matriz simétrica. Denotemos por A, as sias
submatrices diagonais

ain v Gy
A(ryr) =
arl o Qe
Verificase o sequinte:
1) A forma cuadrdtica w é definida positiva, se, e s¢ se, det(A,,) > 0 para todor € {1,...,n}.
2) A forma cuadrdtica w € definida negativa, se, e sé se, (—1)"det(4,,) > 0 para todo
re{l,..,n}.

8.4. Problemas propostos

1. Considérase a forma w : R> — R definida por

T
wl y | =2+ 22y + 4y=.
z

a) Atope a matriz asociada a w respecto da base canénica de R3.
b) Atope a matriz matriz asociada a w respecto da base

B ={(1,0,1),(0,1,2)",(1,-1,1)'}.
2. Considérase a matriz A € Myx4(R) dada por

Se é posibel, calcule unha matriz ortogonal P e unha matriz diagonal D tales que
P'AP = D.
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3. Considérase a matriz A € Myx4(R) dada por
-2 -1 0 2

-1 -2 0 =2
A= 0o 0 -3 0
2 -2 0 1

a) Calcule unha matriz ortogonal P e unha matriz diagonal D tales que P'AP = D.
b) Calcule o rango e a signatura da forma cuadratica w : R* — R definida por w(v) =
vt Av, Vo € R
4. Considérase a matriz

-1 -1 2
A= -1 -1 -2
2 -2 2

a) Determine unha matriz ortogonal P e unha matriz diagonal D tales que AP = PD.
b) Sexa w: R® = R a forma cuadrética dada por

w(v) =vtetov.

Calcule o rango e a sinatura de w.
5. Considérase a forma cuadritica w : R* — R definida por

x 12 -2 -3 x
y 01 2 -2 y
w z —(‘r7y727t) 2 0 1 2 z
t 32 0 2 t

a) Atope a matriz asociada a w respecto da base canénica de R*.
b) Atope o rango de w.
6. Sexa w : R* — R a forma cuadratica definida por

:m2+22+t2+yz+2mt+yt.

+ e R

a) Atope a matriz asociada a w respecto da base candnica de R%.
b) Calcule o rango e a sinatura de w.
¢) Atope unha base de R* ortogonal respecto de w.

7. Diagonalize e clasifique a forma cuadrética real w(v) = v*Av sendo

a)

10 2
A=| -2 11
015

b)
112
A=|1 3 2
2 27

c)
4 21
A=|2 21

—_
—_
w
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d)
-4 -2 0
A= -2 -4 0
0 00
€)
1 0 -1
A= 0 1 -2
-1 -2 5
/)
0111
101 1
A=1 1101
1110
9)
1 2 -1 1
2 8 —6 4
A= -1 -6 6 -6
1 4 -6 15
Ademais, calcule unha matriz invertibel P tal que a matriz P'AP sexa una matriz dia-
gonal.
8. Para cada a € R, considérase a forma cuadrética real w, : R® — R definida por
x 2 0 0 x
we | v | =(x,9,2) | 20 o* 0 y
z 0 2a 2« z

a) Atope a matriz asociada a w, respecto da base canénica de R3.
b) Clasifique w, segundo os distintos valores do pardmetro «, indicando o seu rango e
sinatura.
9. Sexa w, : R* = R a forma cuadrética definida por

Wey = —2? = 3y® — (&® +6)2% + (a — 3)t® + 2uy + 4wz — 2wt — Syz + 2yt + 4zt

a) Clasifique w, segundo os distintos valores do pardmetro «, calculando o seu rango
e sinatura.

b) Para o = 1, ache unha base B de R* respecto da cal a matriz asociada a w sexa
diagonal.






CAPITULO 9

Valores singulares, pseudoinversas e minimos cadrados

Este capitulo final estd dedicado & introducién da teoria de descomposicién en valores singu-
lares (SVD), pseudoinversas e as stias aplicaciéns 4 solucién de problemas de minimos cadrados.
A descomposicién en valores singulares proporciona un método para calcular pseudoinversas e,
como se vera mais adiante, para resolver problemas de minimos cadrados de xeito 6ptimo. Este
tipo de descomposicion méstrase especialmente 1til para calcular o rango dunha matriz debi-
do, sobre todo, aos problemas que presenta o método de Gauss con respecto & coma flotante.
De feito, o método baseado na SVD é moito méis efectivo para calcular o rango dunha matriz
que os derivados da utilizacién da eliminacién gaussiana e, por suposto, de calquera outro que
pase polo uso de determinantes. Hoxe en dia a SVD converteuse nunha importante ferramenta
computacional.

Comezaremos introducindo a teoria de descomposicion en valores singulares para unha
matriz A € Mpyn(R). Como a matriz A'A ¢é simétrica, podemos afirmar que todos os seus
autovalores son reais. Agora ben, neste caso pddese demostrar que ademais de ser reais son
todos maiores ou iguais que cero. Tendo en conta isto tltimo, chdmanse valores singulares da
matriz A 4s raices cadradas positivas dos autovalores de A'A. Logo, se

)\17 >\27 ) >\n

son os autovalores de A'A, contados cada un segundo a siia multiplicidade, tense que os valores

singulares de A son:

Denotaremos os valores singulares como oy, 09, , 0y, € 0s ordenaremos de xeito que
o1 =203 =0p 20

Unha vez feito isto enunciarase o teorema de descomposicién en valores singulares, o cal
garante que para toda matriz A € Mpy,(R) existen matrices ortogonais U € M,pxp(R) e
V € Mpxn(R) e unha matriz

D | ©
Y= - = — | e Mup(R),
o | ©

con

o1 0 0

0 o9 0

D’!‘ = . : . . € MTXT(R)7

0 0 - o

tales que
A=UxV?,

sendo 01 > 09 > -+ > o, > 0 os valores singulares non nulos. Asi pois o rango de A coincide
co numero de valores singulares non nulos, contados cada un segundo a stia multiplicidade, e
tamén coincide co rango de A*A.

189
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De xeito similar ao obtido ao traballar coa descomposicién espectral da matriz A, pédese
probar que, se o rango de A é r, podemos escribir A como suma de r matrices de rango un como
segue:

A=UxV!= olulvi + O‘Q’LLQ’U% 4o orurvﬁ,
onde uy, ug, ..., Uy € V1, Vg, ..., Up SON a8 7 primeiras columnas das matrices U e V respectivamente.

O procedemento que se utilizard para calcular a SVD dunha matriz A € Mpy,(R) con
rango r sera o seguinte:

= As columnas de V' témanse como unha base ortonormal de R" formada por autovectores

asociados aos autovalores de A*A ordenados de maior a menor.

= Se V = (vi|ve] - |vn) e U = (uz|ug| -+ |up), como A = USV?, obtense que

AV =UX,

e, por tanto,
Av; = o, i € {1,...,7r},
ou, 0 que é 0 mesmo,
1 .
u; = —Av;, i€ {1,...,r}.
gj
Se p > r, complétanse as columnas de U de xeito que
{ut, ug, ooy Upy gy ey up}

sexa unha base ortonormal de RP. Os vectores

{ur+la 7up}
podense tomar como unha base ortonormal do subespazo dado polo conxunto de solu-
ciéns do sistema linear homoxéneo Az = 6. Isto pédese facer asi xa que a dimension
dese subespazo de soluciéns é p — r e todos os seus vectores son ortogonais aos vectores
{uh Uy weny UT}‘

Se temos a descomposicién en valores singulares dunha matriz A € M, (R), no segundo
punto do capitulo verase que existe unha norma || || no espazo de matrices Mpx,(R), tal que,
se

A, = Ululvi + Uzuzvé + -+ Ukukﬂitw
enton
[|A — Al = min{||A — B|| ; B € Mpxn(R), rang(B) =k} = oj11.

Logo, en certo modo Ay é a matriz que mais preto estd a A de entre todas as de rango k
que pertencen ao espazo vectorial M,y (R). Esta matriz chamarase aproximacién de rango k
da matriz A.

A terceira parte do capitulo estd dedicada a estudar a nocién de pseudoinversa, ou inversa
xeneralizada de Moore-Penrose, dunha matriz A € My, (R). Denotarase como AT e, cando a
matriz A é cadrada e invertibel, a pseudoinversa de A é exactamente a matriz inversa de A.
Tamén veremos que, cando a matriz A*A é invertibel, entén

AT = (AtA)LAL
Neste punto presentaranse dous métodos xerais para calcular a pseudoinversa. O primei-

ro baseado na factorizacién QR e o segundo na descomposicién en valores singulares. Para o
primeiro caso tense que, se A = QR, entén a pseudoinversa pédese calcular como:

AT = RY(RR")1Q".
No segundo caso, tense que, se a SVD de A é

A=UxV?!
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con valores singulares

podese demostrar que

AT =vQu!
con
. | ©
Q= - — — | e Myp(R)
e |
onde )
5 0 0
0 ?12 0 .
T, = : I : =D, € Myr(R).
0 0 L

Logo,

1 t 1 t 1 t
—UV1U] + —V2Uy + -+ — VU
o1 [op) oy

b
+
I
<
)
<
I

E. H. Moore R. Penrose
(Wikipedia Commons) (Cirone-Musi, Festival della Scienza/Wikipedia Commons)

A parte final do capitulo dedicarase aos problemas de minimos cadrados e a resolucién
destes utilizando tanto a factorizacion QR como a teoria de pseudoinversas.

Para motivar o problema comezaremos exponendo o que ocorre cando traballamos con
sistemas de ecuaciéns lineares. Neste caso, dados A € Mpyn(R) e b € RP, suponamos que
temos o sistema Ax = b. Como sabemos, o anterior sistema é incompatibel se b non pertence ao
subespazo de R™ dado por

{Aw | weR"}.

Malia ser Az = b un sistema incompatibel, a alxebra linear permite atopar unha solucién
aproximada dptima ou, o que é o mesmo, un vector w € R™ tal que a distancia entre Aw e b
sexa minima.

Por outra banda, dado que o conxunto {Aw | w € R"} é un subespazo de RP, podemos
dicir de xeito mais xenérico que, se U é un subespazo do espazo vectorial euclideo R? co produto
escalar usual, v € U é a mellor aproximacién dun vector b € R? por vectores de U non sentido
dos minimos cadrados, se

o= bl = min{|lu—bl|, we U}.
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Tendo en conta a ultima igualdade, enténdese que o nome de minimos cadrados débese a
que minimizar ||u — b|| é equivalente a minimizar
P
o= bl = > (i — i)
i=1
sendo u; e b; as componentes dos vectores de coordenadas de u e b respecto da base canénica de
RP.

Logo, se A € Mpxn(R) e b € RP e temos o sistema de ecuaciéns lineares Az = b, diremos
que o vector w € R™ é unha solucién minimo-cuadratica do sistema Az = b, se Aw é a mellor
aproximacion de b € R™ non sentido dos minimos cadrados.

O primeiro resultado importante que se presentard é o que garante que, se U ¢ un subespazo
do espazo vectorial euclideo R? co produto escalar usual, entén v € U é a mellor aproximacién
de b € R? por vectores de U, se < v —b,u>=0, Vu e U (v—b é ortogonal a todos os vectores
de U). Este vector v chdmase proxeccién ortogonal de b sobre o subespazo U e pédese garantir
que existe sempre e que é unico.

Das propiedades anteriores deducimos que, se w,w’ € R"™ son soluciéns minimo-cuadraticas
do sistema Ar = b, tense a igualdade Aw = Aw’. Logo, A(w — w') = 6, equivalentemente,
w—w'" € Ker(f4). Entén, se w é unha solucién minimo-cuadratica de Az = b, o conxunto global
de soluciéns do problema de minimos cadrados tamén ven dado por

S =w+Ker(fa) =w+ Ker(fara).

Tamén, se A € Myxn(R), b € RP e temos o sistema de ecuaciéns lineares Az = b, pddese

construir un novo sistema
AtAz = A

que se cofiece co nome de sistema de ecuaciéns normais do sistema Ax = b. O realmente in-
teresante deste sistema é que o conxunto de soluciéns minimo-cuadréticas do sistema Ax = b
coincide co conxunto de soluciéns do sistema de ecuaciéns normais At Az = A'b. Logo, resolver
o problema de minimos cadrados para Az = b é equivalente a resolver o sistema de ecuaciéns
lineares dado polas stas ecuaciéns normais.

Evidentemente, se A'A é invertibel, S s6 ten un elemento w dado por

w=(A"A)"TA = AtD

xa que neste caso AT = (ATA)"1AL

Ademais verase que a factorizacién QR proporciona un método para resolver este problema
xa que, se A € My (R) é unha matriz, tense que w é solucién minimo-cuadrética para Az = b,
se, e 86 se, w € solucion do sistema

Rz = Q%

onde R e @ son as matrices que dan lugar & factorizacién QR de A.
De xeito mais xeral demostrarase que, nas condiciéns do paragrafo anterior, pédese afirmar
que o conxunto de soluciéns do problema de minimos cadrados esta dado por

S =A"b+Ker(fa) = ATb+ Ker(fen)-

Este ultimo método de solucién ten como vantaxe, sobre o baseado na utilizacién das ecua-
ciéns normais, que é menos sensibel aos problemas de estabilidade e que en xeral da lugar a unha
técnica computacional mellor. Como exemplo, finalizarase o capitulo aplicando os métodos de
minimos cadrados & solucién de problemas de axuste polinémico.

En canto 4 notacién, neste capitulo <, > denotard o produto escalar usual de R™ e [|v|| o
valor da stia norma inducida nun vector de R™.
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9.1. Descomposicién en valores singulares
Supofiamos que A € My, (R). Como a matriz A’A é simétrica, grazas ao Teorema 7.3.1,
podemos afirmar que todos os seus autovalores son reais. Ademais ciimprense outras propiedades
interesantes que debemos ter en conta non que segue.

Proposicién 9.1.1. Se A € Mpy,(R) enton,

Ker(fa) = Ker(fara), rang(A)=rang(A'A) = rang(AA").

Demostracién. Se v € R™ é tal que v € Ker(f4) tense que Av = Ogp e, como consecuencia,

At Ay = Ogn. Tsto implica que v € Ker(f4:4). No caso de que v € Ker(fa:4) tense que A*Av =
Orn. Enton

VAT AY = 0 = (Av)' Av = 0 =< Av, Av >= 0 <= Av = Ops
Logo, v € Ker(fa). Finalmente,

rang (A) = n — dimg(Ker(f4)) = n — dimg (Ker(f4:4)) = rang (A A)

rang (A) = rang (A") = rang ((4")!A")) = rang (4 A").

O
Proposicién 9.1.2. Seza A € Mpy,(R). Se A € Sp(ALA), A > 0.
Demostracién. Sexa A € Sp(AA) e v € R™ un autovector asociado a \. Entén
|Av]|? = (Av)t Av = ' A Av = Moo = MJv||?,

e, como consecuencia,

A 2

N EU
vl
0

Definicién 9.1.3. Sexa A € Mpxn(R). Chamanse valores singulares da matriz A &s raices
cadradas positivas dos autovalores de A*A. Logo, se

AL, A2,y Ap

son os autovalores de A'A, contados cada un segundo a siia multiplicidade, tense que os valores

singulares de A son:

Denotaremos os valores singulares como o1, 09, -+ , 0, € escribirémolos en orde decrecente
012032 >0, 2>0.
Exemplo 9.1.4. se

b

I
S O =
N OO
O O =

tense que

AlA =

= o
(e
= o
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entén

1-=z 0 1

f 11—z 1
pata(x) = det(A"A — zl3) = 04—z 0|=4-2x)

1 1-2

1 0 1—-=

2—z 1 2—z 1
=4-x) 9w 1—u =4-x) 0 —u =—4d-2)2—-2)x

e isto implica que Sp(A*A) = {0,2,4}. Como consecuencia, obtemos que os valores singulares
son

o1 =V4i=2>0y=V2>03=V/0=02>0.

Proposicién 9.1.5. Sexa A € My, (R). Ciimprese que A e At terien os mesmos valores sin-
gulares non nulos.

Demostracién. Supoiiamos que A é un autovalor non nulo de A*A e v € R™ un autovector
asociado a A. Entén A’Av = \v e isto implica que

(AAY Av = A(AAv) = A(\) = A
ou, o que é o mesmo, A é un autovalor non nulo de AA! e Av € RP un autovector asociado a .
Noétese que se Av = Orp tense que
oRn = AtA’U = \v
e, como consecuencia, A serfa nulo (cousa imposibel xa que supuxemos que non o era).
Deste xeito temos probado que se A é un autovalor non nulo de A*A entén A é un autovalor

de AA!'. De xeito similar pédese comprobar que se A é un autovalor non nulo de AA’ tamén o
éde ATA. O

Nota 9.1.6. Grazas ao resultado anterior estd claro que, se p # n, unha das matrices A, A* ten
méis valores singulares nulos que a outra xa que A'A € M, ,(R) e A'A € M, (R).

Tamén ¢é importante resaltar que, se A € My xn(R) é unha matriz simétrica, tense que
A'A = A? e, por tanto, os valores singulares de A coinciden cos valores absolutos dos seus
autovalores.

Teorema 9.1.7. (Descomposicién en valores singulares) Para toda matriz A € Mpyn(R)
existen matrices ortogonais U € Mpyp(R) e V € Mpyn(R) e unha matriz

D, | ©
Y= - = — | e Mp(R),
e | ©
con
op O 0
0 oo 0
D, = S EMea(R),
0 0 - o
tales que
A=UxV,

sendo o1 > g9 > -+ > o, > 0 0s valores singulares non nulos de A.

Demostracién. Suponamos que o rango de A é r (isto implica que ten r valores singulares
non nulos contados cada un segundo a stia multiplicidade alxébrica). O procedemento que se
utilizard para calcular a SVD de A serd o seguinte:

= As columnas de V' témanse como unha base ortonormal de R" formada por autovectores
asociados aos autovalores de A*A ordenados de maior a menor.
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» Se V = (vi|vo] -+ |vn) e U = (ur|ua| - |up), como se terd que cumprir que A = USV?,
obtense que
AV =UL,
e, por tanto,
Av; = oju, i€ {1, ..., 1},
ou, 0 que é 0 mesmo,
1
u; = —Av;, i€ {1,...,r}.
o
Se p > r, complétanse as columnas de U de xeito que

{Ul, vy Upy Up 41y eeny up}

sexa unha base ortonormal de RP. Os vectores

{u7”+17 ] up}
pédense tomar como unha base ortonormal do subespazo dado polo conxunto de solu-
ciéns do sistema linear homoxéneo Alx = @gn. Isto pédese facer asi xa que a dimensién
dese subespazo de soluciéns é p — r e todos os seus vectores son ortogonais aos vectores
{ur,ug, ..., ur}.
En efecto: se tomamos u; € {uy,ug, ..., ur} e up € {upp1,...,up} tense que

< ug,up >=< iAvi,uk >= E < Avj,up, >= E < vy, Aluy, >= E < v, 0pn >=0,
0 0 0 0
e, COMO consecuencia, u; e ug son ortogonais.
Por outra banda, {ui,us,...,u,} forman un sistema ortonormal xa que se tomamos
w; € {ur,ug, ., ur}

1 1 1 1
< Uj, Uy >=< fAUi, — Av; >= - < AU,;,AUZ' >=— < Ui,AtA’UZ' >
i o o; i

1 Ai
2
= —< 'Uia>\ivi >= — < U, 0; >= ||’U1|| = 17
Ai Ai
e, se tomamos dous vectores distintos u;, ux € {u1,ug, ..., ur},

1 1 1 1
< Ujy U >=< *AUZ', fA’Uk >= —— < A’UZ‘,A’Uk >= —— < vi,AtAvk >
i Ok 0i0 0i0k

1 Ak
= —— < v, MU >= —— < v;, v >= 0.
00} 0}

0O

Definicién 9.1.8. Sexa A € My, (R). A descomposicién A = UXV? obtida no teorema anterior
chdmase descomposicién en valores singulares da matriz A. Denétase como SVD(A) (SVD son
as iniciais da sia traducién ao inglés: Singular Value Decomposition).

Exemplo 9.1.9. Neste exemplo calcularemos SVD(A) para a matriz

10
A= 01
V3 0

A matriz A*A esta dada por

1
tA—
AAf(O

_ o
o %
~——
O =

o
S~

So -
o = O
Il
/N
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Entén, Sp(A'A) = {4, 1} e isto implica que os valores singulares de A son

\/Z:2>0'2:\/I:1.

o] =

Como consecuencia do anterior obtense que a matriz > sera
2 0
Y= 01
0 0

Pasemos a calcular a matriz V. Os subespazos propios asociados aos autovalores A\ = 4 e

o= Loon: V(4):{(§>6R2|(AtA—412)(x>:(8>}
J=(0)f={(7) e ru=of=d ()}

)= () ) =0
() = iua-n ()= (5))

() B () -
’ [(3)-(4)

é unha base de R? formada por autovectores. Como os dous vectores son unitarios e ortogonais
entre si, tamén forman unha base ortonormal de R? (non é necesario aplicar o procedemento de

ortonormalizacién de Gram-Schmidt) o que implica que podemos tomar
1 0
=l )27

A matriz U € M3y3(R) constriiese do seguinte xeito. A primeira columna estd dada por

eV = [2.
10 1 3
1 1 1 2
w=gan = 01 (é>:§ O I
V3 0 V3 VA
Similarmente, a segunda columna de U calctlase como
10 0
1
us = A= 01 (0): 1
2 1 0

V3 0
2 e 2 < p = 3, o vector ug debe obterse grazas a

Como o rango da matriz A é r
determinaciéon dunha base do conxunto de soluciéns S do sistema linear homoxéneo

x
At Yy = GRS.
z
Agora ben, como
0
At z B S — Z +32=0
0 y=0J"
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tense que
T
S = 0 | zeR

=
V3
e, desta forma, unha base de S estd dada polo vector

V3

w = 0
-1
Tendo en conta isto, tomamos a terceira columna de U como
V3
w 20
us = 2
Pl T\ s )
2
e U é a matriz dada por
L g B
2 2
U= 0 1 0 .
V3 1
5 0 =3
Obviamente se calculamos UX V! obtemos A xa que
1o & 2 0 Lo
Usvt=1] 0 1 0 01(01>
3o _1 0 0
2 2
10
= 01
V3 0

Nota 9.1.10. Sexa A € My, (R). De xeito similar ao obtido coa descomposicién espectral
da matriz A, pode probarse que, se o rango de A é r, utilizando a descomposicién en valores
singulares de A podemos escribir A como suma de 7 matrices de rango un como segue:

A=UxV!= Jlul’ui + 02uzvé + -+ Ururvﬁ,

onde uy, ug, ..., Uy € V1, V2, ..., Up SON as r primeiras columnas das matrices U e V respectivamente.

9.2. Aproximacidéns de rango k

O resultado principal desta seccién dinos que se aproximamos unha matriz A € M,y (R)
polas primeiras k componentes da sia descomposicion en valores singulares, pérdese unha can-
tidade de informacién da orde do valor singular colocado no posto k + 1. Esta aproximacién
é de especial utilidade no tratamento de matrices onde pequenos cambios nos valores provocan
alteracién do rango, na reducién de ruido no procesamento dixital de sinais, na restauracion
de imaxes, na andlise de series temporais, na extraccién de informacién de bases de datos e,
finalmente, na compresién de imaxes.

Definicién 9.2.1. Unha norma matricial é unha norma no espazo vectorial V' = My, (R).
As normas usuais definidas en RP e R dan lugar ao que se conece como norma matricial
inducida. Definese do seguinte xeito para cada A € Myyun(R):

Al = maz{[|Av]| | o]l = 1}.

Noétese que ||A| estd ben definida xa que a funcién f4 : R™ — RP é continua e acada un
mdximo no compacto C1 = {v € R™ | ||v]| = 1}.
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Proposicién 9.2.2. Para toda A € Mpyn(R) e u € R™ cimprese que
[[Aul < [[A]l]u].

Demostracién. Obviamente se u é nulo a desigualdade anterior cimprese de xeito trivial.

Suponamos que u é non nulo e consideremos o vector unitario w = ﬁ Enton,
u
[ Aull
[All = maz{|[Av]| | [jv]l =1} > [|Aw]| = Tl
e isto implica que || Aul] < [|Al|[Ju]. O

Proposicién 9.2.3. Para todo par de matrices A € Mpxn(R) e B € Myym(R) cimprese que
[AB| < [|AllllBIl
Demostraciéon. Grazas & Proposicion 9.2.2 obtemos a desigualdade desexada xa que
[AB|| = maz{[|ABv|| | [lv]| = 1} < maz{|A[[[|Bv[| | [v] =1} < maz{|A[[[| B[] | [lv]l =1}
= [IA[llIBII.
0

Nota 9.2.4. Nalgtns libros da literatura sobre o tema, cando se traballa con matrices cadradas,
a desigualdade anterior (chamada propiedade multiplicativa) incliese na definicién de norma
matricial. Outra opcién é definir unha norma matricial como unha aplicaciéon do conxunto de
matrices sobre un corpo, denotado por M(R), en R, tal que se cumpren as seguintes propiedades:

1) VAe MR) ||A]| >0.]|4]| =0 & A=06.

2) ||laAll = |al|A| YV A e M(R), a € R.

3) Dadas A, B € M(R), se existe A+ B, |[A+ B| < ||A]| + || B].

4) Dadas A, B € M(R), se existe AB, ||AB|| < ||A||||B]-

Definicién 9.2.5. Dada unha matriz A € My, (R) definese o radio espectral de A como
p(A) =maz{|A| | A€ Sp(4)}.
Proposicién 9.2.6. Dada unha matriz A € Mpxn(R) tense que
[All = v/ p(A*A).
Logo, ||A|| = o1, sendo o1 o valor singular mdis grande de A.

Demostracién. Como a matriz A A é simétrica pédese diagonalizar de xeito ortogonal. Grazas
a isto podemos garantir que existen unha matriz ortogonal U € M,,»,, (R) e unha matriz diagonal
D € M, xn(R) tal que

N OO 0
No 0
U AL AU = 2
0 0 - A
sendo {A1, ..., \p} os autovalores de A*A. Equivalentemente,
A'A =UDU".

Entén, para todo v € R

[Av|* = v' A" Av = ' UDU"s = (U'0)' D(U'v) = > Nifwi|,
=1
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onde w = U'v. Disto tltimo dediicese que se v é un vector unitario
n
[Av]|* < p(ATA) > " Jwyl* = p(ATA)|[U"0||* = p(A" A)|jv]|* = p(A"A)
i=1

e, por tanto, ||Av|| < \/p(AtA). En consecuencia,

Al < v/p(ALA).

Por outra banda, sexa A o autovalor méis grande de A'A. Entén, se v é un autovector
unitario asociado a A, tense que

|Av||? = v AT Av = o> = X
e deste xeito ||A]| > \/p(AtA). 0

Nota 9.2.7. Sexa A € Mpxn(R). Do resultado anterior séguese que se A é o autovalor mais
grande de A’A e v é un autovector unitario asociado a A,

[Av]| = v/p(A*A) = [|A]l.
Proposicién 9.2.8. Tense o sequinte:
1) Dada A € Mpxn(R),
Al = maz{|v* Aul | [lv]| = [|u]| = 1}.
2) Sezan A € Mpxn(R) e U € Mpyp(R), V € Mpyn(R) matrices ortogonais. Entén
Al = lUA] = [AV].

Como consecuencia tense que ||A|| = ||[ULAV].
3) Se A € Myxn(R) € unha matriz simétrica, | Al| = p(A).
4) Se A € My xn(R) € unha matriz ortogonal, || Al = 1.
5) Dada A € Mpxn(R),
1Al = |lA]=*.

Demostracion. Suponamos en primeiro lugar que temos dous vectores unitarios v € RP e
u € R™. Entén

0" Au| = | <, Au> | < [[Aullv]l = [[Aul < [|A][[lu] = [|A]l

Asf pois, [|A]| > max{|vtAu| | ||v|| = |Ju|| = 1}. Vexamos que se acada o valor méximo.

Sexa u € R™ un vector unitario tal que ||Au|| = ||A|| (sabemos que existe pola nota 9.2.7) e
1
consideremos v = WAu, Entén
1 1
¢ 2 2
v Au = || Aul]” = = JALFT = (1A
1Al 1Al

e isto implica que se acada o maximo.
Se U € Mpxp(R) é unha matriz ortogonal

[AII* = p(A°A) = p(A'U'UA) = |[UA*.

De xeito andlogo obteriamos que ||A|| = ||AV| para toda matriz ortogonal V' € My, (R).
Como consecuencia, ||A|| = [|[UTAV|.
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Se A é simétrica pédese diagonalizar de xeito ortogonal. Asi pois existe unha matriz orto-
gonal U € M« (R) e unha matriz diagonal D € M,,»,(R) tal que

A0 0
0 A - 0
U'AU = S
0 0 - A\
sendo {A1,..., A\, } 0 seu conxunto de autovalores. Entén,

Al = lUDU*|* = |D[* = p(D' D) = maz{)i, -, A7} = p(A4)?,

e, como consecuencia, ||Al = p(A).
Obviamente, se U é ortogonal ||UH = |[UUY|| = ||I,|| = 1. Finalmente, como A’A ¢ simétrica
tense que ||[A'A|| = p(AtA) = || A]]2. O

Definicién 9.2.9. Sexa A € Mp,(R) tal que rang (4) = r. Suponiamos que
A=UxV!= Jlulvi + -+ orurvﬁ

é a sia descomposicion en valores singulares. Se k é un nimero natural positivo menor que 7,
chdmase aproximacién de rango k de A & matriz

Ay = o1urvh + - 4 opugvl.
Nota 9.2.10. Se A, é a aproximacién de rango k de A € My, (R), rang (A) =re
A=UxV!= Jlulvi + ok Jru,wvﬁ

é a sua descomposicién en valores singulares, tense que

Ay =US, VY,
onde
D. | ©
Y = - = — | eMpwR),
o | 6
con
g1 0 0
0 o2 - 0
Dy, = . __ . € Myxir(R).
0 0 - o

Entén, Ay = ojuivi + - + opuvl, é a descomposicién en valores singulares de Ay e o seu
rango é k. Logo,

A— A, =UT, VY,

onde
e | e | o
Ty = © | Ry | © | € Mpn(R)
°© | © | ©
con
Ok+1 0 0
0 Ok+2 - O
Ry, = . . . . € My _kxr—k(R).
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Tendo en conta isto e reordenando as columnas de U e V', obtemos dias novas matrices

ortogonais W e H tales que
A— Ay = WP,H,

onde
S, (€]
P, = - = — | e Mpn(R),
(€] (€]
€
ops1 O 0
0 Ok+2
Sy = : : o € My_pxr—i(R).
0 0 o

Esta é a descomposicién en valores singulares de A — Ay, ou dito doutro xeito,
A= Ay = o b + ppowahly + -+ opwe_ghy .
Logo, pola Proposicion 9.2.6, obtemos que
A= Agll = oh1.
Teorema 9.2.11. Sexa A € Myyn(R) tal que rang (A) = r. Suporiamos que
A=UxV!= alulvi + Uguwé + -+ arurvf.
€ a sua descomposicion en valores singulares e que Ay € a aprozimacion de rango k de A para
k tal que 0 < k < r. Enton
[[A = Apl| = min{[|[A = B||, | B € Mpxn(R), rang(B) = k}.
Demostracién. Sexa k un nimero natural tal que 0 < k < r. Sexa B € Mpy,(R) de rango k.
Se ||A— B| < ||A— A, teriamos que
[A—= Bl <okt
O conxunto de solucions do sistema Bx = Ogn é un subespazo S de dimensién n — k. Se
w € S tense que
[Aw|| = [|(A = B)w|| < (A = B)[l|lw]| < o1 w]-
Sexa L o subespazo xerado polos vectores {vy, ..., v, vp41}. Para estes vectores temos que
Av; = ou; e como dimg(L) = k+1 e dimg(S) = n—k obtense, grazas 4 férmula de Grassmann,
que SN L # 0. Daquela existe w non nulo en SN L e isto implica que se
k+1

w = E QU5
i=1

obtemos que
k41 k1 E+1 k+1

1 1
[Aw[| = > cidvil| = | Y cioiwi| = O (i0i)*)2 > 061 (Y af)2 = oppa |,
=1 i=1 =1

i=1
0 que é un absurdo polo probado anteriormente. Deste xeito cliimprese que
A= Ag|| = minf|[A = B|, | B € Mpxn(R), rang(B) = k}.

Nota 9.2.12. Nétese que en certo modo Ay é a matriz que méis preto estd de A segundo a
norma || || de entre todas as de rango k que pertencen ao espazo vectorial My, (R).
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Exemplo 9.2.13. Neste exemplo calcularemos a mellor aproximacion de rango dous da matriz

001
110
A= _1106M4><3(R).
100
Dado que
01 -1 1 ?(1](1) 300
AA=(01 10 110 l=(020
10 00 10 0 0 01

os autovalores de A*A son 3, 2 e 1, sendo os seus valores singulares
012\/§>02=\/§>0’3=ﬁ=1.
Entén,

0
0 v2
0 0
0 0

)
o= o o

erang (A) = 3.
Os subespazos propios de cada un dos autovalores de A'A son:

() eel)-0)
A D6 (M)
()

) eon3)-()
) ()
{t))
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0
- < 0 >7
1
e deste xeito, tendo en conta que son vectores ortogonais e unitarios, témase
1 0 0
v = 0 , Uy = 1 , U3 = 0
0 0 1
eV = Ig.
Os vectores que dan lugar ds columnas de U virdan dados por:

001 1 0 0
u—iAv—i Lo 0 _ b L V3/3
N o IS N B 0 V3| -1 —V3/3 |’

100 1 V3/3

001 0 0 0
S S U RO SN Y G WS O U T O (VT
S N T e S B 0 NCA IR V22 |’

1 00 0 0

e
001 0 0 1
1 A 1 110 0| = 11 _ [0
Us =5 A= -110 o A S A
100 0 0
Logo, a descomposicién en valores singulares de A é
A= \/gulvi + \/iugvé + U3v§
e a aproximacion de rango dous de A é
0 0

V3/3
_\/:7,/3
V3/3

Ay = V3Buivt + V2ugvh = V3

00 0 00 0 00 0
| 100 o1o0| | 110
=l 100 ]Tlo10]|7| 110

100 00 0 100

(10 0)+Vv2

0
1
1
0

V32

,\/5/2 (010)
0

9.3. Pseudoinversas ou inversas xeneralizadas de Moore-Penrose

Como outra aplicacién da descomposicion en valores singulares nesta seccién estudaremos
unha extensién da nocién de invertibilidade para matrices debida a E.H. Moore (1862-1932) e
R. Penrose (1931-).

Teorema 9.3.1. Seza A € Mpyn(R). Eziste unha inica matriz AT € My ,p(R), chamada matriz
pseudoinversa de A, ou tamén inversa zeneralizada de Moore-Penrose de A, tal que cumpre as
sequintes propiedades:

1) AATA=A.

2) ATAAT = AT,
3) AAT € simétrica.
4) AT A € simétrica.
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Demostracién. Veremos en primeiro lugar que existe unha matriz cumprindo as catro propie-
dades do enunciado do teorema. Suponamos que a descomposicién en valores singulares de A
é

A=UxV,
onde o1 > 09 > -+ > 0, > 0 son os valores singulares non nulos de A. Tomemos
AT =VQU!
con
7. | ©
Q=1 - - — | e Muxp(R)
© | ©
onde
1
o 0 0
0 a% 0 )
T = S =Dr" € My (R).
o o .. L

A matriz AT cumpre as catro propiedades do enunciado. En efecto, a primeira igualdade
cimprese xa que

AATA =USVIVQUIUSV = USQRV = USV! = A4,
e de xeito similar obtense que ATAAT = AT. Por outra banda,
(AAY = (AT)AL = (VOQUHHUEVY! = UQVIV ST = QST
=UEQ)U =USVIVQU = AAT

e, como consecuencia, AAT é unha matriz simétrica. A proba do cardcter simétrico da matriz

AT A faise de xeito analogo.
Para probar a unicidade da matriz AT suponamos que existe outra matriz B satisfacendo

as condicions ABA = A, BAB = B, AB é simétrica e BA é simétrica. Entén:
(AN)AY = (AAT) = AAT, B'A' = (AB)! = AB,
e, similarmente,
AN AT = (ATA) = ATA, A'B' = (BA)! = BA.
Ademais ciimprese que
AAT = (AATY = (AT AL = (AT)(ABA)! = (AT)AYAB)! = (AAT)'AB = AATAB = AB,
e, de xeito analogo,
ATA = BA.

Logo,
AT = ATAAT = ATAB = BAB = B,

quedando a demostracién finalizada. a

Nota 9.3.2. Nétese que das propiedades que definen & matriz pesudoinversa dedticese que

AT = (AT,
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Exemplo 9.3.3. Neste exemplo calcularemos a matriz pseudoinversa de

1 01
A= 0 0 0
020

Grazas ao feito no Exemplo 9.1.4 sabemos que

1 1
AtA=1| 0 01,
1 1

que Sp(AtA) = {0,2,4} e que os valores singulares de A son
012\/12220'2:\/520'3:\/6:020.

Como consecuencia do anterior, obtense que a matriz ¥ serd

O = O

2 00
=10 v2 0 |.
0 00

Pasemos a calcular a matriz V. Os subespazos propios asociados aos autovalores A\ = 4,
Ao =2e A3 =0 son:

V(4){<Z)6R3 \ (AtA—413)(z)( )

0

0

0

x -3 0 1 ;
ER} | 2=2=0

T 0 x
= y | €R3 | 00 0 y | =10 = Y
z 1 0 -3 z 0 z
0
= 1]
0
x ‘ T 0
V(2) = y | eRP | (AA-2)| v | = 0
z z 0
x -1 0 1 x 0 x
= y | eR? | 02 0 y |=1[o = y |emd | *77
z 1 0 -1 z 0 z
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Deste xeito

0 1 1
w1 = 1 , Wy = 0 , W3 = 0
0 1 -1

¢é unha base de R3 formada por autovectores. Como son ortogonais entre si, para calcular v, vs
e v3, s6 temos que normalizar. Entén:

V2 V2
2 2
v=w, v == 0|, e= = 0
Twol ~ | fwsl ~ | e
2 2
Por tanto,
0 2 2
2 2
V=1 0 0
0 2 _Vv2
2 2
Pasemos agora a construir a matriz U € Msy3(R). A primeira columna estd dada por
1 1 01 0 1 0 0
U1:§AU1=7 0 00 1 =3 0]1=10
0 2 0 0 2 1
Similarmente, a segunda columna de U calciilase como
V2
PR (IR B O O I e B
Uy = —= AV = —= - —
V2 V2 loz0) ) V21 0 0

Como o rango da matriz A é r =2 e 2 < p = 3, o vector us debe obterse grazas 4 determi-
nacién dunha base do conxunto de soluciéns S do sistema linear homoxéneo

x
At Yy = 9R3 .
z

Agora ben, como

b
< 8
Il
o o
w8
[l
S O
—

tense que
0
y | z€R ),
0
e, como consecuencia, unha base de S pode ser a dada polo vector

0

w=| 1

0
que xa ten norma un. Tendo en conta isto tltimo, tomamos a terceira columna de U como
ug = w e, deste xeito

U=

= o o
S O =
O = O
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Dado que
3 00
_ 1 9
Q= 0 7 ,
0 0 0
a matriz pseudoinversa de A sera:
At =vaut
0L L2 oo 00 1
=1 o0 0 0 5 0 100
0 2 2 0 00 010
1
3 03
= 0 0 0
1
0 5 0

E doado comprobar que AATA = A e ATAAT = AT. Finalmente, AAT e AAT son simétri-

cas xa que

1 00
AAT = 0 0 0
0 0 1
¢ 1 1
1L g 1
2 2
AAT=10 1 0 )
1 1
2 03
Nota 9.3.4. Do Teorema 9.3.1 dedicese que se A € Mpy,(R) e At ¢ a stia pseudoinversa

cumprese a seguinte igualdade:

1 1 1
AT =VQU' = —vjul + —vouh + -+ —vud.
g1 T2 o

r

Nota 9.3.5. Tamén do Teorema 9.3.1 dedicese que, se A € My, (R) é invertibel, a pseudoin-
versa de A é exactamente a matriz inversa de A. Cando a matriz A*A é invertibel, entén

+ (AtA)—lAt'
Finalmente, existe un método alternativo baseado na factorizacién QR para o cdlculo da
pseudoinversa. Neste caso tense que, se A = QR, entén a pseudoinversa pddese calcular como:
A+ — Rt(RRt)let'

Exemplo 9.3.6. Suponamos que tomamos a matriz

11
A=(1 0
11

[NV}
N DN

entén )

resulta ser unha matriz invertibel con inversa

1)

Como consecuencia, a pseudoinversa de A estd dada por:

A+:(AtA)—1At=(i _gl)(i (1) 1):(

pi= o
I

—

Nol= O

~_
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Exemplo 9.3.7. Suponamos que tomamos a matriz
1 1 2
A= 1 0 1 | € Myx3(R).
01 1

No segundo caso de Exemplos 7.4.3 vimos que a factorizacién QR de A estda dada por

v2/2 V6/6
Q=1 v2/2 —V6/6 | € Msxa(R)
0 V6/3

R=Q'A= ( \? %g 3\/\/5//22 ) € Max3(R).

/9  5/9 —4/9
AT = RYRRHYT'Q' = 1/9 —4/9 —5/9
2/9  1/9 —1/9

Entén

9.4. Problemas de minimos cadrados

Sexa A € Mpy,n(R) e b € RP. Suponamos que temos o sistema Az = b. Como sabemos o
anterior sistema é incompatibel se b non pertence ao subespazo de R™ dado por
Im(fa) = {Aw e R" | we R"}.

A continuacién veremos que, a pesar de ser un sistema incompatibel, podemos atopar unha
solucién aproximada éptima ou, o que é o mesmo, un vector w € R" tal que a distancia en RP
entre Aw e b sexa minima.

Definicién 9.4.1. Sexa U un subespazo vectorial de RP. Diremos que v € U é a mellor aproxi-
macién dun vector b € RP por vectores de U no sentido dos minimos cadrados, se
o= bll = min{llu - bll, u € U}.

Sexa A € Myxn(R) e b € RP. Suponamos que temos o sistema de ecuaciéns lineares Az = b.
Diremos que o vector w € R™ é unha solucién minimo-cuadratica do sistema Az = b, se Aw ¢é a
mellor aproximaciéon de b € R? no sentido dos minimos cadrados por vectores de U = Im(f4).

O nome de minimos cadrados débese a que minimizar ||u — b|| é equivalente a minimizar

P

2 2
lu = BlI* = (u: — b;)?,
i=1
sendo u; e b; as componentes dos vectores de coordenadas de u e b respecto da base canénica de
RP.

Proposicién 9.4.2. Sexa U un subespazo do espazo vectorial RP. Un vector v € U é a mellor
aprozimacion de b € RP por vectores de U, se < v —bu >=0, Yu € U (v —b € ortogonal a
todos os vectores de U ).
Demostracién. Sexa v € U tal que < v —b,u >= 0, Yu € U. Entén, dado u € U,
= Bl2 = [ = 0) + (0 = B2 =< (1~ v) + (0 b), (u— v) + (v~ b) >
lu—vl>+ v =0 +2<u—v,v—b>=
llu =] + Jlo = b]I%,

xa que, como u — v € U, tense que < u—v,v — b >= 0.
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Como ||u—vl|? > 0, deducimos que ||u—b||? > ||v—b||? para todo u € U e, como consecuencia,
l[v = bl = min{|lu—bl|, we U}.

0

Definicién 9.4.3. Sexa U un subespazo do espazo vectorial RP. Ao vector v € U tal que v — b
¢é ortogonal a todos os vectores de U chamaselle proxeccién ortogonal de b sobre o subespazo U.

Teorema 9.4.4. Sexa U un subespazo do espazo vectorial RP. A prozeccion ortogonal de b sobre
o subespazo U sempre existe e € unica.

Demostraciéon. Vexamos en primeiro lugar que sempre é posibel calcular unha proxeccion or-
togonal de b sobre o subespazo U. Suponiamos que dimg(U) =r e que B’ = {v1,...,v,} é unha
base de U. Se ampliamos B’ a unha base B = {v1, ..., Uy, Up41, ..., vp} do espazo RP e aplicamos
o procedemento de ortonormalizacién de Gram-Schmidt a B, obtemos unha base ortonormal
C ={ui,...,ur,Upy1,...,up} de RP tal que C" = {uy, ..., u,} é unha base ortonormal de U. Asi,
b=oqui + -+ apu, + Qpy1Upt1 + oo+ QpUp
e, se tomamos v = ajuj + -+ Uy, temos que v € U e < v —b,u >= 0, Yu € U. Logo, v é unha
proxeccién ortogonal de b sobre o subespazo U.
Comprobemos a continuacién a unicidade de dita proxeccién. Se existise v' € U tal que
<v —bu>=0, VucU,
teriamos que
v—2v = (-0)— (v —0b)
é un vector que pertence a U e que ademais é ortogonal a todos os vectores de U xa que
VueU <v—v,u>=<(v—->0)— (' -b),u>=<v-bu>—<v —bu>=0.
Entén, v — v’ é ortogonal a si mesmo. Isto implica que
0=<v—v,v—v >=|v-2>%

e entén v =v'.

O

Nota 9.4.5. Tendo en conta o resultado anterior, se U é un subespazo do espazo vectorial RP,
a proxeccién ortogonal de b sobre o subespazo U estd dada por v = ajuj + -+ + a,u, sendo
b=aiu + - + Uy + 11 + -+ opup. Como C = {uq, ..., Ur, Up41, ..., up} ¢ unha base
ortonormal de R? e {uy, ..., u,} unha base ortonormal de U, tense que
v=<buy >uy+ -+ < bu > u,
é a expresion para a proxeccién ortogonal. Ademais, a anterior igualdade implica que
v =Qb,
sendo () a matriz dada por
Q= AA" = wpud + -+l
con
A=(w | Uy ) € Mpur(R).

A matriz @@ chamase matriz de proxeccién ortogonal sobre U. Deste xeito a proxeccién

ortogonal sobre U pddese interpretar como unha aplicacién linear dada por:

fQ:RpHRPA
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Exemplo 9.4.6. Sexa o subespazo de R? dado por

z
U= y | eR® | 24+y—2=0
z

A dimensién de U é dous e unha base deste subespazo é

1 1
B = v = 0 , U2 = -1
1 0

Se aplicamos o procedemento de ortonormalizacién de Gram-Schmidt & base anterior obte-
mos os vectores

1 V2
w="" o) = %
1 - T = - 7
ol V2 \ 4 V3
2
u'2=v27<v2,u1>u1= -1 - < -1 s 0 > 0
1 V2 1 1 1
2 2 2
= -1 ]- @ 0O |l=(-1]-(0]=( -1
o) P ¢ o) \3) \+
1 V6/6
! 2 2
Us u? = — —1 = ,\/5/3
el ~ V6 | T Vs
e, COMO consecuencia,
V2/2 V6/6
C/ =<{u = 0 , U = _\/6/3
V2/2 —V6/6

é unha base ortonormal de U.
Deste xeito, dado
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a sta proxeccién ortogonal sobre o subespazo U esta dada por

v=<bu; >u+ < bug > us

sendo
6
<bu >=V?2, <buy>= —%.
Por tanto,
1 ~1/3 2/3
v:\/iul—?ugz 0 |+ 2/3 | = 2/3
1 1/3 4/3

Por outra banda, a matriz de proxeccién ortogonal é Q = AA! onde

V32 Vo
A= ( up | ug ) = 0 —6/3
V2/2 —/6/6

Deste xeito,

2/3 —-1/3 1/3
Q= -1/3 2/3 1/3 |,
1/3 1/3 2/3
e a proxeccion ortogonal de b sobre U obtense tamén como
2/3
v=Qb= [ 2/3
4/3

Definicién 9.4.7. Sexa A € M,xn(R), b € RP e suponamos que temos o sistema de ecuaciéns
lineares Az = b. O sistema A'Ax = A'b cofiécese co nome de sistema de ecuaciéns normais do
sistema Az = b.

Teorema 9.4.8. Seza A € Mpn(R), b € RP e suponiamos que temos o sistema de ecuacions
lineares Ax = b. O conxunto de solucions minimo-cuadraticas do sistema Ax = b coincide co
conzunto de solucions do sistema de ecuacidns normais At Az = A'b.

Demostracion. Sexa w € R™ unha solucién minimo-cuadratica do sistema Az = b. Entén, Aw
é a proxeccién ortogonal de b sobre U = Im(f4) e, como consecuencia, Aw — b é ortogonal a
todos os vectores do subespazo U. Utilizando este feito, tense que

0 =< Aw — b, Av >= (Av)!(Aw — b) = v' A Aw — v' A'b = v' (A" Aw — A'D)

=< A'"Aw — A'b,v >, Vv € R".

Isto implica que A*Aw — A = fn ou, o que é o mesmo, A*Aw = Alb. Asf pois w é unha
solucién do sistema A*Ax = A®b.
Inversamente, se w é unha solucién do sistema A*Axz = A!b, temos que A'Aw — A'b = Opn
e w é a soluciéon minimo-cuadrética do sistema Az = b, xa que Yv € R"
0=< A'Aw — Ab,v >

= v (At Aw — A'b) = vl At Aw — v' Al = (Av) (Aw — b) =< Aw — b, Av > .
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Nota 9.4.9. Do teorema anterior deducimos que, se w,w’ € R™ son soluciéns minimo-cuadraticas
do sistema Az = b, tense a igualdade Aw = Aw’. Logo, A(w — w’) = Ogs, equivalentemente,
w—w' € Ker(fa). Entén, se w é unha solucién minimo-cuadrética de Az = b, o conxunto global
de soluciéns do problema de minimos cadrados tamén ven dado por

S=w+Ker(fa) ={w+u | ueKer(fa)}
Evidentemente, se A’A é invertibel, S s6 ten un elemento e é
w=(A'A)"1A% = A
Exemplo 9.4.10. Sexa A a matriz dada por

1 2 1
1 2 2
A= 1 9 _9 S M4><5(R)
1 2 -1
Consideremos o sistema Az = b sendo

4
6
b= 1
2

Como rang (A) = 2 # 3 = rang (AJb), tense que o sistema é incompatibel. As soluciéns
minimo-cuadriticas as atoparemos resolvendo o sistema A'Ax = A'b que neste caso estd dado
por:

4 8 0 x 13 L6
A= 8 16 0 y | =1 26 @{ 5 .
0 0 10 2 12 dr+8y =13
Enton,
13 13
T2 1 —2
S = y | yeR, = 0 +y 1 | yeR,y =
6 6 0
5 5
13
I _2
0 | +( L)
6 0
9
sendo
-2
Ker(fa) = ( L)
0

Teorema 9.4.11. Seza A € My, (R) e suponamos que a sia factorizacion QR é A = QR.
Cimprese que w € solucion minimo-cuadrdtica para Az = b, se, e s6 se, w € solucion do sistema

Rz = Q'b.
Demostracion. O vector w é solucién minimo-cuadratica para Ax = b, se, e s6 se, w é solucién
do sistema A'Az = A'b. Se A = QR, temos que
At Aw = A'b < R'Q'QRw = R'Q'b < R'Rw = R'Q' <
RR'Rw = RR'Q"
e, como RR' € M,,(R) é invertibel, obtemos que Rw = Q'b.
Inversamente, se Rw = Q'b, tense que

R'Rw = R'Q'b & R'Q'QRw = R'Q'b < A'Aw = Ab.
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Exemplo 9.4.12. Tomemos o sistema dado no exemplo 9.4.10. Entén, como

1
_ _ V1o 2 4 0
A=QR (00\/10

[N NI ST

obtemos

De xeito mais xeral podese afirmar que o conxunto de soluciéns do problema de minimos
cadrados estda dado por

S = ATb+Ker(fa) = ATb + Ker(faea).

Este iltimo método de solucién ten como vantaxe sobre o baseado na utilizaciéon das ecua-
ciéns normais, que é menos sensibel aos problemas de estabilidade e que en xeral da lugar a
unha técnica computacional mellor.

Teorema 9.4.13. Seza A € Mpy,(R). Cimprese que ATb é a solucidn minimo-cuadrdtica de
norma minima do sistema Ax = b.

Demostraciéon. Suponamos en primeiro lugar que o sistema é compatibel indeterminado xa
que a proba do caso determinado é trivial. Neste caso a solucién minimo-cuadratica coincide
coa solucién do sistema e o que teremos que probar é que ATb é a solucién de norma minima
do sistema Ax = b. Suponiamos que v € R™ é unha solucién do sistema Az = b. Entén Au = b.
Logo,
b= Au= AAT Au = AATD,

e asf prébase que ATb é unha solucién do sistema Az = b.

Como sabemos pola teoria xeral de sistemas de ecuaciéns lineares a solucion xeral do sistema
Ax = b escribese como unha solucién particular sumada con todas as soluciéns do sistema
homoxéneo asociado. Enton

ATb 4 Ker(fa)

é a solucién xeral neste caso. Sexa w € Ker(fa) e sexa A = QR a descomposicién QR de A.
Como Aw = Ogp se e 86 se Rw = Opp,

< Athw >=< RY(RRY Q' w >=< (RR)'Q', Rw >=0
e, como consecuencia, ATb e w son ortogonais. Aplicando o Teorema de Pitdgoras a A*b e w
obtemos que
AT+ wl|* = [| AT + [[w]|* > [ A¥b]I?,
co que a igualdade dése se e s6 se w = fgn. Por tanto, deste xeito prébase que A*b é a solucién
de norma minima do sistema Az = b.

Supofiamos a continuacién que o sistema é incompatibel. As soluciéns minimo-cuadrati-
cas son as soluciéns do sistema de ecuaciéns normais A*Azx = A’h que é compatibel. Entén
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(A*A)T A% é a solucién de norma minima do sistema A' Az = A'h. Agora ben, se a descomposi-
cién en valores singulares de A é

D. | ©
A=U| - - - |V,
e | ©
tense que
D | © D, | © D? S}
AlA=v| - - - |JUU| - - - |Vi=V[ - - - |V.
e | © e | © e | ©
Logo,
D2 | e
(AT =v| - — — |V
e | o
e
Dt | e
Atptal=v| - - - |U' =4"
e | ©

Deste xeito obtense que (A'A)TA! = AT e o resultado queda probado.

Exemplo 9.4.14. Sexa o sistema

101 x 1
000 y | =11
020 2 1

O sistema anterior é incompatibel xa que rang (A) = 2 < rang(A[|b) = 3. Como temos
comprobado no teorema anterior A*b é a solucién minimo-cuadratica de norma minima do

sistema Az = b. Como

AT =

o Ol
N O O
o O

a calculamos no exemplo 9.3.3, tense que

1
3 0 3 1 1
ATh=( 0 0 0 1 1= 0].
1
0120 1 i
Por outra banda,
T 1
Ker(fa) =4 [ v | e | 2270 8= o] D
z ¥y= -1

e, como consecuencia, o conxunto de soluciéns do problema de minimos cadrados estd dado por

[

S = ATb+ Ker(fa) =

NI= O =
+
—
o
~
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9.5. Axuste polinémico de datos mediante minimos cadrados

markright9.5. AXUSTE POLINOMICO DE DATOS MEDIANTE M{NIMOS CADRADOS
Suponamos que temos un conxunto de pares {(xj,y;)}/—, e que estamos interesados en
atopar o polinomio p(z) = ap + a1x + asz? + - + apz™ cuxa grafica se axuste mellor aos datos
dados polos pares anteriores. Isto é, queremos atopar os coeficientes dun polinomio como o
anterior de xeito que se minimice o seguinte funcional:
n
P(a07a17“'7an) = Z(p(z’b) _yi)2

i=1

|

2
(ao + a1z + agx% + o Fapry — yi)

i=1

2

ao
n ay
= Z (1,331‘,.’1112,...,33?) a2 —Yi
i=1
[29)

Isto ultimo é equivalente a atopar as soluciéns minimo-cuadraticas do sistema linear Az = b,
onde:

a
1 z x% xt (1(1) z;
1 2o 232 xh )
A= X , T = az e b= Y3
1 x, a2 z
" " " Qp, Yn

Exemplo 9.5.1. Neste exemplo calcularemos a pardbola que axuste no sentido de minimos

cadrados os seguintes datos
z |0 0 1 -1
yi|0 2 4 0

Dados dos conxuntos de puntos {z1,z2,x3, 24} € {y1,y2,y3,ys1}, tratase de axustar os coe-
ficientes ag, a1 e az da parabola de ecuacién y(z) = ag + a1z + ag2?. Daquela, debemos atopar
as soluciéns minimo-cuadraticas do sistema linear:

1 = x% “ Y1
1 zy a3 ao Y2
1 x5 =} al ys |’
1 x4 :z?l 2 Y4
isto é,
1 0 0 “ 0
1 0 0 0 2
11 1 a“ 4
1 -1 1 @2 0

O sistema de ecuaciéns normais (A A

(
40
0 2
2 0
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Realizando operaciéns elementais por filas sobre a matriz ampliada do sistema obtemos que
o sistema anterior é equivalente a

1 00 ap 1
010 ap | =1 2
001 as 1

e deste xeito ag = 1, a1 = 2 e as = 2. Logo, a parabola buscada é

y =142+ 2>
9.6. Problemas propostos
1. Dada a matriz
1 01
A= 0 1 0 |,
1 01

calcule a stia descomposicién en valores singulares, a sia aproximacion de rango dous e a
stia pseudoinversa.
2. Dada a matriz

0o 0 1
1 1 0
A= -1 1 -2
1 -1 2

calcule a sua descomposicién en valores singulares, a sia aproximacién de rango dos e a
sua pseudoinversa.
3. Dada a matriz

11
A= -1 1 |,
11
calcule a suia pseudoinversa.
4. Dada a matriz )
A=1 0
1

calcule a sta pseudoinversa.

5. Dada a matriz
A=

:)
i)

calcule a sta pseudoinversa.
6. Calcule as pseudoinversas de A e A' sendo

720
A=

7. Considérase o sistema de ecuaciéns lineares Az = b, onde

-2 1 1
A= 1 -2 1
1 1 -2

eb=(1,1,1).
a) Probe que o sistema é incompatibel.
b) Calcule o conxunto de soluciéns do sistema no sentido de minimos cadrados.
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. Considérase a matriz real

1 0 1
0 -1 1
A= 1 0 1
0 1 -1

Determine o conxunto de soluciéns no sentido de minimos cadrados do sistema Az = b,
con b= (3,1,3,1)".

. Dada a matriz

1 2
A= -2 -4 |,
2 4

determine, utilizando a pseudoinversa de A, o conxunto de soluciéns no sentido de minimos
cadrados do sistema Az = b, onde b = (4, —5,5)".
Dada a matriz

1 00
A=|o0o o0 0|,
0 -1 2

determine, utilizando a pseudoinversa de A, o conxunto de soluciéns no sentido de minimos
cadrados do sistema Az = b onde b = (0,1, 0).
Atope a pardbola que axuste no sentido de minimos cadrados os seguintes datos

)1001—1
Yo 2 4 o
z|-2 -1 1 2
6)73115'

Determine a,b € R para que a recta az + by = 1 sexa a mais proxima no sentido de
minimos cadrados aos puntos (0,0),(1,1),(—=1,1) e (1,-1).
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Alxebra linear

Historia, teoria e prdctica

E ben conecido que a dlxebra linear é
unha materia que aparece nas memorias
da maior parte dos graos de contido cienti-
fico-técnico. Tendo en conta isto, esta obra
esta pensada para que o lector interesado
poda afondar no seu estudo tendo a man
una exposicion rigorosa da teoria, unha boa
serie de exemplos ilustrativos e unha ampla
coleccion de problemas para practicar e
afirmar o estudado. Partindo dunha breve
introducién historica, no segundo capitulo
resimense as propiedades basicas dos nu-
meros reais ¢ complexos. A continuacion,
no terceiro capitulo, definense as nociéns
de matriz e rango que permitiran abordar
no capitulo cuarto o estudo dos sistemas de
ecuacions lineares. O quinto capitulo estd
adicado aos espazos vectoriais e as aplica-
ciéns lineares deixando clara a intima rela-

Servizo de Publicacions

cion existente entre este tipo de aplicacions
e as matrices. No sexto capitulo estiidase o
problema de diagonalizacién, € dicir, saber
cando una matriz cadrada é semellante a
unha matriz diagonal. O capitulo sétimo
estd adicado 4s formas bilineares e aos es-
pazos vectoriais con produto escalar. Nel
introdicense a nocion de ortogonalidade
e finalizase examinando certas propieda-
des das matrices simétricas con coeficientes
reais. Este tipo de matrices xunto coa diago-
nalizaciéon ortogonal utilizanse no capitulo
oitavo para clasificar as formas cuadraticas
reais. Finalmente, o tltimo capitulo da obra
adicase a expor a teoria de descomposicion
en valores singulares, a4 construccién da
pseudoinversa dunha matriz e a sia aplica-
ci6én 4 resolucién de problemas de minimos
cadrados.
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