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Prefacio

Este manual foi concebido como material docente da materia Bioestatistica, que se imparte
no terceiro curso do Grao en Enxenarfa Biomédica da Escola de Enxenaria Industrial da Uni-
versidade de Vigo. Tamén pode ser empregado noutras materias que aborden temas similares.

Os contidos estrutiranse en seis capitulos: técnicas descritivas (tdboas de frecuencias, gra-
ficos e medidas resumo), modelos probabilisticos relevantes en bioestatistica (breve revisién de
variables aletorias e introducién aos problemas de clasificacién e & curva ROC), técnicas in-
ferenciais (estimaciéon de pardmetros, intervalos de confianza e tests de hipéteses), tdboas de
continxencia (distribuciéns conxuntas e condicionadas, test de independencia e riscos relati-
vos), modelos de regresién (modelo lineal, modelos con variables nominais, regresion loxistica)
e técnicas de andlise multivariante (andlise de compofientes principais, métodos cluster e analise
discriminante).

A orientaciéon do manual é eminentemente practica, incluindo numerosos exemplos e exer-
cicios para ilustrar e comprender os métodos estudados. Ademais, tamén serve para que o
alumnado adquira competencias no manexo do software estatistico de distribucién libre R, que
na actualidade conta cunha ampla difusiéon no &mbito cientifico-técnico. Os conxuntos de datos
aos que se fai referencia ao longo deste manual estan disponibles a través da web do autor
(juancp.webs.uvigo.gal).

Vigo, marzo de 2023.
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1.1. Introducion

1.1.1. Obxectivos da Estatistica e da Bioestatistica

Hoxe en dia case todos os estudos técnicos e cientificos estan acompanados ou baseados en
datos e polo tanto esixen o seu tratamento mediante técnicas estatisticas adecuadas.

En termos xerais, a Estatistica ten dous grandes obxectivos:
= Resumir os datos dunha forma axeitada e comprensible. Neste caso, as técnicas emprega-
das englébanse dentro da estatistica descritiva.

= Facer inferencias a partir dos datos para xeralizar as conclusions dos resultados obtidos a
grupos ou poboaciéns méis amplos. Neste caso, as metodoloxias empregadas estan dentro
da inferencia estatistica.

A Estatistica aplicada a problemas do ambito médico ou bioléxico recibe o nome de Bio-
estatistica ou tamén Biometria.

Por que se precisa a Estatistica?

A necesidade de resumir e facer inferencia vén do feito de que en calquera proceso mediante o
que se observan datos teremos variacion ou variabilidade, é dicir, os valores observados dunha
determinada caracteristica poden variar de individuo a individuo. A andlise desta variabilidade
inherente aos datos é o obxectivo principal das técnicas estatisticas. Se non houbese variacién,
entén non haberia necesidade da estatistica.

Que acadamos co uso da Estatistica?

- Resumir os datos mediante a obtencién tendencias xerais e aspectos comuns.

- Atopar relaciéns entre variables mediante o uso de técnicas graficas, medidas de asocia-
cién, modelos de regresion ou técnicas de andlise multivariante.

- Facer inferencias, ¢é dicir, xeralizar as conclusiéns do estudo obtidas a partir dunha mos-
tra representativa a un universo méais amplo mediante o uso de metodoloxias inferenciais,
en particular, os contrastes de hipoteses.

1.1.2. Algins conceptos basicos
Enuméranse a continuacion algtins conceptos bésicos relacionados cos estudos estatisticos:

= A poboacién é a maior clase 4 cal se poden xeralizar os resultados do estudo ou inves-
tigacion.
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= Cada elemento da poboacién chdmase individuo, caso, suxeito ou simplemente ele-
mento da poboacion.

= Habitualmente, non podemos observar todos os elementos da poboacién. No seu lugar,
seleccionamos unha mostra segundo un determinado método de mostraxe. O nimero de
elementos da mostra chamase tamano mostral.

= Para cada individuo incluido na mostra observaremos unha ou varias caracteristicas. Cada
unha desas caracteristicas chamase variable estatistica, ou simplemente variable.

= A informacién recollida, convenientemente gardada e organizada (habitualmente nun ar-
quivo informédtico), chdmase conxunto de datos.

1.1.3. Organizacién dun conxunto de datos

Os conxuntos de datos normalmente recéllense e gardanse en arquivos informdticos (por
exemplo, en follas de célculo). Moitas veces é 1itil traballar con documentos de texto en formatos
.txt ou .csv debido ao seu facil manexo. Os documentos de texto poden obterse a partir das
follas de célculo.

Cando creamos conxuntos de datos (especialmente cando se emprega unha folla de célculo),
convén seguir as seguintes recomendacions para a sta correcta organizacion:

- As variables codificanse en columnas.

- A primeira cela de cada columna (no caso dunha folla de célculo) ou a primeira lina (no
caso dun documento de texto) resérvase para o nome da variable. E conveniente que este
nome sexa sinxelo pero que, dalgunha maneira, permita identificar a variable da que se
trata de xeito facil.

- As filas (ou lifias) representan aos distintos individuos ou elementos da pobacién sobre os
que observamos as variables.

- As variables de natureza numérica recéllense obviamente con ntimeros, preferentemente
coa maior precisién posible. As variables non numéricas (que mais adiante lles chamaremos
variables cualitativas ou factores) poden codificarse con c6digos ou abreviaturas que nos
permitan traballar comodamente.

- Se sobre un mesmo individuo se observan varias variables, entén as observaciéns co-
rrespondentes deben estar sempre na mesma fila (ou lina) do conxunto de datos. Desta
maneira non se perde a conexién entre esas observacions e permitirda o estudo de posi-
bles relaciéns entre as variables. E importante ter isto en conta cando se reorganiza ou
reordena o conxunto de datos.

FExemplo. Os documentos datos-diabetes.x1lsx e datos-diabetes.txt contefien o mesmo
conxunto de datos en formato folla de calculo e en formato texto!. A este conxunto de datos
chamarémoslle DIABETES. A continuacion aparece parte do conxunto de datos:

LOs conxuntos de datos aos que se fai referencia ao longo deste manual estan disponibles a través da web do
autor (juancp.webs.uvigo.gal).
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variables

e 3 N\
id glu bp skin bmi age npreg type

7T 82 41 35.80 35

3 5
4 165 760 43 47.90 26 0 No
individuos — 5 107 60 25 26.40 23 0 No
oucasos \, 6 97 76 27 35.60 52 5 Yes
7 3 No

83 58 31 34.30 25

1.1.4. R e RStudio. Importar conxuntos de datos en R

Neste manual empregaremos o software de distribucién libre R (www.r-project.org) para
facer as nosas analises estatisticas. A interface RStudio (dispotible a través da web posit.co)
resulta cémoda, asi que tamén a empregaremos.? Por suposto, hai outros softwares dispoiiibles.
Non obstante, R presenta varias vantaxes: é de distribucién libre e gratuita, é un proxecto
colaborativo, actualmente conta cunha ampla difusion entre a comunidade cientifico-técnica e
permite intercomunicacion con outras linguaxes de programacion.

Para traballar en R, necesitaremos importar os nosos conxuntos de datos & sesién de traballo.
O primeiro que temos que facer ao iniciar R é que indicarlle cal é o noso directorio de
traballo (“Working Directory” en R). Para isto empregaremos a funcién setwd(./path/.)
para especificar o directorio onde estan gardados os datos e no que queremos gardar as nosas
analises e graficos. En RStudio pode facerse a través do ment Session > Set Working Directory.

Para cargar os conxuntos de datos en R temos as seguinte funciéns:

read.table() para documentos .txt;

read.csv() ou read.csv2() para documentos .csv.

Os comandos e instruciéns empregados nas nosas andlises gardanse nun documento de texto
que se chama script e ten extensién .R.

Fxemplo. Para importar a R o documento de texto datos-diabetes.txt, primeiro estable-
cemos como directorio de traballo o directorio onde o temos gardado e despois escribimos

2Instrucions basicas para instalar R e RStudio:

= Ir & web https://www.r-project.org e seguir as instruciéns que aparecen en “download R”.

= Ir 4 web https://posit.co > Download RStudio > RStudio Desktop Free. Clicar en “Download” e seguir
as instrucions.
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> diabetes <- read.table("datos-diabetes.txt",header=TRUE)
Para importar o documento datos-diabetes.csv en R, escribimos
> diabetes <- read.csv("datos-diabetes.csv",header=TRUE,dec=".",sep=",")

Agora o obxecto diabetes é un conxunto de datos en R (“data frame” na nomenclatura
propia de R). Esta clase de obxectos é a forma méis conveniente de manexar os conxuntos de
datos en R. Esencialmente, un “data frame” é unha matriz na cal as columnas tefien nomes. As
columnas correspéndense coas variables e as filas, cos individuos ou casos.

Para acceder a unha variable deste conxunto de datos empregamos
> diabetes$glu
ou
> diabetes[,1]
ou
> diabetes[, "glu"]

Nétese que nos comandos anteriores sempre nos referimos primeiro ao conxunto de datos a
través do seu nome. Para evitar escribir o nome do conxunto de datos cada vez que precisemos
chamar a unha variable podemos empregar a funcién attach() para cargalo 4 sesién de traballo:

> attach(diabetes)

Unha vez que rematemos de traballar con este coxunto de datos, debemos “descargalo” coa
funcién detach() para evitar confusiéns cos nomes das variables doutros conxuntos de datos:

> detach(diabetes)

Exemplo. O conxunto de datos DIABETES contén observacions de varias variables relacionadas
cun estudo sobre diabetes nunha comunidade do pobo indixena Pima, que vive cerca da cidade
de Phoenix (Arizona, Estatos Unidos). Neste estudo recolléronse datos de 200 mulleres que
foron diagnosticadas ou non de padecer diabetes segundo os criterios da Organizacion Mundial
da Satide (OMS). O conxunto de datos contén informacién sobre as seguintes variables:

- glu: concentracién de glucosa no sangue (mg/dl).
- bp: presién sanguinea diastélica (mm Hg).

- skin: grosor do pregamento cutdneo do triceps (mm).
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- bmi: indice de masa corporal (body mass index, en inglés). Calctilase coa férmula
(masa en kg)/(altura en m)?2.

- age: idade (en anos).
- mpreg: numero de embarazos.

- type: Si (Yes) / Non (No) indicando se padece ou non diabetes segundo os criterios da

OMS.

A funcién head () permite visualizar unha parte do conxunto de datos:

> head(diabetes)

glu bp skin bmi age npreg type

1 86 68 28 30.2 24 5 No
2 195 70 33 26.1 ©55 7 Yes
3 77 82 41 35.8 35 5 No
4 165 76 43 47.9 26 0 No
5 107 60 25 26.4 23 0 No
6 97 76 27 35.6 52 5 Yes

Tamén podemos empregar a funcién str(), que amosa a estrutura do conxunto de datos:

> str(diabetes)

'data.frame': 200 obs. of 7 variables:

$ glu : int 86 195 77 165 107 97 83 193 142 128 ...

$ bp : int 68 70 82 76 60 76 58 50 80 78 ...

$ skin : int 28 33 41 43 25 27 31 16 15 37 ...

$ bmi : num 30.2 25.1 35.8 47.9 26.4 35.6 34.3 25.9 32.4 43.3 ...
$ age : int 24 55 35 26 23 52 25 24 63 31 ...

$ npreg: int 5750053132 ...

$ type : chr "No" "Yes" "No" "No"

1.1.5. Tipos de variables
Cando analizamos unha variable estatistica é importante conecer a sia natureza, xa que as
técnicas empregadas dependeran do tipo de variable coa que esteamos traballando.

Unha clasificacién moi basica das variables vén dada pola sia natureza numérica/non nu-
mérica:
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s Variables cualitativas: as stias observacions non son cantidades numéricas, senén cua-
lidades. Estas variables tamén reciben o nome de factores e os seus posibles valores
chdmanse niveis.

= Variables cuantitativas: as suas observacions son cantidades numéricas. Entre as va-
riables cuantitativas, distinguimos dous tipos:

- Variables discretas: son aqueles que toman valores nun conxunto finito ou nun con-
xunto numerable que se pode identificar cos nimeros enteiros.

- Variables continuas: son aquelas que toman valores nun intervalo (posiblemente non
acotado) de niimeros reais.

Fxemplo. No conxunto de datos DIABETES a variable type é un factor con dous niveis
(diabética / non diabética). As variables glu, age e npreg son cuantitativas. A variable
npreg é discreta. A variable glu é continua. A variable age estd rexistrada como discreta
(ainda que estritamente falando seria continua). D

Unha clasificacion mais exhaustiva vén dada polos catro seguintes tipos de variables:

= Nominal: os seus valores son cualidades que non posten ningin tipo de orde.

= Ordinal: os seus valores son cualidades medidas nunha escala non numérica, pero que po-
den ser ordenadas dalgin xeito e cumpren unha relacién de transitividade (se a cualidade
a é menos ca b e b é menos ca ¢, entén a tamén é menos ca c).

= De intervalo: este tipo de variables estan medidas nunha escala numérica que non ten
un cero absoluto. Nesta escala, as magnitudes das diferenzas entre observaciéns tenen
sentido numérico (cousa que non ocorre nas variables de tipo ordinal), pero a escala non
se pode interpretar en sentido absoluto porque o cero é arbitrario.

Nalgunhas ocasions, a clasificacion dunha variable como ordinal ou de intervalo pode non
ser completamente clara.

FExemplo. O exemplo tipico de variable de intervalo é a temperatura. O feito de asignar
o nimero 0 a unha determinada temperatura é completamente arbitrario (compérense,
por exemplo, o significado de 0 graos Celsius con 0 graos Farenheit). Se nas localidades
A e B se rexistran temperaturas de 20°C e 10°C, respectivamente, enton podemos dicir
que a temperatura é 10 graos mais alta en A ca en B, pero carece de sentido dicir que a
temperatura é o dobre en A ca en B. O

= De razoén ou de ratio: este tipo de variables estan medidas nunha escala que ten un
cero absoluto. Chamanse asi porque as razons ou cocientes entre as observaciéns tenen
significado numérico.

As variables de tipo nominal son sempre cualitativas. As variables de intervalo e de razén son
sempre cuantitativas. A variables ordinais poden ser cualitativas ou cuantitativas, dependendo
do contexto. Usualmente, as variables nominais e ordinais son consideradas como factores nas
analises estatisticas.
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Exemplo. Nun laboratorio estidase o efecto dun determinado tratamento sobre o peso dunhas
crias de rata. O documento de texto datos-ratpups.txt contén a informacioén correspondente.
A este conxunto de datos chamarémoslle RATPUPS. Contén as seguintes variables:

- weight: peso (en g).

- sex: male (macho) / female (femia).

- litter: nimero identificador da camada.

- littersize: nimero de individuos nacidos na camada.

- treatment: tratamento administrado, con tres niveis (control < low < high).

> ratpups <- read.table(file="datos-ratpups.txt", header=TRUE)
> str(ratpups)

'data.frame': 322 obs. of b5 variables:

$ weight :num 6.6 7.4 7.15 7.24 7.1 6.04 6.98 7.05 6.95 6.29
$ sex : chr "male" "male" "male" "male"

$ litter cint 1111111111

$ littersize: int 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12
$ treatment : chr "control" "control" "control" "control"

Exercicio 1.1. De que tipo son as variables do conzunto de datos RATPUPS ?

1.2. Ferramentas basicas para a descricion de datos

Nesta seccién veremos diversas técnicas para resumir a informaciéon contida nun conxunto
de datos que permiten describir as caracteristicas fundamentais das variables estudadas. Estas
técenicas incliense dentro da estatistica descritiva. Simultaneamente veremos como aplicar
estas técnicas con R.

1.2.1. T&boas de frecuencias

Unha forma moi comin de resumir datos é a través de taboas de frecuencias. A cons-
trucion deste tipo de taboas consiste en listar os valores observados dunha variable xunto co
nimero de veces que aparece cada un deses valores. Primeiro teremos que establecer un con-
xunto de clases mutuamente excluintes nas cales se clasificaran as observaciéns. A continuacion
organizaranse os valores obtidos nunha taboa. Podemos traballar coas seguintes cantidades:
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s Frecuencia absoluta: nimero de observaciéns en cada clase.

= Frecuencia relativa: cociente da frecuencia absoluta entre o niimero total de observa-
ciéns. As frecuencias relativas habitualmente danse en porcentaxes (multiplicando por
100) e resultan méis informativas ca as frecuencias absolutas.

Exemplo. Consideremos o conxunto de datos® DIABETES. Para obter as frecuencias absolutas
da variable type en R empregamos

> table(type)

type
No Yes
132 68

e para obter as frecuencias relativas, primeiro obtemos o nimero total de observaciéns
> n <- length(type)
e despois facemos

> table(type)/n

type
No Yes
0.66 0.34

ou ben

> 100*table(type)/n

type
No Yes
66 34

Cando incorporamos a tdboa a un documento de traballo (informe, artigo etc.) debemos ser
coidadosos co seu formato (véxase, por exemplo, a Tdboa 1.1).

A taboa de frecuencias obtida directamente da variable age resulta

> table(age)

3A0 longo deste documento asumimos que se empregan convenientemente as funciéns attach() e detach()
para cargar os conxuntos de datos coas stas variables & sesién de traballo de R.
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Taboa 1.1: Conxunto de datos DIABETES. Frecuencias absolutas e relativas da variable type.

frecuencia absoluta frecuencia relativa (%)
non diabética 132 66.0 %
diabética 68 34.0%
total 200 100.0 %

age

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43
21171317 610 812 6 6 7 4 5 4 2 2 4 3 3 5 8 3 3
44 45 46 48 49 50 51 52 54 55 57 58 59 60 62 63

135111 23121322 21

Obviamente, non é moi informativa xa que temos moitos valores distintos da idade. Cando se
traballa cunha variable cuantitativa que presenta moitos valores distintos, resulta mais axeitado
contruir unha tdboa de frecuencias por intervalos. Por exemplo, no caso da variable age podemos
establecer os grupos de idades da forma 21 — 25,26 — 30, ...,56 — 60,61 — 65. En R facemos o
seguinte:

> table(cut (age, breaks=seq(20,65,by=5)))

(20,25] (25,30] (30,35] (35,40] (40,45] (45,50] (50,55] (55,60]
74 42 22 17 18 8 8 8
(60,65]
3

> 100*table (cut (age, breaks=seq(20,65,by=5)))/n

(20,25] (25,30] (30,35] (35,40] (40,45] (45,50] (50,55] (55,60]
37.0 21.0 11.0 8.5 9.0 4.0 4.0 4.0
(60,65]
1.5

No caso das variables continuas, empregar intervalos para construir tdboas de frecuencias re-
sulta imprescindible. A menos que haxa un redondeo moi forte, o habitual é que nas va-
riables continuas non aparezan valores repetidos. Polo tanto non ten ningin sentido con-
tar cantas veces aparece cada valor, xa que probablemente aparecera unha tunica vez. Por
exemplo, a variable glu toma valores entre 56 e 199. Podemos empregar intervalos da forma
(50, 75], (75,100, ..., (150, 175], (175, 200]:

> table(cut (glu,breaks=c(50,75,100,125,150,175,200)))

(60,751 (75,1001 (100,125] (125,150] (150,175] (175,200]
6 49 62 42 23 18
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No caso das variables cuantitativas tamén pode resultar interesante incluir na taboa as fre-
cuencias acumuladas absolutas e/ou relativas. As frecuencias acumuladas indican o nimero
(no caso das absolutas) ou a proporcién/porcentaxe (no caso das relativas) de individuos que
presentan un valor da variable que é menor ou igual ca un valor dado. Por exemplo, no caso da
variable glu, as frecuencias relativas acumuladas correspondentes aos intervalos antes citados
SOIL:

> 100*cumsum (table (cut (glu, breaks=c(50,75,100,125,150,175,200))))/n

(60,751 (75,100] (100,125] (125,150] (150,175] (175,200]
3.0 27.5 58.5 79.5 91.0 100.0

A Téboa 1.2 amosa a taboa completa de frecuencias da variable glu. Se miramos na segunda e
terceira columnas desta tdboa, vemos que 62 mulleres (ou, equivalentemente, o 31.0 %) presentan
unha concentracién de glucosa entre 100 e 125. As columnas cuarta e quinta indicannos que
117 mulleres (58.5 %) presentan unha concentracién de glucosa de como moito 125.

Taboa 1.2: Conxunto de datos DIABETES. Téboa de frecuencias da variable glu.

concentraciéon frequencia  frecuencia  frecuencia absoluta frecuencia relativa

de glucosa absoluta  relativa (%) acumulada acumulada (%)
(50,75 6 3.0 6 3.0
(75, 100] 49 24.5 55 27.5

(100, 125] 62 31.0 117 58.5

(125, 150] 42 21.0 159 79.5

(150, 175] 23 11.5 182 91.0

(175, 200] 18 9.0 200 100.0

total 200 100.0

O

Como vemos nos dous exemplos anteriores, ao facer a clasificacién por intervalos temos que
decidir o niimero de intervalos co que imos traballar. Convén escoller un niimero nin moi pequeno
nin moi grande, xa que en ambos os dous casos obteriamos unha taboa pouco informativa. Unha
regra que nos permite ter unha idea dun nimero de intervalos razoable é a regra de Sturges,
que suxire tomar un numero de intervalos préximo a 1 + log, n, onde n é o nimero total de
observacions.

Exercicio 1.2. Constrie unha tiboa de frecuencias para resumir a variable bmi do con-
zunto de datos DIABETES.
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1.2.2. Graficos

Outra posibilidade para resumir datos é o uso de ferramentas graficas. Veremos agora tres
exemplos moi basicos: o grafico de sectores, o grafico de barras e o histograma. Mais adiante
estudaremos o grafico de caixas ou boxplot.

Grafico de sectores e grafico de barras para variables nominais

Os graficos de sectores e de barras son ttiles para describir variables nominais. Os dous
contefien a mesma informacion. O grafico de sectores representa os valores ou niveis da
variable como sectores circulares e o tamano de cada sector é proporcional & frecuencia do
nivel que representa. O grafico de barras consiste en varias barras de altura proporcional aos
valores das frecuencias do niveis correspondentes. Os dous tipos de gréaficos poden empregarse
para variables nominais. Non obstante, cando o niimero de clases é grande, o grafico de sectores
pode deixar de ser informativo e polo tanto debe evitarse o seu uso. No caso de variables de
tipo ordinal resulta mais axeitado o grafico de barras para indicar claramente a orde entre os
niveis.

FExemplo. A Figura 1.1 amosa o gréafico de sectores e o grafico de barras da variable type do

conxunto de datos DIABETES. Para obtelos en R escribimos os comandos seguintes:

> pie(table(type))
> barplot(table(type))

Nétese que as funciéns pie() e barplot () non se aplican directamente sobre unha variable,
sendn sobre unha tédboa de frecuencias.

120
|

No

100
I

40
Il

20

Yes

No Yes

Figura 1.1: Conxunto de datos DIABETES. Gréfico de sectores (esquerda) e grafico de barras
(dereita) da variable type.

Os graficos de barras tamén se poden empregar para comparar dias ou mais variables. Por
exemplo, no caso do conxunto de datos RATPUPS, podemos facer un grafico que combine as
variables sex e treatment, tal e como se amosa na Figura 1.2.
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Figura 1.2: Conxunto de datos RATPUPS. Dous exemplos de gréafico de barras combinando
as variables sex e treatment. Notese que os niveis da variable de tipo ordinal treatment non
aparecen na orde natural control — low — high.

> barplot (table(ratpups$sex,ratpups$treatment),beside=TRUE,legend=TRUE)

Nétese que nos graficos da Figura 1.2 non se usa a orde natural dos niveis da variable
treatment, que é de tipo ordinal. Isto débese a que R non é capaz de identificar a orde correcta
a menos que llo especifiquemos. Para facer isto, escribimos:

> ratpups$treatment <- factor(ratpups$treatment,
+ levels=c("control","low","high"))

A Figura 1.3 amosa os mesmos graficos da Figura 1.2 cos niveis da variable treatment ordenados
correctamente. O

Histogramas para variables continuas

Para representar unha variable numérica nun grafico, debemos empregar un grafico de barras
no caso das variables discretas con poucos posibles valores. No caso de ter moitos valores
distintos ou cando temos unha variable continua, entén debemos empregar un histograma. O
histograma é similar ao grafico de barras no que cada barra se reempraza por un rectangulo
que ten por base o intervalo de valores que representa e a altura constriese de tal maneira que a
area do rectangulo sexa proporcional & frecuencia relativa do intervalo correspondente. O mais
habitual é construir os histogramas con intervalos da mesma lonxitude. Para elixir o nimero
de intervalos podese empregar a regra de Sturges que comentamos no apartado das taboas de
frecuencias.

FExemplo. A Figura 1.4 amosa histogramas da concentracién de glucosa para mulleres non
diabéticas e diabéticas. En R escribimos:
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Figura 1.3: Conxunto de datos RATPUPS. Dous exemplos de grafico de barras combinando as
variables sex e treatment. Nétese que agora os niveis da variable ordinal treatment aparecen na
orde correcta control — low — high.

> hist(glul[type=="No"])
> hist(glu[type=="Yes"])

Nétese que os gréaficos que obtemos en R non coinciden exactamente cos da Figura 1.4. Isto
débese a que se modificaron algins dos seus parametros graficos. En particular, para obter o
grafico da dereita, escribimos

> hist(glul[type=="Yes"],
+ freq=FALSE,main=" ", xlab="glu",ylab="densidade",xlim=c (40,200))

Exercicio 1.3. Investiga os azustes grdficos que aparecen no cddigo anterior. Podes em-
pregar a azuda de R escribindo 7Thist na consola.

Exercicio 1.4. Para o conzunto de datos RATPUPS, prepara tdboas de frecuencias e grd-
ficos para as variables treatment e weight. Como combinarias estas variables de forma
grafica?
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Figura 1.4: Conxunto de datos DIABETES. Histogramas da variable type para mulleres non
diabéticas (esquerda) e diabéticas (dereita).

1.2.3. Medidas resumo

Ademais de tédboas e graficos, moitas veces tamén resulta conveniente dar cantidades nu-
méricas como resumo dos datos. Estas cantidades proporcionaran informacion sobre diversas
caracteristicas dos datos: localizacién, dispersion, simetria etc. Obviamente, os resumos numé-
ricos sé se poden empregar con variables numéricas.

Medidas de localizacion

As medidas de localizacién, tamén chamadas medidas de centralidade ou de tendencia cen-
tral, indican onde se sitian os valores da mostra con respecto & escala na que estan rexistrados
os seus valores. As principais medidas de localizacién son a media mostral, a mediana mostral
e os cuantis mostrais.

Para poder dar as férmulas destas cantidades de forma precisa necesitamos algo de nota-
cién matemaética. Suponamos que X, Xs, ..., X, representa unha mostra de n observaciéns da
variable cuantitativa X.

= A media mostral §é
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= A mediana mostral é o valor que divide a mostra ordenada en dias metades, de xeito
que o 50 % dos datos son menores ca a mediana e o 50 % son maiores ca a mediana. Unha
vantaxe da mediana mostral sobre a media mostral é que a mediana é méis robusta ante
a presenza de datos atipicos na mostra.

Cando o histograma dos datos é simétrico, entén a media e a mediana mostrais seran case
iguais. Diferenzas entre a media e a mediana indican posibles asimetrias na distribucién
dos datos.

= Os cuantis mostrais son xeralizaciéns da mediana. Dada unha proporcién 0 < p < 1
(ou, equivalentemente, unha porcentaxe pl00 %), o cuantil mostral de orde p (tamén
chamado percentil mostral pl00%) é o valor que divide a mostra ordenada en dias
partes, de xeito que a primeira contén o p100 % dos datos a segunda, o (1 — p)100 %.

Os cuantis de orde 0.25, 0.50 e 0.75 chdmanse cuartis mostrais (primeiro cuartil, segundo
cuartil, que coincide coa mediana, e terceiro cuartil, respectivamente).

En R temos funciéns que permiten calcular estas medidas resumo: mean() para calcular a
media mostral, median() para calcular a mediana mostral, quantile() para calcular cuantis
mostrais.

Exemplo. Consideremos por exemplo o conxunto de datos DIABETES:
> mean(age)

[1] 32.11

> median(age)

[1] 28

> quantile(age,c(0.10,0.25,0.50,0.75,0.90))

10%  25%  50%  75%  90%
21.00 23.00 28.00 39.25 49.10

A funcién summary () devolve varias destas cantidades & vez:
> summary (age)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
21.00 23.00 28.00 32.11 39.25 63.00

Cando traballamos con conxuntos de datos que inclien variables cualitativas (factores) que
permiten formar grupos de individuos en funcién dos seus niveis, entén pode resultar interesante
comparar as medidas resumo en cada grupo. Isto pddese facer de varias maneiras. Por exemplo,
no conxunto de datos DIABETES, se queremos comparar as medidas resumo da variable age en
cada un dos dous grupos definidos polos niveis do factor type, podemos escribir
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> summary (age [type=="No"])
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
21.00 23.00 26.00 29.23 31.25 63.00
> summary (age [type=="Yes"])
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
21.00 29.00 36.00 37.69 45.25 62.00
ou, equivalentemente, empregar a funcién tapply ()
> tapply(age, type, summary)
$No
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
21.00 23.00 26.00 29.23 31.25 63.00
$Yes
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
21.00 29.00 36.00 37.69 45.25 62.00
O

Medidas de dispersién

As medidas de dispersién proporcionan informacién sobre a variabilidade dos datos. As
mais empregadas son a varianza e a desviacién estandar mostrais, o rango mostral, o rango

intercuartilico mostral e o coeficiente de variaciéon mostral.

= A varianza mostral é

1 _
S"‘:n_lzxxi—x)2

i=1

e mide a variabilidade da mostra arredor da media mostral. As unidades da varianza
mostral son as unidades da variable ao cadrado (por exemplo, as unidades da varianza
mostral da variable age son anos?), o cal non resulta interpretable na maior parte dos
casos. Por iso se emprega tamén a desviacion estandar mostral

S =892,

que ten as unidades orixinais da variable.

= O rango mostral é a distancia entre os valores minimo e maximo da mostra.
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= O rango intercuartilico é a distancia entre o primeiro cuartil e o terceiro cuartil. Nétese
que o intervalo delimitado entre os cuartis primeiro e terceiro contén o 50 % central dos
datos.

= O coeficiente de variacion mostral é

S
CV=—.
| X
Esta cantidade non ten unidades, e polo tanto pode empregarse para comparar a dispersion
de variables de distinta natureza.

En R, as funciéns var (), sd(), range() e IQR() calculan a varianza mostral, a desviacién
estdndar mostral, o rango mostral (mdis concretamente, o minimo e o mdximo) e o rango
intercuartilico mostral, respectivamente.

Exemplo. No conxunto de datos DIABETES, as desviacidns estandar mostrais das variables glu
e skin son sd(glu)=31.667 e sd(skin)=11.725, respectivamente. Estas cantidades non tefien
as mesmas unidades e polo tanto non podemos comparar os seus valores. Para comparar a
dispersién destas duas variables debemos empregar os seus coeficientes de variacién mostrais,
que son sd(glu) /abs (mean(glu))=0.255 e sd(skin) /abs (mean(skin))=0.401, respectivamen-
te. Vemos que, de feito, skin presenta maior variabilidade ca glu. 0

Grafico de caixas ou boxplot

O grafico de caixas ou boxplot é unha ferramenta gréfica que recolle informacién sobre a
localizacién e a dispersién dos datos. Resulta especialmente 1til para comparar os valores dunha
variable numérica con respecto aos valores dun factor. Tamén permite detectar asimetria na
distribucion dos datos.

A construcion do boxplot baséase nas seguintes cantidades mostrais:

= O minimo m = min{Xy, ..., X,,} e o mdximo M = max{Xy,..., X,,}.
= 12 cuartil (@), mediana (med.), 3% cuartil (Q3).

= As cantidades
L=méx{m, Q1 —15(Q3—Q1)} e U=min{M, Qs+ 15Qs—Q1)}.

= As observaciéns que quedan féra do intervalo (L, U), é dicir, a unha distancia maior de 1.5
veces 0 rango intercuartilico respecto do primeiro ou do terceiro cuartil, reciben o nome
de datos atipicos (ou outliers).

O grafico constriese como se indica no diagrama da Figura 1.5. Nel represéntanse a me-
diana, os cuartis e o minimo e o maximo dos valores non atipicos (que denotamos my, e My,
respectivamente). Ademais, os datos atipicos indicanse con pequenos circulos ou cruces. Notese
que no diagrama non hai datos atipicos pola parte da esquerda, polo que neste caso L = my,
que & sta vez coincide co minimo dos datos.
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L=m; Q1 med. Q3 My U valores da variable

Figura 1.5: Construcién do boxplot.

FExemplo. No conxunto de datos DIABETES, podemos dividir os valores da variable glu en
dous grupos de acordo cos niveis do factor type e comparar os correspondentes valores mediante
boxplots. En R simplemente temos que escribir

> boxplot (glu~type)

Na Figura 1.6 podemos ver que a variable glu presenta valores méis elevados no grupo de
mulleres que sufren diabetes. No grupo de mulleres non diabéticas aparecen 4 datos atipicos.
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Figura 1.6: Conxunto de datos DIABETES. Boxplots da variable glu segundo os niveis da variable
type (“No” - non diabética, “Yes” - diabética).

O

Exercicio 1.5. Constrie boxplots da variable bp en funcion dos niveis do factor type do
conzunto de datos DIABETES. Hai diferenzas claras? E no caso da variable bmi?
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Exercicio 1.6. Relaciona de forma razoada cada histograma co diagrama de caizas que
representa o mesmo conzunto de datos.

(a) (b) (c) (d)

(1) (2) () (4)

HLH 4 o oot -1 -

En R xa vimos como extraer unha parte dos valores dunha variable para un nivel particular
dun factor. Por exemplo glu[type=="Yes"] extrae as concentraciéns de glucosa das 68 mulleres
diabéticas. As variables son tratadas como vectores, asi que podemos empregar as ferramentas
disponibles para estes obxectos. A xeito de resumo:

= glu[1:10] extrae as concentraciéns de glucosa das 10 primeiras mulleres que aparecen
no coxunto de datos.

= glul[type=="Yes"] sclecciona as concentraciéns de glusosa das mulleres diabéticas. Se
queremos empregar a negacion escribimos glul[type!="Yes"], que extrae as concentra-
ciéns de glucosa das mulleres non diabéticas (neste caso coincide con glu[type=="No"],
pero cando hai méis de dous niveis pode resultar til empregar a negacién).

= glu[bmi>25] extrae as concentracions de glucosa das mulleres que tefien valores da va-
riable bmi por riba de 25. Pddese facer o mesmo co resto de operadores de comparacién
numérica >= (maior ou igual), < (menor) e <= (menor ou igual).

= glul[glu>100] extrae as concentracions de glucosa das mulleres que 4 sia vez tenen valores
da concentracion de glucosa por riba de 100.

s Os operadores 16xicos son & (e) e | (ou). Por exemplo, glu[bmi>25 & bmi<=30] extrae
as concentraciéns de glucosa das mulleres que tenen valores da variable bmi maiores ca
25 e menores ou iguais ca 30.
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2.1. Probabilidade

Cando observamos unha variable estatistica sobre distintos individuos dunha poboacién,
sabemos que os valores observados cambian dun individuo a outro. Isto débese a que neste
proceso de observacion intervén o azar. Desde un punto de vista xeral, podemos asumir que o
comportamento da poboacién da cal observamos unha mostra esta gobernado por un mecanismo
abstracto que produce os resultados observados. Este procedemento mediante o que obtemos as
observacions e no que intervén o azar é un experimento aleatorio. A probabilidade vincula
este mecanismo tedrico e o feito de que observemos un valor especifico ou grupo de valores da
nosa variable. Como sabemos, a probabilidade é un ntimero entre 0 e 1 que mide a “frecuencia
tedrica” dun determinado suceso (por exemplo, que observemos un posible valor ou un conxunto
de valores da variable de interese).

Fxemplo. Consideremos un exemplo moi sinxelo. Suponamos que unha empresa produce com-
ponentes electrénicas funxibles que se empregan en equipos para a obtencién de imaxes por
resonancia magnética. Por diversos desaxustes no proceso de fabricacién, algunhas das pezas
resultan defectuosas. A empresa sabe que, a longo prazo, a porcentaxe de pezas defectuosas
é do 3%. Se seleccionamos unha peza ao azar, temos un experimento aleatorio no que pode-
mos definir dous sucesos: D="a peza seleccionada é defectuosa”, que ocorre con probabilidade
P(D) = 0.03, e D="a peza seleccionada non é defectuosa”, con probabilidade P(D) = 0.97.
Nétese que estes dous sucesos son complementarios entre si (por iso os denotamos por D e D).

Quere isto dicir que se seleccionamos 100 unidades ao azar, necesariamente 3 seran de-
fectuosas? Non! En realidade, as probabilidades dadas arriba son unha descricién tedrica do
experimento aleatorio, pero non implican que necesariamente en cada lote de 100 unidades
haxa 3 defectuosas. Méis ben o nimero de pezas defectousas podera ser quizais 3, ou 2, ou 4,
ou...

Duas preguntas sinxelas a modo de exercicio: hipoteticamente, cantas pezas defectuosas
poderia haber nun lote de 100 pezas? Seran todos eses posibles valores igual de probables? [

2.2. Variables aleatorias

Cando o resultado dun experimento aleatorio é un nimero, entén chaméamoslle variable
aleatoria. Para coniecer o comportamento probabilistico dunha variable aleatoria, debemos
saber os posibles valores numéricos que pode tomar e as correspondentes probabilidades coas
que ocorren estes valores. Chamamoslle soporte da varariable aleatoria ao conxunto dos seus
posibles valores e chamamoslle distribuciéon da variable aleatoria & descricion detallada do seu
comportamento probabilistico. Normalmente, denotaremos as variables aleatorias por letras
maitsculas: X, Y etc.

Exemplo. (cont.) No exemplo anterior, X =“ntimero de pezas defectuosas nun lote de 100
unidades escollidas ao azar” é unha variable aleatoria. O seu soporte é o subconxunto de niimeros
naturais {0, 1,2, ...,100}. Para dar a distribucién da variable aleatoria X teriamos que detallar
as probabilidades P(X = k), para k = 0,1,2,...,100. O

Distinguimos dous tipos de variables aleatorias: discretas e continuas.
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2.2.1. Variables aleatorias discretas

Unha variable aleatoria é discreta cando os seus posibles valores forman un conxunto finito
ou se poden identificar cos nimeros naturais. En xeral, empréganse para contar o nimero de
veces que ocorre algo.

Exemplos.

- O numero de pezas defectuosas nun lote.
- O namero de persoas que acuden a un servizo de urxencias nun dia.
- O ntmero de persoas do cadro de persoal dun hospital en situacion de baixa médica.

- O numero de ... O

Sexa X unha variable aleatoria discreta que ten soporte {xy,za, ..., 2y, ...}. A distribucién
de X vén dada pola sia masa de probabilidade, que é a colecciéon de probabilidades

pi = P(X =u1;), parai=1,2, ..

As probabilidades p; suman 1: >, p; = 1.

Exemplo. (cont.) Consideremos a variable X =“nimero de pezas defectuosas nun lote de 100
unidades escollidas ao azar”. Esta variable segue un modelo moi conecido: a distribucién Bino-
mial, concretamente unha Binomial(100,0.03). Denotamos isto por X ~ Binomial(100,0.03).
Como dixemos, o soporte de X é o conxunto {0,1,2,...,100}. A masa de probabilidade de X

él

100
P(X =k)= ( A >0.03’“(1 —0.03)100=F, para k = 0,1,2,...,100.

Isto describe completamente o comportamento de X. En particular, podemos calcular, por
exemplo, a probabilidade de que nun lote haxa 4 pezas defectuosas:

100
P(X =4) = ( . )0,034(1 —0.03)1%7* = 0.1706,

é dicir, 0 17.06 % de lotes de 100 unidades contefien 4 unidades defectuosas. En R podemos
obter esta probabilidade mediante a funcién dbinom():

> dbinom(4,size=100,prob=0.03)
[1] 0.1706056

Suponamos que a empresa se compromete e reembolsar o custo do lote se este contén 8 ou
mais pezas defectuosas. A probabilidade de ter que reembolsar un lote é polo tanto P(X >
8) =1—P(X < 7). En R podemos calcular facilmente esta probabilidade coa axuda da funcién
pbinom(), que calcula as probabilidades acumuladas:

s ;. . . s .. 1
Recordemos que (Z) é o numero combinatorio n sobre r, é dicir, (Z) = W
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Figura 2.1: Masa de probabilidade dunha variable aleatoria con distribucion
Binomial(100,0.03).

> 1-pbinom(7,size=100, prob=0.03)
[1] 0.01062381

Polo tanto, a probalidade de ter que reembolsar o custo dun lote é do 1.06 %.

Na Figura 2.1 amdsase a masa de probabilidade de X. Nétese que, ainda que o soporte da
variable son todos os posibles nimeros naturais entre 0 e 100, en realidade as probabilidades
concéntranse nuns poucos valores (esencialmente, do 0 ao 9). U

Caracteristicas dunha variable aleatoria discreta

Como caracteristicas fundamentais dunha variable aleatoria discreta temos a siia esperanza
e a sua varianza. A media ou esperanza matematica da variable aleatoria discreta X é

E(X) = Z LiPi-
Algunhas propiedades da media:

= Sexa X unha variable aleatoria discreta, e sexan a e b dias constantes. Enton

E(aX +b) = aE(X) + .

= Sexan X e Y duas variables aleatorias discretas. Enton

E(X +Y) =E(X)+E(Y).
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= Suponamos que transformamos unha variable aleatoria discreta X por unha funcién h para
obter unha nova variable aleatoria 7' = h(X). Entén a media da variable transformada
pode calcularse como

B(T) = EA(X)] = 3 A(r)p.

A varianza de X é

VAR(X) = E[(X — E(X))*] = Y (2; — E(X))*p:.

A desviacién estandar (ou desviacién tipica) de X ¢é
SD(X) =/ VAR(X).

Se X é unha variable aleatoria discreta e a e b son constantes, entén a varianza e a desviaciéon
estandar cumpren as seguintes propiedades:

= VAR(aX +b) = a® VAR(X).
= SD(aX +b) = |a|sD(X).
Exemplo. (cont.) A media de X ~ Binomial(100,0.03) é
E(X) = 100-0.03 = 3

e a desviacién estandar é

SD(X) = 1/100-0.03 - (1 — 0.03) = 1.706.

En xeral, se X ~ Binomial(n,p), entén a media e a desviacién estdndar de X son

E(X)=mnp e SD(X) = v/np(1 —p),

respectivamente. O

Algins modelos importantes de variables aleatorias discretas son os seguintes: Bernoulli,
Binomial, Hiperxeométrica, Xeométrica, Poisson etc.

Fxemplo. Suponamos agora que un hospital adquire un lote que contén 5 unidades defectuosas.
Para reparar a méquina de resonancia precisanse 3 unidades. Para isto, céllense as 3 unidades
ao azar do lote (obviamente, sen reemprazamento). Cal é a probabilidade de que haxa algunha
defectuosa entre as 3 seleccionadas?

Neste caso, o mais doado é pensar na probabilidade do suceso complementario, ¢ dicir,
calcular a probabilidade de que entre as 3 pezas seleccionadas non haxa ningunha unidade
defectuosa:

P(polo menos 1 unidade defectuosa entre as 3 seleccionadas)

1 — P(ningunha unidade defectuosa entre as 3 seleccionadas)
% 91 %
100 99 98

= 0.144.
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Esta probabilidade esta relacionada coa masa de probabilidade da variable aleatoria Hiper-
xeométrica. De que xeito? (exercicio).

O

Exercicio 2.1. A distribucion de Poisson € un modelo de variable aleatoria discreta am-
plamente empregado. Pode utilizarse para contar o numero de veces que ocorre un evento
por unidade de tempo. Depende dun unico pardmetro, \, que € o niumero medio de oco-
rrencias por unidade de tempo. A variable aleatoria X segque unha distribucion de Poisson
de media \, que denotamos por X ~ Poisson()), se a sia masa de probabilidade é
TN
P()(:k):T7 pa’l’ak:(),l,Z,...

Suponamos que numero de persoas que chegan a un servizo de urzencias nunha hora é
unha variable aleatoria de Poisson de media 2 persoas por hora.

(a) Cal é a probabilidade de que na préxima hora non chegue ningunha persoa?
(b) Cal é a probabilidade de que nunha hora cheguen mdis de 4 persoas?

(¢) Que distribucidn ten a variable aleatoria que conta o nimero de persoas que chegan
nun turno de 8 horas?

(d) Cal é a probabilidade de que nun turno de 8 horas cheguen mdis de 32 persoas?
Compara esta probabilidade coa do apartado (b). Algunha posible explicacidn para
esta diferenza entre as probabilidades? (Pista: compara as desviacions estandar das
variables aleatorias correspondentes).

En R, as funcions dpois () e ppois () permiten calcular probabilidades asociadas d distri-
bucion de Poisson. Investiga o seu uso.

Exercicio 2.2. Relacion entre a Binomial e a Poisson. Un estudo cientifico de-
mostra que 1 de cada 200 persoas portan unha modificacion xenética que pode causar cancro
de colon hereditario. Nunha mostra de 1000 individuos, o nimero de persoas portadoras
deste zen é unha variable aleatoria con distribucion Binomial(1000,1/200). Neste caso,
esta variable aleatoria tamén se pode modelizar mediante unha distribucion de Poisson de
media 1000/200.

(a) Calcula en R as masas de probabilidade destas dias distribucidns e compdraas.

(b) Calcula a probabilidade de que na mostra haza 7 ou mdis persoas portadoras do zen.
Emprega a Binomial e a Poisson e compara os resultados.

(¢) Investiga as condicidns que deben cumprir os pardametros da Binomial e da Poisson
para que se poida facer esta identificacion entre as duas distribucions.
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2.2.2. Variables aleatorias continuas

Unha variable aleatoria é continua cando os seus posibles valores forman un intervalo
(posiblemente infinito) dos nimeros reais. Empréganse para medir magnitudes.

Exemplos.

- A concentracion de glucosa no sangue dunha persoa.
- A presion arterial dunha persoa.

- O tempo que tarda unha persoa en facer un test psicotécnico.

O indice de masa corporal dunha persoa.

- O contido dun vial dunha vacina.

O tempo que tarda unha médica en atender a un paciente.

Funcién de distribucién e funcién de densidade
Unha variable aleatoria continua queda caracterizada matematicamente pola sia funcién de
distribucién ou pola sia funcién de densidade.

A funcién de distribuciéon dunha variable aleatoria X ¢é a funcién que lle asigna a cada
numero real z a probabilidade de que o valor observado da variable aleatoria sexa como moito
x , é dicir,

F(z) = P(X <ux).

Algunhas propiedades da funcién de distribucién:
= F(x) é unha probabilidade, polo tanto 0 < F'(x) < 1 para todo z.
= F é non decrecente, é dicir, se x; e x5 son tales que z1 < xo, entén F'(z1) < F(xg).
o lim,, o F(2)=0 e lim, , o F(z)=1.

= En realidade a funcién de distribucién estd definida tanto para variables aleatorias dis-
cretas como continuas:

- Se X é unha variable aleatoria discreta, entén a sia funcién de distribucién é unha
funcién constante por pedazos con discontinuidades nos valores que forman o soporte
da variable. Véxase a Figura 2.2-(a).

- Se X é unha variable aleatoria continua, entén a sia funcién de distribucién F' é
unha funcién continua. Véxase a Figura 2.2-(b).
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Figura 2.2: Exemplos de funciéns de distribucién. (a) Funcién de distribucién dunha variable
aleatoria discreta con soporte {0,1,2,4}. (b) Funcién de distribucién dunha variable aleatoria
continua.

Resulta que se X ¢ unha variable aleatoria continua, entén a sta funciéon de distribucion,
ademais de ser continua, tamén é unha funcién derivable. A funcién de densidade de X é a
derivada da funcién de distribucion

fx) = F'(x),

ou equivalentemente, a funcion de distribucién é a integral da funcién de densidade
x
F(z) = / f(t)dt.
—0Q
Algunhas propiedades da funcién de densidade:

s f(z) >0.
o [0 f)dt =1
» Pla<X <b)=P(X <b)—P(X <a)=F(b) — Fa) = [ f(t)dL.

= Se X é unha variable aleatoria continua, entén a probabilidade de que a variable tome un
valor concreto @ é cero: P(X =) = 0.

= Polo tanto, se X é unha variable aleatoria continua entén as seguintes probabilidades
coinciden e podense calcular como unha integral da funcién de densidade

P@<X<M_Pm<xgw_ngX<m_ngxgw_mm—ﬂ@_/%@ﬁ
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E dicir, no caso das variables aleatorias continuas s6 ten sentido calcular probabilidades
sobre intervalos. A probabilidade de que a variable aleatoria tome valores nun intervalo pédese
calcular como a diferenza das imaxes da funcién de distribuciéon nos extremos do intervalo ou
ben como a correspondente integral da funcién de densidade. Tal e como se amosa na Figura 2.3,
a probabilidade P(a < X < b) é a area debaixo do grafico da funcién de densidade no intervalo

[a, D].

A funcién de densidade ta-
mén se pode interpretar como
o limite dos histogramas. Su-
ponamos que temos un nume-
ro moi grande de observaciéns
dunha variable aleatoria conti-
nua de tal xeito que podemos
construir histogramas con inter-
valos de amplitude moi peque-
na. Se facemos que a amplitu-
de dos intervalos se faga cada
vez mais pequena, entén o his-
tograma parécese cada vez mais
4 funcién de densidade da va-
riable aleatoria, tal e como se
amosa na Figura 2.4. Polo tan-
to, podemos interpretar a fun-

valores de X

Figura 2.3: As probabilidades asociadas a unha variable alea-
toria continua son integrais da funcién de densidade.

cién de densidade de forma similar a como interpretabamos o histograma: se a densidade ¢é alta
quere dicir que é moi probable observar valores de X nesa zona do soporte; en cambio se a
densidade é baixa entén hai menos probabilidade de observar valores nesa zona do soporte.

densidace
010
densidade
1

020

densidade

Figura 2.4: Relacién entre o histograma e a funcién de densidade.

variables aleatorias.

Exercicio 2.3. Na Figura 2.5 aparecen distintos tipos de funcions de densidade e as suas
correpondentes funcions de distribucion. Para cada unha delas identifica o soporte e as
zonas dese soporte onde hai maior probabilidade de observar valores das correspondentes
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simétrica asimétrica a dereita asimétrica a esquerda bimodal
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Figura 2.5: Distintos tipos de funciéns de densidade (arriba) e as stias correspondentes funciéns
de distribucién (abaixo).

FExemplo. A variable aleatoria Exponencial pode empregarse para modelizar tempos de dura-
cién de componentes electronicas sinxelas. Suponamos que as componentes do exemplo anterior
tenien un tempo de vida 1til (en meses) que se comporta como unha variable aleatoria Y que

ten funcién de densidade
04 e 9% ge y >0,
9(y) =
0 sey < 0.

Neste caso, a variable aleatoria Y recibe o nome de Exponencial de pardmetro 0.4, ou Y ~
Exponencial(0.4). A funcién de distribucién de Y é

y 0 se y <0,
Gly) = / g(t)dt = { JV04e704dt = 1 — W sey > 0.

—0Q

Cal é a probabilidade de que unha peza dure mais de 2.5 meses?
P(Y >25)=1-P(Y <25) =1-F(25) =1—(1—e %) =¢! =0.3679.

En R, a funcién pexp () calcula a funcién de distribucién dunha variable aleatoria Exponencial.
Para obter a probabilidade anterior, escribimos:

> 1-pexp(2.5,rate=0.4)

[1] 0.3678794
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Figura 2.6: Funcién de densidade (a), de distribucién (b) e de superviviencia (c¢) dunha variable
aleatoria con distribucién Exponencial(0.4). A drea sombreada en (a) é a probabilidade de que
a variable supere o valor 2.5.

Cando a variable aleatoria que se estd estudando é un tempo (por exemplo, o tempo de
duraciéon dunha componente electrénica, o tempo que tarde unha persoa en recuperarse dunha
determinada enfermidade etc.), entén é moi comin traballar coa funcién de supervivencia.
A funcién de supervivencia da a probabilidade de que a variable aleatoria X supere un
determinado valor x, é dicir, é a funcién

S(z) = P(X > x).
Obviamente, hai unha relacién inmediata entre a funcién de distribucion e a funcién de su-

pervivencia: se F' é a funciéon de distribucion de X, entén a funcién de supervivencia de X é

S(z) =1-— F(x).

A Figura 2.6 amosa as funciéns de densidade, de distribucién e de supervivencia dunha
variable aleatoria con distribucién Exponencial(0.4).

Caracteristicas dunha variable aleatoria continua

Sexa X unha variable aleatoria continua con funcién de distribuciéon F' e funcién de densi-
dade f. A media ou esperanza matematica de X é a integral

B(X) = /_ : of (2)dz.

En moitas ocasiéns, denotaremos a media de X por px, ou simplemente por .

Algunhas propiedades da media:

= Sexa X unha variable aleatoria continua e sexan a e b dias constantes. Entén

E(aX +b) = aE(X) + 0.
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» Sexan X e Y duas variables aleatorias continuas. Enton

E(X +Y) =E(X)+E(Y).

= Sexa X unha variable aleatoria continua con funcién de densidade f. Suponamos que
transformamos X por unha funcién h para obter unha nova variable aleatoria T' = h(X).
Entén a media da variable transformada pode calcularse como

o0

B(T) = Eh(X) = [ h@)f (o)

—00

= Se a funcién de densidade de X é simétrica respecto dun valor a, é dicir, f(a+c¢) = f(a—c)
para todo ¢ > 0, entén E(X) = a (exercicio).

Exemplo. Para obter a media da variable aletoria Y con distribucién Exzponencial(0.4) temos
que calcular a integral

E(Y) :/ y 9(y)dy :/ y 0.4 e " Wdy.
—00 0
Noétese que esta é unha integral impropia e polo tanto debe resolverse como un limite:

o0 C 1
0.4 e Wy = 1f 0.4 e "Wy = ... icio) - = — =25 .
/0 y0.4de y= lim ; y0.4de Yy (exercicio) 04 meses

Podemos xeralizar este resultado sobre a media dunha Exponencial substituindo 0.4 por cal-
quera outro valor positivo: se Y é unha variable aleatoria con distribucién Exponencial(\),

entén E(Y) =1/ O
A varianza dunha variable aleatoria continua X é
VAR(Y) = E[(X ~ ECO)) = [ (o~ B P (o)

En moitas ocasiéns, denotaremos a varianza de X por o%, ou simplemente o2.

A desviacion estandar de X é a raiz cadrada da varianza

SD(X) = ++/ VAR(X),

que denotaremos por oy ou simplemente por o.

Algunhas propiedades da varianza (estas propiedades son vélidas tanto para variables alea-
torias discretas como continuas):

» Sexa X unha variable aleatoria e sexan a e b dias constantes. Enton

VaR(aX +b) = a® VAR(X) e sb(aX + b) = |a| sD(X).
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= Sexan X e Y duas variables aleatorias. Entén
VAR(X +7Y) = VAR(X) + VAR(Y) —2Cov(X,Y),

onde
Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))]

é a covarianza entre X e Y.

Duas variables aleatorias X e Y son independentes se, para calquera par de valores z e y,
se cumpre que
P X<z eY<y=PX<z)PY <y).

Intuitivamente, que dias variables aleatorias sexan independentes significa que non se pode
establecer ningunha relacién entre elas, é dicir, unha non inflie na outra, e viceversa. En cambio,
se hai algtn tipo de relacién entre elas, entén serdan variables dependentes.

FExemplo. No exemplo das componentes electronicas, é bastante razoable pensar que a variable
aletoria “vida 1til dunha componente” serd independente da variable aleatoria “cantidade de
chuvia recollida en Vigo o dia que se fabricou a componente”. En cambio, parece razoable pensar
que as variables aleatorias “vida 1til dunha componente” e “voltaxe eléctrica & que esta sometida
a compoiiente” poidan presentar algin tipo de dependencia. O

Duas variables aleatorias son incorreladas se Cov(X,Y) = 0. Independencia implica inco-
rrelacién: se X e Y son independendes, entén X e Y son incorreladas. Polo tanto, se X
e Y son independentes (e polo tanto incorreladas), entén VAR(X +Y) = VAR(X )+ VAR(Y).

Exemplo. Para calcular a varianza da variable aleatoria Y con distribuién Exponencial(0.4)
temos que resolver a integral impropia

= 2 * 1) 0.4
va) = [T BmP s = [ (5= g) 0ae vy
—00 0 .
1
= - (exercicio) - = ek 6.25 meses”.
Polo tanto, a desviacién estdndar de Y é sp(Y) = 1/0.4 = 2.5 meses. En xeral, se Y ten

distribucién Exzponencial(\), entén VAR(Y) = 1/X? e sD(Y) = 1/\. O

A moda dunha variable aleatoria continua é o valor (ou valores) que maximiza a stia funcién
de densidade.

A mediana dunha variable aletoria continua X é o valor divide o seu soporte en dous
intervalos de igual probabilidade. Polo tanto, a mediana de X é o valor M = Mediana(X) tal
que

F(M) = [ f(z)dz =0.5.

Os cuantis son xeralizaciéns da mediana. O cuantil de orde p (tamén chamado percentil
100p %) de X é o valor z, tal que

Flay) = [ ftarde =p.
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Figura 2.7: Esquerda: algins cuantis dunha variable aleatoria con distribucion
Exponencial(0.4). Dereita: funcién cuantil da Exponencial(0.4). Aparece sinalado o cuantil
de orde 0.80.

Os cuantis de orde 0.25, 0.50 e 0.75 chdmanse primeiro cuartil (que denotamos por zg.a5),
segundo cuartil (x50, que coincide coa mediana) e terceiro cuartil (zg75), respectivamente.
O rango intercuartilico dunha variable aleatoria é xg75 — xg.25.

A funcién que a cada probabilidade p lle asocia o cuantil de orde p chdmase funcién cuantil
de X. A funcién cuantil é a inversa da funcién de distribucién. Formalmente, a funcién cuantil
asociada & funcién de distribuciéon F' definese como

Flp)=inf{r eR:p< F(z)}, paral<p<l.
Con esta definicién, a mediana de X é F=1(0.5), e os cuartis de X son F~1(0.25), F~1(0.50) e
F1(0.75).
Exemplo. (cont.) A funcién cuantil da variable aleatoria Y con distribucién Exponencial(0.4) é
_ log(1 —p)
Gl(p) = — 2P
() 04

A mediana de Y ¢ G71(0.5) = —log(1 — 0.5)/0.4 = 1.7329 meses. Este valor quere dicir que
0 50 % das compoifientes duran menos de 1.7329 meses e o outro 50 % superan esa duracién.
Compaérese este valor co da media, que era 2.5 meses. Esta diferenza entre a media e a mediana
débese ao caracter asimétrico da funcién de densidade.

para 0 <p < L. (exercicio)

Na parte esquerda da Figura 2.7 recéllense algins cuantis de Y. Por exemplo, o feito de
que o cuantil de orde 0.90 sexa 5.7565 quere dicir que o 90 % das compoifientes fallan antes dos
5.7565 meses, ou equivalentemente, o 10 % das componientes superan esta duracién. A parte da
dereita da Figura 2.7 amosa o gréfico da funcién cuantil de Y.

A funcién qexp() de R calcula os cuantis dunha variable aleatoria con distribucién Expo-
nencial. Por exemplo, para obter a mediana escribimos
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> qexp(0.5,rate=0.4)
[1] 1.732868

e para obter os cuantis de orde 0.70, 0.80 e 0.90 escribimos

> qexp(c(0.70,0.80,0.90) ,rate=0.4)

[1] 3.009932 4.023595 5.756463

Exercicio 2.4. Unha barra metdlica de 30 cm de lonzitude suxéitase polos dous extremos
e aplicaselle unha forza ata que rompe. Consideremos a variable aletoria X que mide a
distancia entre o extremo esquerdo e o punto de rotura. A funcion de densidade de X €

1 iz
_ ﬁw(l—%) se 0 <z <30,
f(z) { 0 noutro caso.

(a) Calcula a funcion de distribucidn e grafica as funcions de densidade e de distribu-
cion. Identifica o soporte de X e a zona de maior probabilidade.

(b) Calcula as sequintes probabilidades: P(X < 10), P(10 < X < 20) e P(X > 20).
(c) Calcula E(X) e VAR(X).

(d) Calcula os cuantis de orde 0.10 e 0.90 de X. Que relacion existe entre eles?

2.2.3. Modelos de variables aleatorias

Algunhas variables aleatorias tenen distribuciéns moi conecidas e estudadas. Un modelo
probabilistico é unha representacién tedrica do comportamento da variable aleatoria. Noutras
palabras, un modelo probabilistico é unha descricién matematica completa da distribucién da
variable. Xa mencionamos algtins:

= Entre as variables aleatorias discretas, xa falamos da distribucion Binomial, a distribucién
de Poisson ou a distribucion Hiperxeométrica.

= En canto 4s variables aleatorias continuas, xa falamos da distribucién Exponencial, que,
xunto coa Weibull, forma parte do grupo de variables aleatorias que serven para mo-
delizar tempos. Outras variables continuas importantes son a distribucién Normal ou a
distribuciéon Uniforme.

= Hai algunhas variables aleatorias que se empregan nas distintas metodoloxias da infe-
rencia estatistica. Algunhas delas son a Normal Estdndar, a distribucién ¢ de Student, a
distribucién Chi-cadrado de Pearson ou a distribucién F' de Snedecor.
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Exercicio 2.5. Mesturas de variables aletorias. Un servizo de atencion ao cliente
ten dous postos, que identificamos con A e B. O tempo (en minutos) que tarda o posto A en
atender a un cliente, que denotamos por Ta, € unha variable aleatoria Exponencial(0.5),
é dicir, unha Ezxponencial de media 2. En cambio, o tempo que tarda o posto B, que
denotamos por Tp é unha Exponencial(0.25). Suponiamos que os clientes son asignados
aleatoriamente a un dos dous postos. Denotemos por p a probabilidade de que un cliente
sexa atendido polo posto A e polo tanto 1 — p € a probabilidade de que sexa atendido no
posto B. Sexa T a variable aleatoria que mide o tempo que tarda en ser atendido un novo
cliente. A wvariable aleatoria T compdortase como T4 con probabilidade p e como Tg con
probabilidade 1 — p. Dise enton que T é unha mestura das variables aleatorias Ty e Tg
con probabilidades p e 1 — p.

Para calcular a funcion de distribucion de T podemos facer o sequinte razoamento con
azuda do Teorema das Probabilidades Totais. Definamos os sucesos A =“o cliente é
atendido no posto A” e B =%“o cliente é atendido no posto B”. Obsérvese que A e B son
sucesos complementarios con probabilidades p e 1 — p, respectivamente. Polo tanto

F(t)=P(T <t)=P(T <t|A)P(A)+ P(T <t|B)P(B).

Agora abonda ter en conta que a probabilidade condicionada P(T <t | A) € precisamente
a funcion de distribucion de Ta ~ Exponencial(0.5) e, analogamente, P(T <t | B) é a
funcidn de distribucion de Tg ~ Exponencial(0.25). Polo tanto, a funcion de distribucidn
de T serd

F(t) = P(T <t) P(Ta <t)p+ P(Tp <t)(1-p)

(1—e")p+ (1 —e %) (1 - p),

parat >0 e F(t) =0 para t < 0.
(a) Calcula a funcion de densidade de T.
(b) Grafica as funcidns de distribucion e de densidade de T' para p = 0.25,0.50 e 0.75.

(¢) Calcula a media de T en funcidn de p. Particulariza o valor da media para p =
0.25,0.50 e 0.75.

(d) Deduce unha formula que relacione a media de T coas medias de Ta e Tg.

2.3. A distribucion Normal

A distribucién Normal é o modelo méis importante entre as variables aleatorias continuas.
Podese empregar en moitas situacions practicas, xa que moitas variables cuantitativas tenen
distribucions que se axustan moi ben & Normal. Podemos citar como exemplos as medidas
antropométricas (altura, peso), erros de medida en experimentos cientificos, as puntuaciéns en
tests psicoloxicos etc.

A Normal ten as seguintes caracteristicas xenéricas:
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Figura 2.8: Conxunto de datos DIABETES. Histogramas das variables bp, bmi, glu e age. A curva
sobreimposta é a densidade dunha variable aleatoria Normal con media e desviacién estandar
estimadas a partir das correspondentes versions mostrais.

- Os posibles valores da variable distribiiense de forma simétrica arredor dun valor central.

- E madis probable que se observen valores préximos a ese valor central ca a valores que
estan alonxados.

- O histograma construido con observaciéns dunha variable aleatoria Normal ten forma de
campé (chamada campé de Gauss).

A Figura 2.8 contén os histogramas das variables bp, bmi, glu e age do conxunto de datos
DIABETES. Claramente, a variable age non ten distribucién Normal, xa que o histograma é
completamente asimétrico. O histograma da variable glu tamén presenta unha certa asimetria,
polo tanto a distribuciéon Normal quizais tampouco resulte axeitada neste caso. En cambio, no
caso das variables bmi e bp parece moito mais razoable suponer que seguen unha distribucién
Normal.

As caracteristicas anteriores sé son unha descriciéon intuitiva da distribucién Normal. A
especificacién mateméatica da Normal vén dada pola sta funcién de densidade. Unha variable
aleatoria X segue unha distribucion Normal con media ;1 e desviacion estandar o, que
denotamos por X ~ N (i, 0), se a sia funcién de densidade é

1 1 /(x—p ?
r) = —eX — = | -0 < r < 0.
f(a) = ——exp 2( . ) |

Como vemos na formula anterior, para especificar a densidade da Normal necesitamos dar dous
parametros: p e o. A Figura 2.9 amosa funciéns de densidade e de distribucién de variables
aleatorias con distribucién Normal.

= Como vemos na Figura 2.9, o valor de u é o punto de simetria da densidade da Normal,
polo tanto p é a media da variable aleatoria. O cambio en media simplemente se tradu-
ce nunha translaciéon da densidade, tal e como se pode ver coas densidades N(50,5) e
N(80,5).

= O parametro o é a desviacion estdndar da variable. Un cambio na desviaciéon estdandar
supén mais ou menos dispersion dos posibles valores arredor de p. Compérense os gréaficos
das densidades N (50,5), N(50,10) e N(50, 15).
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Figura 2.9: Funciéns de densidade (esquerda) e funciéns de distribucién (dereita) de variables
aleatorias con distribucién Normal.

Para calcular probabilidades asociadas & Normal temos que calcular integrais sobre a funcién
de densidade, tal e como se indica na Figura 2.10. A primitiva da funcién de densidade da
Normal non ten unha forma analitica explicita, e polo tanto tampouco disponemos dunha
férmula explicita para a funcién de distribucién. Para calcular as probabilidades (ou integrais)
recorrese a integracion numeérica.

Exemplo. A vista dos histograma da Figura 2.8 parece razoable suponer que a presion arterial
diastdlica se comporta como unha variable aleatoria Normal. Suponamos que a sia media
e desviacion estandar son 70 e 11, respectivamente. Cal é a probabilidade de que a presién
arterial supere 80 mm Hg? Cal é a probabilidade de que a presion arterial estea entre 60 e 807

Sexa X a variable aleatoria “presién arterial”. A distribucién de X é N(70,11). Temos que
calcular P(X > 80). A funcién pnorm() de R d4 os valores da funcién de distribucién da Normal
aproximados numericamente. Entén sé temos que escribir

> 1-pnorm(80,mean=70,sd=11)

[1] 0.1816511

Polo tanto, o 18.17 % das persoas presentan unha presién maior de 80 mm Hg. Para calcular
P(60 < X < 80) escribimos

> pnorm(80,mean=70,sd=11)-pnorm(60,mean=70,sd=11)

[1] 0.6366979
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Figura 2.10: Densidade dunha variable aleatoria Normal. A drea sombreada é P(a < X < b).
A érea total debaixo da curva é 1.

Suponamos agora que queremos conecer a partir de que valor se sittia o 5% dos individuos
que presentan valores da presién mais altos. Para iso teremos que calcular o cuantil de orde
95% de X. En R empregamos a funciéon qnorm():

> gnorm(0.95,mean=70,sd=11)
[1] 88.09339

O

A distribucién Normal verifica a seguinte propiedade importante que se denomina estanda-
rizacién da Normal:

Estandarizacién da Normal

= Se X é unha variable aleatoria con distribucién N(u,o0), entén a versién
estandarizada Z = 2= ¢ unha variable aleatoria N(0,1).

Isto quere dicir que se X ~ N(u,0) e Z ~ N(0,1), entén

P(ng)_P(Zg x_”).
o
= Analogamente, se Z é N(0,1) entén X = u+o0Z é N(u,o0).

Isto quere dicir que se z, é o cuantil de orde p da N(0, 1), entén z, = u+o-z,
é o cuantil de orde p da N(u,0).
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A partir da propiedade de estandarizadién da Normal dediicese que as probabilidades ou os
cuantis de calquera distribucién Normal se poden expresar en termos dos da N(0,1). A N(0,1)
chdamase Normal Estandar e dendtase por Z.

Exemplo. (cont.) Se X é N(70,11), entén Z = X1—170 ¢ N(0,1). Polo tanto

X =70 _80—-170
>
1 = 11

P(X >80) =P < ) — P(Z > 0.909).

Comparemos en R:

> 1-pnorm(80,mean=70,sd=11)

[1] 0.1816511

> 1-pnorm((80-70)/11,mean=0,sd=1)
[1] 0.1816511

Analogamente, se zo g5 é 0 cuantil de orde 0.95 da N(0,1), entén 70 + 11 - zg 95 é 0 cuantil
de orde 0.95 da N(70,11). De novo podemos verificalo en R:

> gqnorm(0.95,mean=70,sd=11)

[1] 88.09339

> 70+11*qnorm(0.95,mean=0, sd=1)
[1] 88.09339

En R cando traballamos coa N(0,1) non é necesario especificar os valores da media (argu-
mento mean) e da desviacién estandar (argumento sd) nas fuciéns pnorm() e gnorm(). Podemos
escribir simplemente

> 1-pnorm((80-70)/11)
[1] 0.1816511
> 70+11*gqnorm(0.95)

[1] 88.09339
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Vexamos agora como se comportan as probabilidades asociadas a unha variable aleatoria
Normal. Sexa X unha N(u, o) e sexa k > 0 un nimero positivo. Calcularemos as probabilidades
de que X estea a menos de k desviacions estandar da media, é dicir, a probabilidade de que X
tome un valor no intervalo (u — ko, u + ko). Pola propiedade da estandarizacién da Normal é
doado comprobar que

Plp—ko <X <pu+ko)=P(—k<Z<k).

Para k = 1,2,3 e 4 obtemos as seguintes probabilidades (exercicio):

Plu— 0<X<p+o) = P(-1<Z<1) = 0683
Plu—20<X<u+2) = P(-2<7<2) = 095
Plu—30<X<u+30) = P(-3<Z<3) = 0997
Plu—40 <X <pu+40) = P(-4<Z<4) = aprox.1

Como vemos, en realidade os valores naturais para unha variable aleatoria Normal podemos
dicir que estdn no intervalo que se estende 3 (ou, se queremos ser mais estritos, 4) desviaciéns
estdndar & esquerda e 4 dereita da media. Por exemplo, se X ~ N (70, 11), entén os seus posibles
valores estaran aproximadamente no intervalo (70 — 3 - 11,70 + 3 - 11) = (37,103), ou, sendo
moi estritos, no intervalo (70 —4 - 11,70 +4 - 11) = (26, 114).

Exercicio 2.6. Suponamos que X seque unha distribucion N(u, o). Sexan xgo25 € X075 0
primeiro e o terceiro cuartil de X, é dicir, P(X < zg.25) = 0.25 e P(X < x0.75) = 0.75.
Atopa a probabilidade P(x0.25—1.5(x0.75 —%0.25) < X < 2075+ 1.5(20.75 —20.25)). Como se
relaciona isto coa construcion do boxplot que vimos no Capitulo 12 Cal é a probabilidade
de observar un dato atipico se a variable observada é Normal? Depende esta probabilidade
dos valores de j e o?

Exercicio 2.7. Suponamos que X ten distribucion N(20,3). Atopa dous valores a e b
tales que a probabilidade de que X estea entre a e b é 0.95. Xeraliza o resultado para unha
Normal calquera.

2.3.1. Sumas de variables aleatorias

En moitos problemas de estatistica aparecen sumas de variables aleatorias. A distribucion
Normal xoga un papel fundamental neste campo. Se as variables aleatorias que se suman son
Normais, entén a suma tamén é Normal; isto chamase Reprodutividade da Normal. Pero para
que a suma sexa Normal non é necesario que os sumandos sexan Normais. O Teorema Central
do Limite garante que, en xeral, cando o niimero de sumandos non é moi pequeno, a suma de
variables aleatorias é aproximadamente Normal.

Formalicemos estas propiedades:
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Reprodutividade da Normal. Suponamos que temos n variables aleatorias indepen-
dentes con distribucién Normal, é dicir, X; ~ N(u;, 0;), para i = 1,...,n, entén a suma
S =", X; tamén ten distribucién Normal:

S = zn:Xi ~ N Zn:,uu
pay =1

En particular, se as variables X; son identicamente distribuidas, é dicir, X; ~ N(u,0)
parai=1,...,n, entén

S = ZXi ~ N(np,/no).

i=1

Teorema Central do Limite. Suponamos que temos n variables aleatorias independen-
tes X;, tales que E(X;) = p; e SD(X;) = 0; para i = 1,...,n, entén a suma S =Y " | X;
ten aproximadamente distribucién Normal:

n

n
S = Z X, é aproximadamente N Z 1his

i=1 i=1

cando n non é moi pequeno.

En particular, se as variables X; tenen a mesma media e desviacién estandar, é dicir,
E(X;) =pesp(X;) =oc parai=1,...,n, entén

n
S = ZX,- é aproximadamente N (np, /no).

i=1

cando n non é moi pequeno.

Obviamente, a expresiéon “cando n non é moi pequeno” é moi imprecisa. En realidade a

aproximacién & Normal que da o Teorema Central do Limite funciona sorprendentemente ben
para valores de n relativamente pequenos. Por exemplo acostimase dicir que en xeral n > 30 é
suficiente para ter unha boa aproximacion. Non obstante, a calidade da aproximacién depende
fundamentalmente do cardcter simétrico ou asimétrico das distribuciéns das variables que se
suman. Se as distribuciéns son simétricas, pédese ter unha moi boa aproximacion para valores
moi pequenos de n. En cambio, se as distribuciéns das variables que se suman non son simétricas,
enton n ten que ser maior para obter unha boa aproximacion.

Exemplo. Vexamos como funciona o Teorema Central do Limite na préactica mediante unha
simulacién. Suponiamos que sumamos variables aleatorias con distribuciéon Uniforme. Unha
variable aletoria X ten distribucién Uniforme no intervalo [a,b], que denotamos por X ~
Uni formela,b], se a sia funcién de densidade é

_ ) = sea<z< b,
f(@) { 0  noutro caso.

E doado de comprobar que E(X) = (a+b)/2 ¢ sD(X) = /(b — a)?/12  (exercicio).
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Figura 2.11: Histogramas da suma de n variables aleatorias independentes con distribucion
Uniformel0,1]. A curva punteada é a funcién de densidade da N(0.5n, \/n/12).

Suponamos que temos n variables aleatorias independentes con distribucién uniforme no
intevalo [0, 1], é dicir, X; ~ Uniforme[0,1] parai = 1,...,n. Neste caso E(X;) = 0.5 e SD(X;) =
\/1/12. Polo tanto, segundo o Teorema Central do Limite, S = """ | X; ten aproximadamente
distribucién N (0.5n, \/n/12).

En R, podemos simular observacions destas variables mediante a funcién runif (). Por
exemplo, para simular 5 observaciéns dunha Uniforme[0, 1] escribimos

> runif (5)
[1] 0.84441470 0.86878314 0.07010354 0.75317325 0.13466467

Agora podemos simular n valores e sumalos, e & sia vez este proceso podemos repetilo tan-
tas veces como queiramos (digamos, por exemplo, 1000 veces). Con eses 1000 valores faremos
histogramas para ver como se comporta a distribucion da suma. En R:

>n <- 10 # numero de sumandos

> simulacions <- matrix(runif(1000*n),ncol=n) # matriz 1000 x n

> observacions.de.S <- rowSums (simulacions) # rowSums suma cada fila

> hist(observacions.de.S) # histog. dos 1000 valores de S

Cando n = 1 86 temos un sumando. No primeiro histograma da Figura 2.11 vemos que a
distribucion Uniforme é moi distinta da distribuciéon Normal. En cambio, conforme se aumenta
o numero de sumandos, a aproximacién da distribucién da suma 4 Normal é cada vez mellor.
Para n = 10 as distribuciéns son xa practicamente indistinguibles. O

Exercicio 2.8. Repite a simulacion do exemplo anterior, pero substituindo a distribu-
cion Uniforme pola distribucion Exponencial(1l). Conséguese a mesma calidade na apro-
ximacion @ Normal para valores pequenos de n? Como de grande debe ser n para que a
aprozimacion sexa boa?

Nota: a funcion rexp () de R permite simular observacions dunha variable aleatoria Eix-
ponencial. Por exemplo, para simular 5 observacions dunha Exponencial(l) escribimos
rezp (5, rate=1).
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Exercicio 2.9. A distribucion Normal resulta azeitada para modelizar erros de medida.
Un zarope antitusivo véndese en frascos de 200 ml. Por distintas razons, o proceso de
enchido dos frascos non é absolutamente preciso e provoca que a cantidade de liquido (en
ml) en cada frasco sexa unha variable aleatoria Normal de media 200 mil e desviacion
estandar 3 ml.

(a) Cal é a probabilidade de que un frasco contena menos de 195 ml?
(b) Cal € a probabilidade de que un frasco contena mdis de 210 ml?
(c) Cal é o valor de c tal que o intervalo (200 — ¢, 200 + ¢) inclie o 98 % dos frascos?

(d) Se un lote estd composto por 25 frascos, cal € a distribucidn da cantidade total de
xarope nun lote?

(e) Cal é a probabilidade de que un lote contena mdis de 5.02 12

2.4. Distribuciéns empregadas en inferencia estatistica

En inferencia estatistica aparecen unha serie de distribucions que son fundamentais para
aplicar os distintos métodos inferenciais. As mdis importantes son a Normal Estandar, a distri-
bucién ¢ de Student, a distribucién Chi-cadrado de Pearson e a distribucién F' de Snededor.

Distribucién Normal Estandar N(0, 1)
A distribucién Normal Estandar, habitualmente denotada por Z, é a distribucién Normal

con media 0 e desviacién estandar 1, é dicir, Z ~ N(0,1). Esta distribucién é amplamente
empregada en inferencia estatistica.

En R as funciéns pnorm() e gnorm() permiten obter a funcién de distribucién e funcién
cuantil da Normal Estandar:

> pnorm(1.43)
[1] 0.9236415
> gnorm(0.70)

[1] 0.5244005

Distribucion ¢t de Student

A distribucién ¢ de Student (ou simplemente, distribucién t) depende dun ntimero chamado
“graos de libertade” (“degrees of freedom”, en inglés). Para cada valor dos graos de liberdade, g,
temos unha distribucién ¢ distinta. Denotamos cada unha destas distribuciéns por ¢,.
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Figura 2.12: Esquerda: densidade dunha variable aleatoria con distribucion t5; a area sombreada
é a probabilidade P(—1 < t5 < 1). Dereita: comparativa das densidades ts, t19, ta5 € N(0, 1).

A densidade da t é moi similar 4 da N(0,1). Estd centrada no 0, é simétrica e ten forma
de campd. A tnica diferenza aparece nas colas da distribucién, nas que a ¢ presenta unha
maior probabilidade. A t, pode tomar valores méis extremos ca os da N(0,1). Conforme se
incrementa o valor de g, a distribucién ¢,, parécese mdis 4 N(0,1). Para g > 100 a t, e a N(0,1)
son practicamente indistinguibles (véxase a Figura 2.12). En R empregamos as funciéns pt ()
e qt O para obter probabilidades e cuantis da distribucion t.

Exemplo. Calculemos as probabilidades da forma P(—k < t5 < k), para k = 1,2,3,4, e
comparémolas coas correspondentes probabilidades que xa calculamos para a Normal. Para
calcular P(—1 < t5 < 1) escribimos en R

> pt(1,df=5)-pt(-1,df=5)

[1] 0.6367825

De forma analoga podemos obter

P(-1<t;<1) = 0.637
P(-2<t;<2) = 0.898
P(-3<t5<3) = 0970
P(-4<t;<4) = 0.989

Notese que estas probabilidades son lixeiramente menores ca as correspondentes probabilidades
da N(0,1) que calculamos na péxina 47. O
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Figura 2.13: Esquerda: densidade dunha x2; a drea sombreada ¢é a probabilidade P(0 < x2 < 5).
Dereita: densidade dunha Fj 19; a drea sombreada é a probabilidade P(0 < F5 19 < 3).

Exercicio 2.10. Emprega as funciéns gt () e gnorm() para atopar o valor a tal que: (a)
P(—a < t5 < a) =0.95; (b) P(—a < t19p < a) = 0.95; (¢) P(—a < t50 < a) = 0.95; (d)
P(—a < ty00 < a) =0.95; (e) P(—a < N(0,1) < a) =0.95.

Distribuciéon Chi-cadrado

A Chi-cadrado de Pearson é unha distribucién asimétrica con soporte [0, 400). Igual ca
no caso da t, depende dos graos de liberdade, g, de xeito que para cada valor de g temos unha
distribucién distinta. A notacién é xi- A Figura 2.13 amosa a funciéon de densidade dunha
variable aleatoria con distribucién xz.

En R as funciéns pchisq() e gchisq() permiten calcular probabilidades e cuantis asociados
a distribucién chi-cadrado.

Exemplo. Para calcular por exemplo P(1.50 < x% < 7.25) en R escribimos pchisq(7.25,df=5) -
pchisq(1.50,df=5), que resulta 0.7104. Para obter os cuantis da chi-cadrado empregamos a
funcién qchisq(): por exemplo, qchisq(0.95,10), que resulta 18.31. O

Distribucién F' de Snedecor

A ' de Snedecor (ou simplemente, I') é unha distribucién asimétrica con soporte [0, +00)
que depende de dous valores de graos de liberdade, g; e go. A notacién é Fy, ,,. A Figura 2.13
amosa a funcién de densidade dunha variable aleatoria con distribucién F5 1. En R as funcions
pf O e gf () permiten calcular probabilidades e cuantis asociados & distribucién F'.

Exemplo. En R para obter o cuantil de orde 0.95 dunha F3 ; escribimos qf (0.95,5,10), que
resulta 3.33. U
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2.5. Conceptos relevantes en biomedicina

2.5.1. Clasificaciéon. Sensibilidade e especificidade. Prevalencia e in-
cidencia

Un gran numero de problemas en estatistica poden describirse da seguinte maneira: unha
poboacién estd dividida en dias clases disxuntas 4s que nos referiremos xenericamente como
“clase Positiva” (P) e “clase Negativa” (N) e queremos clasificar un individuo nunha desas
duas clases. Un procedemento de asignacién consiste en clasificar un individuo nunha das
duas clases en base & informacién disponible sobre ese individuo. Desafortunadamente, o pro-
cedemento de asignacion case nunca serd perfecto e, as veces, cometera erros: alguns individuos
seran clasificados incorrectamente porque a informacion da que se dispén pode ser enganosa.
Debido a esta imperfeccién, necesitamos avaliar a calidade do procedemento de asignacion.

Exemplos.

- Diagnose médica: detectar se unha persoa sofre unha determinada enfermidade ou non.
- Diagnose médica: decidir se un paciente sofre a enfermidade A ou a enfermidade B.

Computacién: filtrar os correos electronicos para decidir se son verdadeiros ou se son
spam.

- Teorfa do sinal: distinguir entre sinal e ruido.

- g

Consideremos unha proba médica desenada para detectar a presenza ou ausencia dunha
determidada enfermidade. A partir dun protocolo (cuestionario, anélises clinicas, procedementos
médicos etc.) a proba proporciona unha resposta binaria:

= Positivo (P): o individuo ¢é diagnosticado como “enfermo”.

= Negativo (N): o individuo ¢é diagnosticado como “non enfermo/san”.

Gustarfanos que a proba clasificase a todos os individuos correctamente, dando un valor
Positivo a todos os enfermos e un valor Negativo a todos os non enfermos. Non obstante, na

maiorfa dos casos practicos isto non ocorrerd e alguns individuos seran clasificados incorrecta-
mente. Aparecen entén os seguintes erros de clasificacion:

= algins individuos que realmente padecen a enfermidade, debido &s stas caracteristicas
particulares, non serdn diagnosticados como enfermos (falsos negativos);
= e, de xeito andlogo, algins individuos non enfermos seran incorrectamente clasificados

como enfermos (falsos positivos).

Cando se aplica un procedemento de asignacién aparecen polo tanto as catro situacions que
se recollen no cadro seguinte:
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status
enfermo non enfermo
(status P) (status N)
enfermo verdadeiro positivo falso positivo
(diagnose P) VP FP
diagnose

non enfermo falso negativo verdadeiro negativo
(diagnose N) FN VN

A calidade dun procedemento de asignacion midese a través das seguintes probabilidades
condicionadas:

» fraccién de verdadeiros positivos = Fve = P(diagnose P | status P)

» fraccién de verdeiros negativos = FVN = P(diagnose N | status N)

= fraccién de falsos positivos = rrp = P(diagnose P | status N) =1 — FVN

» fraccién de falsos negativos = FFN = P(diagnose N | status P) = 1 — Fvp

A fraccién de verdadeiros positivos, FVP, chdmase sensibilidade?. A fraccién de verda-
deiros negativos, FVN, chdmase especificidade®. Por outra parte, das catro probabilidades
anteriores s6 ddas son relavantes xa que FFP = 1 — FVN e FFN = 1 — FVP. Habitualmen-
te, para describir a precisiéon dunha proba diagndstica emprégase o par de probabilidades
(rrpP, FVP) = (1 — especificidade, sensibilidade):

= Unha proba perfecta terfa FFP = 0 (especificidade = 1) e FvP = 1 (sensibilidade = 1).

= Unha proba completamente inttil terfa FFP = FVP (a proba non ten ningunha relacién
coa enfermidade).

= En xeral, as probas terdn Frp > 0 e FVP < 1.

= As probabilidades FFP e FVP tamén se poden empregar para comparar distintos procede-
mentos de asignacion.

Exemplo. En novembro de 2020 a Comision Europea adoptou unha serie de recomendaciéns
para o uso de tests rapidos de antixenos para a deteccién de infeccién por SARS-CoV-2. En
particular, esixiu que os tests presentasen como minimo unha sensibilidade do 80% e unha
especificidade do 97 %. O

Outros dous conceptos importantes no estudo de probas diagnésticas, especialmente desde
o punto de vista epidemioléxico, son a prevalencia e a incidencia:

2En inglés: “sensitivity”.
3En inglés: “specificity”.
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= A prevalencia é a proporcién de individuos que padecen a enfermidade nun determinado
momento. Por exemplo, no caso de enfermidades infecciosas, como a COVID-19, fédlase
de “casos activos”, é dicir o nimero de persoas que estan contaxiadas con infeccién activa
nun momento determinado. Noutro tipo de enfermidades de longa duracion, como por
exemplo a diabetes, a prevalencia é simplemente a proporcién de individuos que padecen
esta enfermidade.

= A incidencia d4 informacién sobre o nimero de casos novos que contraen a enfermi-
dade ao longo dun periodo de tempo determinado. Este é un concepto importante no
caso das enfermidades infecciosas de curta duraciéon. Por exemplo, no caso da COVID-19
empregouse a “incidencia nos tltimos 14 dias por cada 100.000 habitantes” para analizar
a evolucion da epidemia nunha zona xeografica.

Se a prevalencia da enfermidade na poboacién total é 7 = P(status P), entén podemos apli-
car o Teorema das Probabilidades Totais para obter a probabilidade global de clasificacion
errénea (M) da proba diagnéstica:

P(M) = P(M |status P)P(status P) + P(M | status N)P(status N)
= (1 —rFvP)r 4+ FrP(l — 7).

Exemplo. (cont.) Suponamos que, seguindo as recomendaciéns a Comisién Europea, un test
rapido de antixenos ten unha sensibilidade do 85% e unha especificidade do 98 %. Se nun
momento determinado a prevalencia é do 1.2 %, entén a probabilidade global de clasificacién
errénea é

(1 -0.85)-0.012 + (1 —0.98) - (1 — 0.012) = 0.02156.

Polo tanto, o 2.16 % dos diagndésticos serdn erréneos (incluindo falsos positivos e falsos negati-
vos). O

Esta probabilidade global de clasificacién errénea pddese empregar nalgunhas situaciéns para
resumir a calidade do procedemento de asignacion, pero habitualmente non resulta informativa
porque as consecuencias dos dous tipos de erro non son simétricas:

- Un falso negativo significa que o individuo esté realmente enfermo, pero non se lle diag-
nostica a enfermidade. Polo tanto non recibird o tratamento adecuado ou, no caso dunha
enfermidade contaxiosa, poderd contaxiar a outras persoas ao non tomar as medidas pre-
ventivas oportunas. En xeral as consecuencias dun falso negativo son bastante graves.

- Ainda que obviamente depende moito da enfermidade concreta, os falsos positivos son
en xeral menos graves. Se un individuo san é diagnosticado como enfermo, seguramente
terd que seguir algun tratamento ou tomar certas medidas preventivas innecesarias no seu
caso. A parte destes inconvenientes persoais, as consecuencias non son en xeral graves.

Esa é a razon pola que se prefire o par de probabilidades (FFP, FVP) para describir a calidade
da proba. Ademais, como vimos antes, a probabilidade global de clasificacién errénea depende
da prevalencia, e esta cantidade moitas veces é desconecida ou dificil de estimar.

As probabilidades anteriores (sensibilidade, especificidade, prevalencia) son interesantes des-
de o punto de vista médico ou epidemioléxico. Pero desde o punto de vista do individuo resulta
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mais importante contestar ds seguintes preguntas: se a proba deu un resultado positivo, cal é
a probabilidade de que padeza a enfermidade?, ou se a proba deu un resultado negativo, cal
é a probabilidade de non ter a enfermidade? Estas probabilidades condicionadas denominanse
valores preditivos:

= valor preditivo positivo = vpPpP = P(status P | diagnose P),

» valor preditivo negativo = vPN = P(status N | diagnose N).

Unha proba diagnéstica perfecta terfa que diagnosticar perfectamente a enfermidade, é dicir
terfa que ter VPP = 1 e VPN = 1. Por outra parte, unha proba completamente inttil desde o
punto de vista da diagnose non daria ningunha informacién sobre o status real do paciente, é
dicir, teria

VPP = P(status P | diagnose P) = P(status P) =«

VPN = P(status N | diagnose N) = P(status N) =1 —,
onde 7 é a prevalencia.

Os valores preditivos poden escribirse en termos da sensibilidade, especificidade e prevalencia
grazas ao Teorema de Bayes:

VPP = P(status P | diagnose P)
P(diagnose P | status P)P(status P)
P(diagnose P | status P)P(status P) + P(diagnose P | status N)P(status N)
FVP T
FVP T+ FFP (1 — )
sensibilidade -
sensibilidade - 7w + (1 — especificidade) - (1 — 7)’

(1 —-FFP) (1 —m)

VEN = (1—¥FpP) (1—7m)+(1—FVP) 7

especificidade - (1 — ) (exercicio)
- . X
especificidade - (1 — 7) + (1 — sensibilidade) - w

Exemplo. (cont.) Seguindo co mesmo exemplo, suponiamos que un test de antixenos ten unha
sensibilidade do 85 %, unha especificidade do 98 % e que a prevalencia é do 1.2%. Os valores
preditivos son

— 0.85-0.012 o
©0.85-0.012+ (1 —0.98)- (1 —0.012)

0.98 - (1 —0.012)
VPN = = 0.998.
0.98-(1—0.012) + (1 — 0.85) - 0.012

Notese o valor sorprendentemente baixo do vPP. Por que ocorre isto? (exercicio) g
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Exercicio 2.11. No exemplo anterior:

(a) Mantendo unha especifidade do 98 % e a prevalencia igual ao 1.2 %, podemos alcan-
zar un valor preditivo positivo igual a 1 para algin valor da sensibilidade? Cal € o
maximo valor posible do valor preditivo positivo?

(b) Calcula os valores preditivos se a prevalencia é do 5 % (mantendo a sensibilidade no
85 % e a especifidade no 98 %). Poderia agora alcanzarse un valor preditivo positivo
de 1 para algin valor da sensibilidade?

(¢) Programa unha funcidn en R que tena como argumentos a sensibilidade, a especifi-
cidade e a prevalencia e devolva os valores preditivos positivo e negativo.

2.5.2. A curva ROC

En moitas ocasiéns, a informacién sobre os individuos en estudo é de tipo continuo. Por
exemplo, nunha proba médica, pddense empregar diversos biomarcadores continuos para a
diagnose dunha enfermidade (peso, indice de masa corporal, concentracién de glucosa, presién
arterial etc.). De feito, habitualmente a informacién contén variables de distinto tipo (categé-
ricas, ordinais, continuas). A partir de agora consideraremos que toda a informacién relativa a
un individuo se reduce a unha variable continua Y, que lle chamaremos variable de diagnose.
Esta variable pode construirse na practica como combinacién doutras variables.

Como a informacion vén dada a través dunha variable continua, o procedemento de asig-
nacién ten que facerse comparando esa variable cun certo punto de corte, ¢. Suponiamos que
os individuos da clase Positiva tenden a presentar valores da variable de diagno-
se maiores ca os valores que presentan os individuos da clase Negativa. Entén o
procedemento de asignacion é o seguinte:

= Se Y > ¢ entén o individuo é asignado a clase Positiva (P).

= Se Y < ¢ entén o individuo é asignado & clase Negativa (N).

Se foramos capaces de atopar un punto de corte ¢ de tal xeito que todos os individuos da clase
Positiva presentasen valores da variable de diagnose por riba de ¢ e todos os da clase Negativa
presentasen valores por debaixo de ¢, entén o procedemento de asignacién seria perfecto. Pero
esta situacién ideal non ocorre na practica porque normalmente o conxunto de posibles valores
da variable de diagnose nas dias clases (¢ dicir, os soportes) soldpanse. Isto lévanos de novo
aos dous tipos de erros que xa conecemos:

- Alguins individuos da clase Positiva poden presentar un valor na variable de diagnose
menor que ¢ e polo tanto seran asignados 4 clase Negativa (falsos negativos).

- Analogamente, o valor dalgins individuos da clase Negativa pode exceder o punto de
corte ¢ e polo tanto serdn asignados & clase Positiva (falsos positivos).
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Por suposto, os erros de clasificacién dependen do punto de corte c. Se cambiamos o
punto de corte, enton as probabilidades de cometer cada un dos posibles erros tamén cambiran.

A partir de agora asumiremos que a variable de diagnose se modeliza mediante dias variables
aleatorias: Yp na clase Positiva e Yy na clase Negativa. A stas funciéns de distribucién son

= na clase Positiva: Fip(c) = P(Yp < ¢),

= na clase Negativa: Fy(c) = P(Yy < ¢).

Tal e como xa dixemos, estamos suponendo que os individuos da clase Positiva tenden a ter
valores mais altos da variable de diagnose ca os da clase Negativa. En termos probabilisticos,
formalmente isto significa que Yp é estocasticamente maior ca Yy, é dicir, Fp(c) < Fy(c) para
todo c.

Para un punto de corte ¢, as probabilidades que empregabamos para analizar a calidade do
procedemento de asignacion son

FvP = P(Yp >c¢) =1— Fp(c) = sensibilidade,
FFP = P(Yy >c¢) =1— Fxn(c) =1 — especificidade.

FExemplo. Suponamos que as variables de diagnose na clase Negativa e Positiva tenen distri-
buciéns Yy ~ N(0,0.75) e Yp ~ N(2,1), respectivamente, e tomemos ¢ = 1.0. Entén

Fvp = P(Yp>c¢)=P(N(2,1)>1.0)=0.84
FFP = P(Yy > ¢) = P(N(0,0.75) > 1.0) = 0.09

Con este punto de corte alcanzariase polo tanto unha sensibilidade de 0.84 e unha especificidade
de 1 —0.09 = 0.91. O

Se o punto de corte varia, as probabilidades FFP e FVP tamén o fardn, tal e como podemos
ver na Figura 2.14. Entén podemos consideralas como funciéns de c:

FvP(c) = P(Yp > ¢) =1 — Fp(c) e  FFP(c)=P(Yy >c¢)=1— Fy(c).

Se movemos o punto de corte ¢ de forma continua ao longo do soporte das variables Yp e Yy e
representamos os pares de puntos

(FFP(c), FVP(c)) = (1 — especificidade(c), sensibilidade(c))

obtemos unha curva que se chama curva ROC (do inglés Receiver Operating Characteristic
Curve), tal e como se ilustra na Figura 2.15.

A curva ROC é polo tanto o lugar xeométrico do plano formado polos puntos

{(FFP(C),FVP(C))7 ce R} = {(1 — Fy(c), 1= Fp(c)), c € ]R}.

Se facemos o cambio de variable p = 1 — Fy(c) entén podemos reparametrizar a curva ROC
como

{o1-Ferta-p). 0<p<i},
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FvP = 0.93 FVP = (0.84 FVP = 0.69
FFP = 0.25 FFP = 0.09 FFP = (.02

Figura 2.14: Ao variar o punto de corte ¢ obtemos distintos valores para as probabilidades FFp
(1—especificidade) e FVP (sensibilidade).

FUP = sensibilidade
FVP = sensibilidade

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

FFP = 1-especificidade FFP = 1-especilicidade

Figura 2.15: Construcién da curva ROC. Ao variar o punto de corte ¢ obtemos os pares
(FFP(c), FVP(c)), que, ao representalos no cadrado unidade, permiten obter a curva ROC.
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Noétese que cando ¢ varfa en (—oo, +00), p varfa en (0,1). Incluso podemos considerar a curva
ROC como unha funcién matematica de p expresdandoa como

ROC(p) =1 — Fp(Fy'(1—p)), para0<p<1,

onde Fp é a funcién de distribucién da variable de diagnose na clase Positiva e F' 151 é a funcién
cuantil da variable de diagnose na clase Negativa.

2.5.3. Propiedades da curva ROC

= A curva ROC estd contida no cadrado unidade [0, 1] x [0, 1].

A curva ROC conecta os puntos (0,0) e (1,1). (exercicio)

A curva ROC é unha funcién mondétona crecente, é dicir, se p; < po entén ROC(p1) <
ROC(p2). (exercicio)

Se as distribuciéns da variable de diagnose na poboacién positiva e na poboacién negativa
son iguais, entén FFP(c) = FVP(c) para calquera valor de c. Neste caso a curva ROC é
a diagonal do cadrado, tal e como se amosa na Figura 2.16-(a). O procedemento de
asignacion resulta completamente inttil.

Por outra parte, un procedemento de asignacién perfecto separaria perfectamente as po-
boaciéns Positiva e Negativa. Isto é, para algin valor do punto de corte ¢ (ollo! pero non
necesariamente para todos) teriamos Fvp(c) = 1 e FFP(c) = 0. Neste caso a curva ROC
situariase ao longo do lado esquerdo e da parte superior do cadrado unidade, tal e como
se amosa na Figura 2.16-(b).

A maior parte dos procedementos de asignacion presentan curvas ROC que estéan entre
as dos dous casos anteriores, como a que se amosa na Figura 2.16-(c).

Se a curva ROC estd por debaixo da diagonal, entén significa que as distribuciéns das
variables de diagnose estan orientadas ao revés, é dicir, os individuos da clase Positiva
tenden a tomar valores menores ca os da clase Negativa. Neste caso podemos facer dias
cousas: ou ben cambiar de signo a variable de diagnose ou ben facer a asignacién ao revés
(asignar & clase Positiva cando a variable de diagnose é menor ca c).

A curva ROC ¢ invariante ante transformaciéns estritamente crecentes da variable de
diagnose (por exemplo, non se ve afectada por cambios de escala ou incluso por transfor-
maciéns logaritmicas).

As curvas ROC poden empregarse para comparar procedementos de asignacién. Com-
parando por exemplo as curvas ROC que aparecen na Figura 2.17 podemos dicir que o
procedemento baseado no test A é mellor ca o procedemento baseado no test B porque
a curva ROC do test A estd sempre por riba da curva ROC do test B. Para calquera
valor da FFP, p, a FVP do test A é sempre maior ca a do test B. De xeito similar, se
escollemos puntos de corte c4 e cp para os cales FVP4(ca) = FVPp(cp), entén as FFPs
estan ordenadas en favor do test A xa que FFP4(ca) < FFPg(cp).
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(a) (b) ()
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Figura 2.16: Distintos tipos de curvas ROC: (a) o procedemento de clasificacién ¢ completamente
inutil; (b) o procedemento de clasificacion é perfecto; (¢) exemplo de curva ROC habitual na
préctica.

perfecto

indtil

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figura 2.17: Comparacién de dous procedementos de asignacion a través das sias curvas ROC.
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= Desde un punto de vista practico, a curva ROC dd unha descricion completa dun procede-
mento de asignacién baseado nunha variable de diagnose continua, facilita a comparacién
e a combinacién de informacién para obter procedementos de asignacién mellores e axuda
na eleccion do punto de corte en problemas aplicados.

2.5.4. Valores resumo da curva ROC: a area debaixo da curva e o
indice de Youden

Como acabamos de ver, a curva ROC é unha descricién completa sobre o comportamento dun
procedemento de asignacién baseado nunha variable de diagnose continua. En moitas ocasiéns
a curva ROC acompénase de medidas resumo que describen algin aspecto particular. Os mais
empregados son a area debaixo da curva e o indice de Youden.

A area debaixo da curva (AUC, do inglés area under the curve) é a medida resumo da
curva ROC mais empregada. Definese como

1
AUC:/ ROC(p)dp.
0

Vista a construcion da curva ROC, a AUC tomara valores entre 0.5 e 1:
= AUC = 0.5 correspondese coa curva ROC que coincide coa diagonal, e polo tanto cun
procedemento de asignacion intutil.
= AUC = 1 correspondese cun procedemento de asignacién perfecto.
= A maior parte das curvas ROC na préactica tenen AUCs entre 0.5 e 1.

s Se dous procedementos, A e B, verifican que ROC4(p) > ROCp(p) para todo 0 < p < 1,
entén obviamente AUC4 > AUCR. Non obstante, o contrario non é necesariamente certo
(pensemos por exemplo en curvas ROC que se crucen).

= A AUC ten unha interpretacién probabilistica importante: se Yp e Yy son as variables de
diagnose de dous individuos escollidos de forma independente, o primeiro da clase Positiva
e o segundo da Negativa, entén Auc = P(Yp > Yy).

O indice de Youden (IY) é a mdxima diferenza entre as probabilidades FVP(c) e FFP(c).
Pode expresarse de varias formas:

IY

sup |FvP(c) — FFP(c)|

= s;p |sensibilidade(c) 4 especificidade(c) — 1|
= swp (1= Fp(c)) — (1 = Fx(0))|

= sup|Fx(e) = Frlc)

= méx |[ROC(p) — p|.
)
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Figura 2.18: Construcion do indice de Youden.

Da segunda expresién vemos que o indice de Youden maximiza a suma da sensibilidade e a
especificidade. Da penultima expresion, vemos que o indice de Youden é a méaxima separacién
entre as funciéns de distribucion da variable de diagnose nas clases Positiva e Negativa. Da
dltima expresion vemos que o indice de Youden tamén é a maxima distancia vertical entre a
curva ROC e a diagonal, tal e como se pode comprobar na Figura 2.18. Os valores do indice de
Youden estan entre 0 (procedemento initil) e 1 (procedemento perfecto).

O punto de corte asociado ao indice de Youden pode empregarse como punto de corte
6ptimo, no sentido que serd o punto que maximice a suma de sensibilidade e especificidade.
Sexa pg o valor para o cal IY = ROC(pg) — po, entén o punto de corte Gptimo é

o cuantil de orde (1 — py) de Yy, é dicir, F5*(1 — po),

ou ben
o cuantil de orde (1 — ROC(py)) de Yp, é dicir, Fp' (1 — ROC(py))-

Desde o punto de vista tedrico, estes dous valores coinciden.

Exemplo. (cont.) Sexan Yy ~ N(0,0.75) e Yp ~ N(2,1). A curva ROC correspondente aparece
na Figura 2.19. Ten as seguintes caracteristicas:

= AUC = 0.95.

= 1Y = 0.75, que se obtén para p = 0.099. Nese caso a especifidade é 1 —0.099 = 0.901 e a
sensibilidade é 0.850.
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ROC(p)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.19: Curva ROC correspondente &s variables de diagnose Yy ~ N(0,0.75) e Yp ~
N(2,1).

= O punto de corte asociado ao indice de Youden é o cuantil de orde 0.901 da N(0,0.75),
ou o cuantil de orde 1 —0.850 = 0.15 da N(2, 1). Nos dous casos o valor do punto de corte
resulta 0.965.

2.5.5. A curva ROC binormal

Cando as distribuciéns da variable de diagnose nas poboaciéns Positiva e Negativa son
Normais, entén a curva ROC correspondente chamase curva ROC Binormal. Sexa Yp ~
N(pp,op) e Yy ~ N(uy,on). Entén a curva ROC Binormal é

ROC(p) = ®(a +b d'(p)),

onde ® e ®~! son a funcién de distribucién e a funcién cuantil da Normal Estdndar, respecti-
vamente, e
Hp — UN ON
= ——"— ¢ b= —".
op op

a

A AUC asociada 4 curva ROC Binormal é

Hp — UN a
AUC=0 | ——— | =0 — i
(«/0%4—01%) (\/1+b2)
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Exercicio 2.12. Suponamos que se estd estudando a posibilidade de empregar a concen-
tracion de glucosa medida sobre unha gota de sangue obtida mediante unha sinxela puncion
nun dedo para diagnosticar a diabetes. Sdbese que as distribucions da variable de diagnose
nas poboacidns Positiva (individuos diabéticos) e Negativa (individuos non diabéticos) son
Yp ~ N(130,25) e Yy ~ N(90,15), respectivamente.

(a) Coa azuda de R, calcula a curva ROC' e represéntaa graficamente.
(b) Calcula o valor da AUC.

(¢) Acha o indice de Youden e o correspondente punto de corte. Cales son os valores da
sensibilidade e da especificidade para ese punto de corte? Nota: para atopar o indice
de Youden pddese facer unha bisqueda numérica nun vector de puntos p da forma
(0.001,0.002, ...,0.999,1).

(d) Representa nun mesmo grdfico as funcidns de densidade das variables Yp e Yy e
identifica o punto de corte asociado ao indice de Youden no soporte. Que caracte-
ristica grdfica cumpre?

Exercicio 2.13. Suponamos que as densidades das variables de diagnose nas poboacions
Negativa e Positiva son as sequintes:

~J O sey <0, _J 0 sey <1,
fN(y)_{ e sey>0. fp(y)—{ eVt sey > 1.

Notese que Yy ~ Exponencial(1l). Por outra parte, Yp compdrtase como E + 1, onde
E ~ Ezponencial(1).

(a) Obtén a formula explicita da curva ROC e represéntaa graficamente.
(b) Atopa o valor da AUC.

(¢) Atopa o valor do indice de Youden e o correspondente punto de corte. Cales son a
sensibilidade e a especificidade asociadas a ese punto de corte?
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3.1. Que é a inferencia estatistica?

A Inferencia Estatistica é unha coleccién de métodos que emprega os datos observados
para inferir algiin conecemento sobre distintas caracteristicas da distribucion da variable aleato-
ria que xerou eses datos. De xeito mais formal, a pregunta & que responde a inferencia estatistica
¢é: dado un conxunto de observaciéons dunha variable aleatoria X con distribucion
desconecida F', como podemos inferir algo sobre F'?

Proceso de xeracién dos datos

X var}abl.e al?é’lt}OI‘la Datos X1, Xs, ..., X,,
con distribucién F

Inferencia Estatistica

Tipos de métodos inferenciais:

= Inferencia non paramétrica: o obxectivo principal é facer inferencia sobre caracteris-
ticas xerais da distribucién da variable de interese sen asumir ningiin modelo particular.

Exemplo. Dada unha variable aleatoria X con media p = E(X) e funcién de distribucién
F, podemos facer inferencia sobre p, ou incluso sobre F, sen asumir ningiin modelo
especifico para F.

= Inferencia paramétrica: o obxectivo é facer inferencia sobre un ou varios parametros
que caracterizan a distribucion da variable de interese baixo a suposicion de que esta
segue algin modelo paramétrico.

Exemplo. Supofiamos que a variable de interese X ten distribucién N(u, o). Queremos
facer inferencia sobre o cuantil de orde 90 % de X. Poderemos empregar dalgiin xeito o
feito de que X sexa Normal no proceso inferencial?

Metodoloxias inferenciais:

» Estimacion puntual de cantidades numéricas (por exemplo os pardmetros que carac-
terizan unha distribucién, estimacién de probabilidades, estimacién de cuantis etc.) e
estimacion de curvas (estimacion da funcién de distribucién, da funcién de densidade, da
curva ROC etc.).

» Intervalos de confianza (para pardmetros ou outras cantidades numéricas) e bandas
de confianza (para curvas).

s Tests de hipdteses (comparacién de medias, comparacién de varianzas, tests de bondade
de axuste etc).
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3.2.

A poboacién é o conxunto de obxectos ou individuos de
interese no estudo estatistico. Dada unha poboacién de ob-
xectos ou individuos, o estudo centrarase nalgunha caracte-
ristica particular destes. Esta caracteristica serda unha varia-
ble aleatoria, X, & cal lle chamaremos variable aleatoria
poboacional, ou simplemente poboacion.

Na maior parte das ocasions, non poderemos observar a to-
dos os individuos da poboacién. No seu lugar, traballaremos
cunha mostra, que é un subconxunto pequeno de indivi-
duos da poboacién. A mostra debe ser seleccionada adecua-
damente por algin método de mostraxe. O ndmero de
observaciéns na mostra chdmase tamano mostral.

Cada un dos elementos da mostra proporcionara unha ob-
servacién da variable aleatoria poboacional X. Se o tamano
mostral é n, entén a mostra é a coleccion de variables aleato-
rias X1, Xo, ..., X,,. Os datos son as realizaciéns numéricas
destas variables aleatorias. Neste curso asumiremos que as
observacions son variables aleatorias independentes. Isto da
lugar a unha mostra aleatoria simple. Tamén se di que as
variables que forman a mostra son independentes e iden-
ticamente distribuidas (i.i.d.).

Desde un punto de vista estatistico, interesaranos algunha
caracteristica particular da variable aleatoria poboacional X
(por exemplo, a stia media, a sia varianza, un cuantil, unha
certa probabilidade etc.)

A caracteristica de interese obxecto de estudo chamase pa-
rametro. O pardmetro estd relacionado coa distribucién de
X.

Para facer inferencia sobre o parametro empregaremos algin
calculo sobre os datos que obtivemos na mostra. Un estatis-
tico ¢é calquera funcién dos datos T = T'( X, ..., X,,). Como
T é unha funcién de variables aleatorias, 7" tamén sera
unha variable aleatoria coa sia propia distribucién (de-
nominada distribucién na mostraxe de T'), a sia propia
media, a stia varianza, os seus cuantis etc.

Alguns conceptos basicos da inferencia estatistica

Exemplo. Estase a realizar un es-
tudo sobre hipertension en homes de
mais de 65 anos sen patoloxias pre-
vias. En particular, deséxase estudar
o comportamento da presion arterial
sistélica. A variable aleatoria poboa-
cional é X =“presion arterial sisto-
lica (dun home de mais de 65 anos
sen patoloxias previas)”. Obviamen-
te a presion arterial pode variar dun
individuo a outro.

Obviamente, non poderemos medir a
presion arterial de todos os homes de
mais de 65 anos. No seu lugar, se-
lecciénase unha mostra de 250 per-
soas, convenientemente seleccionadas
entre o grupo de homes maiores de 65
anos sen patoloxias previas.

Os valores da presién arterial sistéli-
ca recollidos sobre os 250 homes da
mostra son:

154,130, 158, 142,125, ..., 136, 164

Neste estudo sobre hipertension inte-
résanos facer inferencia sobre o cuan-
til de orde 0.90 da presién arterial sis-
télica.

Neste caso o parametro é o cuantil
0.90 de X, ¢ dicir, F'~1(0.90), onde
F~1 6 a funcién cuantil de X.

Por exemplo, para estimar o cuan-
til 0.90 poboacional parece bastan-
te razoable empregar o cuantil mos-
tral. Entén o cuantil mostral de orde
0.90 (que podemos calcular a partir
da mostra) serd o estatistico empre-
gado para estimar o correspondente
cuantil poboacional (que é unha can-
tidade desconecida). O
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Os estatisticos empréganse con dous obxectivos:

(a) Para estimar un pardmetro. Neste caso, o estatistico recibe o nome de estimador. Algins
exemplos importantes son:

- a media mostral, que permite estimar a media poboacional;

a varianza mostral e a desviacion estandar mostral, que permiten estimar a varianza
poboacional e a desviacion estdandar poboacional, respectivamente;

- os cuantis mostrais, que permiten estimar os cuantis poboacionais;

as proporcions mostrais ou frecuencias, que permiten estimar probabilidades;

- etc.

(b) Para levar a cabo outros procedementos inferenciais, como por exemplo a construcién de
intervalos de confianza ou tests de hipdteses.

3.3. Estimacion puntual

Suponamos que estamos interesados en facer inferencia sobre un certo parametro 6 rela-
cionado coa distribucién da variable aleatoria poboacional X. A estimaciéon puntual consiste
en dar un valor numérico para o parametro a través dun estimador calculado cos datos obtidos
a partir da mostra. O estimador é un estatistico (é dicir, unha funcién dos datos) especialmente
desenado para estimar o pardametro de interese.

En moitas ocasiéns poden existir varios posibles estimadores para un mesmo parametro.
Nese caso teremos necesidade de comparar os estimadores para decidir cal deles ten un mellor
comportamento na practica. Para iso establecemos unha serie de propiedades tedricas que nos
permiten estudar a calidade dos estimadores. En xeral, estas propiedades poden comprobarse
sen necesidade de conecer o verdadeiro valor do parametro.

Denotamos por 6 o parametro poboacional que queremos estimar. Suponiamos que dispone-
mos dunha mostra aleatoria simple X1, X5, ..., X,, de X. Denotamos o estimador de # por 6,
(enfatizamos asi que o estimador depende do tamano mostral).

Exemplo. No estudo sobre a hipertension, o parametro de interese é o cuantil 0.90 da dis-
tribucién da variable aleatoria poboacional “presion arterial sistdlica”. Como xa dixemos, un
estimador razoable poderia ser o cuantil mostral de orde 0.90. Pero sera este un bo estimador
para o pardametro de interese? O

Innesgadez e innesgadez asintética. O nesgo! de 6, como estimador do pardmetro 0 é

Bias(6,,) = E(6,) — 0.

Un estimador é innesgado se B1as(f,,) = 0, é dicir, se E(f,,) = 6. Isto significa que, como
variable aleatoria, o estimador esta centrado no verdadeiro valor do parametro.

'En inglés, bias.
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Nalgunhas ocasions, esixirlle a un estimador que sexa innesgado resulta moi restritivo, por
iso se pode relaxar a propiedade a que o estimador sexa asintoticamente innesgado,
que é aquel que cumpre

lim BIAS(én) =

n—o0

Obviamente, todo estimador innesgado tamén sera asintoticamente innesgado.

Consistencia. O erro cadratico medio de én como estimador de 6 é
. . . .12
EcM(6,) = E [(9n - 0)2} = VAR(0,) + {BIAS(@n)}

O estimador 6,, é consistente se

lim EcMm(6,,) =

n—oo
A vista da definicién do erro cadrético medio, para que un estimador sexa consistente tera
que ser asintéticamente innesgado e tal que a sta varianza se faga pequena ao aumentar
o tamano mostral.

O erro cadratico medio mide a distancia entre o estimador e o parametro, polo tanto
valores pequenos do erro cadratico medio significan que o estimador é moi preciso. Cando
disponiemos de varios estimadores para un mesmo pardmetro, podemos comparalos a tra-
vés dos seus erros cadraticos medios. Mais formalmente, sexan 91 e 92 dous estimatores
do parametro . O estimador 0, é méis eficiente ca f se ECM(;) < ECM(6), ou, equi-
valentemente, ECM(6;)/EcM(fy) < 1. O cociente ECM(6;)/ECM(6,) chdmase eficiencia
relativa.

Erro estdndar e normalidade asintética. O erro estandar dun estimador é a sia desvia-

cién estandar
SE(0,) = +1/ VAR(G,,).

Esta cantidade xoga un papel fundamental na inferencia estatistica. Normalmente sera
desconecida e polo tanto tamén tera que ser estimada.

Un estimador én é asintoticamente Normal se
0, — 0
SE(6,)

é aproximadamente N (0, 1).

3.3.1. Estimacion da media: a media mostral
Fxemplo. Consideremos o conxunto de datos DIABETES. Queremos estimar a media da con-
centracién de glucosa (variable glu) no grupo de mulleres non diabéticas. Sexa X a variable

aleatoria poboacional “concentracién de glucosa dunha muller non diabética”.

> diabetes <- read.table(file="datos-diabetes.txt",header=TRUE)
> attach(diabetes)

Seleccionemos a nosa mostra:
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> mostra <- glu[type=="No"]
> n <- length(mostra)

O tamano mostral é n = 132. O pardmetro que queremos estimar é y = E(X). O estimador
natural de p é a media mostral, que en R se calcula coa funcién mean():

> mean (mostra)
[1] 113.1061

Pero terd este estimador boas propiedades tedricas? Vexamolo a continuacién. O

Suponamos que Xy, Xs, ..., X,, ¢ unha mostra aleatoria simple de X. Suponamos que pu =
E(X) é o pardmetro que queremos estimar. Ademais, supofiamos que VAR(X) = 02. A media

mostral é
N
p=X=- Z X;.
i=1
A media mostral ten as seguintes propiedades:

» /i = X é un estimador innesgado para i, xa que E(X) = y. Podemos demostralo
facilmente:

B(X) = ZX @ ZX @1ZE © 2 Zﬂ—fz

En (a) empregamos que as constantes multiplicativas poden sacarse da esperanza; en (b)
empregamos que a esperanza da suma é a suma das esperanzas; en (c) empregamos que
a mostra estd formada por variables aleatorias identicamente distribuidas e polo tanto
todas tenen esperanza fi.

» 1 = X éun estimador consistente para i, xa que, como acabamos de ver, é innesgado
e ademais a sia varianza é
2

1 — @ 1 ® 1 1 < no?: o

* a C

VAR(X) = VAR *EXZ- = VA EX = EV X;) = 202:—:—.

n2 2
n 4 n n
i=1 i=1

En (a) empregamos que as constantes multiplicativas saen da varianza ao cadrado; en
(b) empregamos que a varianza da suma é a suma das varianzas porque as variables
son independentes (recordemos que estamos traballando cunha mostra aleatoria simple);
en (¢) empregamos que a mostra estd formada por variables aleatorias identicamente
distribuidas e polo tanto todas tefien a mesma varianza, que 4 sia vez coincide con o2.
Concluimos asi que a varianza de X vai a cero cando n — oc:

2
0" n—oo

VAR(X) = — =30.
n
Ademais, de aqui tamén deducimos que o erro estandar da media mostral é

SE(X) =

o
7

4D

onde o é a desviacion estandar poboacional. O erro estandar de X depende polo tanto da

desviacion estandar poboacional, que tamén tera que ser estimada na practica.
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s A distribucién na mostraxe de X depende da distribucién da variable poboacional X.
Non obstante, como a media mostral é esencialmente unha suma de variables aleatorias, o
Teorema Central do Limite garante que a distribucién de X sempre pode ser aproximada
por unha distribucién Normal. A aproximacién vén dada por

- o
X ¢ aproximadamente N (,u, — .
vn

Equivalentemente, podemos reescribir a expresién anterior como
Xu X-u
o/v/n  sE(X)

é dicir, X é asintoticamente Normal.

é aproximadamente N (0, 1),

= Cando dispofiemos de informacién adicional sobre a variable poboacional X, entén pode-
remos dar mais detalles sobre a distribucién na mostraxe de X.

O caso madis importante é cando a poboacién X é Normal. Suponamos X ~ N(u, o).
Debido 4 reprodutividade da Normal, inmediatamente obtemos que X tamén é unha
variable aleatoria Normal(ollo! exactamente Normal, non sé aproximadamente coma no
apartado anterior):

X1 N, 1).

7 X—p_X—np
A ("’ /v sE(X)

) ou, equivalentemente,

9
NG
3.3.2. Estudos de Monte Carlo

Os estudos de Monte Carlo son estudos de simulacién que se empregan para analizar o
comportamento practico dos estimadores ou doutros procedementos estatisticos. O algoritmo
basico dun estudo de Monte Carlo é o seguinte:

= Repetir os seguintes pasos un niimero grande de veces (por exemplo 10.000 veces):

1. Simular unha mostra dunha distribucién cofniecida.

2. Calcular o estimador na mostra simulada e gardar o seu valor.

= Analizar os valores gardados no paso 2: aproximar o nesgo, a varianza, o erro cadratico
medio, a distribucién na mostraxe etc.

Exemplo. A Tdboa 3.1 recolle aproximaciéns do nesgo (B1As), varianza (VAR) e erro ca-
drético medio (ECM) da media mostral como estimador da media poboacional cando X ~
Exponencial(1/u) obtidas a partir de 10.000 simulaciéns de Monte Carlo. O verdadeiro valor
do pardametro fixouse en p = 2. Xa sabemos que o estimador é innesgado, por isto observamos
que o nesgo aproximado (columna BIAS na tdboa) é despreciable. A varianza e o erro cadratico
medio dimintden ao aumentar o tamano mostral n, como xa sabemos que ten que ocorrer porque
o estimador é consistente. Podemos comparar os valores aproximados por Monte Carlo (parte
esquerda da tdboa) cos valores teéricos VAR(X)/n = p?/n (parte dereita da taboa).
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Na Figura 3.1 podemos comprobar como ¢é a distribucién na mostraxe do estimador: debido
a normalidade asintética do estimador, ao aumentar o tamano mostral a distribucién parécese
cada vez mais 4 dunha Normal. Nétese tamén que o soporte do estimador se vai concentrando
cada vez mais ao redor de 2, que é o verdadeiro valor do pardmetro na nosa simulacion. O

Téboa 3.1: Nesgo (BIAs), varianza (VAR) e erro cadrdtico medio (ECM) da media mostral
aproximados mediante 10.000 simulaciéns de Monte Carlo cando os datos proceden dunha
Exponencial(1/2).

Aproximacién Monte Carlo Valores tedricos
n Bias VAR ECM Bias VAR  ECM
25 —0.0037 0.1612 0.1612 0 0.1600 0.1600
50 —0.0006 0.0795 0.0795 0 0.0800 0.0800
100 0.0001  0.0407  0.0407 0 0.0400 0.0400
n =25 n =50 n = 100

Figura 3.1: Histogramas obtidos a partir de 10.000 simulaciéns de Monte Carlo da media mostral
de mostras de tamano n dunha Exponencial(1/2).

3.3.3. Estimacion da varianza poboacional: a varianza mostral

Suponamos que temos unha mostra aleatoria simple Xy, Xs, ..., X, dunha variable aleatoria
X. Queremos estimar o pardmetro o> = VAR(X). O estimador natural de o* é a varianza
mostral
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que é innesgado e consistente?. O estimador da desviacién estandar poboacional, o, serd polo

tanto
6=9=+V52,

que se denomina desviacion estandar mostral. Este estimador é asintoticamente innesgado
e consistente. En R, as funciéns var () e sd() calculan S? e S, respectivamente.

Un uso practico fundamental de S é a estimacion do erro estandar da media mostral.
Recordemos que o erro estandar da media mostral era SE(X) = o/4/n, que se estima por

SB(X) = %

Exemplo. (cont., datos DIABETES) O estimador do erro estdandar da media mostral no exemplo
anterior ¢

> se <- sd(mostra)/sqrt(n)
> se

[1] 2.318505

3.3.4. Estimacion dunha proporcién: a proporcién mostral

Suponamos unha poboacién na que unha proporcién p de individuos presenta unha deter-
minada caracteristica. Desexamos estimar esta proporcién. Para iso tomamos unha mostra de
tamano n e contamos o numero de elementos da mostra que presentan a caracteristica de intere-
se. Denotemos por K esta cantidade. Claramente K é unha variable aleatoria Binomial(n, p).
Un bo estimador para p é a proporcion mostral de elementos da mostra que presentan a
caracteristica:

nimero de elementos da mostra que presentan a caracteristica de interese K

p= ——
n n

Noétese que np = K ~ Binomial(n, p). Recordemos que a media e a varianza dunha Binomial(n, p)
son np e np(l — p), respectivamente. Tendo isto en conta é doado demostrar que p ¢ innesgado,
consistente e asintoticamente Normal:

= A media de p é

() =5 (") = LE(K) = 2 .

Polo tanto p é un estimador innesgado para estimar p.

2En moitos libros S? denominase “cuasivarianza mostral” para distinguilo do estatistico s* = % :L:l(XL —

X;)?, que denominan “varianza mostral”. Para tamafios mostrais non demasiado pequenos, S? e s son prac-
ticamente iguais. Obviamente (n — 1)S? = ns?. A vantaxe fundamental de S? sobre s? é que S? ¢ innesgado,

mentras que s2 é s6 asintoticamente innesgado.
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Exercicio 3.1. Comparacion de estimadores mediante un estudo de Monte
Carlo. Suponamos que X ~ N(u,0) e que o pardmetro de interese é u. Como sabe-
mos, ji € a media de X, polo tanto un estimador azeitado para p é a media mostral X .
Pero pu tamén € a mediana de X, za que a densidade de X € simétrica, logo tamén parece
razoable estimar p mediante a mediana mostral.

(a) Simula  datos  dunha  distribucion  N(u,0)  mediante  a  funcién
rnorm(n, mean=mu, sd=sigma), onde n é o tamano mostral (digamos, por exemplo,
25), mu é o verdadeiro valor do pardmetro (digamos, por exemplo, T) e sigma
é a desviacion estandar (digamos, por exemplo, 1). Estima p mediante a media
mostral (funcién mean()) e mediante a mediana mostral (funcion median()) e
garda os valores obtidos. Repite 10.000 veces e aproxima o mesgo, a varianza € o
erro cadrdtico medio. Enche a seguinte taboa:

Media mostral Mediana mostral
n  BiAs VAR ECM Bias VAR EcM
25
50
100
200

(b) E a mediana mostral un estimador innesgado? E consistente? Por que?

(¢) Para cada tamario mostral, calcula a eficiencia relativa entre os dous estimadores.
Que conclusion sacas? Que estimador ten un mellor comportamento practico?

s A varianza de p é

VAR(p) = VAR <7;ﬁ> = iVAR(K) _np(l—p) _p( fp)7

n2

que converxe a 0 cando n — oo porque p é unha constante. Polo tanto, p é consistente
para estimar p.

Nétese que, dado que p € [0,1], a varianza de p pode acotarse por

0.25

VAR(p) = p(ln— ) =

que non depende do verdadeiro valor poboacional de p.

= O erro estandar de p é

que pode estimarse mediante
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Tendo en conta a acotacién da varianza de p, o erro estandar tamén se pode acotar por

SE(ﬁ)Z\/@S ﬁzo—\/;

= Sabemos que np ~ Binomial(n,p). Debido & aproximacién da Binomial pola Normal,
temos que np é aproximadamente N (np, v/np(l — p)), ou equivalentemente

np —np p—p _P—p

V(L —p) \/M SE(p)

n

¢ aproximadamente N (0, 1),

o cal significa que p é asintoticamente Normal.

Exemplo. (cont., datos DIABETES) Supofiamos agora que queremos estimar a proporcién de
mulleres non diabéticas que presentan unha concentracién de glucosa maior de 150, é dicir, se
X representa a concentracion de glucosa dunha muller non diabética, entén queremos estimar
p = P(X > 150). O que faremos é comprobar cantas observaciéns son maiores ca 150 e
calcularemos a correpondente proporciéon mostral:

> K <- sum(mostra > 150)
> p.estimado <- K/n
> round(p.estimado,digits=3) # a funcién "round" serve para redondear

[1] 0.098

Tamén podemos facer simplemente

> p.estimado <- mean(mostra > 150)
> round(p.estimado,digits=3)

[1] 0.098

Estimamos nun 9.8 % a porcentaxe de mulleres non diabéticas que presentan unha concentracion
de glucosa maior de 150. O estimador do erro estdndar de p é

> se.p.estimado <- sqrt(p.estimado*(1-p.estimado))/sqrt(n)
> round(se.p.estimado,digits=3)

[1] 0.026

Compérese este valor coa cota 0.5/v/132 = 0.044. g
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Exercicio 3.2. Calcula a probabilidade de que a proporcion mostral p estea mo intervalo
(p—0.1,p+0.1) cando...

(a) p=0.2 en=50; (b) p=0.2 en = 100;
(¢) p=0.5 en=50; (d) p=0.5 en=100;
(e) p=0.8 en=50; (f) p=0.8 en=100.

Atopa as probabilidades basedndote na distribucion Binomial de np e na sia aproximacion
pola Normal. Comenta os resultados.

3.3.5. Estimacion dun cuantil: o cuantil mostral

Supofiamos agora que queremos estimar o cuantil de orde p da variable X, é dicir, o pardme-
tro de interese é z, = F~'(p). Un estimador razoable ¢ o correspondente cuantil mostral de
orde p, que en R se calcula coa funcion quantile(mostra,probs=p). Pdodese demostrar que
o cuantil mostral ¢ asintoticamente innesgado e consistente (as propiedades tedricas do cuantil
mostral son mais complicadas de obter ca as dos estimadores anteriores, asi que non veremos
os detalles aqui).

Exemplo. (cont., datos DIABETES) Supofiamos que queremos estimar o cuantil de orde 0.80
da concentracién de glucosa dunha muller non diabética. En R escribimos quantile (mostra,
probs=0.80), que resulta 136.8. O

3.3.6. Métodos de construcién de estimadores

Existen diversos métodos de construcién de estimadores. Os méis relevantes son o Método
dos Momentos e o Método de Maxima Verosimilitude. Non entraremos nos detalles de
ningin deles. Simplemente veremos un exemplo no que de xeito natural poden xurdir varios
estimadores razoables para un mesmo parametro e faremos un estudo de Monte Carlo para
comparalos.

Exemplo. Estimadores do parametro dunha Uniforme[0,6]. Supofiamos que a variable
poboacional X ten distribucion Uni forme[0, 8] e que dispofiemos dunha mostra aleatoria simple
X1, X, ..., X, de X. O parametro de interese ¢ 0, extremo superior do soporte de X. Podemos
pensar en dous estimadores para # que se constrien de forma completamente distinta:

- Tendo en conta que E(X) = 6/2 e que X é un estimador consistente para a media, entén
parece bastante razoable considerar o dobre da media mostral como estimador de 6, é
dicir, 0, = 2X. Este estimador é o que se obtén polo método dos momentos. Facendo
uso das propiedades tedricas da media mostral, é doado ver este estimador é innesgado,
consistente e asintoticamente Normal (exercicio).

- Tendo en conta que # é o extremo superior do soporte de X, tamén parece razoable consi-
derar o méaximo dos valores observados como estimador de 6, é dicir 6 = max{ Xy, ..., X, }.



74 J. C. Pardo-Fernandez. Bioestatistica para a Enzenaria Biomédica

Este é o estimador que se obtén mediante o método de maxima verosimilitude. As propie-
dades tedricas deste estimador son mais complicadas de obter, por iso nos sera tutil facer
un estudo de simulacién.

O seguinte esquema ilustra o funcionamento destes dous estimadores. Os datos estan repre-
sentados mediante puntos negros. A media mostral estd marcada cunha aspa. O estimador 6;
é o dobre da media mostral. O estimador 65 é 0 maximo das observaciéns.

X b, b,
° ° ° ° X o o o o0 4 +
0 (3]

Compararemos os dous estimadores mediante un pequeno estudo de Monte Carlo. Para iso
fixamos por exemplo 6 = 2 e simulamos 10.000 mostras dunha variable aleatoria Uni forme[0, 2]
(en R: runif (n,min=0,max=2)). A Téboa 3.2 recolle os resultados obtidos.

Taboa 3.2: Resultados do estudo de Monte Carlo para comparar os estimadores él e ég.

01 62
n Bias VAR  ECM Bias VAR  ECM ECM(6,)/ECM(6;)
25 —0.0048 0.0545 0.0545 —0.0779 0.0056 0.0117 0.2140
50  0.0012 0.0264 0.0264 —0.0398 0.0015 0.0031 0.1174
100 0.0005 0.0134 0.0134 —0.0198 0.0004 0.0008 0.0590

Xa sabemos que 0, é innesgado, cousa que se reflicte nos valores case despreciables na aproxi-
macion do nesgo. Do estimador 0 non sabemos se 6 innesgado ou non. O seu nesgo aproximado
proporciona valores negativos (por que?) e maiores en valor absoluto ca os de 0,, se ben fanse
cada vez mais pequenos ao aumentar n. Parece polo tanto que 0 ¢ lixeiramente nesgado pero

asintoticamente innesgado (de feito pédese demostrar matematicamente que E(ég) = 50).

Por outra parte, os dous estimadores son consistentes, xa que os seus erros cadraticos me-
dios se fan cada vez méis pequenos ao aumentar n. Non obstante hai unha gran diferenza no
seu comportamento practico, tal e como se pode comprobar na ultima columna, que recolle a
eficiencia relativa (é dicir, o cociente entre os erros cadraticos medios). Como podemos com-
probar, 6 ten un erro cadrético medio substancialmente menor ca o de 6;. Isto quere dicir que
o estimador 6, emprega a informacion da mostra dun xeito moito mais eficiente. Por exemplo,
cando n = 25, ég é case 5 veces mais eficiente ca él. O

3.3.7. Estimacion da funcién de distribucién e da funcion de densi-
dade

No capitulo anterior vimos que a funciéon de distribucién e a funcién de densidade son
moi importantes na andlise dunha variable aleatoria. Estas funciéns poden estimarse de forma
global.
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Exercicio 3.3. Comparacion de estimadores paramétricos e non paramétricos.
Sexa X unha variable aleatoria con funcion de distribucion F'. Queremos estimar o cuantil
de orde 0.95 de X. Denotemos por T = F~1(0.95) o pardmetro de interese. Podemos pensar
en dous estimadores para T:

= O cuantil mostral de orde 0.95 (en R quantile(mostra,0.95)), que denotamos por
71. Este é un estimador non paramétrico, za que non depende de ningun modelo
particular para a distribucion de X .

= Tamén podemos pensar nun estimador paramétrico. Suponamos que X ~ N(u,0).
Tendo en conta que o cuantil de orde 0.95 de X € p+ 1.645 o (recorda que 1.645
é o cuantil 0.95 da Normal estdndar), parece bastante razoable estimar T mediante
7y = X +1.645 S. En R: mean(mostra)+qnorm(0.95)*sd(mostra,).

Un estudo de Monte Carlo baseado en 10.000 mostras proporcionou os resultados da td-
boa que aparece abaixo. As mostras obtivéronse de dias distribucions: (a) N(7,2), polo

tanto cimprese o modelo paramétrico; e (b) Exzponencial(0.5), que é unha distribucion
completamente distinta da Normal.

71 (non paramétrico) 79 (paramétrico)
distribuciéon de X  n Brias VAR ECM Bias VAR ECM
N(7,2) 50 -0.1786 0.2828 0.3147 -0.0175 0.1886 0.1889

100 -0.1021 0.1627 0.1731 -0.0119  0.0955 0.0956
200 -0.0477 0.0847 0.0869 -0.0026  0.0466 0.0466
400 -0.0263 0.0441 0.0448 -0.0040 0.0239 0.0239

Ezxponencial(0.5) 50 -0.2929 1.1964 1.2821 -0.7548  0.7450 1.3147
100 -0.1588 0.6857 0.7108 -0.7255 0.3777  0.9040
200 -0.0779 0.3652 0.3713 -0.7149  0.1908 0.7019
400 -0.0405 0.1807 0.1824 -0.7079  0.0945 0.5956

Na medida do que podemos ver no estudo de Monte Carlo:

(a) E o estimador non paramétrico innesgado nos dous escenarios simulados? E asin-
toticamente innesgado? E o paramétrico? Por que?

(b) No caso X ~ Exponencial(0.5), X estima B(X) =2 e S estima SD(X) = 2, polo
tanto o estimador paramétrico 7 = X + 1.645S estimard 2 + 1.645 - 2 = 5.29.
Coincide este valor co cuantil 0.95 da Exponencial(0.5)? Cal € a diferenza entre os
entre os dous valores? Como se relaciona esta diferenza co nesgo?

(¢) Podemos concluir que os dous estimadores son consistentes nos dous escenarios?

(d) No caso da N(7,2), cal € a eficiencia relativa entre os dous estimadores para cada
valor de n? Interpreta os resultados obtidos.
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Figura 3.2: Funcién de distribucién empirica da mostra 3.19, 4.05, 4.35, 4.40, 4.42, 4.82, 5.07,
5.14, 5.32, 5.77. O tamano mostral é n = 10.

Tendo en conta que F'(z) = P(X < x) é unha probabilidade, entén podemos estimar F'(z)
pola correspondente proporcion mostral

. numero de observaciéns < x

F(z) =

Se consideramos o estimador anterior como funcién de x, entén obtemos a funcién de distri-
bucién empirica, que formalmente se escribe como

n

n

- 1
Fla) = ;1()(1 <),
onde I(+) é a funcién indicadora, é dicir, [(X; < z) =1se X; < zel(X; <) =0se X; > x. Esta
funcién é un estimador non paramétrico global da funcién de distribucién. A sta peculiaridade
mais salientable é que se trata dunha funcién constante por pedazos. Os saltos prodiicense en
cada unha das observaciéns e a magnitude de cada salto é 1/n. A Figura 3.2 amosa a funcién
de distribucion empirica da mostra 3.19, 4.05, 4.35, 4.40, 4.42, 4.82, 5.07, 5.14, 5.32, 5.77. En
R obtense coa funcién ec£fd() (do inglés empirical cumulative distribution function):

> x <- ¢(3.19,4.05,4.35,4.40,4.42,4.82,5.07,5.14,5.32,5.77)
> plot(ecdf(x))

Ao aumentar o tamano mostral, a funcién de distribucién empirica acércase cada vez mais
a funcion de distribucién poboacional, tal e como se ilustra na Figura 3.3.

Para estimar a funcién de densidade podemos empregar o histograma, que tamén é un
estimador non paramétrico. En R, a funcién hist () permite graficar o histograma (para ob-
ter o estimador da densidade debe empregarse o argumento freq=FALSE). A construcién do
histograma require escoller o niimero de intervalos ou a lonxitude de cada un deles. R fai esta
seleccién de xeito automatico.
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Figura 3.3: Funcién de distribucién empirica de mostras de tamanos n = 10,50 e 100 obtidas
dunha N (5,2). A lina punteada representa a verdadeira funcién de distribucién poboacional.

Unha alternativa ao histograma son os estimadores da densidade baseados en técnicas de
suavizacion. Un estimador desta clase amplamente empregado na préctica é o estimador

tipo ntcleo, que é

onde

R n —X,L
f@) =Tfh;f<(1 . )

s K ¢é a funcién nicleo (en inglés, kernel), que é unha funcién de densidade simétrica
respecto do cero conecida. Unha funcién moi empregada é o ntcleo de Epanechnikov
K(u)=0.75(1 —u?)I(-1 <u < 1).

s h é un ndmero positivo chamado pardmetro de suavizado (en inglés, bandwidth). O valor
de h depende do tamaiio mostral. En xeral, para ter un bo comportamento do estimador,

h serd pequeno para tamanos mostrais grandes e viceversa.

En estimacién tipo nicleo, a seleccion do parametro de suavizado é un problema moi im-
portante e moi estudado. Nétese que, ao contrario do estimador tipo niicleo da funcién de
densidade, a funcién de distribucién empirica non requeria a seleccién de ningin parametro pa-
ra a sia construcién. En R, a funcién density () constrie o estimador nicleo da densidade. O
parametro de suavizado pode ser escollido automaticamente. A Figura 3.4 amosa o histograma

e o estimador tipo ntcleo obtidos a partir dunha mostra simulada de tamano 200.

Exemplo. (cont., datos DIABETES) A Figura 3.5 amosa a funcién de distribucién empirica,
o histograma e o estimador tipo nicleo obtidos a partir das observacions da concentracién de
glucosa do grupo de mulleres non diabéticas. A Figura 3.6 contén as estimaciéns tipo ntcleo
das funcions de densidade da concentraciéon de glucosa nos grupos de mulleres non diabéticas e

diabéticas. Podemos observar unha clara diferenza entre as duas funciéns.

O
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densidade

Figura 3.4: Histograma e estimador tipo nicleo (lifia negra) baseados nunha mostra simulada
de tamano 200. A lina punteada é a verdadeira funcién de densidade.
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Figura 3.5: Datos DIABETES. (a) Funcién de distribucién empirica, (b) histograma e (c) estima-
dor tipo nucleo da funcién de densidade obtidos a partir da mostra da concentracién de glucosa
das mulleres non diabéticas.
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Figura 3.6: Datos DIABETES. Estimaciéns tipo nicleo das funciéns de densidade da concentra-
ci6én de glucosa nas mulleres non diabéticas (en trazo continuo) e diabéticas (en trazo disconti-
nuo).

3.3.8. Estimacién da curva ROC

Empregando a funcién de distribuciéon empirica tamén podemos estimar a curva ROC.
Suponamos que queremos construir a curva ROC baseada nas variables de diagnose Yy na
poboacién Negativa e Yp na poboacién Positiva, que tenien funcions de distribucién Fiy e Fp,
respectivamente. As correspondentes mostras son Yn 1, Yna, ..., Yyuy € Yp1, Ypo, ..., Yp,,, que
tefien tamanos mostrais ny e np, respectivamente. Dado un punto de corte ¢, estimamos a
fraccién de falsos positivos como

ny ny
- 1

i 1
i=1 i=1

e a fraccién de verdadeiros positivos como

. 1 &

_ 1 &
FVP(c) =1—Fp(c)=1-—) I(Yp; <) = - > 1(Ypi > o).
i=1

n
P

Tomando valores de ¢ que percorran todo o soporte das variables de diagnose e representando
os pares de puntos (FFP(c), FVP(c)) obtemos a curva ROC empirica. Ainda que estritamente
falando a curva ROC empirica esta formada por puntos aillados, acostuma representarse como
unha funcién con forma de escaleira.

Tendo en conta que a curva ROC tamén se podia expresar como a funcién matemética
ROC(p) = 1 — Fp(Fy'(1—p)), para 0 < p < 1, tamén podemos construir a curva ROC empirica
como

ROC(p) =1 — Fp( Aﬁl(l - 1)),
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onde Fp(+) é a funcién de distribucién empirica construida coa mostra de Yp e Fy'(1 — p) é
o cuantil mostral de orde 1 — p da mostra de Yy. Tomando valores de p entre 0 e 1 podemos
estimar toda a funcién.

A curva ROC empirica pédese empregar para construir estimadores da area debaixo da
curva (AUC), do indice de Youden e do punto de corte asociado.

FExemplo. Datos DIABETES. Consideremos que a concentracién de glucosa é a variable de
diagnose. Construiremos a curva ROC empirica para estudar a capacidade que ten esta variable
para distinguir as poboaciéns de mulleres diabéticas e non diabéticas. Primeiro seleccionamos
as mostras:

> mostra.Neg <- glu[type=="No"]
> mostra.Pos <- glu[type=="Yes"]

Para construir a curva ROC empirica co primeiro método construimos un vector de posibles
puntos de corte entre o minimo e maximo dos valores observados na variable glu

> ¢ <- seq(min(glu),max(glu),by=0.01)

e estimamos as fracciéns de falsos positivos e de verdadeiros positivos para cada valor do punto
de corte

> FFP <- numeric(length(c))
> FVP <- numeric(length(c))
> for (i in 1:length(c)){

+ FFP[i] <- mean(mostra.Neg > c[i] )
+ FVP[i] <- mean(mostra.Pos > c[i] )
+ }

Finalmente facemos o gréafico

> plot (FFP,FVP,type="s",frame=FALSE)
> abline(a=0,b=1,1ty=2) # diagonal do cadrado

A opcién type="s" na funcién plot () permite facer o grafico da funcién con forma de escaleira.

Para construir a curva ROC empirica polo segundo método facemos o seguinte:

p <- seq(0,1,by=0.001)
ROC.empirica <- numeric(length(p))
for (i in 1:length(p)){
ROC.empirical[i] <- 1 - mean(mostra.Pos <= quantile(mostra.Neg,1-p[i]))
}
plot(p,ROC.empirica,type="s",ylab="R0OC(p)",x1im=c(0,1),ylim=c(0,1))
abline(a=0,b=1,1ty=2) # diagonal do cadrado

vV VvV + + Vv VvV
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Figura 3.7: Conxunto de datos DIABETES. Curva ROC empirica baseada na concentracion de
glucosa para distinguir mulleres diabéticas e non diabéticas.

A Figura 3.7 contén a curva ROC empirica obtida co segundo método.

Para estimar a AUC podemos facer unha integraciéon numérica, que resulta inmediata a
partir dos valores gardados no vector ROC.empirica. Simplemente temos que sumalos e mul-
tiplicar pola separacién que empregamos na construcién do vector que contén os valores de p
(0.001 no noso exemplo):

> AUC.estimada <- sum(ROC.empirica)*0.001
> AUC.estimada

[1] 0.7892794

Resulta unha AUC estimada de 0.789, o cal indica que a concentraciéon de glucosa ten unha
capacidade de discriminacién bastante alta. O

Exercicio 3.4. Como estimarias o indice de Youden e o punto de corte asociado a partir
da curva ROC empirica? Obtén as estimacions no exemplo anterior. Cal é a sensibilidade
e a especificidade para ese punto de corte?
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3.4. Intervalos de confianza

Habitualmente, a estimacién puntual dun pardametro acompanase dun intervalo confianza.
Sexa X a variable aleatoria poboacional e sexa 6 un parametro relacionado coa distribucién de
X. Sexa X, ..., X,, unha mostra aleatoria simple de X. Denominase intervalo de confianza
para  con nivel de confianza 1 — a a un intervalo aleatorio (71, T%) de forma que

P(TISHSTQ):I_Q,

onde Ty = T1(X1, ..., Xy) e Ty = Tp(Xq, ..., X,,) son dous estatisticos que se calculan a partir
da mostra.

En moitas aplicaciéns préacticas non é posible construir intervalos de confianza exactos. No
seu lugar, podemos considerar intervalos de confianza asintéticos (ou aproximados), que son
aqueles que satisfan a condicién anterior asintoticamente, é dicir,

lim P(Th' <0 <Th)=1-—aqa.

n—o0

Os valores do nivel de confianza 1 — « mais habitualmente usados na practica son 0.95, 0.99 ou
0.90.

Exemplo. Supofiamos que X ~ N(u, o) e que o pardmetro de interese é u. Sexa X1, Xo, ..., X,

unha mostra aleatoria simple de X. E ben cofiecido que o estatistico
X —pu

Vg

segue unha distribucién ¢ de Student con n — 1 graos de liberdade, t,_;. Nétese que este
estatistico involucra os datos (a través de n, X e S) e ao pardmetro j, e polo tanto non se
pode observar o seu valor. Sorprendentemente, a sia distribuciéon é completamente conecida:
unha t,,_1. Os estatisticos deste tipo chdmanse estatisticos pivotais e resultan moi tiles para
construir intervalos de confianza.

Suponiamos por exemplo que n = 20 e que queremos traballar cun nivel de confianza 1 —«a =
0.95. Sabemos que 2.093 é o cuantil 0.975 dunha t;9 (abonda con facer qt(0.975,df=19) en
R), e polo tanto P(—2.093 < t19 < 2.093) = 0.95, ou, para o noso estatistico

5
P (2.093 <o —H

< 2.093) = 0.95.

Agora das desigualdades

X —
—92.093 < V20— <2093

podemos despexar pi:
S
—2. 093— <X — 1 <2.093——;
V20 T - V20

_ S - S
X -2098—= < —pu < -X +2.093—;
V20

2

e multiplicando por —1 (ollo coas dcsigualdades!) obtemos
S
V20

X +2093——=>pu>X—2093—=

\F
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Enton, volvendo & probabilidade, temos que

_ S _
P <X —2.093— < pu < X +2.093

V20

é dicir,

. S
X —2.093—=
( V20

X +2.093

V20

/)

¢ un intervalo de confianza para p con nivel de confianza 0.95.

Este intervalo constriese de forma simé-
trica respecto da media mostral, abrin-
do 4 esquerda e a dereita unha amplitu-
de 2.093%, Na construciéon intervenen a
media mostral, a desviacion estandar mos-
tral, o nivel de confianza (a través do cuan-
til da t) e o tamafio mostral.

Vexamos como funciona este intervalo de
confianza na préctica. Para isto simulamos
mostras de tamano n = 20 dunha N (5, 2).
Neste caso, por tratarse dun exemplo si-
mulado, sabemos que o verdadeiro valor de
1 é 5 e podemos comprobar cantos destes
intervalos “se equivocan” na sia estima-
cién. No esquema da dereita aparecen 20
intervalos. Dos 20, 19 (o 95%) acertaron
e 1 intervalo (¢ dicir, o 5%) fallou. O

mostra

5.22
4.22
4.62
4.95
5.62
4.93
5.23
4.22
4.25
5.37
5.15
5.52
4.88
4.67
5.37
4.47
4.88
5.35
4.79
4.50

2.14
1.85
2.27
1.69
1.79
1.46
2.48
2.17
1.49
2.20
1.83
2.38
2.04
1.69
1.39
2.47
1.61
1.61
1.84
2.19

intervalo

(4.21,6.22)
(3.36,5.09)
(3.56,5.68)
(4.16,5.75)
(4.78,6.46)
(4.24,5.61)
(4.07,6.39)
(3.21,5.24)
(3.55,4.95)
(4.34,6.40)
(4.29,6.00)
(4.41,6.64)
(3.93,5.84)
(3.88,5.46)
(4.72,6.02)
(3.32,5.63)
(4.13,5.64)
(4.60,6.10)
(3.93,5.65)
(3.48,5.52)

) =0.95,

exemplo anterior con 1000 réplicas.

Exercicio 3.5. Desena en R un estudo de Monte Carlo para reproducir a simulacion do

Os intervalos de confianza seran maéis informativos canto menor sexa a sua lonxitude. No
exemplo anterior vimos que a lonxitude é 2 - 2.093%17 que depende do nivel de confianza (a
través do cuantil da ¢), da desviacién estandar poboacional (a través do seu estimador S) e do

tamano mostral (a través de y/n). En xeral temos o seguinte comportamento:

- O aumento do nivel de confianza conleva un aumento na lonxitude do intervalo. Por
exemplo, no caso anterior, o feito de pasar dun nivel 0.95 a un nivel 0.99 suporia cambiar

o cuantil 2.093 da ¢ por 2.861.

- § é un estimador consistente da desviacion estandar poboacional, o, asi que S tomard
valores cercanos a o, que ¢ fixa. Canto maior sexa ¢, maior tenderd a ser S e polo tanto

maior sera a lonxitude do intervalo.
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- Tendo en conta que a desviacion estandar poboacional o é fixa, dado un nivel de confianza,
0 Unico que estda na nosa man para diminuir a lonxitude do intervalo serda mediante o
incremento do tamano mostral n. Desafortunadamente, a lonxitude depende do tamano
mostral a través de y/n. Isto implica que se, por exemplo, quixeramos reducir 4 metade a
lonxitude do intervalo anterior, teriamos que multiplicar o tamafio mostral por 4 (é dicir,
pasar de n = 20 a n = 80). Se quixeramos reducir a lonxitude & décima parte, teriamos
que multiplicar o tamafio mostral por 100 (pasar de n = 20 a n = 2000, cousa que
posiblemente non sexa factible na practica).

3.4.1. O método pivotal

Sexa X7i,..., X,, unha mostra aleatoria simple da variable aleatoria X. Denominase esta-
tistico pivotal a calquera estatistico T'(X1, ..., X,,; 0) construido coa mostra e co pardmetro 6,
pero tal que a sua distribucién na mostraxe non depende de # e é completamente conecida.

Os estatisticos pivotais isanse para construir intervalos de confianza. O procedemento xeral
para construir un intervalo de confianza para 6 con nivel de confianza 1 — o é o seguinte:

Paso 1. Elixir un estatistico pivotal para 6.
Paso 2. Buscar os valores a e b tales que
Pla <T(Xy,..,Xp;0)<b)=1-a.

Paso 3. Despexar 0 da expresion a < (X7, ..., X,,;;0) < b. Dese xeito obtense directamente o
intervalo de confianza para 6.

No Paso 2, os valores a e b poden obterse explicitamente porque a distribucién de T é
conecida.

En principio haberia infinitas posibles eleccions para a e b. Fixado o nivel de confianza 1 —«,
escollense oy e g tales que ay + g = a. Enton a é o cuantil de orde vy de T e b é o cuantil de
orde 1 — ap de T', tal e como se ilustra na Figura 3.8.

densidade de T'

Figura 3.8: Ilustraciéon do método pivotal.
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Na practica, interesa escoller a e b de forma que o intervalo de confianza tena lonxitude
minima. En xeral conseguir isto non é sinxelo, pero no caso en que a distribucion do estatistico
pivotal T sexa simétrica (por exemplo unha N(0,1) ou unha ¢ de Student), isto conséguese
facilmente tomando oy = ay = «/2 (deixando unha probabilidade «/2 en cada cola da den-
sidade). Neste caso a é o cuantil de orde /2 de T e b é o cuantil de orde 1 — /2 de T'. Por
comodidade, esta seleccién de a e b tamén se acostuma facer ainda cando a distribucion de T’
non é simétrica.

3.4.2. Estatisticos pivotais en poboaciéns Normais

Cando X ~ N(u,0) temos estatisticos pivotais para os pardmetros p e o.

Estatistico pivotal para u:

X —up
V=g

Por exemplo, o intervalo de confianza para p de nivel 1 — a = 0.95 cando n = 20 é

~lpq.

_ S - S
X —-2093—,X +2.093— |,
( V20 Vi 20>
porque 2.093 é o cuantil de orde 0.975 da t;9. Para outros tamanos mostrais hai que cambiar
este valor adecuadamente.

Como sabemos, cando n é grande a distribucién ¢, parécese moito & N(0,1) e o cuantil da

t converxera ao correspondente cuantil da N(0, 1). Polo tanto, para tamafios mostrais grandes
(digamos por exemplo, n > 100), o intervalo de confianza de nivel 0.95 é

_ S - S

X—-196—,X+196— ).

( vn v )

Estatistico pivotal para o:

(n—1)52 )
Tz "~ Xen

Por exemplo, o intervalo de confianza para o de nivel 1 — a = 0.95 cando n = 20 é
/1952 /1952
32857V 891 |
Noétese que neste caso a distribucion do estatistico pivotal é unha chi-cadrado, que non é simétri-

ca. Ainda asi, empregamos os cuantis 0.025 e 0.975 igual que antes. En R qchisq(0.025,df=19)
e qchisq(0.975,df=19).

Exemplo. (cont., datos DIABETES) A vista da Figura 3.6 parece razoable asumir que a concen-
tracién de glucosa nas mulleres non diabéticas segue unha distribucién Normal. Para construir
o intervalo de confianza para a media de nivel 0.95 facemos o seguinte:
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> mostra <- glu[type=="No"]

> n <- length(mostra)

> LI <- mean(mostra)-qt(0.975,df=n-1)*sd(mostra)/sqrt (n)
> LS <- mean(mostra)+qt(0.975,df=n-1)*sd(mostra)/sqrt (n)
> ¢(LI,LS)

[1] 108.5195 117.6926

O estimador da media era X = 113.11 e o correspondente intervalo de confianza de nivel 0.95 é
(108.52,117.69). Se en vez do cuantil da ¢ empregamos o cuantil da N(0, 1), obtemos o intervalo
(108.56,117.65), que practicamente coincide co anterior. Isto débese a que o tamafio mostral
é 132.

O intervalo de confianza para a desviacién estandar de nivel 0.95 pode obterse da seguinte
forma:

> LI <- sqrt((n-1)*var(mostra)/qchisq(0.975,df=n-1))
> LS <- sqrt((n-1)*var(mostra)/qchisq(0.025,df=n-1))
> ¢(LI,LS)

[1] 23.76562 30.30535

O estimador da desviacién estandar era S = 26.64 e o intervalo de confianza de nivel 0.95
¢ (23.77,30.31). Obsérvese que o punto medio do intervalo, 27.04, non coincide co valor do
estimador S. O

Exercicio 3.6. Deduce a formula do intervalo de confianza para o.

3.4.3. Estatisticos pivotais asintoticos

Recordemos que un estatimador é asintoticamente Normal cando satisfai

0—0
SE()

é aproximadamente N (0, 1).

Esta expresion pode empregarse como estatistico pivotal sempre que se dispofia dun estimador
do erro estandar do estimador, digamos SE(#). Nese caso, o intervalo de confianza aproximado
para 6 de nivel 0.95 é

(é ~1.96 SB(h), 6 + 1.96 @(é)) .

Os intervalos obtidos mediante este método funcionaran ben cando o tamafio mostral non sexa
moi pequeno.
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Intervalo aproximado para a media

Sexa X unha variable poboacional calquera (non necesariamente Normal) e sexa u = E(X)
o pardmetro de interese. Sabemos que a media mostral, X, é un estimador asintoticamente
innesgado para estimar p e que o seu erro estandar pode estimarse por S/y/n. O intervalo de
confianza aproximado para p de nivel 0.95 é

_ S - S
(X - 1.96ﬁ,x+ 1.96ﬁ> .

Intervalo aproximado para unha proporcién

Supofiamos que o parametro de interese é unha proporcién p. Sabemos que a proporcién
mostral, p, é un estimador asintoticamente innesgado para estimar p e que o seu erro estandar
pode estimarse por \/p(1 — p)/+/n. O intervalo de confianza aproximado para p de nivel 0.95 ¢

VB o V)
(p 1.96 7 p+1.96 7 )

Exemplo. (cont., datos DIABETES) A estimacién da proporcién de mulleres cun valor da con-
centracion de glucosa de mais de 150 era p = 0.098. Para obter o correspondente intervalo de
confianza de nivel 0.95 facemos

> p.estimado <- mean(mostra>150)

> LI <- p.estimado-gnorm(0.975)*sqrt(p.estimado*(1-p.estimado))/sqrt(n)
> LS <- p.estimado+qnorm(0.975)*sqrt (p.estimado*(1-p.estimado))/sqrt(n)
> ¢(LI,LS)

[1] 0.04765342 0.14931628

O intervalo de confianza ¢ (0.048,0.149), ou, en porcentaxes, (4.8%,14.9%). Este intervalo
obviamente non é moi informativo por ter moita lonxitude. U

Exemplo. No barémetro de xaneiro de 2021, o Centro de Investigacién Socioléxicas (CIS; web:
www.cis.es) inclie a pregunta “Estd vostede disposto/a a vacinarse da COVID-19 inmediata-
mente?”. Dunha mostra de 3862 persoas, o 72.5% contestou “Si”. Neste caso, o intervalo de
confianza para a proporcién de persoas dispostas a vacinarse é

V0.725(1 — 0.725 V0.725(1 — 0.725
0.725 — 1.96 ( ),0,725 +1.96 ( ) Z (0.711,0.739),
/3862

V3862

é dicir (71.1%,73.9%). Este intervalo ten unha lonxitude pequena e polo tanto é moi informa-
tivo. O

En xeral, para ter intervalos de confianza para proporcions que tenan lonxitudes pequenas
necesftanse tamanos mostrais moi grandes. Tendo en conta a acotacién /p(1 — p) < 0.5, po-
demos seguir unha estratexia conservadora para construir un intervalo de confianza para p. O
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intervalo

0.5 0.5
p—1.96—=,p+ 1.96—= | .
(10024190 72)
é un intervalo de confianza para p de nivel de confianza maior ou igual que 0.95. A lonxitude
deste intervalo é

210600 190

NV
que s6 depende do tamano mostral. Podemos entén empregar esta férmula para deducir o
tamafno mostral necesario para obter un intervalo de confianza para p cunha lonxitude méaxima
determinada. Por exemplo, se queremos que a lontitude sexa 0.06 (¢é dicir, o intervalo é da forma
porcentaxe estimada F3 %), o tamano mostral terd que ser

1.96 1.96
—— <006 & Vn>"==23267 © n>3267>=1067.111,

v 0.06

é dicir, n debe ser como minimo 1068.

FExemplo. En moitas enquisas socioléxicas e de opinién emprégase tamanos mostrais préximos
a n = 1000 e nivel de confianza 0.955 (este nivel de confianza permite cambiar o cuantil 1.96
por 2 e simplificar os calculos). Por exemplo, a ficha técnica dunha enquisa publicada pola Voz
de Galicia en febreiro de 2021 sobre a vacinaciéon contra a COVID especifica que n = 1223 e
polo tanto o intervalo de nivel 0.955 serd da forma F100 - 1/v/1223 % = F2.86 %. O

Exercicio 3.7. Intervalo de confianza para a media dunha Exponencial. A xe-
rencia dun hospital quere analizar o tempo que pasan 0s pacientes no servizo de urrencias.
Con este propdsito, recdllense os datos dos tempos de permanencia (en horas) de 50 pa-
cientes:

0.05 0.07 0.08 0.15 0.18 0.21 0.43 0.48 0.52 0.62
0.65 0.67 0.70 0.81 0.86 0.89 0.91 0.96 1.02 1.05
1.19 1.23 1.44 1.58 1.65 1.79 1.82 1.84 1.93 1.97
2.26 227 2.834 259 2.76 3.09 3539 354 3.62 3.70
4.28 4.33 4.60 4.69 4.91 519 585 6.02 6.38 6.76

O histograma seméllase ao dunha variable aleatoria Exponencial.

Suponamos polo tanto que X ~ Exponencial(\) e sexa X, ..., X, unha mostra aleatoria
simple de X. Grazas ds propiedades da distribucion Exponencial non é dificil de demostrar
que

n
22D Xi ~ X3,
i=1
(a) Emprega o estatistico pivotal anterior para deducir un intervalo de confianza de nivel
0.95 para E(X) = 1/\. Particularizao para os datos dos tempos de permanencia en
UTTENCLas.

(b) Empregando a normalidade asintdtica da media mostral, obtén o intervalo de con-
fianza aprozimado para E(X) de nivel 0.95. Compdrao co resultado de (a).
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3.5. Tests de hipdteses

3.5.1. Introducién

En moitas situacions préacticas podemos ter algin coniecemento ou algunha suposicién sobre
a caracteristica poboacional sometida a estudo. Os tests de hipdteses son procedementos
inferenciais que nos permiten decidir sobre a validez dunha determinada afirmacién sobre esa
caracteristica.

Exemplos.

- E ben coifiecido que a diabetes pode producir valores altos da concentracién de glucosa no
sangue. No conxunto de datos DIABETES, vimos que as medias mostrais da variable glu
no grupo de mulleres non diabéticas e diabéticas eran 113.11 e 145.06, respectivamente.
Aparentemente, o valor medio do grupo diabético é maior ca o valor medio do grupo non
diabético. Pero, serd esta unha diferenza real ou deberase unicamente 4 variabilidade no
proceso de obtencion dos datos?

- A Organizacion Mundial da Satide define a obesidade como un indice de masa corporal
maior que 30. Supera este valor a media da variable bmi no grupo de mulleres diabéticas?

- Para comprobar o posible efecto dun certo tratamento no peso duns ratos realizouse un
experimento e obtivose a informacién que se recolle no conxunto de datos RATPUPS. Tenen
os distintos niveis da variable treatment un efecto no peso dos ratos?

- No estudo correspondente ao conxunto de datos DIABETES, podemos asumir que a variable
glu ten distribucién Normal?

3.5.2. Elementos dun test de hipd6teses

Unha hipétese é unha afirmacién sobre a variable (ou variables) en estudo. Pode ser unha
afirmacién sobre algunha caracteristica particular, é dicir, sobre algiin pardmetro (por exemplo,
“a media da variable X é maior ca 307, “as medias das variables X e Y son iguais”, “a proba-
bilidade p é menor ca 0.20” etc.) ou sobre a variable completa (por exemplo, “a variable X é
Normal”).

Para realizar un test temos que establecer diias hipéteses, que denominaremos hipétese
nula e hipétese alternativa:

= A hipétese nula (que denotaremos por Hy) é a afirmacién que inicialmente se asume
como certa. Habitualmente a hipétese nula indica que non hai ningin efecto presente
(por exemplo, “as medias das variables X e Y son iguais” ou “as variables X e Y tefen a
mesma distribucién”).
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s A hipétese alternativa (que denotaremos por Hi) é a hipdtese que pretendemos con-
trastar fronte 4 hipétese nula. A hipétese alternativa indica que hai algtin efecto presente
(por exemplo, “a media da variable X é maior ca a media da variable Y” ou “as variables
X e Y teiien distribuciéns distintas”).

Un test de hipéteses é un procedemento estatistico que nos permite decidir se a hipotese
nula deberia ser rexeitada en base & informacion proporcionada por unha mostra. Rexeitarase
a hipétese nula H; se na mostra se observa suficiente evidencia en contra dela; nese
caso aceptarase a validez de H;. En cambio, se na mostra non se observa suficiente evidencia
en contra de Hy, entén a hipotese nula non poderd ser rexeitada.

Para realizar o test necesitamos un criterio estatistico que permita decidir ata que punto
os datos corroboran ou non a hipétese nula. O estatistico de test é calquera criterio que
permite medir a discrepancia existente entre a hipotese nula Hy e os datos. O estatistico de test
dependera dos datos e polo tanto serd unha variable aleatoria. Unha vez escollido o estatistico
de test, dividense os seus posibles valores (é dicir, o seu soporte) en dias rexiéns:

= A rexién de aceptacion son aqueles valores do estatistico de test que non indican unha
gran discrepancia entre H e os datos. Se o valor do estatistico de test estd na rexién de
aceptacion entén a hipdtese nula Hy non pode ser rexeitada.

= A rexiéon de rexeitamento ou rexion critica son os valores do estatistico de test
que indican unha gran discrepancia entre os datos e a hipétese nula Hy. Se o valor do
estatistico de test estd na rexién critica, a hipétese nula Hy rexéitase en favor da hipdtese
alternativa H;.

O valor (ou valores) que separa a rexién de aceptacién e a rexién critica chdmase valor
critico.

A decisién que se tome a favor dunha ou doutra hipdtese estd fundamentada na discrepancia
observada entre a hipétese nula e a informacién subministrada por unha tinica mostra. Resulta
obvio que tal decision pode ser correcta ou errénea. As catro posibles situacions as que pode
dar lugar un test de hipdteses esquematizanse no seguinte cadro:

Realidade

Hy certa H, falsa

Non rexeitar Hy | decision correcta erro de tipo II
Decisién
Rexeitar Hy erro de tipo I  decision correcta
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Damos a continuacién unha serie de definiciéns importantes para establecer a metodoloxia
dos tests de hipdteses:

Erro de tipo I e nivel de significacién. Nun test de hipoteses, a decision de rexeitar a hi-
pétese nula Hy cando é certa denominase erro de tipo I. A probabilidade de cometer
dito erro chamase nivel de significacién do test e dendtase por «a:

a = P(erro tipo I) = P(rexeitar Hy | Hy certa).

Erro de tipo II. Nun test de hipdteses, a decisién de non rexeitar a hipdtese nula Hy cando
é falsa denominase erro de tipo II. A sta probabilidade dendtase por [3:

B = P(erro tipo II) = P(non rexeitar Hy | H falsa).

Potencia. A potencia é a probabilidade de rexeitar a hiptese nula H,. Dendtase por 7:

m = P(rexeitar Hp).

O ideal serfa que as probabilidades dos dous tipos de erro, « e 3, fosen pequenas. Desafortu-
nadamente isto non é posible, xa que se intentamos diminuir a probabilidade dun tipo de erro
entén aumenta a probabilidade de cometer o erro do outro tipo. Na maior parte dos casos o
erro de tipo I é o méis importante, asi que na practica unicamente se controla este. Decidese de
anteman a probabilidade maxima de erro tipo I, é dicir, o nivel de significacion, e s6 se rexeita
Hy se a evidencia na sua contra é moi forte. E habitual traballar con o = 0.05.

Para realizar o test na practica, en primeiro lugar temos que escoller un estatistico de test,
que, como xa dixemos, é o criterio que permite medir a discrepancia entre a hipotese nula e
os datos. O estatistico de test, D, é unha funcién que involucra aos datos e & informacién
proporcionada en Hy, de tal xeito que a sia distribucién é conecida ou pode ser aproximada
cando se supén que Hy é certa. Ao fixar o nivel de significacién, «, obtense directamente unha
division dos posibles valores do estatistico de test D en dias rexiéns:

s A rexion de aceptacion, de probabilidade 1 — « baixo Hy. Se a hipdtese nula é cer-
ta, entén o estatistico de test D ten unha probabilidade 1 — o (digamos por exemplo
0.95) de pertencer 4 rexién de aceptacién. Se ocorre isto, parece polo tanto razoable
asumir que non hai razons para pensar que Hy é falsa ou, dito doutra forma, se o va-
lor do estatistico de test D calculado na mostra pertence a rexiéon de aceptacion, entén
non existen razons suficientes para rexeitar a hipétese nula cun nivel de significacién a.
Nese caso o test dise que ¢é estatisticamente non significativo.

= A rexidén de rexeitamento ou rexion critica, de probabilidade o baixo Hy. En caso de
que Hy fose certa, o estatistico de test calculado na mostra pertenceria a rexién critica sé
con probabilidade « (digamos 0.05). Como « é unha probabilidade pequena, parace mdis
razoable pensar que Hy non é certa e polo tanto a verdadeira distribucion de D non é a que
se estableceu baixo a hipdtese nula. En resumo, se o valor do estatistico de test D calculado
na mostra pertence & rexion critica quere dicir que os datos contradin & hipotese nula Hy,
e polo tanto rexéitase a hipétese nula Hy en favor da hipotese alternativa H;. Neste caso
dise que o test é estatisticamente significativo.
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Con esta metodoloxia, a potencia do test comportarase do seguinte xeito:

- Se Hj ¢é certa, entén a potencia coincide co nivel de significacién (7 = «).
- Se H, é falsa, entén a potencia é a probabilidade complementaria da probabilidade de
erro de tipo II (7 =1 — f3).
Un procedemento de test é consistente se
(a) no caso de que a hipdtese nula sexa certa a potencia efectivamente coincide co nivel de
significacién establecido de anteman, independentemente do tamano mostral; e
(b) no caso de que a hipdtese nula sexa falsa, a potencia converxe a 1 segundo aumenta o

tamano mostral.

As veces non ¢ posible que a condicién (a) se cumpra estritamente porque non se dispén
dun conecemento exacto da distribuciéon do estatistico de test baixo a hipdtese nula. Isto ocorre
por exemplo cando se emprega unha distribucién aproximada. Neses casos, o que se lle esixe
ao test para ser consistente é que, baixo a hipdtese nula, a potencia se aproxime ao nivel de
significacién ao aumentar o tamafno mostral.

3.5.3. Resumo da metodoloxia dos tests de hipdteses

A resolucion dun test de hipdteses consiste nos seguintes pasos:

—_

. Especificar a hipétese nula, Hy, e a hipdtese alternativa, H.
2. Fixar o nivel de significacién (habitualmente, o = 0.05).
3. Escoller o estatistico de test para medir a discrepancia entre a hipdétese nula e os datos.

4. Clasificar en duas rexions os posibles valores da distribucién do estatistico de test baixo
Hj (ou, equivalentemente, buscar os valores criticos):

- A rexién de aceptacion, con probabilidade 1 — a.

- A rexién critica, con probabilidade «.
5. Calcular o valor numérico do estatistico de test cos datos e tomar unha decision:

- Se o valor do estatistico de test obtido da mostra pertence & rexién de aceptacion,
entén non hai suficiente evidencia en contra da hipdtese nula. Neste caso non se
rexeita a hipdtese nula Hy e dise que o test é estatisticamente non significativo.

- Se o valor do estatistico de test obtido da mostra pertence & rexién critica, entén a
evidencia en contra da hipdtese nula é forte. Neste caso rexéitase a hipétese nula H,
en favor da hipdtese alternativa H; e dise que o test é estatisticamente significativo.

6. Calcular e interpretar o p-valor (ver seguinte seccion).
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3.5.4. O p-valor

O p-valor é a probabilidade de obter un valor do estatistico de test que sexa tan ou mais
contraditorio con Hy como o que se observou a partir da mostra, suponendo que Hy é certa.
Intuitivamente, o p-valor é unha medida da evidencia en contra de Hy: canto menor sexa o
p-valor, maior é a evidencia en contra de Hy. Asi:

- Se p-valor < « entdn rexéitase a hipétese nula Hy (test significativo).

- Se p-valor > « entén non se rexeita a hipdtese nula Hy (test non significativo).
Normalmente trabéllase coa seguinte escala de p-valores:

p-valor evidencia en contra de H

< 0.01 evidencia moi forte en contra de Hy
0.01 — 0.05 evidencia forte en contra de H,
0.05 — 0.10 evidencia débil en contra de H

> 0.1 ningunha evidencia en contra de Hy

Alglins comentarios/advertencias sobre o p-valor®:

- Cando Hj é certa, o p-valor compértase como unha observacién dunha variable aleatoria
con distribucién Uniforme[0, 1]. Polo tanto, un p-valor “grande” (digamos por exemplo
0.80) non significa que haxa moita evidencia a favor de Hy. p-valores como 0.14, 0.35 ou
0.87 son indistinguibles desde o punto de vista préctico.

- Por outra banda, se Hy non ¢ certa, a distribucion do p-valor tendera a concentrarse cerca
do 0. Por iso a observacién dun valor pequeno (digamos por exemplo 0.02 ou 0.007) é
evidencia de que a hipdtese nula pode ser falsa. Se o procedemento de test é consistente,
esta concentracion cerca do 0 cando H, ¢é falsa tendera ser maior canto maior sexa o
tamano mostral.

- Un p-valor grande pode ocorrer por dias razéns:

- Hy é certa; ou

- Hj é falsa, pero o procedemento de test ten pouca potencia.

- Importante!: O p-valor non é a probabilidade de que Hj sexa certa.

3 Mais informacién en

Wasserstein, R.L. & Lazar, N. (2016). The ASA’s statement on p-values: context, process, and
purpose. The American Statistician, 70, 129-133.



94  J. C. Pardo-Fernandez. Bioestatistica para a Enzenaria Biomédica

3.5.5. Tests sobre a media nunha poboacién Normal

Sexa X1, Xo,..., X, unha mostra aleatoria simple dunha variable poboacional X, da cal
sabemos que ten distribucién N(u, o). Pensemos como facer un test sobre a hipétese nula

HO CH = Hos

onde j1p é un valor pre-especificado. O estatistico de test debe servir para medir a discrepancia
entre os datos e Hy. Tendo en conta que a media mostral X é un estimador innesgado da
verdadeira media poboacional y, parece bastante razoable comparar X con jg, por exemplo a
través da diferenza X — p. Agora teriamos que decidir cales son os valores que nos permiten
rexeitar Hy, é dicir, temos que decidir que valores deste estatistico de test son “grandes” e cales
son “pequenos”. Para facer isto enfrentamonos a dous problemas.

En primeiro lugar, non sabemos cal é a distribucién X — p. Sabemos que X ~ N(p,0/y/n)
e suponendo que Hy é certa, entén podemos engadir a informacion p = pg, pero ainda nos falta
o, da cal non sabemos nada. Aqui podemos botar man a teorfa de estatisticos pivotais que xa
coniecemos dos intervalos de confianza e empregar que como X ~ N(u, o) entén o estatistico
pivotal v/n(X — p)/S ten distribucién ¢, ;. Supofiendo que Hy é certa entén p = 1o e polo
tanto podemos afirmar que

X —
D= \/ET““ ~t, 1 baixo Hp. (3.1)

Agora temos un estatistico que conserva a informacién sobre a diferenza entre X e g, pero coa
vantaxe de que ten unha distribucién coniecida (sobre a cal poderemos calcular probabilidades,
buscar cuantfs etc.). Ademais o estatistico D pode ser calculado coa mostra porque n é cofiecido,
X e S calciilanse a partir dos datos e ji estd especificado na hipétese nula. D serd polo tanto
0 noso estatistico de test.

O segundo problema é como decidir cales son os valores grandes ou pequenos do estatistico de
test. Parece bastante claro que valores préximos a 0 non suporan evidencia en contra de Hy. Pero
cales seran os valores que proporcionaran evidencia en contra de Hy: valores positivos grandes?,
valores negativos grandes en valor absoluto?, ambos? Isto depende da hip6tese alternativa. Por
exemplo, se a hipdtese alternativa é Hy : p > po, parece razoable que unicamente habera
evidencia en contra de Hy cando D tome un valor positivo grande. Esencialmente temos tres
posibilidades, tal e como se ilustra na Figura 3.9:

(a) Test bilateral Hy : p # po. A rexion critica estd formada polas dias colas da distribucién
do estatistico de test baixo Hy, ambas as ddas con probabilidade «/2.

(b) Test unilateral Hy : g > pp. A rexién critica estd formada pola cola dereita de probabili-
dade o da distribucién do estatistico de test baixo Hj.

(¢) Test unilateral Hy : 1 < pp. A rexién critica estd formada pola cola esquerda de probabi-

lidade o da distribucion do estatistico de test baixo Hy.

No caso dos tests unilaterais (b) e (c), a construcién das rexiéns criticas serve para os tests
andlogos con hipotese nula Hy : < pg ou Hy : i > pip, segundo corresponda.



Capitulo 3. Métodos inferenciais 95

(a) (b) (c)

Test bilateral Test unilateral Test unilateral
(two-sided) (greater) (1less)
Ho: po= po Hy: pp < o Hy:pp > o
Hy:p# po Hy o> o Hy:p <o

02 a/2

rexeitar non rexeitar rexeitar non rexeitar rexeitar rexeitar non rexeitar

Figura 3.9: Distintos tipos de test en funcién da hipdtese alternativa.

En R disporemos de moitas funciéns que permiten facer tests. En xeral, o argumento al-
ternative permite establecer se o test é bilateral (valor “two-sided”) ou unilateral (valores
“greater” ou “less”, segundo corresponda).

A Téboa 3.3 recolle as rexions de aceptacion e criticas dos tests para a media dunha po-
boacién Normal. Na tédboa, ¢, denota o cuantil de orde p dunha distribucion ¢y (por exemplo,
t1070‘40 =—-0.26¢ t2070'95 S 1725)

Exemplo. Datos DIABETES. Sédbese que a diabetes tipo 2 estd dalgunha maneira relacionada
co sobrepeso e a obesidade. A OMS define a obesidade como un {ndice de masa corporal (IMC)
maior ou igual que 30 (mdis informacién en https://www.who.int/health-topics/obesity).

Sexa X a variable “Indice de masa corporal dunha muller diabética” e sexa p = E(X).
Consideremos o test
Hy:p=30 frontea Hp:pu>30.

Neste caso escollemos un test unilateral porque sé estamos interesados en detectar desviaciéns
cara 4 dereita de 30. Fixamos o nivel de significacién en o = 0.05.

Para levar 4 practica o test imos empregar as n = 68 observaciéns da variable bmi disponibles
no conxunto de datos DIABETES. O histograma destas observacions ten forma de campd, polo
que parece bastante razoable suponer que a variable X é Normal, digamos N(p,0). A media
mostral é 34.71, un valor aparentemente bastante maior ca 30. Pero este valor tan alto deberase
simplemente & variabilidade intrinseca da media mostral ou serd que a media poboacional é
realmente maior ca 307

O estatistico de test calculado na mostra ¢é

X —-30 34.71 - 30
n—-— = V68——— = 8.07.
Vi S 4.81
Agora temos que decidir se este valor é suficientemente grande para rexeitar a hipdtese nula.
Para iso temos que atopar o valor critico do test. Se o nivel de significacién é o = 0.05, entén o
valor critico para este test unilateral é o cuantil 0.95 da 47, € dicir, 67,0.95 = 1.668. Claramente,
o valor observado do estatistico ¢ moito maior ca o valor critico, asi que claramente pertence
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Taboa 3.3: Tests para a media dunha poboacién Normal. O estatistico de test estd dado na
ecuacién (3.1). O nivel de significacién é a e d denota o valor do estatistico de test calculado
na mostra.

Test Rexién de aceptacién Rexién critica p-valor

HO L= o (_tnfl,lfa/% (_007 _tnfl,lf(y/?) A

Hy oy # o tn—l,l—a/2) U(tn—l,l—a/27 JrOO) 2P (t,_y > |d|)

Ho = pp < pg AN
. (_OO: tnfl,lfa) (tn71,17a7 +OO)
Hysp> o Pt 1 > d)
> AN
g() . H 2 Ho (*tnflﬂfay +OO) (7007 7tn71,17a)
1M Ho P(tn71 S d)

& rexion critica. Podemos polo tanto rexeitar a hipétese nula en favor da alternativa, é dicir,
a vista dos datos, é claro que a media do IMC da poboacién de mulleres diabéticas supera o
valor 30. Neste caso o p-valor é P(tg; > 8.07), que resulta practicamente 0.

En R podemos empregar a funcién t.test():

> t.test(bmi[type=="Yes"],mu=30,alternative="greater")

One Sample t-test

data: Dbmi[type == "Yes"]

t = 8.0712, df = 67, p-value = 8.955e-12
alternative hypothesis: true mean is greater than 30
95 percent confidence interval:

33.73574 Inf
sample estimates:
mean of x

34.70882

Noétese que o p-valor é extremadamente pequeno, o cal tamén indica que hai unha evidencia
moi forte en contra da hipétese nula. Habitualmente, cando o p-valor é moi pequeno non se
acostuma dar o seu valor exacto e simplemente se di que é menor ca 0.001. De feito, moitos
softwares estatisticos devolven simplemente “p-valor< 0.001”. (]

Se na funcién t.test () escollemos un test bilateral poniendo alternative="two.sided", a
saida tamén proporciona o intervalo de confianza para a media que estudamos na Seccién 3.4.2.
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Exercicio 3.8. Deséxase saber se unha balanza estd ben calibrada, é dicir, se o seu erro
de medida ten media 0. Denotemos por X o erro nunha pesada. Queremos polo tanto
realizar un test con hipdtese nula Hy : pn = 0, onde p = E(X). Para isto realizdronse 50
pesadas dunha pesa de 1 kg e obtivéronse os sequintes datos (rexistrados en g):

1005 1017 1011 990 1003 1007 986 1013 994 1002
1015 1019 1000 999 998 1009 989 1005 1002 1004
996 1009 994 1011 998 1002 1008 1006 991 1009
1005 1000 998 1008 997 994 983 999 1000 1001
1000 1005 1000 1020 1001 1003 993 1005 1023 1012

(a) Parece razoable suporier que os datos proceden dunha distribucidn Normal? Por que?

(b) Realiza o test de hipdteses adecuado. Escollerias unha hipdtese alternativa bilalteral
ou unilateral? Analiza e interpreta os resultados.

Exercicio 3.9. O conzunto de datos DIGITRATIO contén informacion sobre ratios dizi-
tais, en particular sobre a chamada ratio 2D:4D, que é o cociente entre a lonxitude dos
dedos indice (22 dedo) e anular (42 dedo). FEsta relacion parece que estd relacionada coa
exposicion prenatal aos andrdzenos. As variables que contén o conzunto de datos son:

- age: idade (en anos).
- gender: male (home)/female (muller).
- D2D4right: ratio 2D:4D na man dereita.

- D2D4left: ratio 2D:4D na man esquerda.

Realiza un test de hipéteses para comprobar se o valor medio da ratio 2D:4D en cada man
é distinta de 1. Comenta os resultados.

3.5.6. Que é a potencia dun test?

Supofiamos que a variable de interese é X ~ N(fu,2) e queremos facer o seguinte test
Hy:pu<5 frontea Hy:p>5
cun nivel de significacion 0.05.

Notese que agora estamos asumindo non s6 que a variable é Normal, senén tamén que
cofiecemos a sta desviacién estdndar (neste caso, 2), cousa que non é xustificable desde o punto
de vista préactico. Ainda asi, neste exemplo suporémola conecida para ilustrar o funcionamento
do test en termos de potencia. Con esta suposicion, en vez de traballar co estatistico de test do
exemplo anterior (o que tifia distribucion ¢,_1) tomaremos o estatistico

N

X -5
92
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densidade de D
baixo Hy

potencia

0.804

verdadeira densidade
deDcandou=6

0 It\ 2.5 posibles valores de D

Figura 3.10: Potencia dun test. A curva da esquerda é a densidade da N(0,1) e a da dereita é
a densidade da N(2.5,1).

no que esencialmente reemprazamos o estimador S do denominador polo valor poboacional
o = 2. Isto permitenos traballar mais comodamente, xa que debido 4s propiedades da Normal*

X -5
Vn

Traballaremos con tamano mostral n = 25. Para o nivel de significacion a = 0.05, a rexién
critica é (1.645, 00), tal e como se ilustra na Figura 3.10.

~ N(0,1) baixo H,.

Suponamos agora que a hipdtese nula Hy non é certa porque o verdadeiro valor da media é
= 6. Entén, a verdadeira distribucién do estatistico de test xa non é unha N (0, 1), senén que
pasa a ser N (2.5, 1), xa que

X X —6+6— X . X
VB2 = VB O VR 0 Va5 = VB 405 ~ N(25, 1)

N(0,1)

Este cambio na distribucion do estatistico D é o que lle d& potencia ao test. Recordemos que a
potencia é a probabilidade de rexeitar Hy. Cando p = 6 e n = 25 a potencia é

P(rexeitar Hy cando p = 6) = P(D > 1.645) = P(N(2.5,1) > 1.645) = 0.804,
tal e como se pode ver na Figura 3.10.
A probabilidade que acabamos de calcular depende do verdadeiro valor do parametro u e

do tamano mostral n. Para diferentes valores de ;1 e n obteremos distintos valores da potencia:

- Cando a hipdtese nula é certa (é dicir, 1 = i), entén a potencia é sempre «, indepen-
dentemente do tamano mostral.

- Cando a hipdtese nula é falsa (no noso exemplo i > fig), entén a potencia aumenta ao
aumentar o tamano mostral. A potencia tamén sera maior canto maior sexa a diferenza
entre 4 (verdadeiro valor do pardmetro) e 5 (valor establecido en Hy).

4Recordemos que se X1, Xo, ..., X,, é unha mostra aleatoria simple de X ~ N(u, ), entén X ~ N(u,0//n).
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Figura 3.11: Esquerda: efecto de n na potencia (para v = 0.05). Dereita: efecto de o na potencia
(para n = 100).

- Por outra parte, a potencia tamén depende do nivel de significacién: canto menor sexa «a
menor sera a potencia.

- Finalmente, a potencia tamén depende da desviacién estdndar poboacional (no noso exem-
plo, 2). Se a desviacién estdndar fose menor, entén a potencia serfa maior no caso de que
a hipdtese nula fose falsa.

Os gréficos da Figura 3.11 amosan a potencia como funcién de p para distintos valores
den e a.

No exemplo anterior asumimos que a desviacién estdndar poboacional era comnecida. Isto
permitiunos facer os calculos de forma sinxela coas densidades Normais. O comportamento é
similar cando o estatistico de test ¢ \/n(X — 5)/S en lugar de v/n(X — 5)/2, pero os cdlculos
son moito mais complexos.

Exercicio 3.10. No exemplo anterior, con o = 0.05, cal deberia ser o tamano mostral
para obter unha potencia de polo menos 0.98 cando o verdadeiro valor de p € (a) 6, (b)
5.5, (¢) 5.25, (d) 5.1. Deduce unha férmula zeral para este problema.
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3.6. Tests para comparar duas medias

A comparacion das medias de dias variables é un dos problemas méis comins na estatistica.
Existen varios tests para este problema.

Exemplos.

= Cabe esperar que a media da concentracion de glucosa en sangue de persoas diabéticas
sexa maior ca a das persoas non diabéticas.

No conxunto de datos DIABETES as medias mostrais da variable glu no grupo de mulleres
non diabéticas e diabéticas son 113.11 e 145.06, respectivamente. Estas dias cantidades
son moi diferentes, pero significa isto que existe unha verdadeira diferenza entre as medias
poboacionais ou pode deberse simplemente & aleatoriedade das mostras?

= Terdan os niveis do tratamento aplicado no conxunto de datos RATPUPS un efecto no peso?
As medias mostrais da variable weight para os niveis de tratamento baixo e alto son 5.93
e 5.89, respectivamente. A diferenza entre estes dous valores parece pequena. Resultard
razoable suponer entén que as medias poboacionais correspondentes son iguais?

= Existe unha diferenza entre as medias das ratios dixitais 2D:4D entre homes e mulleres?
Sexan X e Y as variables que queremos comparar e sexan fiy € fy as suas medias. O test
de hipéteses pode establecerse nos seguintes termos. A hipétese nula afirma a igualdade das

medias
Hy:px = py (as medias poboacionais de X e Y son iguais).

En canto & hipdtese alternativa, temos diias opcions. A primeira é unha hipdtese alternativa
bilateral:

Hi pitateral © ftx 7 fy (as medias poboacionais de X son Y diferentes).
A segunda posibilidade é a hipdtese alternativa unilateral:

Hi unilateral © ftx > fty (a media poboacional de X é maior ca a media poboacional de Y).

3.6.1. t-test para mostras independentes

Suponamos que temos dias mostras independentes, Xy, Xs,..., X,, de X e ¥1,Y5,...,Y,, de
Y. Notese que neste caso os tamanos mostrais n e m poden ser diferentes. O estatistico de test é

X-Y
D= (3.2)

onde X e Y son as medias mostrais e S% e Sz son as varianzas mostrais. Baixo a hiptese nula
Hy, a distribucién de D é:

= Se as poboaciéns X e Y son Normais, entén D ten unha distribucién ¢;, onde os graos
de liberdade f dependen dos tamafios mostrais (non daremos os detalles aquyi).
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Taboa 3.4: t-test para comparar dias medias. O estatistico de test estd dado na ecuacién (3.2).
As rexiéns de aceptacién e critica estdn calculadas sobre a distribucién N(0,1). O nivel de
significacién é « e d denota o valor do estatistico de test calculado coas mostras.

Test Rexién de aceptacién  Rexién critica p-valor
H() X = Wy (721 9, 21 2) (_OO: _Zlfa/Q) A
Hy:px # py —a/2 Zl1—a/ U(Zl_a/27+oo) 2P(N(0, 1) > |d|)
HO X = Hy (_oo ~ ) (Z +OO) A
H : > Ly y “l—a 1—as
1: B P(N(0,1) > d)

= Cando os tamanos mostrais son moderados ou grandes (digamos, n > 50 e m > 50), entén
D ¢ aproximadamente N (0, 1).

A Téaboa 3.4 contén as rexions de aceptacién e criticas dos tests para comparar dias medias.

Esta metodoloxia para a comparacién de diias medias baseada na distribucién ¢ foi desenvol-
ta por William Gosset a principios do século XX. Os seus métodos foron mellorados por Bernard
L. Welch na década de 1940. Os traballos de Gosset, que asinaba os seus artigos cientificos co
pseudénimo Student, son claves no desenvolvemento da estatistica moderna.

Exemplo. Consideremos o conxunto de datos RATPUPS. Realizaremos un test de hipoteses para
comprobar se as medias do peso (variable weight) son distintas para os niveis de tratamento
baixo (“low”) e alto (“high”) da variable treatment. Méis concretamente, comprobaremos se a
media do peso é menor no grupo cun nivel alto de tratamento. Sexa X o “peso dun rato que
recibiu o nivel baixo do tratamento”, con media px, e sexa Y o “peso dun rato que recibiu o
nivel alto do tratamento”, con media py. Disponiemos de mostras de X e Y con tamanos 126
e 65, medias mostrais 5.93 g e 5.89 g, e varianzas mostrais 0.18 e 0.41, respectivamente. Neste
caso, parece razoable facer un test unilateral

Hy:px =py frontea Hy:px > py.
En R escribimos

> ratpups <- read.table(file="datos-ratpups.txt",header=TRUE)
> attach(ratpups)

> t.test(weight [treatment=="1ow"],weight [treatment=="high"],
+ alternative="greater")

Welch Two Sample t-test



102 J. C. Pardo-Fernandez. Bioestatistica para a Enzeniaria Biomédica

data: weight[treatment == "low"] and weight[treatment == "high"]
t = 0.48394, df = 93.86, p-value = 0.3148

alternative hypothesis: true difference in means is greater than O
95 percent confidence interval:

-0.1041092 Inf

sample estimates:
mean of x mean of y

5.928333 5.885538

O argumento alternative="greater" ¢ a forma de indicarlle a R que queremos facer un test
unilateral. O valor observado do estatistico de test é 0.48, que para un nivel de significacién
a = 0.05 pertence & rexién de aceptacién na N(0,1) ou en calquera distribucién ¢. O p-valor
¢ 0.3148. Este ¢ un valor “grande”, o cal significa que non hai evidencia en contra da hipétese
nula. Non podemos rexeitar que o peso medio para os dous niveis de tratamento sexa igual.
O test é non significativo. 0

Exercicio 3.11. Como acabamos de ver no exemplo anterior relativo ao conxunto de
datos RATPUPS, non parece haber diferenza entre os pesos medios para os niveis de trata-
mento baizo e alto. Considera agora os niveis baizo (“low”) e alto (“high”) como un dnico
grupo e realiza un test de hipdéteses para comprobar se hai diferenzas significativas entre a
media dese grupo e a do grupo que non recibiu ningun tratamento (“control”). Comenta os
resultados.

Exercicio 3.12. Considera o conzunto de datos DIABETES.

(a) Fai un test de hipdteses para comprobar se as medias da concentracion de gluco-
sa (variable glu) no grupo de mulleres diabéticas e non diabéticas son distintas.
Comenta os resultados obtidos.

(b) Fai un test de hipdteses para comprobar se as medias da presion arterial (variable
bp) no grupo de mulleres diabéticas e non diabéticas son distintas. Comenta os
resultados obtidos.

(c) Fai un test de hipdteses para comprobar se as medias do pregamento cutdneo do
triceps (variable skin) no grupo de mulleres diabéticas e non diabéticas son distintas.
Comenta os resultados obtidos.

3.6.2. t-test para mostras dependentes ou apareadas

No apartado anterior supuxemos que as mostras son independentes, é dicir, que proceden
de poboaciéns independentes. Isto aplicase por exemplo cando os grupos que queremos com-
parar se forman por algunha variable categérica con dous valores (por exemplo home/muller,
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enfermo/non enfermo, tratamento/control). En cambio, nalgiins casos practicos, a compara-
cién establécese entre duas variables medidas sobre os mesmos individuos. Nese caso falamos
de mostras dependentes ou apareadas.

Exemplo. Estamos interesados en comparar a media da ratio dixital 2D:4D medida na man
dereita e na man esquerda dunha mesma persoa. Neste caso tratase dunha situacion con varia-
bles dependentes, xa que para un mesmo individuo medimos duas variables. Isto é o que ocorre
coas variables D2D4left ¢ D2D/right do conxunto de datos DIGITRATIO. O

Neste caso, a mostra consiste nun conxunto de pares de observaciéns da forma (X, Y)),
(X2,Ys), ..., (X,,Y,). Nétese que agora hai un tnico tamano mostral, n. Sexan pyx e uy as
medias poboacionais do par de variables (X, Y"). Para facer o test de comparacién de medias de
X e Y empregaremos unha nova variable artificial 7= X — Y. A hipdtese nula Hy : ux = jy
é equivalente a Hy : ur = 0, onde pur é a media poboacional da variable T'= X — Y, é dicir,
i = E(T) = E(X — V) = E(X) — B(Y) = pix — py-

O test estd baseado no estatistico
T
D =/n—,
St

onde T e Sy son a media mostral e a desviacién estdndar mostral da mostra formada polos
valores T; = X; — Y;, para ¢ = 1,...,n. A hip6tese nula sera rexeitada cando o valor observado
do estatistico de test sexa moi distinto de 0 (lembremos que a decisién depende da hipStese
alternativa: bilateral ou unilateral). Cando a hip6tese nula é certa, entén a distribucién do
estatistico de test é:

= {,_; cando as variables X e Y son Normais.

= Aproximadamente N (0, 1) cando o tamanio mostral non é demasiado pequeno (habitual-
mente, n > 40 ¢é suficiente).

As rexiéns de aceptacion e critica son as mesmas ca as dadas na Taboa 3.3.

Exemplo. No conxunto de datos DIGITRATIO compararemos as medias das ratios 2D:4D na
man dereita e na man esquerda (variables D2D4right e D2Djleft). Como non temos ningunha
informacién previa sobre unha alternativa especifica, faremos un test bilateral.

Primeiro faremos o test para as mostras completas e despois distinguiremos por sexo. En R
empregamos a funcion t.test () e especificamos o argumento paired=TRUE:

> t.test(D2D4right,D2D41left,paired=TRUE)

Paired t-test

data: D2D4right and D2D4left

t = -2.0938, df = 40, p-value = 0.04266

alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0
95 percent confidence interval:

-0.0217139097 -0.0003836513
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sample estimates:
mean of the differences
-0.01104878

Cal é a conclusién do test? E fiable esta conclusién? (comproba se as variables son Normais
ou se o tamano mostral é suficientemente grande). (exercicio) g

Exercicio 3.13. Realiza un test para comparar as medias das ratios dizitais 2D:4D na
mans dereita e esquerda, separando o grupo de homes e o de mulleres. Son fiables os
resultados obtidos? Comproba se os tamanos mostrais son suficientemente grandes ou se
€ razoable asumir que as variables son Normais.

3.6.3. Tests non paramétricos: o test de Wilcoxon-Mann-Whitney

Existen situaciéns nas que os tests descritos anteriormente non resultan axeitados porque
as poboaciéns non son Normais e os tamanos mostrais son moi pequenos. Para solucionar este
problema, adoitan empregarse tests non paramétricos en lugar dos t-tests para dias mostras.
O principal obxectivo destes procedementos é comparar as posiciéns de duas distribuciéns nun
marco xeral, sen supofier ningin modelo de distribucién particular nas poboaciéns. En xeral,
s6 son consistentes baixo alternativas unilaterais.

Sexan X e Y as poboacidéns que queremos comparar. A hipdtese nula agora é
Hy : os centros das distribuciéns de X e Y son iguais.

Esta afirmacién é bastante vaga e pode interpretarse en termos das medias ou das medianas.

Sexan X1, Xo, ..., X,, e Y1, Y5, ..., Y,, dias mostras independentes de X e Y, respectivamente.
O test de Wilxocon-Mann-Whitney traballa cos pares (X;,Y;) construidos artificialmente
combinando cada observacion de X con cada observacion de Y e conta en cantos destes pares
a observacién de Y é maior ca a observacién de X mediante o estatistico

i=1 j=1

Nétese que hai nm pares artificiais da forma (X;,Y;). Cando as distribuciéns de X e Y son
similares, entén o estatistico Dy tomara un valor moderado. Por outra banda, se Y tende a
ser maior ca X, entén Dy tomara un valor grande, mentres que se X tende a ser maior ca
Y entén Dy prw tomard un valor pequeno. Cando as distribucions de X e Y son iguais, e polo
tanto cando se cumpre a hipdtese nula, a distribucién de Dy podese calcular exactamente
(cousa que fixeron de forma independente F. Wilcoxon en 1945 ¢ H.B. Mann e D.R. Whitney
en 1947). En R a funcién wilcox.test () realiza este test.

Exemplo. Nun estudo sobre os efectos do tabaco na calidade do sono unha variable importante
¢ o tempo que se tarda en conciliar o sono. Sospéitase que as persoas fumadoras tardan mais
tempo en conciliar o sono. Para corroborar esta hipdtese, realizouse un experimento no que, en
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condicions controladas, se rexistraron os tempos de conciliacién do sono de 27 individuos, dos
cales 12 son fumadores e 15 son non fumadores. Os tempos observados (en minutos) son:

Non fumadores (X): 28.6 25.1 264 349 29.8 284 385 30.2
30.6 31.8 416 21.1 36.0 379 139

Fumadores (Y): 69.3 56.0 22.1 47.6 532 481 232 13.8
52.7 344 60.2 43.8

Os tamanos mostrais son pequenos e os histogramas amosan que asumir que as distribuciéns
de X e Y son Normais non é razoable. Polo tanto, para comprobar se o habito de fumar ten
un efecto nocivo no tempo de conciliaciéon do sono resultard mais adecuado aplicar o test de
Wilcoxon-Mann-Whitney para saber se os tempos no grupo de fumadores efectivamente tenden
a ser maiores ca os do grupo de non fumadores. En R facemos o seguinte:

> tempo.nonfumador <- c(28.6, 25.1, 26.4, 34.9, 29.8, 28.4, 38.5, 30.2,
+ 30.6, 31.8, 41.6, 21.1, 36.0, 37.9, 13.9)

> tempo.fumador <- c(69.3, 56.0, 22.1, 47.6, 53.2, 48.1, 23.2, 13.8,

+ 52.7, 34.4, 60.2, 43.8)

v

wilcox.test (tempo.fumador, tempo.nonfumador,alternative="greater")

Wilcoxon rank sum exact test

data: tempo.fumador and tempo.nonfumador
W = 134, p-value = 0.01606
alternative hypothesis: true location shift is greater than 0

O p-valor é pequeno (0.016), o cal indica que hai unha diferenza significativa entre os tempos
dos fumadores e os non fumadores, tendendo a ser maiores os dos fumadores. O

Convén facer unha aclaraciéon sobre o uso do argumento alternative na funciéon wil-
cox.test (). No exemplo anterior puxemos alternative="greater" para comprobar que os
tempos dos non fumadores son menores ca os dos fumadores. Isto é asi porque en realidade
este argumento refirese & posicion das respectivas funcions de distribucion: se os tempos dos
non fumadores son menores, entén a correspondente funcién de distribucién tendera a estar por
riba (“greater”) da funcién de distribucién dos tempos dos fumadores.

Exemplo. O test de Wilcoxon-Mann-Whitney tamén se pode adaptar para mostras aparea-
das. Por exemplo, no conxunto de datos DIGITRATIO, o histograma das variables D2D4right e
D2DJleft no grupo de homes non parecen axustarse a unha distribucién Normal. Ademais o
tamano mostral é 19, que non ¢ suficiente para empregar a aproximacion & N(0,1) do t-test.
Polo tanto, parece méis recomendable empregar o test de Wilcoxon-Mann-Whitney, neste caso
para mostras apareadas. En R

> wilcox.test (D2D4right [gender=="male"] ,D2D4left[gender=="male"],paired=TRUE)
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Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: D2D4right[gender == "male"] and D2D4left[gender == '"male"]
V = 54.5, p-value = 0.1074
alternative hypothesis: true location shift is not equal to O

Neste caso o p-valor (0.1074) non amosa diferenza significativa. O

3.7. Tests de bondade de axuste

Moitos procedementos inferenciais baséanse na suposicién de que a distribuciéon poboacional
segue un determinado modelo paramétrico, como por exemplo a Normal. O uso deses proce-
dementos pode resultar inapropiado se a verdadeira distribucion da poboacién difire moito
do modelo paramétrico suposto. O termo bondade de axuste refirese a procedementos que
permiten comprobar a calidade dun modelo de distribuciéons & hora de describir a verdadei-
ra distribucién da variable de interese. O caso mais relevante na préctica é o da distribucién
Normal.

FExemplo. No conxunto de datos DIABETES, o histograma da variable bmi permite supofier
que as observaciéns proceden dunha variable Normal. Como podemos asegurarnos de que isto
é realmente asi? O

Para comprobar a bondade de axuste dunha familia de distribuciéns podemos empregar
técnicas gréficas (como por exemplo o xa conecido histograma ou o qg-plot, que estudaremos
agora) ou tests de hipéteses.

3.7.1. qg-plots

Disponemos dunha mostra Xi, X, ..., X,, dunha variable aleatoria X e desexamos saber se
resulta verosimil que X tena un tipo particular de distribucién, como por exemplo a Normal.
Un método efectivo, ainda que subxectivo, para comprobar esta hipdtese é o qg-plot (tamén
chamado gréfico cuantil-cuantil). A idea fundamental deste grafico é que en caso de que a distri-
bucién postulada sexa correcta, entén os puntos do grafico aparaceran cerca dunha lina recta.
Por outra parte, se a verdadeira distribuciéon de X é moi diferente da distribuciéon empregada
para construir o grafico, entén os puntos desviaranse substancialmente do patrén lineal.

Centrémonos no caso da distribucién Normal. O qg-plot de Normalidade consiste no
grafico dos pares de puntos

{(Fy (F(X3), X3), i =1,...,n},

onde [, ' é a funcién cuantil da N(0,1) e F é un estimador non paramétrico da funcién de
distribucién da variable X (por exemplo, a funcién de distribucién empirica). Se a verdadeira
distribucién dos datos é unha Normal, enton os puntos apareceran sobre unha lifia recta debido &
relacién de linealidade existente entre os cuantis dunha Normal calquera cos cuantis da N (0, 1).
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En cambio, se os datos non proceden dunha distribucion Normal, entén os puntos deben amosar
algunha desviacién clara con respecto & lina recta. En R a funciéon qqnorm() realiza o qg-plot
de Normalidade.

A Figura 3.12 amosa os histogramas, boxplots e qq-plots de Normalidade obtidos a partir de
500 observaciéns simuladas de distribuciéns N (60, 10), Exzponencial(2) e Uni forme[0, 1]. Como
podemos comprobar, cando os datos proceden da distribucion Normal, o qg-plot presenta un
patrén rectilineo. En cambio, se os datos non proceden dunha distribucién Normal, entén hai
unha clara desviacion con respecto a recta.

(a) X ~ N(60,10) (b) X ~ Exponencial(2) (¢) X ~ Uniformel0,1]
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Figura 3.12: Histograma, boxplot e qq-plot de Normalidade obtidos a partir de 500 observaciéns
simuladas con distribucién (a) N(60,10); (b) Exponencial(2); e (¢) Uniforme|0,1].

A Figura 3.13 amosa os qqg-plots das variables bmi e glu do conxunto de datos
DIABETES. Para obter estes gréficos en R abonda facer
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> qqnorm(bmi)
> qqnorm(glu)

A variable glu non parece seguir unha distribucién Normal. O

Exercicio 3.14. Realiza os qq-plots de Normalidade da variable glu separando os grupos
de mulleres diabéticas e non diabéticas. Podemos suponer que as variables correspondentes
son Normais?

Normal Q-Q Plot Normal Q-Q Plot
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Figura 3.13: Datos DIABETES. qq-plots das variables bmi (esquerda) e glu (dereita).

3.7.2. Tests de bondade de axuste de Normalidade

A parte das ferramentas gréficas xa estudadas (histograma e qq-plot), resulta imprescindible
disponier tamén dalgun test de hipdteses para verificar se un modelo de distribucién resulta
axeitado para explicar o comportamento dunha variable aleatoria poboacional.

Sen dibida o caso méis importante é o da distribuciéon Normal. O problema é polo tanto o se-
guinte. Dada unha variable aleatoria poboacional X da cal se obtivo unha mostra Xy, X, ..., X,
desexamos facer un test para a hipdtese nula

Hy : X ten distribucién Normal

fronte a unha alternativa xeral
H, : Hy non é certa.
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Notes

e que na hipdtese nula se afirma que X é unha Normal calquera, sen especificar os seus

pardmetros p e o.

Existen moitos procedementos para resolver este problema. Describiremos brevemente dous

deles:

o test de Lilliefors e o test de Shapiro-Wilk.

O test de Lilliefors baséase no estatistico

D = sup |F(z) — Fps ()],

onde F(z) ¢ a funcién de distribucién empirica da mostra (ver seccién 3.3.7) e Fipe ()
¢ a funcién de distribucién dunha Normal con media estimada por i = X e desviacién
estdndar estimada por 6 = S. A hipdtese nula de Normalidade rexéitase para valores
grandes do estatistico de test. Os valores criticos foron tabulados por H.W. Lilliefors en
1967. En R, a funcién 1illie.test()® realiza este test.

O test de Shapiro-Wilk estd baseado no qg-plot de Normalidade. Lembremos que o
feito de que no qg-plot observemos unha disposicion dos puntos sobre unha lina recta é un
indicativo da Normalidade dos datos. Polo tanto, o coeficiente de correlacién dos puntos
que aparecen no qg-plot pode empregarse como un indicador do axuste do modelo Normal.
Non daremos a formula explicita do estatistico de test porque é moi complicada. Como o
estatistico de test estd baseado no coeficiente de correlacién, baixo Hy o estatistico debe
estar préximo a 1; por outra banda, cando a hipdtese nula non é certa, o estatistico tomara
valores menores ca 1. A hipétese nula rexéitase para valores pequenos do estatistico de
test. Este test foi proposto e estudado por S.S. Shapiro e M. Wilk en 1965. Os valores
criticos estan tabulados. En R emprégase a funcion shapiro.test() para realizar o test.

Fxemplo. No conxunto de datos DIABETES, fagamos os test de Normalidade das variables bmi

e glu:

> lillie.test (bmi)

data:

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test

bmi

D = 0.053375, p-value = 0.1779

> shapiro.test (bmi)

SA

funcién 1lillie.test() non pertence & instalacién basica de R. Requisere a instalacién do paquete

nortest. Para instalar e cargar o paquete, escribe na consola

>install.packages("nortest")

>library(nortest)
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Shapiro-Wilk normality test

data: bmi
W = 0.99104, p-value = 0.2523

Os p-valores obtidos por ambos os dous tests son grandes, asi que non existe evidencia para
rexeitar que a variable bmi segue unha distribucién Normal.

> lillie.test(glu)

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test

data: glu
D = 0.072282, p-value = 0.01288

> shapiro.test(glu)

Shapiro-Wilk normality test

data: glu
W = 0.97294, p-value = 0.0006624

Neste caso os dous tests devolven p-valores pequenos, polo tanto deberiamos rexeitar que a
variable glu segue unha distribucién Normal.

Que ocorre coa variable glu cando distinguimos os grupos de mulleres diabéticas e non
diabéticas? (exercicio) O

Exercicio 3.15. Considera o conzunto de datos RATPUPS. Proporciona a distribucion
Normal un bo azuste para a variable weight? Considera subgrupos separando por trata-
mento e sexo. Interpreta os resultados.

3.8. Analise da varianza (ANOVA)

O termo Andlise da Varianza (ANOVA, do inglés ANalysis Of VAriance) refirese a un
conxunto de técnicas inferenciais desenadas para comparar as medias dunha variable en k
subgrupos, sendo k > 2. Habitualmente, os subgrupos férmanse de acordo aos valores dun ou
varios factores.

Recordemos que para k = 2 podemos empregar os t-tests xa estudados. Cando k > 3 poderia
resultar tentador facer as comparaciéns entre todos os posibles pares, pero este procedemento
resulta invalido na practica porque produce un incremento enorme do erro de tipo I, tal e como
podemos ver no seguinte exemplo.
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Taboa 3.5: Probabilidade de falso descubrimento cando se fan comparaciéns de grupos por
pares.

P(R >0)
ko k(k—1)/2 ~a=005 a=0.01
2 1 0.050 0.010
3 3 0.143 0.030
4 6 0.265 0.059
5 10 0.401 0.096
6 15 0.537 0.140
7 21 0.659 0.190
8 28 0.762 0.245
9 36 0.842 0.304
10 45 0.901 0.364
15 105 0.995 0.652
20 190 1.000 0.852

Exemplo. O problema dos tests miiltiples. Suponiamos que temos &k grupos de individuos
sobre os que medimos unha certa variable e que queremos comparar as medias correspondentes
para poder descubrir diferenzas entre elas. Denotemos por p; a media poboacional no grupo j,
para j =1, ..., k. Poderiamos pensar en facer os tests

HY cpj=pe  frontea  HY':py

para todo 7,¢ € {1,...,k}, con j # . Nitese que existen (g) = @ comparacions posibles.

Chamémoslle “descubrimento” ao feito de que rexeitemos algunha destas hipdteses nulas. Se
todos os tests se realizan a un nivel de significacion «, cal é a probabilidade de que fagamos
un descubrimento cando en realidade todas as medias son iguais (e polo tanto non hai nada
que descubrir)? Esta probabilidade medra rapidamente ao aumentar k. Definamos a variable
aleatoria R =“numero de rexeitamentos entre as k(k; ) comparacions”. Se todas as hipdteses
nulas son certas (é dicir, todas as medias son iguais), entén

k(k—1
R ~ Binomial <(2), a)

e a probabilidade de facer un (falso) descubrimento é P(R > 0). A Téboa 3.5 contén os valores
desta probabilidade para distintos valores de k e para niveis de significacion a = 0.05,0.01.
Claramente, a probabilidade de facer falsos descubrimentos aumenta moito ao incrementar o
ntimero de grupos (e polo tanto o de comparaciéns). Obviamente, isto non son boas noticias.
Esta claro que esta non serd a forma correcta de comparar mais de 2 grupos. O

Os métodos de tipo ANOVA evitan este problema facendo a comparacién entre os grupos de
forma simultdnea. Aqui sé veremos o caso mais sinxelo, que é aquel no que os grupos se forman
a partir dos valores dun tnico factor e son independentes. Estes métodos foron ideados polo
estatistico britdanico Ronald Fisher a partir dos anos 20 do século XX e son unha ferramenta
fundamental no deseno e andalise de experimentos.
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3.8.1. ANOVA dun factor

O ANOVA dun factor (tamén chamado ANOVA dunha via) emprégase para comparar k
medias a partir de mostras independentes. Estas mostras obtéfiense de poboaciéns ou grupos
definidos polos valores dunha variable cualitativa ou, dito doutra forma, polos niveis dun factor.
As veces a estes niveis tamén se lles chama tratamentos. A situacién préactica é a seguinte:

/grupo/nivel/

/tratamento  media poboacional mostra tamano mostral media mostral
grupo 1 M1 X1, Xz, s Xy n ):(1
grupo 2 Hho Xot, Xog, o s Xon, n2 X
grupo k i X1, Xi2, -y Xieny o X

total n=3" n X

No cadro anterior temos os seguintes elementos:

n; é o tamafnio mostral no grupo 1.

n= Zle n; ¢ o tamano mostral total.

X;; denota a j-ésima observacion da i-ésima mostra.

X, = n% Z;“:l X;; ¢ a media mostral no grupo ¢.

X = %Z,’;l 27’:1 X = %Z,’;l n;X; é a media mostral global (tamén chamada “gran

media”).

A hipétese nula é
Ho:py = plo = - = g,

e a hipdtese alternativa é
H; : existe algunha diferenza entre as medias.

Noétese que Hy é a negacién de Hy e polo tanto non necesariamente implica que todas as medias
sexan distintas entre si. O tinico que afirma é que existe algunha diferenza (poderfa ser por

exemplo (i = g e po # p3).
A idea do test ANOVA é estudar as fontes de variacién nos datos. Cada observacion pode
descomponerse como
X=X+ X-X) + (Xi; — Xi)
————

desviacién entre grupos  desviacién dentro dos grupos

e as fontes de variacién nos datos poden resumirse nos seguintes dous termos:
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- Variacién entre grupos (representada por X, - X ):

SSG = Zi()_(i —X)? =) mi(Xi - X)%

i=1 j=1

- Variacién dentro dos grupos (representada polos residuos X;; — X;):

k  ng
SSR = ) (X — Xi)”

i=1 j=1
Pédese demostrar facilmente que
k ng
$SG +ssR = ) Y (Xj; — X)? = Tss,
i=1 j=1

que é o numerador da varianza mostral da mostra conxunta. A esta cantidade, que denotamos
por TSS, chamaselle variacién total.

Habitualmente, toda esta informacién organizase na tAboa ANOVA:

fonte de  graos de  suma de media de
variacién liberdade cadrados (Ss) cadrados (MS) F-ratio
k v ssa 1SG
grupos kE—1 ssa =Y. ni(X; — X)? MSG = 5 Mg
residuos  n —k SSR = Y0, > (X — Xj)? Msr = St
k N4 Ve
total n—1 TSS = 3L Do (X — X)?

Se todas as medias son iguais, é dicir, non hai efecto do grupo sobre as medias, entén as
medias mostrais en cada grupo deberian ser préximas entre si e & stia vez tamén préximas 4
media mostral global. Isto quere dicir que MSG deberia tomar un valor pequeno e o mesmo
deberfa ocorrer co cociente MSG/MSR. Por outra parte, se realmente existe algunha diferenza
entre as medias, entén o cociente MSG/MSR deberfa tomar un valor grande. Polo tanto, a
hipétese nula serd rexeitada para valores grandes de MSG/MSR. Baixo determinadas condiciéns
(ver seccion 3.8.3), se a hipdtese nula é certa, entén

MSG
—— ~ g,

MSR
onde Fj. 1, denota a distribucién F' de Snedecor con k—1 e n—k graos de liberdade. Os valores
criticos e os p-valores poden obterse inmediatamente desta distribucion. En R empregamos a
funcién aov().

Exemplo. (adaptado do libro de Vidakovic, 2017). Deséxase realizar un estudo para saber se
distintos tipos de implantes cocleares tenien distinto efecto sobre a capacidade de comprensién
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e de audicién en persoas que sofren xordeira profunda. En particular, disponse de tres tipos de
implantes: A, B e C. Os implantes A e B son similares en canto & tecnoloxia que empregan,
mentras que o implante de tipo C é méis moderno. Cada individuo realiza unha proba despois
da cal recibe unha puntuacion. Neste exemplo, centrarémonos no reconiecemento das consoantes
mediante son. O obxectivo é saber se a media da puntuaciéns dos individuos empregando os tres
tipos de implantes son iguais (hipétese nula) ou existe algunha diferenza entre elas (hipdtese
alternativa). Aplicaremos un test ANOVA.

Para levar & préctica o test, empregaremos os datos recollidos no conxunto de datos 1M-
PLANTECOCLEAR, que contén as seguintes variables:

- implante: tipo de implante (A, B ou C).

- CS: puntuacién no reconiecemento de consoantes a través do son.

- CV: puntuacién no reconiecemento de consoantes a través da vision.

- CSV: puntuacién no reconecemento de consoantes a través do son e da visién.

O conxunto de datos contén informacién de 78 individuos, dos cales 24 empregaron o im-
plante de tipo A, 24 empregaron o implante de tipo B e 30 empregaron o implante de tipo C.

En primeiro lugar facemos un boxplot para comprobar visualmente se hai diferenzas entre as
puntuaciéns (ver Figura 3.14).

> implantecoclear <- read.table("datos-implantecoclear.txt",header=TRUE)
> attach(implantecoclear)

> boxplot(CS~implante, frame=FALSE)

Comprobemos agora se as medias da variable C§ difiren para cada tipo de implante. En R
a funcién aov() crea unha obxecto que contén a informacién da anélise ANOVA. O primeiro
argumento da funcién é unha féormula do tipo x ~ factor, onde x indica a variable da cal
queremos comparar as medias segundo os grupos formados polos niveis do factor®.

No noso exemplo:

> anova.implantes <- aov(CS~implante)
> summary (anova.implantes)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

implante 2 12312 6156 15.05 3.21e-06 *x*x
Residuals 75 30688 409
Signif. codes: 0 “x*x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘%’ 0.05 “.” 0.1 ¢ > 1

6Nalgunhas ocasiéns o niveis dos factores poden estar codificados mediante nimeros. Nese caso, é posible
que R non reconeza esa variable como factor, cousa que darfa resultados erréneos no ANOVA. Para facelo
correctamente, débese empregar a funcién as.factor() empregando a férmula x ~ as.factor(factor).
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Figura 3.14: Conxunto de datos IMPLANTECOCLEAR. Boxplot da variable CS en funcién do
tipo de implante.

Na tdboa ANOVA podemos ver que o valor do estatistico de test é 15.05. O valor critico para
o nivel de significacion 0.05 é qf (0.95,2,75) = 2.658, asi que o valor observado do estatistico
de test claramente pertence & rexién critica. De feito, o p-valor é moi pequeno (3.21-107°). Isto
indica unha forte evidencia en contra da hipdtese nula de igualdade de medias. Parece claro que
existen diferenzas significativas nas puntuacions medias para os distintos tipos de implante. [J

3.8.2. Tests post-hoc para comparacions multiples

Na practica, en caso de rexeitar a hipdtese nula, gustarianos saber onde reside a diferenza
entre os grupos. Isto debe ser feito a través dalgin procedemento que tena en conta que se
realizaran comparacions miultiples e que ao mesmo tempo controle o erro de tipo I. Os proce-
dementos desenados con este fin chdmanse tests post-hoc. Posiblemente o mais empregado é o
test HSD de Tukey’.

Exemplo. (cont.) Apliquemos o test post-hoc de Tukey ao noso exemplo:

> TukeyHSD(anova.implantes)

Tukey multiple comparisons of means
95%, family-wise confidence level

Fit: aov(formula = CS ~ implante)

$implante

7As siglas HSD refirense a honestly significant difference.
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diff lwr upr p adj
B-A 4.095833 -9.866669 18.05834 0.7633873
C-A 27.660833 14.414841 40.90683 0.0000111
C-B 23.565000 10.319007 36.81099 0.0001757

A vista dos p-valores axustados (columna p adj da saida de R) atopamos diferenzas significa-
tivas entre os implantes C—A e C-B, pero non entre os implantes B-A. O

3.8.3. Suposicions do test ANOVA

O test ANOVA depende das seguintes suposiciéns:

- Normalidade en cada grupo (debemos usar técnicas graficas ou tests de bondade de axuste
para comprobalo).

- Varianzas iguais en todos os grupos. Isto pode comprobarse formalmente co test de
Bartlett. En R emprégase a funciéon bartlett.test().

De todos os xeitos, a andlise ANOVA é robusta respecto a desviaciéns das suposiciéns
anteriores, especialmente cando os tamanos mostrais non son demasiados pequenos.

En caso de que estas suposicions sexan claramente violadas e os tamainos mostrais sexan
pequenos pode substituirse a analise ANOVA por polo test de Kruskal-Wallis, que é un test
non paramétrico. En R emprégase a funcién kruskal.test ().

Exemplo. (cont.) O test de Bartlett aplicado ao noso exemplo amosa que a hipdtese de va-
rianzas iguais non pode ser rexeitada, xa que o p-valor é grande:

> bartlett.test(CS~implante)

Bartlett test of homogeneity of variances

data: CS by implante
Bartlett's K-squared = 1.1619, df = 2, p-value = 0.5594

Os test de bondade de axuste tamén permiten supoiier que os datos non tefien unha gran
desviacién da Normalidade (exercicio). g

Exercicio 3.16. Considera o conzunto de datos IMPLANTECOCLEAR. Realiza andlises
ANOVA para comparar as medias das variables CV e CSV segundo o tipo de implante.
Comproba se se cumpren as suposicions de traballo do ANOVA.
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Exercicio 3.17. Considera o conzunto de datos RATPUPS. Anteriormente comparamos as
medias da variable weight para os niveis ‘high’ e ‘low’ do factor treatment. Non obstante,
en realidade hai 3 niveis (‘high’, low’ e ‘control’), polo que se queremos facer un test global
de comparacion de medias debemos facer un test de tipo ANOVA.

(a) Realiza o test adecuado para comparar as medias da variable weight sequndo os
niveis do factor treatment.

(b) Comproba as suposicions da andlise ANOVA. Cumprese a Normalidade? Son as
varianzas homozéneas?

(¢) Compara os resultados do test ANOVA cos do test de Kruskal-Wallis.

(d) En caso de que o test ANOVA rezxeite a hipdtese nula de igualdade de medias, aplica
o procedemento HSD de Tukey. Cal é a conclusion? Entre que pares de miveis se
atopan diferenzas?

Exercicio 3.18. Realizouse un experimento para comprobar se o diametro dunha protese
metdlica pode ter algin efecto sobre o desgaste na zona de union. Realizdronse probas
de desgaste con proteses de diamétros 16, 28, 36 e 42 mm e medironse as rugosidades
correspondentes, obténdose os sequintes resultados (en nm):

diametro rugosidade
16 2.42 1.91 1.86 2.45 2.52 2.88 2.8/ 189 2.75 152
2.84 1.16 247 1.66 2.21
28 2.48 1.37 2.81 2.93 2.44 1.58 1.38 1.37 2.00 2.21
2.48 2.75
36 2.483 8.43 2.52 1.82 3.19 3.10 2.82 3.05 3.64 2.55
42 3.48 2.51 871 2.75 2.71 3.23 3.23 3.7, 3.14 347

Realiza un test ANOVA para comprobar se existen diferenzas nas medias da rugosidade en
funcion do didmetro empregado. En caso de atopar diferenzas, explica cales somn.

3.9. Test de Kolmogorov-Smirnov para comparar duas
distribucions

Suponamos que temos dias variables aleatorias continuas, X e Y, con funciéns de distribu-
cién F' e G, respectivamente. O problema das diias mostras consiste en facer un test con
hipétese nula

Hy : F(x) = G(z) para todo z,

fronte & alternativa xeral

H; : F(z) # G(z) para algin z.
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Nétese que neste caso a hipdtese nula é méis restritiva ca a do t-test, xa que agora estamos
ponendo unha condicién sobre as distribucions completas, mentras que no t-test unicamente se
ponia unha condicién sobre as medias.

Para facer o test, disporemos de dias mostras: X1, Xs,..., X, de X e Y1,Y5,....Y,, de Y.

Sexan
n m

. 1 A 1
Fa)=-310%i<a) o Gl)=--d 1Y <y)
i=1 j=1
as funciéns de distribucién empiricas obtidas a partir das mostras de X e Y, respectivamente
(ver a seccién 3.3.7 para méis detalles). O estatistico de Kolmogorov-Smirnov mide a

distancia entre estas dias funciéns a través da distancia do supremo:

Dics = sup |F(x) — G(a)|.

Ainda que o estatistico de Kolmogorov-Smirnov se define a partir dun supremo, na practica o
seu calculo resulta moi doado. Tendo en conta que as funciéns de distribucién empiricas son
funciéns constantes por pedazos, para calcular Dy abonda con obter o seguinte méaximo:

Dygs = méx |F(Z)—G(Z),

1<i<n+m

onde 21, Zs, ..., Zypym € a mostra conzunta Xq,..., X, Y1, ..., Y.

Cando a hipotese nula é certa, as funciéns de distribucién empiricas estaran cerca unha da
outra porque as dias estiman a mesma funcién. Nese caso esperamos que o estatistico tome
valores pequenos. En cambio, cando a hipétese nula é falsa, as funciéns de distribucién empiricas
estimaran funcions distintas, e polo tanto esperamos que a distancia entre elas sexa grande. Polo
tanto, rexeitaremos a hipdtese nula para valores grandes do estatistico de test.

A distribucién do estatistico Dgg baixo a hipotese nula depende dos tamanos mostrais
n e m, pero sorprendentemente non depende da distribucién comin F ou G, de xeito que
pode estudarse exactamente e consecuentemente pddense obter os correspondentes cuantis e
p-valores asociados. Para valores pequenos de n e m incluso existen taboas da distribucién de
Dggs. Este procedemento para a comparacion de dias distribucions foi proposto e estudado
polos matematicos rusos Andrei Kolmogorov e Nikolai Smirnov na década de 1930.

En R, a funcién ks.test () realiza o test de Kolmogorov-Smirnov.

Exemplo. Consideremos o conxunto de datos RATPUPS. Son diferentes as distribuciéns da
variable weight nos grupos de tratamento alto e baixo? Recordemos que o t-test para comparar
as medias non atopou diferenzas significativas.

Sexan F' e G as funciéns de distribucién da variable weight no grupos de tratamento alto
(high) e baixo (low), respectivamente. Queremos polo tanto realizar un test con hipétese nula
Hy : F = G fronte a Hy : F' # (. Os tamanos mostrais son 65 e 126. A Figura 3.15 amosa as
correspondentes funcions de distribucion empiricas. Para realizar os test en R, escribimos

> attach(ratpups)
> ks.test (weight [treatment=="1low"],,weight [treatment=="high"])
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Figura 3.15: Conxunto de datos RATPUPS. Funciéns de distribucién empiricas da variable weight
segundo os valores high (en negro) e low (en azul) da variable treatment.

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: weight[treatment == "low"] and weight[treatment == "high"]
D = 0.21795, p-value = 0.03403
alternative hypothesis: two-sided

A un nivel de significacién do 5 %, rexéitase a hipdtese nula. Parace polo tanto que hai diferenzas
entre as funcions de distribucién F' e G. Quizas estas diferenzas estean na variabilidade das
variables correspondentes. O

Exercicio 3.19. Suponamos que temos duas variables aleatorias das cales sospeitamos
que poden ter distribucions diferentes. Que procedemento serd mellor para detectar esa
posible diferenza: o t-test ou o test de Kolmogorov-Smirnov? Desena un estudo de Monte
Carlo para analizar a potencia destes dous tests ante distintas alternativas. Considera, por
exemplo, situacions onde...

» a diferenza estea nas medias, como unha N(10,3) e unha N(12,3);
= ou nas varianzas, como unha N(10,3) e unha N(10,5).

Realiza a simulacion para varios tamanos mostrais para comprobar o seu efecto na potencia
dos tests.
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3.10. As etapas do método cientifico

A Estatistica, e en particular as técnicas inferenciais, xoga un papel fundamental no desen-
volvemento da ciencia. Todos os ambitos cientificos empregan métodos inferenciais para des-
cribir e confirmar os seus avances. Convén recordar que, en linas xerais, o método cientifico
consiste nos seguintes pasos:

1. Formular unha hipétese de investigacion/teoria/problema.

2. Desenar un experimento e recoller datos.

3. Analizar os datos e aplicar algin método inferencial axeitado para o problema en
cuestién (por exemplo, un test de hipdteses). E importante ter en conta que calquera
método estard baseado nunha serie de suposiciéns que tenen que ser verificadas para
garantir o seu correcto funcionamento.

4. Interpretar os resultados e tomar as decisions que correspondan.

E importante ter presentes estes pasos cando se apliquen técnicas inferenciais.
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4.1. Introducion

As taboas de continxencia empréganse para organizar a informacién relativa a ddas (ou
méis) variables cualitativas. Resultan ttiles tanto desde o punto descritivo como para estudar
posibles relaciéns entre as variables.

Fxemplo. O conxunto de datos SAUDEGALICIA2017 recolle informacion extraida da Enquisa
Nacional de Saide que realizou o INE en 2017. En particular, este conxunto de datos recolle
informacién sobre 400 persoas residentes en Galicia. As variables son as seguintes:

- sexo: muller (M) / home (H)

- idade (en anos)

- niwel.estudos. Méaximo nivel de estudos alcanzado, coas seguintes categorias:

1 primaria incompleta

2 primaria completa

3 secundaria

4 bacharelato e ensinanzas profesionais de grao medio
5 ensinanzas profesionais de grao superior

6 estudos universitarios
- estado.saude. Estado xeral de saide, cos seguintes niveis:

1 moi bo
2 bo

3 regular
4 malo

5 moi malo

- hipertension: pacede hipertensién? Non (0) / Si (1)

- artrose: pacede artrose? Non (0) / Si (1)

- diabetes: pacede diabetes? Non (0) / Si (1)

- colesterol: ten colesterol alto? Non (0) / Si (1)

- osteoporose: pacede osteoporose? Non (0) / Si (1)

- gafas: usa gafas ou lentes de contacto? Non (0) / Si (1)

- audifono: usa audifonos? Non (0) / Si (1)

- medicamentos: consumiu medicamentos nas ultimas dias semanas? Non (0) / Si (1)

- altura (en cm)
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- peso (en kg)

- act.principal. Tipo de actividade fisica que realiza na sta actividade diaria principal, cos
seguintes niveis:

1 sentado/a a maior parte da xornada
2 de pé a maior parte da xornada sen efectuar grandes desprazamentos ou esforzos
3 caminando, levando algin peso, efectuando desprazamentos frecuentes

4 realizando tarefas que requiren gran esforzo fisico

- act.fisica. Frecuencia coa que realiza algunha actividade fisica no seu tempo libre, cos
seguintes niveis:

1 non fai exercicio, o tempo libre octipao de forma case totalmente sedentaria
2 fai algunha actividade fisica ou deportiva ocasional
3 fai actividade fisica varias veces ao mes

4 fai entrenamento deportivo ou fisico varias veces & semana
De que tipo é cada unha destas variables? (exercicio).

A Téboa 4.1 é a tdboa de continxencia das variables sexo e estado xeral de saide (esta-
do.saude). Cada entrada da tdboa representa a frecuencia absoluta de individuos que cumpren
as caracteristicas correspondentes. Por exemplo, nos nosos datos hai

- 186 homes;
- 24 persoas (homes e mulleres) que declaran un estado de satide bo (nivel 1);

- e 14 homes que declaran un estado de saide moi bo (nivel 1).

Téaboa 4.1: Datos SAUDEGALICIA2017. Téaboa de continxencia das variables sexo e estado.saude.

estado de saide

sexo 1 2 3 4 5 total
home 14 96 62 10 4 186
muller 10 104 74 21 5 214
total 24 200 136 31 9 400

En R facemos

> saudegalicia2017 <- read.csv(file="datos-saudegalicia2017.csv")
> attach(saudegalicia2017)
> table(sexo,estado.saude)

e para obter os totais por filas e columnas podemos facer simplemente
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> table(sexo)
> table(estado.saude)

De xeito madis formal, sexan ddas variables cualitativas X (con niveis Aq, Ao, ..., Ax) e
(con niveis By, By, ..., By, ) das cales se observa unha mostra (X1,Y}), (X2, Y2), ..., (Xn, Yy).
tdboa de continxencia de (X,Y) é

niveis de Y

niveis de X B By - B, total
Ay Ny N o+ Nip Nie
Ay Nop Nog o o Nopy Ny,
Ap Ny Nigo o Nim Nie
total Nei Nez - Nom n

onde, para j =1,....;kel=1,...,m,

N;; = “nimero de observaciéns (X;,Y;) tales que X; = A; e Y; = BY”,
Njo = “ntimero de observaciéns X; tales que X; = A;”,
Ng = “numero de observaciéns Y; tales que Y; = B;”.

4.2. Distribucion conxunta, marxinal e condicionada

Se dividimos as frecuencias absolutas Nj polo tamano mostral n obtemos as frecuencias
relativas, que forman a distribucién conxunta. Por outra parte, as frecuencias relativas das
variables X e Y por separado (¢ dicir, as proporciéns da forma Nj,/n ¢ No/n, respectivamen-
te) forman as distribuciéns marxinais correspondentes. As marxinais tamén poden obterse
sumando as filas ou columnas da distribucién conxunta.

Exemplo. (cont.) Para obter a distribucién conxunta en R podemos facer

> taboa.continxencia <- table(sexo,estado.saude)
> n <- sum(taboa.continxencia)
> distrib.conxunta <- taboa.continxencia/n

e para as marxinais
> distrib.marxinal.sexo <- table(sexo)/n

A distribucién conxunta e as marxinais deste exemplo estan recollidas na Taboa 4.2. O

Se desexamos facer unha comparativa entre as frecuencias recollidas na tdboa de contin-
xencia para comprobar se o seu comportamento ¢ similar ao longo dos distintos niveis dunha
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Téaboa 4.2: Datos SAUDEGALICIA2017. Distribucién conxunta e distribucions marxinais das

variables sexo e estado.saude.
estado de saude

sexo 1 2 3 4 5 total
home 0.035 0.240 0.155 0.025 0.010 0.465
muller 0.025 0.260 0.185 0.052 0.013 0.535
total 0.060 0.500 0.340 0.077 0.023 1

das variables, temos que ter en conta que os tamanos mostrais totais poden ser distintos e
polo tanto a comparacién non se pode facer directamente. O mesmo ocorre coas proporcions
da distribucién conxunta.

Exemplo. (cont.) No noso exemplo, poderiamos estar interesados en saber como se distri-
bien os distintos niveis do estado de saide no grupo de homes e de mulleres para intentar
ver se hai diferenzas entre eles. Como o nimero de homes e mulleres ¢ distinto (186 e 214,
respectivamente), entén non podemos facer a comparacién directamente. O

Nesta situacion, é mais conveniente traballar coas distribuciéns condicionadas, que nos
indican como se distribie unha variable coa suposicién de que a outra toma un determinado
valor. A distribucién de X condicionada polo valor B; de Y esta formada polas frecuencias
relativas

No’
Analogamente, a distribucién de Y condicionada polo valor A; de X estd formada polas
frecuencias relativas

paraj=1,... k.

N
1 paral=1,...,m.

Ny’

Exemplo. (cont.) A distribucién da variable estado.saude condicionada polo valor “home” da
variable sexo pode empregarse para saber como se comportan as frecuencias dos distintos niveis
do estado de saude exclusivamente dentro do grupo de homes. En R podemos facer

> table(sexo,estado.saude) [1,]/sum(sexo=="H")
e obteremos a distribucién recollida na Téboa 4.3.

Téboa 4.3: Datos SAUDEGALICIA2017. Distribucién condicionada da variable estado.saude no
grupo de homes.

estado de saude 1 2 3 4 5 total
frecuencia relativa 0.075 0.516 0.333 0.054 0.022 1
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Exercicio 4.1. Atopa a distribucion condicionada do estado zeral de satide no grupo de
mulleres. Paréceche que hai diferenzas entre o grupo de homes e o grupo de mulleres?

Exercicio 4.2. Calcula a tdboa de continzencia das variables sexo e act.fisica. Calcula a
distribucion conzunta e as distribucions marzinais. Calcula a distribucion condicionada da
variable actividade.fisica no grupo de homes e no grupo de mulleres. Aprécianse diferenzas
entre as dias distribucions?

Exercicio 4.3. No conzunto de datos SAUDEGALICIA2017 hai algunhas variables cuanti-
tativas (idade, peso e altura). Tamén podemos facer tdboas de continzencia destas varia-
bles para relacionalas con outras variables nominais. Para iso teremos que discretizalas en
intervalos facendo uso da funcion cut () que vimos na Seccion 1.2.1.

A partir das variables peso e altura calcula o indice de masa corporal e despois clasifica 0s
seus valores seqgundo os intervalos que establece a OMS® (infrapeso: < 18.5; peso normal:
18.5 — 24.9; pre-obesidade: 25.0 — 29.9; obesidade clase I ou obesidade leve: 30.0 — 34.9;
obesidade clase 11 ou obesidade media: 35.0—39.9; obesidade clase I1I ou obesidade morbida:
> 40). Contrie a continuacidn unha tdboa de continzencia da variable diabetes e a versidn
discretizada do indice de masa corporal. Hai diferenzas nas distribucions condicionadas
para o grupo de persoas diabéticas e non diabéticas?

“Para mais informacién, véxase a web https://www.euro.who.int/en/health-topics/disease-
prevention/nutrition/a-healthy-lifestyle /body-mass-index-bmi

Exercicio 4.4. Fai unha tdboa de continxzencia das variables artrose e idade. Compara
as distribucions condicionadas.

4.3. O grafico de mosaico

Unha posible visualizacién grafica das tdboas de continxencia é o grafico de mosaico.
Consiste en rectanculos de drea proporcional aos valores da distribucién conxunta. En R obtense
a partir da funcién mosaic()!:

> library(ved)
> mosaic(table(sexo,estado.saude))

A Figura 4.1 amosa dous graficos de mosaico. O da esquerda é o correspondente & taboa de
continxencia das variables sexo e estado.saude. O da dereita é o que se obtén coas variables
artrose e estado.saude. Notese que neste segundo exemplo na parte inferior esquerda non aparece

LA funcién mosaic() pertence ao paquete ved. Antes de empregar esta funcién hai polo tanto que instalar o
paquete mediante install.packages("vcd") e despois cargalo 4 sesién de traballo mediante library(vcd).
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estado.saude estado.saude
1 2 3 4 5 1 2 3 45

sexo
artrose

Figura 4.1: Datos SAUDEGALICIA2017. Graficos de mosaico. Esquerda: variables sezo e esta-
do.saude. Dereita: variables artrose e estado.saude.

un rectangulo, senén nunha lina marcada cun circulo. Isto emprégase para indicar que nos datos
non hai ningin individuo que padeza artrose e declare estado de satide “moi bo” (nivel 1).

Que conclusiéns podemos sacar destes gréaficos? (exercicio).

4.4. O test Chi-cadrado de independencia

As tdboas de continxencia tamén se poden empregar para comprobar a posible dependencia
entre variables. A dependencia entre variables pode entenderse de moitas formas. No noso
exemplo coas variables sexo e estado de saiide podemos pensar as seguintes posibilidades para
hipoteses nulas e alternativas:

(a) Hy : o estado de satide dunha persoa é independente do seu sexo (é dicir, o estado de
satide non esté asociado co sexo)

fronte a
H, : o estado de satde dunha persoa depende do sexo (é dicir, o estado de satude estd
asociado co sexo).

(b) Hy : a ratio entre homes e mulleres é a mesma para cada nivel do estado de satide,
fronte a
H, : a ratio entre homes e mulleres non é a mesma en cada nivel do estado de sauide.

(¢) Hp : as proporciéns de persoas en cada un dos niveis do estado de saide son as mesmas

para oS dous SexXo0s,

fronte a
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H, : as proporcions de persoas en cada un dos niveis do estado de satide non son as
mesmas para os dous sexos.

Calquera destas formulaciéns é valida para verificar a posible relacion entre as variables. No
caso (a) temos unha hipétese nula de independencia. Nos casos (b) e (¢) temos hipSteses nulas
de homozeneidade, que basicamente din que as distribuciéns condicionadas dunha das variables
son iguais para cada valor da outra variable. As tres formulaciéns son equivalentes entre si.

Para formalizar o test, pensemos entén que temos unha mostra (X1, Y7), (X, Y2), ..., (X, Y2)
do par de variables (X,Y’). Queremos facer un test con hipétese nula

Hy: X e Y son independentes

fronte & alternativa
H; : X e Y non son independentes.

Rexeitar a hipdtese nula significaria polo tanto que hai evidencia a favor de que existe algin
tipo de relacion entre as variables.

O procedemento méis empregado é o test da Chi-cadrado, ideado por Karl Pearson a
principios do século XX. Esencialmente o que fard este test serd comparar as frecuencias Nj; da
taboa de continxencia (chamadas “frecuencias observadas”) coas frecuencias que se esperarfan
se as variables fosen independentes (chamadas “frecuencias esperadas”). O estatistico de test é

N Z (frecuencias observadas — frecuencias esperadas)?
frecuencias esperadas '

todas as clases

As frecuencias esperadas constriiense as partir das distribuciéns marxinais da seguinte forma:

N,eN,
]71, paraj=1,....k e [=1,...,m.
n

Asi, o estatistico de test resulta

k m 2
- (Nji = NjeNai/n)
e ; l; NjNajn

A hipétese nula sera rexeitada para valores grandes do estatistico de test. Baixo a hipétese nula
de independencia, a distribucién do estatistico x? pédese aproximar por unha chi-cadrado con
(k—1)(m — 1) graos de liberdade, x7, A obtencién dos correspondentes valores criticos
e p-valores é polo tanto inmediata.

m—1)°

Exemplo. (cont.) Fagamos un test para comprobar a posible relacién entre o estado de saide
e 0 sexo. A tédboa de frecuencias observadas era

estado de saude

sexo 1 2 3 4 5 total
home 14 96 62 10 4 186
muller 10 104 74 21 5 214
total 24 200 136 31 9 400
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Para calcular a primeira frecuencia esperada facemos 186 - 24/400 = 11.16. A tdboa completa
de frecuencias esperadas é:

estado de saude
sexo 1 2 3 4 5 total
home 11.16 93.00 63.24 14.41 4.18 186
muller 12.84 107.00 72.76 16.59 4.82 214
total 24 200 136 31 9 400

O estatistico de test ¢é

, (14—11.16)* (96 — 93.00)? (5 — 4.82)2
_ 7 — 412,
X 1116 9300 T 4s
Os graos de liberdade son (2 —1)- (5 — 1) = 4 e o p-valor resulta P(x? > 4.12) = 0.39. Polo
tanto non hai evidencia suficiente para rexeitar a hipétese nula. Non parece que haxa ningin
tipo de relacion entre estas duas variables. Dito doutra forma, o estado de saide non depende
do sexo.

En R, a funcién chisq.test() calcula o estatistico e o correspondente p-valor do test da
Chi-cadrado. O argumento é unha tdboa de continxencia:

> chisq.test (table(sexo,estado.saude))
Pearson's Chi-squared test

data: table(sexo, estado.saude)
X-squared = 4.12, df = 4, p-value = 0.39

O

Nas aplicaciéns practicas deben terse en conta as seguintes recomendacions en relacién
ao uso do test da Chi-cadrado:

- Para que a aproximacion & distribucién chi-cadrado sexa correcta, as frecuencias espera-
das estimadas non deben ser moi pequenas. En xeral, acostiimase pedir que as frecuencias
esperadas sexan > 5. Non obstante, esta condicién pode resultar bastante restritiva (es-
pecialmente se traballamos cun niimero grande de niveis) e en moitos casos é innecesaria
para que a aproximacion sexa boa. Se a cantidade de frecuencias observadas que a incum-
pren é pequena e ademais esas frecuencias non son excesivamente pequenas (digamos, son
maiores de 2), entén non debemos preocuparnos.

- Se hai moitas frecuencias que incumpren a condicién ou algunhas son moi pequenas,
entén pédense combinar dias ou maéis filas ou columnas para obter frecuencias esperadas
de magnitude suficiente. Obviamente, isto conleva unha perda de informacién.

- O test da Chi-cadrado tamén se pode empregar para variables continuas sempre que se
lles aplique unha discretizacién. Non obstante, hai que ter en conta que distintas discre-
tizaciéns poderian dar lugar a conclusiéns distintas.
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Fxemplo. Consideremos agora o caso das variables artrose e estado.saude:
> chisq.test(table(artrose,estado.saude))

Pearson's Chi-squared test

data: table(artrose, estado.saude)
X-squared = 97.405, df = 4, p-value < 2.2e-16

A vista do p-valor parece bastante claro que entre estas dias variables existe unha relacion.
Neste caso hai unha frecuencia esperada moito menor que 5, en concreto a correspondente

4 combinacion artrose = 1 e estado.saude = 5:

> chisq.test(table(artrose,estado.saude))$expected

estado.saude

artrose 1 2 3 4 5
0 16.5 137.5 93.5 21.3125 6.1875
1 7.5 62.542.5 9.6875 2.8125

Poderiamos pensar entén en colapsar as columnas cuarta e quinta. Para facer isto creamos unha
nova variable a partir de estado.saude na que os niveis 4 e 5 aparecen colapsados no nivel 4:

> estado.saude2 <-

+ estado.saude* (estado.saude==1 | estado.saude==2 | estado.saude==3)
> + 4*(estado.saude== 4 | estado.saude==5)

Fagamos o test con esta nova variable:

> chisq.test (table(artrose,estado.saude2))

Pearson's Chi-squared test

data: table(artrose, estado.saude2)
X-squared = 95.953, df = 3, p-value < 2.2e-16

O resultado é moi similar ao que obtivemos antes de combinar as columnas. O

Exercicio 4.5. Empregando a tdboa de continxencia obtida no exercicio 4.3, realiza un
test de hipdteses para saber se o feito de padecer diabetes garda algin tipo de relacion co
indice de masa corporal. Comproba as recomendacions do test da Chi-cadrado, e, en caso
de que non se cumpran, considera unha discretizacion distinta do indice de masa corporal.
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Unha vez que rexeitamos a hipétese de independencia pode interesarnos cuantificar o grao
de asociacién entre as variables. Existen moitas posibilidades para facer isto, pero quizais a
medida mais conecida é o coeficiente V de Cramér, que se calcula como

¥?
V= p )
nmin{k —1,m — 1}

onde x2 é o valor do estatistico do test da Chi-cadrado. O coeficiente V sempre estd entre 0 e 1.
Se as variables son independentes, V' sera préximo a 0. Por outra parte, canto mais préximo
a 1, maior sera o grao de asociacién entre as variables.

FExemplo. Calculemos a V de Cramér para os exemplos que estabamos analizando:

- variables sezo e estado.saude: V = /4.12/(400 - 1) = 0.101.
- variables artrose e estado.saude: V = 1/97.405/(400 - 1) = 0.493. O

4.5. Taboas 2 x 2: proporciéns, riscos relativos e odd-
ratios

O caso das taboas 2 x 2 resulta 1til para identificar o efecto dunha das variables sobre a
outra a través de proporciéns.

Supofiamos que temos unha tdboa de continxencia de dias variables nominais binarias
(si/non, home/muller, enfermo/san, tratamento/control, tratamento A /tratamento B etc.). Pa-
ra simplificar a notacién, identificamos os dous posibles valores con 0 e 1. A taboa de contin-
xencia serd da forma seguinte:

Y
X 0 1 total
0 b a+b
1 c d c+d
total a+c b+d at+b+c+d=n

Sobre esta taboa podemos calcular proporciéns interesantes e tamén candidades relacionadas
con elas. Vexamolas a partir dun exemplo.

Exemplo. Estamos interesados en saber se existe algunha relacién entre o sexo e o feito de
padecer artrose. A taboa de continxencia que se obtén a partir dos datos SAUDEGALICIA2017
é a seguinte:

artrose
sexo non si total
home 143 43 186
muller 132 82 214
total 275 125 400
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Agora traballaremos con algunhas proporciéns/probabilidades que poden resultar intere-
santes na practica.

Dentro do grupo de homes, cal é a proporcion de persoas que padecen artrose? Podémola

estimar por
43

— =231
186 L%

Formalmente, esta proporcién corresponderiase cunha probabilidade condicionada da forma
PY = 1] X =0), que, a partir da tdboa xenérica serd estimada mediante a proporcién
mostral

b
a+b

No grupo de mulleres, a proporcién correspondente é

82
o= 38.3%.

De xeito andlogo, a probabilidade correspondente serd P(Y = 1 | X = 1), que se estima a
través da proporcién mostral

d
c+d
Parece polo tanto que a artrose é mais prevalente no grupo de mulleres. O cociente entre dias

probabilidades chamase risco relativo e permitenos comparalas. Por exemplo, un risco relativo
interesante é

PY=1|X=1)

PY=1|X=0)

que nos permite cuantificar o efecto que tenen as caracteristicas de X sobre a variable Y. A
partir da tdboa 2 x 2 esta cantidade estimase por

risco relativo =

d/(c + d)
b/(a+b)

No noso exemplo, o risco relativo de padecer artrose no grupo de mulleres con respecto ao grupo

de homes é
82/214

43/186

é dicir, o feito de ser muller parece que incrementa o risco de padecer artrose.

— 1.66,

Outra candidade interesante ¢ a chamada odds. Dada unha probabilidade p, a odds corres-
pondente é 0o = p/(1—p). Obviamente, p = o/(1+0). A odds pode interpretarse como a relacién
entre as probabilidades de que ocorra e non ocorra o correspondente suceso. Por exemplo, se
p = 0.75, entén o = 3, o cal quere dicir que hai unha vantaxe 3 a 1 de que ocorra o evento.
O cociente de odds tamén se pode empregar para comparar probabilidades e chamase odds
ratio. Por exemplo, a odds ratio correspondente ao risco relativo anterior sera

P(Y=1|X=1) PY =1|X=1)
. 1-PY=1]X=1 PV =0|X=1)

odds ratio = P(Y=1]X =0) - PY=1|X=0)
)

I-P(Y=1|X=0) PY=0[X=0
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que se pode estimar por
df(c+d)
¢/
b/(a+b)
a/(a+b)

No exemplo da artrose/sexo obteriamos

(c+d
(c+d
(a+

En xeral é méis doado de interpretar o risco relativo ca a odds ratio. Cando a probalidade do
evento de interese é pequena entén o ~ p, e polo tanto o risco relativo e a odds ratio son moi
parecidos. O

Exercicio 4.6. Considera as variables sexo e osteoporose do conzunto de datos SAUDE-
GALICIA2017. Calcula os risco relativo e a odds ratio de padecer osteoporose no grupo
de mulleres con respecto ao grupo de homes. Realiza o test chi-cadrado para comprobar a
posible relacion entre estas dias variables.

Exemplo. As veces o céleulo do risco relativo pode facerse incluso tendo unicamente coniece-
mento parcial das probabilidades involucradas. A Direccién Xeral de Trafico (DGT) lanzou no
ano 2021 unha campana para sensibilizar sobre o uso do cinto de seguridade. Nun dos videos
que formaban parte desta campana informébase que o 26 % das persoas falecidas en accidente
de tréfico durante o ano 2020 non levaba o cinto de seguridade posto. Que conclusiéon podemos
sacar desta informacién? Se o 26 % dos falecidos non levaba posto o cinto, entén quere dicir
que o 74 % restante si que o levaba. A conclusién inxenua poderia ser que como falece mais
xente con cinto que sen cinto, entén é mellor non levalo posto. Obviamente, isto non é certo.
Vexamos por que.

Claramente o 26 % ao que fai referencia da DGT ¢ unha estimacién da probabilidade de
“non levar o cinto” sabendo que esa persoa “faleceu nun accidente de trafico”. Mais formalmente,
a probabilidade & que fai referencia a DGT é a probabilidade condicionada

P(C|F),

onde F' =“falecer nun accidente de trafico” e C' =“levar o cinto de seguridade”. A estimacién
desta probabilidade pode facerse perfectamente a partir dos rexistros da DGT, xa que é bas-
tante razoable pensar que todos os accidentes con vitimas mortais quedaran perfectamente
documentados. De ai sae o valor 0.26.

Realmente o que resulta mais interesante é estudar o efecto de levar o cinto de seguridade
sobre a posibilidade de falecer nun accidente, é dicir, gustarfanos ter informacién sobre a pro-
babilidade P(F | C'). Esta probabilidade ¢ dificil de estimar, pero podemos obter informacién
sobre ela traballando con riscos relativos. Consideremos o cociente

P(F|0)

P(F[C)
é dicir, estudaremos como o feito de levar ou non o cinto de seguridade modifica a probabilidade
de falecer nun accidente de trafico. Isto non deixa de ser un risco relativo. Aplicando o Teorema,
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de Bayes podemos reescribir o cociente anterior como

P(C | F)P4F)

risco relativo = P(F| C) = P(C) _ P(é | F)) P(C)
T P(F|C)  P(C|F)PFE]  P(C|F)P(C)
T

Afortunadamente, na expresién anterior puidemos desfacernos da probabilidade P(F'), que real-
mente serfa moi dificil de estimar. En cambio as probabilidades P(C' | F) e P(C) son ficiles de
estimar. A primeira delas precisamente podemos estimala polo 0.26 que menciona a DGT na sta
campana. Por outra parte, P(C') pédese estimar mediante observacién ou mediante enquisas.
De feito, a propia DGT refire un estudo de 2017 que afirma que o uso do cinto de seguridade
en Espaiia ronda o 80 %. Combinando estas informaciéns, obtemos que

0.26 0.80

risco relativo = = 1.41,
(1-10.26) (1 —0.80)

¢ dicir, o feito de non levar o cinto de seguridade aumenta nun 41 % a probabilidade de falecer
nun accidente de trafico.

A estimacién do 0.80 para P(C) semella bastante baixa. Un estudo do Comisariado Europeo
do Automoébil de 2019 afirma que o uso do cinto de seguridade supera o 95 %, cousa que parece
mais axustada & realidade. Con esta estimacion, o erro relativo queda

0.26 0.95
risco relativo = = 6.68,

(1-0.26) (1 —0.95)

¢ dicir, o feito de non levar o cinto de seguridade multiplica case por 7 o risco de falecer nun
accidente de trafico. O
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5.1. Grafico de dispersion e coeficiente de correlacién

En moitas ocasiéns recéllense varias variables dun mesmo individuo, tal e como ocorre nos
nosos conxuntos de datos. Ademais de estudar as caracteristicas particulares de cada variable,
tamén é interesante a analise das posibles relacions entre elas.

En termos estatisticos, dicimos que ddas (ou mdis) variables son dependentes se os valores
dunha delas inflilen nos valores da outra, é dicir, se o feito de observar un determinado valor
nunha delas nos d4 algunha informacién sobre a(s) outra(s). En caso contrario, as variables son
independentes.

As técnicas para analizar as posibles relacions entre variables dependen da sia natureza:

= Variables cualitativas: a andlise pode facerse a través de tdboas de continxencia (ver
Capitulo 4).

= Variables cuantitativas: empregamos graficos de dispersién, coeficiente de correlacién,
técnicas de regresién ou técnicas de analise multivariante.

Primeiro estudaremos técnicas para variables bidimensionais. Suponiamos que disponemos
dunha mostra de n observaciéns (X1,Y1), (Xa,Ya), ... , (X,,Y,) dunha variable bidimensional
(X,Y). O grafico de dispersién pode usarse para comprobar visualmente a existencia de
posibles relaciéns entre X e Y. Constriese simplemente debuxando os pares (X;, Y;) no plano.

Exemplo. Conxunto de datos SAUDEGALICIA2017. A Figura 5.1 amosa o grafico de dispersion
do par de variables (altura, peso). En R facemos

> saudegalicia2017 <- read.csv(file="datos-saudegalicia2017.csv",header=TRUE)
> attach(saudegalicia2017)
> plot(altura,peso)

A vista do grafico de dispersién, hai algin tipo de dependencia entre estas dias variables? Por
que? (Comproba, por exemplo, cales son os valores observados do peso cando o valor da altura
¢ 150 e cando é 180.) De que tipo é esa relacién? O

Para cuantificar numericamente a dependencia entre variables existen varias medidas. O
mais empregado é o coeficiente de correlacién mostral, que se define como

SXY

T Sk Sy’

Xy
onde

Sxy = 530 (X, — X)(Y; = Y) é a covarianza mostral entre X e Y,
Sx é a desviacién estandar mostral de X,

Sy ¢ a desviacién estandar mostral de Y.
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Figura 5.1: Datos SAUDEGALICIA2017. Gréfico de dispersién do par de variables (altura, peso).

Algunhas propiedades do coeficiente de correlacion mostral (ver Figura 5.2):

= Non ten unidades.
= Emprégase para cuantificar o grao de relacién lineal entre X e Y.

= Toma valores entre —1 e 1:

- Valores de rxy préximos a 1 indican unha relacién lineal con pendente positiva entre
X e Y. Valores de rxy proximos a —1 indican unha relacién lineal con pendente
negativa entre X e Y.

- Canto mais préximo sexa o valor de rxy a 1 ou —1, méis forte é a dependencia entre
XeVY.

- Serxy =1 (respectivamente, rxy = —1) entén a variable Y pddese expresar exacta-
mente a través dunha recta de X de pendente positiva (respectivamente, negativa).

- Se rxy = 0 entén non existe unha relacion lineal entre X e Y, pero pode existir
outro tipo de relacién.

= Se X e Y son independentes, entén ryy é aproximadamente cero (exactamente cero a
nivel poboacional). O reciproco non é certo, é dicir, poder haber pares de variables que
tenan coeficiente de correlacién nulo, pero que non sexan independentes.



138 J. C. Pardo-Fernandez. Bioestatistica para a Enzeniaria Biomédica
o o o
3 . ” s Lo 3 . LI
3 ° s . o & ° ;.. S %, e e d .
® oo . o o* e 8% ,,
) / ) ¢ % of 0 e ) °® o c. ..o.. Cen
S v d o . ., oo % S 0 o L o e
o o oo o oo . X} 9
> / . . e . . . o e a . .o
o N | oo g0 8% e o0% . *° o ° s e .
S S ] o% ¥ @ ¥ °g s e, .o
) ° o H o o
- / - e 0 e e - ° ° .
S S e S .
corr(X,Y) =1 o ° corr(X,Y) = 0.68 ° . corr(X,Y) = 0.03
o o ° S
° T T T T T 1 ° T T T T T 1 ° T T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X X
© 0 _ 0
3 3 3
L] °
= = < «e
A N~ e
o ° ’ Y (11}
1) had o | o Y @ 2 o8
S &‘ ] o, S * . oo @
o, * 'y . ® . o
> o .t' ~‘. op 004 * kadtd
3 ~o“: S "o S \‘.‘.‘: ..‘.o'.oo
0P o L J .
- A £ - - ° o0 “ 0
s °° 9 S S o ®ot*
corr(X,Y) =-0.97 corr(X,Y) = -1 eorr(X,Y) =0.08
= o =
o o o

T T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

T T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.2: Exemplos de graficos de dispersion e os seus correspondentes coeficientes de corre-
lacion.

En R as funciéns cov() e cor() calculan a covarianza mostral e o coeficiente de correlacion
mostral, respectivamente.

Exemplo. (cont.) O coeficiente de correlacién mostral entre altura e peso é 0.475. En R escri-
bimos cor(altura,peso). O

5.2. Regresion lineal simple: a recta de regresion

5.2.1. Estimacion
O modelo de regresion lineal simple ou recta de regresién describe a relacién entre
unha variable resposta (tamén chamada variable dependente), Y, e unha covariable
(tamén chamada variable preditora), X, a través dunha lifia recta. Dada unha mostra de n
observaciéns (X;,Y;), i = 1,...,n, dunha variable bidimensional (X,Y’), o modelo de regresién
lineal simple é
Y = Bo+ 5 X; + &,
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Figura 5.3: Representacion grafica dos erros de regresién: dada a recta y = 5y + S1x, o erro de
regresion correspondente & observacion (X;,Y;) é; =Y — (Bo + £1.X))-

onde

= [y é o intercepto,
= (4 é a pendente,

= g,i=1,...,n, son os erros de regresion.

Na préctica, os pardmetros da recta de regresién (intercepto, 5y, e pendente , 8;) son desco-
necidos e teran que ser estimados a partir das observacions. Os estimadores obténense mediante
método dos minimos cadrados', que consiste en buscar os valores de 3y e 41 que minimi-
zan a suma de erros ao cadrado (ver Figura 5.3). Para iso consideramos a seguinte funcién de

(ﬁOaﬂl):
m(Bo, ) =Y et =Y (Yi— (B + 1 X0))*.
i=1 i=1

Os estimadores dos coeficientes da recta de regresién polo método dos minimos cadrados son
as soluciéns do problema de optimizacion

arg ml’ﬁn) m(So, 1)

0,01

A funcién m é derivable, asi que para atopar o seu minimo simplemente tomamos derivadas
parciais con respecto a fy e 51 e igualdmolas a cero (nétese que as observaciéns X; e Y; son

L0 método dos minimos cadrados foi ideado a principios do século XIX polo matemético aleméan Karl Gauss
(1777-1855) para resolver un problema de astronomia. Simultaneamente tamén foi estudado polo matemético
francés Adrien-Marie Legendre (1752-1833)
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tratadas como constantes & hora de derivar)

dm(fo, Br)
% = 22 — (Bo+ A1 X3)) =0,

0 ,
) ,QZ (B0 + X)X, =0,

e resolvemos o sistema de ecuacions lineais correspondente, que resulta
n n
nBo + (Z Xi) B = Z Yi,
i=1 i=1
n n n
(z x) o+ (z x;) PR
i=1 i=1 i=1

ou, escrito en forma matricial

X'XB = XYY,
onde
1 X Y1
1 X Y5
X - . .2 bl B = 50 ) e Y = .2
o B :
1 X, Y,

A solucién é
B = (X'SX)AXtY7

que admite as seguintes expresions explicitas dos estimadores de minimos cadrados dos
coeficientes da recta de regresion

Bo _ (Z?:l Yi) (Z?:l XZQ) - (Z?:l Xz‘) (Z?:l Xz'Yi)
n Y X - (X, X))

B = ny i XiVi— (2, Y) o, Xi).

nY X - (O, X))

Estes estimadores tamén se poden reescribir como

I

5 - Sxy 5 Sxy
ﬂO =Y - ) X € ﬁl = 2
S5 S5
onde X e Y son as medias mostrais de X e Y, respectivamente, Syy é a covarianza mostral
entre X e Y e S% é a varianza mostral de X. A recta de regresion estimada é

. Sxy )
y:50+51I—Y+ST( r—X).

A pendente da recta de regresion, 5, pddese interpretar como a variaciéon media da variable
resposta Y por cada unidade de incremento na covariable X.
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En R, a funcién Im() axusta modelos de regresién lineais, incluida a recta de regresion. A
funcién crea un obxecto que contén moitos elementos relacionados coa andlise de regresién.

Exemplo. (cont.) Datos SAUDEGALICIA2017. Calculemos os estimadores dos coeficientes da
recta de regresion da variable resposta peso con respecto & covariable altura. O estimador do
intercepto, By, €

> mean(peso) - cov(altura,peso)*mean(altura)/var(altura)
[1] -52.43113

e o estimador da pendente, (31, é

> cov(altura,peso)/var(altura)
[1] 0.7552768

Resulta moito mais cémodo empregar a funciéon 1m():
> rr.pesoaltura <- lm(peso~altura)
A pendente é 0.755. Isto significa que, en promedio, o peso aumenta en 0.755 kg por cada cm

de incremento da altura.

A recta de regresion pddese incluir no gréafico de dispersién facendo
> abline(rr.pesoaltura)

En realidade o obxecto creado pola funcién 1m() contén moita mais informaciéon que em-
pregaremos para analizar a calidade do modelo de regresiéon e para facer inferencia:

> summary (rr.pesoaltura)

Call:
lm(formula = peso ~ altura)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-29.561 -9.251 0.055 7.810 47.321

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -52.43113 11.62094 -4.512 8.47e-06 **x*
altura 0.75528 0.07009 10.776 < 2e-16 **x*
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Signif. codes: 0 ‘x*x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘%> 0.05 .’ 0.1 ¢ ’ 1

Residual standard error: 12.5 on 398 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2259, Adjusted R-squared: 0.2239
F-statistic: 116.1 on 1 and 398 DF, p-value: < 2.2e-16

5.2.2. Variabilidade explicada. Coeficiente R?

Para analizar a calidade do axuste do modelo de regresion aos datos empregamos a seguinte
descomposicién da variabilidade total da variable resposta

n

S (vi-v)? = g o+ Y w-v)?
=1

i=1 i=1

variabilidade total variabilidade residual variabilidade explicada

onde

Yi = Bo + BlXi son os valores axustados e

& =Y;—Y;, son os residuos.

O coeficiente R? é

S (Y = Y)? _ variabilidade explicada

R = =
S (Y —-Y)? variabilidade total
_ doii & variabilidade residual
N Sy -Y)2 variabilidade total

Esta férmula do coeficiente R? é xendrica e pédese empregar en moitos modelos de regresion.
No caso da recta de regresién é doado demostrar que o coeficiente R? coincide co cadrado do

coeficiente de correlacion,
g 2
R? = XY — 2
= = Txy-
Sx Sy

O coeficiente R? ten as seguintes propiedades:

s 0< R?2<1.

s 1% é a proporcién de variabilidade explicada polo modelo de regresién. Noutras palabras,
representa a proporcién de informacién da variable resposta explicada directamente pola
covariable a través do modelo de regresion.

= Se R? é préximo a 1, entén o modelo axiistase moi ben aos datos e explica moi ben a
relacién entre X e Y.
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Figura 5.4: Exemplos de graficos de dispersién coas rectas de regresién estimadas e os corres-
pondentes coeficientes R2.

= Se R? é préximo a 0, entén o axuste do modelo non é bo. Isto pédese deber a diias razéns
(ver Figura 5.4):

- A variabilidade da resposta é moi alta.

- O modelo de regresién escollido non é apropiado para explicar os datos.

(cont.) Datos SAUDEGALICIA2017. O coeficiente R? da recta de regresién entre as
variables peso e altura é cor (altura,peso)~ 2 = 0.2259. Esta informacién tamén aparece como
“Multiple R-squared” cando se aplica a funciéon 1m(). Neste exemplo, o valor do coeficiente
R? é relativamente baixo. Ainda asi, parece que a recta de regresién é un modelo axeitado para
describir a relacion entre estas dias variables. ]
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5.2.3. Anadlise de residuos

A andlise dos residuos do modelo axustado tamén resulta de axuda para comprobar a validez
do modelo de regresion. Lembremos que os residuos son

&=Y,— Y=Y — (b + 51 X)), i=1,..,n.

Se o modelo de regresiéon é correcto, entén os residuos e os valores axustados non deberfan
amosar ningunha correlacién, ¢ dicir, non se deberfa observar ningunha tendencia particular no
diagrama de dispersién dos residuos fronte aos valores axustados.

Por exemplo, na Figura 5.5 podemos observar que no primeiro caso a recta de regresion se
axusta ben aos datos. Por outra banda, os residuos dos exemplos segundo e terceiro presentan
unha clara tendencia con respecto aos valores axustados, polo que nestes casos a recta de
regresién non é un modelo axeitado. Nétese, asi e todo, que o coeficiente R? do terceiro exemplo
é moi alto.

Ademais, para realizar inferencias (tests de hip6teses e intervalos de confianza) sobre os coe-
ficientes de regresién tamén debemos comprobar que os erros seguen unha distribucion Normal.
Isto pode facerse mediante o histograma ou o qq-plot dos residuos.

Exemplo. (cont.) Datos SAUDEGALICIA2017. Os graficos correspondentes & anélise dos resi-
duos (Figura 5.6) pode obterse en R mediante

> plot(rr.pesoaltura)

Exercicio 5.1. No conzunto de datos SAUDEGALICIA2017 a andlise dos residuos da rec-
ta de regresion do peso sobre a altura indica que hai 3 datos que poderian considerarse
como atipicos. Aparecen identificados no grdfico de dispersion dos residuos fronte aos va-
lores azustados e no qq-plot dos residuos. Identifica estes individuos na mostra e arusta a
recta de regresion despois de eliminar as observacidons correspondentes. Obtense un axuste
mellor?

5.2.4. Tests de hipdteses en regresion

Para facer inferencia sobre os coeficientes da recta de regresion necesitamos engadir algins
supostos adicionais ao modelo. En particular, supofiemos que

os erros de regresién ¢; son N(0,0).

Ademais da Normalidade, esta suposicién implica que a variabilidade dos erros é constante ao
longo dos distintos valores da covariable. Esta condicion denominase homocedasticidade.
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Figura 5.5: Primeira fila: graficos de dispersion. Segunda fila: graficos de dispersién dos residuos
fronte aos valores axustados.
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Figura 5.6: Conxunto de datos SAUDEGALICIA2017. Esquerda: grafico de dispersién de peso
fronte a altura e recta de regresién axustada. Centro: residuos fronte a valores axustados.
Dereita: qg-plot de Normalidade dos residuos.
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Test de utilidade global do modelo

En primeiro lugar podemos pensar nun test xeral que nos permita saber se o modelo de
regresion contén algunha informacion sobre a relacién entre a reposta e a covariable. A hipétese
nula é

Hy : o modelo de regresion non contén ningunha informacion sobre a relacion entre Y e X,

e a hipdtese alternativa é
H, : Hy é falsa.

Este test denominase tamén test de utilidade global do modelo. O estatistico de test é
F _ Z?Zl(}/; — Y)2
1 no 4 )
D I
que baixo a hipétese nula se distribiie como unha F' de Snedecor con 1 e n—2 graos de liberdade,
Fy,—». A informacion sobre este test tamén se pode organizar nunha tédboa de tipo ANOVA:

fonte de graos de suma de media de
variabilidade liberdade cadrados (ss)  cadrados (MS) estatistico F'

explicada 1 STV =Y S (Vi-Y)? Fe~Fi,,
residual n—2 > & LS é
total n—1 Y (Y;,-Y)?

En R, a informacion sobre este test estd contida no obxecto creado pola funcién 1m (). Tamén
pode obterse coa funcién anova().

Exemplo. (cont.) Datos SAUDEGALICIA2017. A funcién 1m() indica que
F-statistic: 116.1 on 1 and 398 DF, p-value: < 2.2e-16
asi que o modelo é claramente significativo. Tamén podemos facer

> anova(rr.pesoaltura)
Analysis of Variance Table

Response: peso

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
altura 1 18148 18148.4 116.12 < 2.2e-16 *x**
Residuals 398 62205 156.3

Signif. codes: 0 “x*x’ 0.001 ‘*%x’ 0.01 ‘*’ 0.05 “.” 0.1 ¢ > 1



Capitulo 5. Regresién 147

Tests sobre os coeficientes

Baixo as condiciéns habituais do modelo de regresién lineal (homocedasticidade e erros con
distribucién Normal), pédese demostrar que

BB,
@(Bl) n—=2,

onde

1 [
n—2 Dii 6
E;L:I(Xi -X )2

é o estimador do erro estandar do estimador Bl. Este resultado pédese empregar para obter
intervalos de confianza e facer tests sobre f;.

gE(51) =

Exercicio 5.2. Considera o conzunto de datos SAUDEGALICIA2017. Constrie un inter-
valo de confianza de nivel 0.95 para a pendente da recta de regresion da variable peso sobre
a variable altura.

Nun modelo de regresién, é interesante comprobar se algin dos seus coeficientes é distinto
de 0. No caso da recta de regresién, o habitual é facer unicamente o test sobre a pendente:

Hy: =0 fronte a Hy: B #0.

A hipdtese nula afirma que a pendente da recta de regresién é 0, é dicir, a covariable non ten
efecto sobre a resposta®. O estatistico de test é

t= Aﬁ L
SE(51)
A distribucién do estatistico de test baixo a hipétese nula é ¢, 5. A funcién 1m() proporciona

o estimador do erro estandar. Os valores criticos e os p-valores correspondentes poden obterse
de xeito inmediato.

Exemplo. (cont.) Datos SAUDEGALICIA2017. O obxecto creado pola funcién 1Im() contén os
tests sobre os coeficientes da recta de regresién:

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -52.43113 11.62094 -4.512 8.47e-06 *x*x*
altura 0.75528 0.07009 10.776 < 2e-16 **x*

O estimador da pendente da recta de regresion é 0.75528, cun erro estandar estimado de 0.07009.
Polo tanto, o estatistico de test é de 0.75528/0.07009 = 10.776. O p-valor é practicamente 0
(de feito, < 2-1071%), polo que a pendente é significativamente distinta de cero. A altura ten
un efecto significativo e positivo sobre o peso. O

2No caso da recta de regresion, o test Hp : 31 = 0 baseado no estatistico ¢ é equivalente ao test de utilidade
global do modelo baseado no estatistico F'. E doado demostrar que t? = F.
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5.2.5. Predicién: intervalos de confianza para a media da resposta e
intervalos de predicién

Unha vez que temos o modelo de regresion estimado, podemos facer prediciéns. Para un valor

particular da covariable, x, o valor predito da resposta é Y (z) = Bo + le. Esta predicion
pode acompanarse de intervalos de confianza de nivel 1 — «:

= Intervalo de confianza para o valor medio da resposta cando o valor da covariable

é x:
- . 1 (x — X)?
Y(x tn— —a - " /v v\2 |
( () Ftu-21-a/2 Or \/n + ST X, - X)2>

onde t,_51_q/2 ¢ 0 cuantil de orde (1 — a/2) da distribucién ¢, 5 e

¢é o estimador da desviacién estandar dos erros de regresion.

= Intervalo de predicién para o valor da resposta cando o valor da covariable é x:

A [T wexp
(Y(l') + t7172,17a/2 OR \/1 + ; + W) .

Fxemplo. Datos SAUDEGALICIA2017. Consideremos o valor x = 170 cm da variable altura.

- O valor predito do peso é —52.43113 + 0.75528 - 170 = 75.97 kg.

- O intervalo de confianza de nivel 0.95 para o valor medio do peso é (74.59,77.34).

- O intervalo de predicién de nivel 0.95 para o valor do peso é (51.35,100.58).

A funcién predict() calcula os valores preditos, os intervalos de confianza e os intervalos

de predicion. A informacién sobre os valores da covarible nos que se desexa facer a predicion e
calcular os intervalos de confianza deben ser introducidos como un data.frame.

> puntos.predicion <- data.frame(altura=c(170))
> predict (rr.pesoaltura,newdata=puntos.predicion)

1
75.96593

> predict (rr.pesoaltura,interval="confidence",newdata=puntos.predicion)

fit lwr upr
1 75.96593 74.59318 77.33868
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> predict (rr.pesoaltura, interval="prediction",newdata=puntos.predicion)

fit lwr upr
1 75.96593 51.34998 100.5819

O grafico da Figura 5.7 amosa os intervalos de confianza para os valores medios e os intervalos
de predicién da variable peso segundo os valores da variable altura. Nétese que os intervalos
de predicién son moito méis amplos ca os intervalos de confianza para a media da resposta.
Obsérvese tamén que se obtenen intervalos méis estreitos para valores préximos 4 media da
covariable. O

peso

150 160 170 180 190

altura

Figura 5.7: Conxunto de datos SAUDEGALICIA2017. Gréfico de dispersién da variable peso
fronte & variable altura, recta de regresion, intervalos de confianza de nivel 0.95 para o valor
medio (liflas discontinuas) e intervalos de predicién de nivel 0.95 (linas punteadas).

Exercicio 5.3. Considera o conzunto de datos SAUDEGALICIA2017.

(a) Fai un grifico de dispersion da variable peso con respecto d variable altura distin-
guindo os homes e as mulleres con duas cores.

(b) Azusta as rectas de regresion por separado para cada sexo e incorpdraas ao grafico.

(c) As rectas resultantes son case paralelas. Que conclusion podes sacar deste feito?
Como interpretarias os coeficientes?
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Exercicio 5.4. A partir do conzunto de datos SAUDEGALICIA2017, crea unha nova va-
riable que recolla o indice de masa corporal de cada individuo.

(a) Calcula a recta de regresion do indice de masa corporal en funcion da altura. Ten
algunha utilidade este modelo? E a pendente da recta distinta de cero? Como inter-
pretas este feito?

(b) Calcula a recta de regresion do indice de masa corporal en funcion da idade. Analiza
o azuste do modelo. Como interpretas os coeficientes?

5.3. Clasificacion dos modelos de regresion

En xeral, dada unha variable resposta Y e unha covariable (posiblemente multidimensional)
X, un modelo de regresiéon é unha relacién da forma

Y =m(X)+e¢,

onde m é a funcién de regresion e € é o erro de regresién. Asimese que o valor medio do erro
€ é cero, polo que o valor da funcién m(x) representa a media condicional da resposta para un
valor particular da covariable.

Os modelos de regresion pédense clasificar en varios tipos:

= Segundo a dimensién da covariable:

- Modelo de regresién simple: a covariable ¢ unidimensional (como, por exemplo, a
recta de regresion).
- Modelo de regresion miltiple: a covariable é multidimensional (como, por exemplo,
os modelos que se estudaran na seccién 5.4).
= Segundo a forma da funcién m:
- Modelo de regresién lineal: a funcién m é lineal, é dicir m(z1, ..., x4) = Bo + frx1 +
o+ Baxg. A recta de regresién é un exemplo de modelo lineal.

- Modelo de regresiéon non lineal: a funcién m non é lineal, é dicir, a funcion de
regresion involucra polinomios, funciéns exponenciais etc. (véxase a seccion 5.6.3).

5.4. Regresion lineal miltiple

5.4.1. O modelo de regresion lineal multiple. Estimacion

A regresién lineal multiple é unha extension natural da regresién lineal simple. Suponiamos
que disponiemos de observaciéns dun conxunto de d covariables (X1, Xs, ..., X4) e da resposta
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Y. Os datos son da forma

(Xi1>Xi2>~“7Xida}/i) = 1,.“7’”.

O modelo de regresion lineal multiple é
Yi = Bo+ B1Xin + BaXio + - + BaXia + i, t=1-n,

ou, en forma matricial

Y = XB +¢,
onde
Yy 1T Xy o Xu Bo €1
v — YQ 7 X — 1 X.21 Xi2d 7 B_ /?1 . e 6.2
Y, I X o X Ba 6
A matriz X chdmase matriz de deseno. O vector B = (8, 81, ..., 84)! é o vector de coefi-
cientes.

O método de minimos cadrados consiste en atopar o vector de coeficientes B que ¢ solucién
do problema de minimizacion

n
. 2 P
arg min E g; = argmine'e.
gl i gl

i=1
Tendo en conta que

ele = (Y —XB)(Y - XB) = Y'Y - Y'XB - B'X'Y + B'X'XB
e que a derivada de e€’e respecto do vector B é

t
a;Be =-Y'X - (X'Y)" 4+ 2B'X'X = —2Y'X + 2B'X'X,

entén simplemente temos que atopar a solucién do sistema de ecuaciéns (nétese que X'X é
unha matriz simétrica)

—2Y'X +2B'X'X =0 <+= BXX=Y'X <« XXB=X'Y.

A solucion é

B = (X'X)"'X'Y.

As mesmas ideas que explicamos no apartado de regresion simple pddense aplicar & regresion
multiple:

= O vector B = (Bo, Bh ..., Ba)! contén os estimadores dos d + 1 coeficientes de regresion.

= [y é o estimador do intercepto (pouco interesante na maior de casos précticos).
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s O estimador f3; que acompaia & covariable X interprétase como o cambio esperado na
resposta asociado a un incremento de 1 unidade en X; suponendo que as outras covariables
permanecen fizas.

= Na andlise de residuos, teremos que comprobar que os residuos non presentan ningunha
correlacion con valores axustados e que tenen distribucion Normal.

= Para realizar un test sobre a utilidade global do modelo de regresién usamos o F-test.

= Para realizar tests particulares sobre os coeficientes de regresion usamos os t-tests.

5.4.2. Tests en modelos de regresion multiples

Para facer inferencia sobre todo o modelo, os coeficientes ou as prediciéns, precisamos asumir
as condiciéns habituais en regresion lineal: homocedasticidade e erros con distribucion Normal.
Estas condiciéns deben comprobarse na anélise dos residuos.

Test de utilidade global do modelo

O test de utilidade global do modelo completo ten hipétese nula
Hy:p1=0py==01=0
e a hipdtese alternativa é
H, : hai polo menos un 8; #0, j=1,...,d.
Nétese que o intercepto Sy non se inclie na formulacién deste test. O estatistico de test é
P (YY)
T i1 6

que, baixo a hipdtese nula, ten unha distribucién Fy,_4—1. En R, a informacién deste test estd
contida no obxecto xerado pola funcién 1m().

F =

Tests sobre os coeficientes do modelo de regresiéon

Nun modelo de regresién miltiple podemos facer tests sobre a significacion de cada coefi-
ciente (;:
Hy:B8;=0 fronte a H,:B; #0.
A hipétese nula establece que a covariable X; non ten efecto sobre a resposta. O estatistico de
test é

Bi
SE(f;)
onde §E(BJ) é un estimador do erro estandar de Bj (non damos aqui a férmula detallada). En

R, a funcién Im() calcula este erro estandar e o estatistico de test e devolve o correspondente
p-valor.

t=
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Exemplo. O conxunto de datos CALIDADEAIRENY recolle medidas diarias da calidade do aire
de New York (este conxunto de datos forma parte doutro mdis amplo contido en R). Contén as
seguintes variables:

- Ozone: media da cantidade de ozono (en partes por 107).

- Solar.R: radiacién solar (en Langleys).

- Wind: promedio da velocidade do vento (en millas por hora).

- Temp: temperatura méxima diaria (en graos Fahrenheit).

Consideraremos a variable Ozone como resposta e as variables Solar. R, Wind e Temp como
covariables.

> calidadeaireNY <- read.table(file="datos-calidadeaireNY.txt", header=TRUE)
> attach(calidadeaireNY)

Primeiro podemos comprobar o grao de dependencia entre as variables facendo un grafico de
dispersién miltiple empregando a funcién pairs() (ver Figura 5.8)

> pairs(calidadeaireNY)
e calculando os coeficientes de correlacion mostrais

> cor(calidadeaireNY)

Ozone Solar.R  Wind Temp
Ozone 1.000 0.348 -0.612 0.699
Solar.R 0.348 1.000 -0.127 0.294
Wind -0.612 -0.127 1.000 -0.497
Temp 0.699 0.294 -0.497 1.000

A maior correlacién aparece entre Ozone e Temp. A andlise do modelo de regresién lineal
simple entre estas dias variables proporciona un coeficiente R? de 0.488. Intentemos mellorar o
modelo incorporando as outras dias covariables. Para facer isto en R simplemente empregamos
a funcion 1m() do seguinte xeito:

> modelo.0Ozone <- 1m(Ozone Temp+Wind+Solar.R)
> summary (modelo.(0zone)

Call:
lm(formula = Ozone ~ Temp + Wind + Solar.R)

Residuals:
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Figura 5.8: Conxunto de datos CALIDADEAIRENY. Gréficos de dispersion das variables do
estudo.

Min 1Q Median 3Q Max
-40.485 -14.219 -3.551 10.097 95.619

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -64.34208 23.05472 -2.791 0.00623 *x*

Temp 1.65209 0.25353 6.516 2.42e-09 *x*x

Wind -3.33359 0.65441 -5.094 1.52e-06 *x*x

Solar.R 0.05982 0.02319 2.580 0.01124 =*

Signif. codes: 0 “x*x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘*’ 0.05 “.” 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 21.18 on 107 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6059, Adjusted R-squared: 0.5948
F-statistic: 54.83 on 3 and 107 DF, p-value: < 2.2e-16

Segundo os resultados obtidos, podemos comprobar que:

= O F-test conclie que o modelo global é altamente significativo.

= O coeficiente correspondente a Temp é 1.65. Segundo o t-test, este coeficiente é distinto
de cero (p-valor < 0.001). A variable Temp ten un efecto positivo sobre a variable Ozone.

= O coeficiente correspondente a Wind é —3.33 e o t-test tamén conclie con claridade que é
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distinto de cero (p-valor < 0.001). A variable Wind ten un efecto negativo sobre a variable
Ozone.

= O coeficiente correspondente a Solar.R é 0.06. O t-test conclie que este coeficiente tamén
é distinto de cero cun p-valor de 0.011. A variable Solar.R ten un efecto positivo sobre a
variable Ozone.

= A proporcién de variabilidade da resposta Ozone explicada polo modelo é 0.6059, como
podemos comprobar co coeficiente R?. Non obstante, neste caso ¢ mais adecuado mirar o
coeficiente R? axustado, que é 0.5948 (ver seguinte seccién). O

5.4.3. Anéalise de residuos. Coeficiente R? axustado

Para cuantificar a bondade do axuste dun modelo de regresién miltiple, en vez de empregar o
coeficiente R? (habitualmente chamado coeficiente R? miiltiple), ¢ mais recomendable empregar
o coeficiente R? azustado. Lembremos que o coeficiente 127 multiple é

Vi D&l
= n < =1- n = S )
Zi:l(Y; - Y)2 Zi:l(Y; - Y)2

onde

O coeficiente R? axustado definese como

-1
(n )1 (1 - R?) <= R? axustado =

(n—1)R?*—d
n—d-— '

1 — R? axustado =
n—d—1

O coeficiente R? axustado ten en conta a complexidade do modelo, de tal forma que penali-
za os valores grandes de d. Resulta polo tanto axeitado para comparar modelos de distintas
complexidades.

Tgual que no caso da recta de regresién, na analise dos residuos deberiamos comprobar
que a sua distribucién non difire da Normal, que os residuos e os valores axustados non estan
correlados e que ademais os residuos tenen varianza constante.

Exemplo. (cont.) Conxunto de datos CALIDADEAIRENY. A Figura 5.9 amosa a andlise de
residuos. Tenien os residuos algin tipo de dependencia con respecto aos valores axustados?
Pode aceptarse que os residuos tenen distribucién Normal? (exercicio). O
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Figura 5.9: Conxunto de datos CALIDADEAIRENY. Andlise de residuos.

5.4.4. Comparaciéon de modelos xerarquicos

Cando temos varias covariables disponibles, un problema importante na regresién é como
elixir o conxunto de covariables que mellor explican o comportamento da resposta. Para conse-
guilo hai varios métodos, algins deles moi complicados.

Unha primeira aproximacion a este problema consiste na comparacién de modelos xerarqui-

cos ou aninados da forma
modelo restrinxido: Y; = 8o+ S1 X + - + BaXia + e
/ / / ! /

modelo completo: Yi =By + 81X + -+ By Xia + By Xiarr + -+ By Xi dok + e
Nétese que os modelos tenen que respectar unha estrutura xerdrquica, ou, dito doutra forma,
tefien que estar aninados. Todas as covariables incluidas no modelo restrinxido deben formar
parte tamén do modelo completo. Neste caso, é interesante comprobar se as novas covariables

incluidas no modelo completo aportan algunha informacién significativa respecto ao modelo
restrinxido. A hipétese nula é

Hy : ﬁ(li+1 = ﬁfi+2 == ﬁZlJr/c =0,
e a alternativa é
H; : hai polo menos un coeficiente [5; #£0, parad+1<j<d+k.

O estatistico de test é

~ (SSR, —SSR.)/k
n SSRC/(’I”L —d—k— 1) baixo Hy

Frn-d—k-1,

onde
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SSR, ¢ a suma de residuos ao cadrado do modelo restrinxido:

SSR;, = Zézl = Z(Y; - Bo - ﬁAlXil - BdXid)2~
i=1

i=1

SSR. é a suma de residuos ao cadrado do modelo completo:

n n
SSRe = Y &2, =Y (Vi = B — BiXi — - — BhypXian)
i=1

i=1

En R, a funcién anova() realiza a comparacién de modelos xerdarquicos.

Fxemplo. Conxunto de datos CALIDADEAIRENY. As variables Ozone e Temp presentan a
correlacién mais alta. A recta de regresion da variable Ozone en termos de Temp explica o
48 % da variabilidade da resposta. Sera relevante a inclusién das outras dias variables, Wind e
Solar.R, no modelo?

Consideramos os modelos

modelo restrinxido: Ozone; = By + B1 Temp,; + &,
modelo completo:  Ozone; = 3 + 81 Temp, + By Wind; + B4Solar.R; + &.;

Primeiro creamos os correspondentes modelos en R

> modelo.restrinxido <- 1lm(Ozone Temp)
> modelo.completo <- Im(Ozone Temp+Wind+Solar.R)

Neste cason =111, d=1, k =3 — 1 = 2. A sumas de residuos ao cadrado son

> ( ssr.r <- sum(resid(modelo.restrinxido) 2) )
[1] 62367.44

> ( ssr.c <- sum(resid(modelo.completo)~2) )
[1] 48002.79

O estatistico do F-test e o p-valor son

> ( Ftest=((ssr.r-ssr.c)/2)/(ssr.c/(111-1-2-1)) )
[1] 16.00967

> 1-pf(Ftest,2,111-1-2-1)
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[1] 8.270069e-07

A vista do p-valor, parece que as variables Wind e Solar.R aportan informacién relevante ao
modelo. Toda esta informacién podese obter empregando a funcién anova():

> anova(modelo.restrinxido,modelo.completo)

Analysis

Model 1:

of Variance Table

Ozone ~ Temp

Model 2: Ozone ™ Temp + Wind + Solar.R
Res.Df RSS Df Sum of Sq F  PrOF)
1 109 62367
2 107 48003 2 14365 16.01 8.27e-07 *x*x
Signif. codes: 0 “**%’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘%> 0.05 “.” 0.1 ¢ > 1

Exercicio 5.5. Consideremos o conzunto de datos CALIDADEAIRENY. Emprega un F'-
test para decidir se a inclusion da variable Solar.R € relevante cando se compara co modelo
Ozone; = fo+ B Temp,;+ PoWind; +¢;. Notese que o p-valor do test F' neste caso particular
coincide co correspondente t-test para o pardmetro correspondente a Solar.R no modelo
completo. De feito, as duas probas son equivalentes cando o modelo completo sé contén
unha variable adicional respecto do modelo restrinxido.

5.5.

Problemas en regresion lineal e posibles soluciéns

No diagnéstico dun modelo de regresién poden xurdir algins problemas:

» Unha funcién de tipo lineal non resulta axeitada para describir a relacién entre a(s)
covariable(s) e a resposta.

Solucién 1: Empregar regresién non lineal (por exemplo, regresién polinémica)
ou regresiéon non paramétrica.

Solucién 2: Buscar unha transformacion dos datos de forma que a relacién sexa
lineal. Por exemplo, transformacions logaritmicas poden ser de utilidade en moitos
casos.

= A varianza do erro de regresién non é constante, senén que depende dos valores da cova-
riable, é dicir, hai heteroscedasticidade.

Solucién: Empregar minimos cadrados ponderados para obter estimadores dos
coeficientes de regresién e facer as inferencias correspondentes.
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= O modelo seleccionado axistase ben aos datos, agds por algins poucos datos atipicos.
Os datos atipicos poden poden influir moito na estimacién dos parametros.

Solucién: Analizar os datos atipicos en detalle e aplicar técnicas robustas.

= A distribucién do erro de regresién non é Normal.
Solucién: Buscar unha transformacién da resposta para que se poida aceptar a
normalidade dos erros de regresion. Por exemplo, as transformacions Box-Cox son
utiles para levar a cabo esta tarefa.

= Os erros presentan estrutura de dependencia temporal.

Solucion: Incorporar o tempo como unha covariable relevante no modelo e aplicar
técnicas apropiadas para datos dependentes (series de tempo etc.).

= As covariables tenen unha forte colinialidade, isto é, algunhas covariables estan forte-
mente correladas.

Solucién: Aplicar técnicas de seleccion de variables e manter no modelo as covaria-
bles mais relevantes e con pouca correlacion entre elas.

Exercicio 5.6. Importante! Considera o conzunto de datos CALIDADEAIRENY . A and-
lise dos residuos do modelo lineal Ozone; = [y + 1 Temp; + S2Wind; + SzSolar.R +€; non
proporcionou un gran azuste (ver Figura 5.9: o diagrama de dispersion dos residuos fron-
te aos wvalores azustados amosa unha marcada tendencia e a normalidade dos residuos
tampouco € clara). Considera o modelo lineal mailtiple coas mesmas covariables pero subs-
titwindo a variable Ozone por log(Ozone) como variable resposta. E o azuste mellor agora?
Interpreta os resultados e os coeficientes.

5.6. Modelos de regresion avanzados

5.6.1. Covariables nominais: codificacién con variables dummy

Ata agora s6 consideramos o caso en que tanto a variable resposta como a(s) covariable(s)
son numeéricas. Nos modelos de regresion tamén podemos incluir variables nominais ou facto-
res. A incorporacién destas variables realizase mediante variables dummy, que son variables
indicadoras con valores 0/1 creadas de forma artificial.

Consideremos que desexamos incluir como covariable no modelo un factor F' con dous niveis
(Lo e Ly). Para iso creamos unha variable dummy da seguinte maneira:

|1 seFy=14 .
Di—{o se F = Ly parai=1,...,n.
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F=1
y = (Bo+B2) + Brx F=0
y = Bo+Bix Bo+B2 y =Bo+PBix
Bo Bo

(a) (b)

Figura 5.10: (a) Modelo cunha covariable numérica. (b) Modelo cunha covariable numérica e
un factor con dous niveis (0 e 1).

Neste caso, o nivel L, funciona como o “nivel de referencia”. Esta asignacién é arbitraria cando
non se pode establecer ningunha orde entre os niveis.

A variable dummy pddese incorporar ao modelo de regresion lineal. Por exemplo, considere-
mos un modelo lineal cunha covariable numérica e un factor con dous niveis. Entén escribimos
o modelo da forma

Y;,':ﬁo"‘ﬁlXi-i‘ﬁgDi-i‘&, lzl,,n
Neste caso, o coeficiente i representa o incremento da resposta cando a covariable X se incre-
menta nunha unidade. A interpretacién do novo coeficiente (35 tamén é moi sinxela: de feito,
representa o cambio na resposta cando pasamos do nivel Ly (nivel de referencia) a L;. Ntese
que neste modelo pasar do nivel Ly ao nivel L; s6 ten un efecto no intercepto do modelo li-
neal correspondente. O modelo contén implicitamente dias rectas de regresién con interceptos
diferentes pero pendentes iguais (ver Figura 5.10).

Cando o factor F' ten k + 1 niveis (digamos Lo, Ly, ..., L), entén necesitamos k variables
dummy. Para ¢ =1, ..., k, definimos
|1 seFi=1L .
D = { 0 noutro caso ’ para i =1,....m,

e incluimolas no modelo.

Exercicio 5.7. Describe un modelo de regresion lineal que conteria como covariables unha
variable numérica e un factor de tres niveis (Lo, L1 e La). Cantas variables dummy son
necesarias? Cantos parametros ten o modelo? Como se interpretan estes pardametros?
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Exemplo. Datos DIABETES. Diversas razons médicas explican o feito de que o nivel de glucosa,
incluso no caso de persoas que non padecen diabetes, aumenta coa idade. A recta de regresién
da variable glu con respecto 4 variable age é glu = 92.15 4+ 0.99age, con R? = 0.1179. Como
podemos ver, o axuste é deficiente.

Se no grafico de dispersién distinguimos os individuos en termos do factor type, parece
razoable incluir este factor no modelo.

> diabetes <- read.table(file="datos-diabetes.txt",header=TRUE)
> attach(diabetes)

> plot(age,glu,type="n")

> points(age[type=="Yes"],glu[type=="Yes"],col=2)

> points(age[type=="No"],glu[type=="No"],col=4)

En R cando incorporamos un factor ao modelo a funcién 1m() crea as variables dummy nece-
sarias:

> modelo.factor <- lm(glu ~ age + type)

Podemos comprobar que a matriz de desefio do modelo contén a variable dummy:

> model.matrix(modelo.factor)

Agora analizamos os resultados da estimacion. Notese que o efecto do factor type é significativo.

> summary (modelo.factor)

Call:
Im(formula = glu ~ age + type)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-62.693 -16.755 -2.135 15.552 82.825

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 96.7372 6.0355 16.028 < 2e-16 **x
age 0.5599 0.1897 2.951 0.00355 *x*
typeYes 27.2180 4.3848 6.207 3.13e-09 *xx*x
Signif. codes: 0 ‘*%x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘*x’ 0.056 “.” 0.1 ¢ ’ 1

Residual standard error: 27.34 on 197 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2622, Adjusted R-squared: 0.2547
F-statistic: 35.01 on 2 and 197 DF, p-value: 9.778e-14
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Exercicio 5.8. No exemplo anterior, especifica os dous modelos resultantes para des-
cribir a relacion entre glu e age dependendo dos niveis do factor type e interpreta os
coeficientes.

Exercicio 5.9. Considera o conzunto de datos DIABETES. Constrie un modelo lineal para
describir a variable bp en termos da variable age e do factor type . E relevante o factor
no modelo? Que tipo de modelo se deberia empregar no seu lugar? O modelo de regresion
correspondente axiustase ben aos datos? Por que?

Exercicio 5.10. Considera o conzunto de datos SAUDEGALICIA2017. No exercicio 4 vi-
mos que as rectas de regresion do peso sobre a altura para mulleres e homes parecian
distintas. Constrie un modelo de regresion para explicar o peso en funcion da altura
incorporando o sexo como factor.

Nota importante: Nos conxuntos de datos é habitual que algins factores estean codificados
con nimeros. Cando se desexa incluir un factor no modelo de regresion hai que asegurarse de
que R o entende verdadeiramente como factor e non como variable numérica. Por exemplo, no
conxunto de datos SAUDEGALICIA2017 hai varias variables codificadas como 0/1 (nivel. estudos,
hipertension, gafas etc.). Se queremos facer o modelo para o peso en funcién da altura incluindo
o factor gafas temos que escribir

> Ilm(peso ~ altura + factor(gafas))

Exercicio 5.11. Considera o conzunto de datos SAUDEGALICIA2017. A wvariable activi-
dade fisica € un factor codificado en catro niveis (1, 2, 3 e 4). Dado que no nivel 4 s6 hai
unha observacion, convén non empregalo no modelo de regresion.

(a) Crea un novo factor con 3 niveis zuntando os niveis 3 e 4 orizinais.

(b) Constrie un modelo de regresion para explicar o peso en funcidn da altura incluin-
do este novo factor con tres miveis. Analiza a calidade do azuste e interpreta os
coeficientes.
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5.6.2. Modelos con interacciéns
Interaccion entre unha variable numérica e un factor

Nalgtns casos, a representacién do modelo como suma da covariable e o factor pode ser
restritiva. Por exemplo, no modelo

Y = Bo + B1.Xi + BoDs + &, 1=1,...,n,

onde D; é a variable dummy asociada a un factor con dous niveis, vimos que o modelo co-
rrespondente s6 permite dias rectas de regresién paralelas (ver Figura 5.10). En moitos casos,
forzar que a pendente sexa a mesma para cada nivel do factor non resulta realista.

Un modelo da forma
Y, = Po+ /1 Xi + BoDi + B3 D X + €4, i=1,...,n,
interaccién

permite interceptos diferentes e pendentes diferentes para cada nivel do factor, tal e como se
ilustra na Figura 5.11. O termo D;X; chamase interaccion.

y = (Bo+B2) +(B1+Ba)x
F=0

Bo+ P2 y =Po+PBix

Bo

Figura 5.11: Modelo con interaccién entre un factor con dous niveis (0 e 1) e unha variable
numeérica.

FExemplo. Datos DIABETES. Para explicar a variable bp en termos da variable age, o modelo
cun factor non é recomendable, xa que as rectas de regresion correspondentes aos niveis do factor
type claramente non son paralelas. Para incluir a interaccién na funcién 1m() simplemente hai
que escribir covariable*xfactor ou covariable:factor®:

3A diferenza entre estas diias formulaciéns da interaccién é a seguinte: covariable: factor inclie unicamente
a interaccién, covariablexfactor inclie a interaccién e todos os outros efectos relacionados coas covariables.
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> modelo.interaccion <- lm(bp~age+type+age*type)
> summary (modelo.interaccion)

Call:
lm(formula = bp

age + type + age * type)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-33.652 -7.268 0.171 6.004 36.466

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)

(Intercept) 54.52808 2.95331 18.463 < 2e-16 *x*x

age 0.51368 0.09607  5.347 2.47e-07 *x**

typeYes 12.53792 5.29687 2.367 0.0189 *
age:typeYes -0.31411 0.14731 -2.132 0.0342 =*

Signif. codes: 0 “x*x’ 0.001 ‘*%’ 0.01 ‘%’ 0.05 .’ 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 10.49 on 196 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.177, Adjusted R-squared: 0.1644
F-statistic: 14.05 on 3 and 196 DF, p-value: 2.474e-08

Os resultados amosan que a interaccién entre age e type é significativa. A interpretacion dos
coeficientes é a seguinte:

- Para o nivel "No" de type, o modelo de regresién é bp = 54.53 + 0.51age.
- Para o nivel "Yes" de type, o modelo de regresién é bp = (54.53+12.54)+(0.51 —0.31) age.

O

Exercicio 5.12.
(a) Describe os modelos de regresion correspondentes aos grificos da Figura 5.12.

(b) Describe un modelo de regresion cunha covariable numérica e un factor con tres
niveis (recorda que se mecesitan dias variables dummy). Inclie a interaccion entre
eles. Cantos pardmetros aparecen no modelo? Interprétaos.

Interaccion entre duas covariables numéricas

Tamén son posibles as interacciéns entre covariables numéricas. Por exemplo, consideremos
o seguinte modelo con dias covariables numéricas e unha interacciéon entre elas:

Y = Bo + 51X + BoXip + B3 X Xio + &5, t=1,...,n.

interaccién
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Y F=1 Y F=1

Y = Bo+ Pax y = Bo+(B1 +PBa)x F=0
y =Bo+Psx

Bo y=Po o Bo

(a) (b)

Figura 5.12: Modelos de regresion cunha covariable numérica e un factor con dous niveis. Ver
exercicio 12.

Neste caso, a interpretacién dos pardmetros é mais complicada. Por exemplo, cando a covariable
X aumenta en 1 unidade e X, permanece fixa, o cambio correspondente na resposta depende
do valor de X5. Sexa x5 o valor fixo de X5, entén a repercusion do aumento de 1 unidade en
X4 na resposta é

(Bo + Bi(z1 + 1) + Bowo + Sa(x1 + 1)wo) — (Bo + fran + Powa + faxi122) = [1 + Saxo.

De xeito andlogo, podemos describir o comportamento da resposta en termos de Xo.

FExemplo. Datos DIABETES. Consideremos a variable bmi como resposta e as covariables age
e skin. Probemos un modelo lineal con interaccion:

> summary (1m(bmi~age+skin+age*skin))

Call:
Im(formula = bmi

age + skin + age * skin)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-9.940 -2.792 0.197 2.546 11.363

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 12.446359 2.160150 5.762 3.18e-08 *x*x
age 0.275393 0.060664 4.540 9.82e-06 ***



166 J. C. Pardo-Fernandez. Bioestatistica para a Enzenaria Biomédica

skin 0.706223 0.069839 10.112 < 2e-16 **x*
age:skin -0.009905 0.001788 -5.539 9.71e-08 *xx
Signif. codes: 0 ‘*%*x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘*’ 0.056 ‘.’ 0.1 ¢ * 1

Residual standard error: 4.315 on 196 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.512, Adjusted R-squared: 0.5045
F-statistic: 68.54 on 3 and 196 DF, p-value: < 2.2e-16

O modelo contén catro parametros, todos eles significativos. Como se interpreta o coeficiente
correspondente 4 interaccién (—0.0099)7 (exercicio) O

Exercicio 5.13. No exemplo anterior, mellora o azuste a inclusion do factor type? O
factor pédese incorporar ao modelo de varias maneiras. Considéraas todas. Compara os
modelos obtidos e comenta os resultados.

5.6.3. Modelos non lineais: modelos polinémicos

Nalguns casos, as relaciéns lineais non resultan axeitadas para algunhas aplicaciéns practi-
cas. No seu lugar pode resultar mais conveniente empregar relaciéns non lineais.

A familia mais importante de funciéns non lineais son os polinomios de grao > 2. Dada
unha mostra da forma (X;,Y;), ¢ = 1,...,n, o modelo polinémico de grao k é

Vi = Bo+ BiX; + BoXP 4 B X3P + - + B XF + <.

Por suposto, cando k& = 1 o modelo coincide coa recta de regresién. Para k& > 2, o modelo
polinémico non é mais ca un modelo de regresion lineal multiple con k covariables da forma
Xij=X],j=1,..,k. A matriz de deseflo do modelo polinémico é

2

1 X, X2 . Xk
1 X, X2 - Xk

1 X, X2 - XF

Non é recomendable empregar polinomios de graos altos, xa que se k é grande algunhas columnas
da matriz de deseno son case colineais e o proceso de estimacion pode ser inestable.

Exemplo. O conxunto de datos PEIXES contén informacién sobre a Lonzitude (en cm) e o
Peso (en g) de 56 percas (peixe de auga doce). O diagrama de dispersién destas dias variables
amosa unha forte relacién entre ambas variables, pero non parece que esta relacion sexa a través
dunha lifia recta (ver Figura 5.13). E preferible considerar un modelo polinémico.

Para incorporar os termos do modelo polinémico na funciéon 1m() empregamos +I(x"j).
No noso exemplo, o modelo polinémico de grao 2 resulta
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> peixes <- read.table(file="datos-peixes.txt", header=TRUE)
> summary (1m(Peso~Lonxitude+I (Lonxitude”2),data=peixes))

Call:
lm(formula = Peso ~ Lonxitude + I(Lonxitude”2), data = peixes)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-174.072 -22.751 0.532 12.276 242.806

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 135.9136 79.4866 1.71 0.09313 .
Lonxitude -23.6726 6.3135 -3.75 0.00044 *xx*

I(Lonxitude~2) 1.1651 0.1162 10.02 7.75e-14 *x*x
Signif. codes: 0 “x*x’ 0.001 ‘¥’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 59.42 on 53 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9718, Adjusted R-squared: 0.9708
F-statistic: 914.5 on 2 and 53 DF, p-value: < 2.2e-16

Os resultados amosan que o termo cadrdtico ¢ significativo e o axuste do modelo e moi bo (ver
Figura 5.13).

Tamén podemos comparar modelos polinémicos con distintos graos:

> modelol <- 1lm(Peso~Lonxitude,data=peixes)

> modelo2 <- lm(Peso~Lonxitude+I(Lonxitude~2),data=peixes)

> modelo3 <- 1lm(Peso~Lonxitude+I(Lonxitude~2)+I(Lonxitude~3),data=peixes)
> anova(modelol,modelo2,modelo3)

Analysis of Variance Table

Model 1: Peso ~ Lonxitude
Model 2: Peso ~ Lonxitude + I(Lonxitude~2)
Model 3: Peso ~ Lonxitude + I(Lonxitude~2) + I(Lonxitude”3)

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 54 541948
2 53 187158 1 354789 99.8814 1.061e-13 xxx
3 52 184710 1 2449 0.689%4 0.4102
Signif. codes: 0 “x*x’ 0.001 ‘*%x’ 0.01 ‘*’ 0.05 “.” 0.1 ¢ > 1

Os F-tests indican que pasar da recta de regresién a un modelo cadratico representa unha
mellora significativa no modelo. Non obstante, o modelo ctibico non aporta ningunha mellora
respecto ao cuadratico. Asi, deberiamos quedar co modelo cuadratico. O
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Figura 5.13: Datos PEIXES. Gréfico de dispersién de Peso fronte a Lonzitude, modelo polinémico
de grao 2, intervalos de confianza para o valor medio da resposta (lifia discontinua) e intervalos
de predicién (lina punteada).

Exercicio 5.14. Modelos linealizables. Existen algins modelos non lineais que poden
ser analizados como modelos lineais unha vez que se lles aplican certas transformacions
as variables involucradas no modelo. Algins exemplos coas suas correspondentes transfor-
macions son:

Modelo Funcion de regresion Transformacion Forma linealizada
Exponencial y = fy ePr® T =1logY t = log By + Pix
Logaritmico y = By + B1logx 7 =log X t= o+ P1z
Alométrico
ou Potencial y = Bo T=logY, Z=1logX t=1logpPo+ fiz

(a) Analiza a forma da funcion de regresion en cada modelo en funcion dos valores dos
pardmetros By e B1.

(b) Considera o conzunto de datos PEIXES. Aplica o modelo alométrico para explicar
a variable Peso en termos da variable Lonxitude. Analiza os resultados obtidos e
compdaraos co modelo polinomico visto no exemplo anterior: cantos parametros ten
cada modelo?, que modelo resulta mdis sinzelo de interpretar?
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Exercicio 5.15. Exemplo de construcion de modelos. O conzunto de datos TREES
estd incluido en R. Contén informacion sobre a altura (variable Height), o didmetro (va-
riable Girth) e sobre a cantidade de madeira aproveitada (variable Volume) de 31 drbores.
Escribe ?trees ou str(trees) para obter mdis detalles.

(a) Fai unha andlise descritiva do conzunto de datos e intenta atopar un modelo de
regresion para explicar o volume de madeira en termos do didmetro e da altura.

(b) Tendo en conta a formula do volume dun cilindro, parece razoable pensar nun modelo
do tipo volume = f3; didmetro? altura. Atopa a forma correcta de escribir este modelo
en R e comenta os resultados.

5.7. Regresién con resposta cualitativa: regresion loxis-
tica

Os modelos de regresion que estudamos ata o momento son apropiados para relacionar unha
resposta numérica cun conxunto de covariables numéricas e factores, pero non son adecuados
cando a variable resposta é cualitativa.

Suponamos que queremos estudar a relacién entre un conxunto de covariables (X7, Xo, ..., Xy)
e unha variable resposta binaria Y que toma valores 0 e 1. Esta variable binaria pdese usar
para distinguir entre dous grupos ou dias poboaciéns. Neste contexto o modelo lineal

Y; = Bo + 1 X + - + BaXia + &4, i=1,..,n,

ten varios inconvenientes:

- A resposta é binaria (0/1), mentres que as covariables poden ser continuas, polo que é
complicado facer que a relaciéon matemética se cumpra.

- Para que a expresion anterior realmente se cumpra, os erros deberian depender das cova-
riables e a sta distribuciéon non poderfa ser normal. Isto complicaria moito o tratamento
estatistico do modelo en termos de estimacion e inferencia.

Unha posible solucion consiste en pensar en probabilidades relacionadas coa variable respos-
ta en vez de no seu valor. Para simplificar, consideraremos un modelo cunha tinica covariable,
X. O obxectivo agora é modelizar a probabilidade condicionada

p(r) = P(Y = 1|X = ),

é dicir, a probabilidade de que a resposta Y tome o valor 1 cando a covariable X toma o
valor z. Non obstante, tampouco podemos considerar un modelo lineal para p(-) porque a
probabilidade ten que estar contida [0, 1], mentres que unha expresién lineal da covariable non
o estard necesariamente. A solucion é transformar a expresion lineal anterior a través dunha
funcion link, ¢, da forma

p(x) = £(Bo + frz),




170 J. C. Pardo-Fernandez. Bioestatistica para a Enzeniaria Biomédica

onde ¢ é unha funcién crecente que toma valores en (0, 1). A regresién loxistica obtense cando
a funcién link é a funcién loxistica

1
)= ——.
(z) 1+e®
O modelo loxistico de regresion pddese escribir de varias formas equivalentes:
1 p(z) s p(z)
= — = Pothir o oo = .
p() 1+ e~ (Bothrz) 1—p(x) ‘ A p(x) bo+ b

p(z)

1-p(x)

chamase odds. Nétese que

_p()
1 —p(z)

é dicir, o modelo loxistico expresa a diferenza das probabilidades asociadas as duias categorias da
variable resposta en escala logaritmica en termos da informacién proporcionada pola covariable.
O pardametro f; ten unha interpretacién en termos do aumento de 1 unidade na covariable, xa
que o cociente entre as odds, que se denomina odds ratio, é

O cociente o(z) =

log o(z) = log ( ) — logp(x) — log(1 — p(a)) = fo + fra,

plx+1)
olw+1)  T—plr+1)  efothlerd o5 B fr 4
0(1’) B p(z) T ePotBir Q%W =c

1 —p(x)

A estimacién dos parametros da regresion loxistica realizase polo método de maxima verosi-
milude, que é similar ao método dos minimos cadrados con ponderaciéns. A calidade do axuste
do modelo loxistico midese en termos da deviance, que tamén se pode usar para comparar
modelos.

O modelo loxistico esta incluido nunha clase mais ampla de modelos de regresién chamados
modelos lineais xeralizados. En R, a funcién glm() proporciona os estimadores e a andlise
do modelo loxistico.

Fxemplo. Datos DIABETES. Un problema interesante é predicir o efecto dalgunhas das variables
numéricas (glu, bmi etc.) sobre a resposta binaria type (diabética/non diabética). Primeiro
probamos o modelo incluindo como covariable unicamente glu:

> modelo.loxistico <- glm(factor(type) “glu,family=binomial,data=diabetes)
> summary (modelo.loxistico)

Call:
glm(formula = factor(type) ~ glu, family = binomial, data = diabetes)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.9714 -0.7795 -0.5292 0.8491 2.2633

Coefficients:
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Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)
(Intercept) -5.503636 0.836077 -6.583 4.62e-11 *xx*
glu 0.037784 0.006278 6.019 1.76e-09 *x*x

Signif. codes: 0 “*x*x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢’ 1
(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 256.41 on 199 degrees of freedom
Residual deviance: 207.37 on 198 degrees of freedom
AIC: 211.37

Number of Fisher Scoring iterations: 4

Segundo os resultados, a variable glu ten un efecto significativo. Como se interpreta o coeficiente
(0.038)7 (exercicio).

A partir do modelo loxistico tamén podemos facer prediciéns. Neste caso, o modelo predice a
probabilidade de padecer diabetes en funcién do valor da covariable glu. Por exemplo, segundo o
modelo loxistico, se unha persoa presenta unha concentracion de glucosa de 180, a probabilidade
de que padeza diabetes sera

A 1
p(180) = 1 + ¢ (—5.503636+0.037784:180) 0.7854.

En R facemos:

> valor.glu <- data.frame(glu=c(180))
> predict (modelo.loxistico,valor.glu,type="response")

1
0.7854027

A Figura 5.14 amosa a estimacién da funcién p(z) como funcién da covariable glu. Como se pode
observar no gréfico, a funciéon outérgalle probabilidades baixas de padecer diabetes a valores
baixos da concentracién de glucosa e probabilidades altas de padecer a enfermidade a valores
altos da concentracion de glucosa. O

Exercicio 5.16. Considera o conzunto de datos DIABETES.

(a) Estima un modelo loxistico para predicir a probabilidade de padecer diabetes en ter-
mos das covariables glu, bmi e bp. Son as tres variables relevantes no modelo?

(b) Se unha persoa presenta os wvalores glu = 170, bmi = 30 e bp = 100, cal € a
probabilidade de que padeza diabetes segundo o modelo lozistico?
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Figura 5.14: Datos DIABETES. Estimacién da funcién p(z) no modelo loxistico.

Clasificaciéon loxistica

Unha vez estimado o modelo loxistico, este pode empregarse para clasificar novos individuos
segundo os valores observados das covariables. Unha regra de clasificacion moi sinxela poderia
ser

= Se p(z) < 0.5, entén clasificar ao individuo no grupo Y = 0.

= Se p(z) > 0.5, entén clasificar ao individuo no grupo Y = 1.

Obviamente, este tipo de regras de clasificacién deben ser analizados en termos de sensibi-
lidade, especificidade, valores preditivos etc. O valor 0.5 escollido como punto de corte para a
probabilidade pode ser modificado en funciéon das necesidades especificas do problema.
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6.1. Introducién a andlise multivariante

En moitas ocasions recéllense varias variables sobre un mesmo individuo, tal e como ocorre
nos conxuntos de datos cos que traballamos. Isto 1évanos aos datos multivariantes.

Para estudar datos multivariantes podemos seguir dous enfoques:

- Se unha das variables se identifica como “resposta’ e o obxectivo é analizar a dependencia
entre esta variable e as demais, ou dito doutra forma, se queremos analizar o efecto que
as outras variables tefien sobre a resposta, entén empregamos técnicas de regresién.

- Se o obxectivo é analizar a interdependencia entre as variables, sen darlle méis impor-
tancia a ningunha delas sobre as demais, entén empregamos técnicas multivariantes.

Estudaremos tres tipos de técnicas para datos multivariantes:

- Técnicas descritivas.
- Técnicas para a reducién da dimension: andlise de componentes principais.

- Técnicas para crear grupos: métodos cluster e andlise discriminante.

6.2. Técnicas descritivas multivariantes

Comparacién de ferramentas descritivas para datos univariantes/multivariantes:

= Datos univariantes (variable unidimensional):

- Medidas de localizacion: media, mediana, cuantis etc.
- Medidas de dispersion: varianza, desviacion estandar etc.

- Graficos: grafico de sectores, grafico de barras, histograma etc.
= Datos multivariantes (variable multidimensional):

- Medidas de localizacion: vector de medias.

- Medidas de dispersion e medidas de dependencia: matriz de varianzas-covarianzas,
matriz de correlaciéns, distancia de Mahalanobis.

- Gréficos: boxplots, graficos de dispersién por pares.
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6.2.1. Representacions graficas con datos multivariantes

Algunhas representacions gréficas que conecemos poden adaptarse ao caso multivariante.
Dependendo do tipo de datos dos que disponamos, teremos que buscar a representacién grafica
mais axeitada.

O boxplot pédese usar para representar unha variable numérica en funcién das categorias
dunha variable nominal ou factor. En R emprégase a funcién boxplot (variable.numérica
~ factor).

O diagrama de dispersion por pares consiste en facer graficos de dispersién para cada par
de variables que conforman o conxunto de datos. E til para buscar relaciéns entre as
variables, ainda que non deixa de ser unha simplificacién da posible estrutura de interde-
pendencia multidimensional. En R emprégase a funciéon pairs(data.frame). Notese que
este tipo de gréfico s6 ten sentido para variables numéricas.

FExemplo. O conxunto de datos MUNDO2016 contén datos demogréficos dos paises do mundo
obtidos da base de datos do ano 2016 do Instituto de Estatistica da UNESCO!. Contén as
seguintes variables:

Pais, cédigo do pafs (tres letras) e zona xeografica segundo a clasificacién da UNESCO
(East Asia & Pacific, Europe & Central Asia, Latin America & Caribbean, Middle East
& North Africa, North America, South Asia, Sub-Saharan Africa).

UE: membro (si/non) da Unién Europea.

OCDE: membro (si/non) da Organizacién para a Cooperacién e o Desenvolvemento Eco-
némico (OCDE).

nivel.ingresos: nivel de ingresos do pais de acordo coa clasificacién do Atlas do Banco
Mundial®. Paifses de ingresos baixos (c6digo B) son aqueles que tefien un produto interior
bruto (PIB) per capita de 1005 US$ ou menos; paises de ingresos medio-baixos (cddigo
MB) son aqueles cun PIB per capita entre 1006 US$ e 3955 USS$; paises con ingresos
medio-altos (cédigo MA) son aqueles cun PIB per capita entre 3956 US$ e 12235 US$;
finalmente, pafses con ingresos altos (cddigo A) son aqueles cun PIB per capita de madis
de 12235 USS.

esperanza.vida: esperanza de vida ao nacer (anos).
taza.fertilidade: taxa de fertilidade (ndmero fillos por muller).
taza.mortalidadeinfantil: taxa de mortalidade infantil (por cada 1000 nacementos).

poboacion.rural: porcentaxe de poboacién rural (%).

thttp://data.uis.unesco.org

2http://www.worldbank.org
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Figura 6.1: Conxunto de datos MUNDO2016. Boxplots da taxa de fertilidade segundo o nivel
de ingresos do pafs.

A Figura 6.1 contén os boxplots da taxa de fertilidade en funcién do nivel de ingresos
(atencién & orde dos niveis da variable ordinal nivel.ingresos). A Figura 6.2 amosa o gréafico de
dispersion por pares das catro variables cuantitativas do conxunto de datos. A curva vermella
que aparece en cada grafico é unha estimacién non paramétrica da funcién de regresién entre
as correspondentes variables. O

Exercicio 6.1.

(a) Que conclusions podemos sacar dos boxplots da Figura 6.1.

(b) Fai boxplots do resto de variables numéricas do conzunto de datos MUNDO2016 en
funcion do nivel de ingresos de cada pais. Intenta atopar patréns a partir dos grdfi-
cos.

(¢) Que tipo de relacidns se observan entre as variables numéricas do conzunto de datos
MUNDO2016 a partir dos grdficos de dipersion da Figura 6.27

6.2.2. Vector de medias, matriz de varianzas-covarianzas e matriz
de correlacions

Cando as variables son numéricas podemos calcular medidas de localizacién e dispersién mul-
tidimensionais. Suponamos que se disponemos de n observaciéns dunha variable d-dimensional
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Figura 6.2: Conxunto de datos MUNDO2016. Gréficos de dispersion por pares das variables
numéricas.

(X1, X, ..., X4) da forma
X; = (X1, Xig, oo, Xia)s 1=1,..,n.
Na practica, os datos organizanse nunha matriz n x d ou “data frame”: cada fila representa

un individuo e cada columna representa unha variable. O conxunto de datos esté disposto da
forma

Xll X12 de
X21 X22 X2d
an XnZ Xnd

O vector de medias é o vector d-dimensional formado polas medias mostrais de cada
variable

X = (Xl-,XQv 7Xd)7
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onde
_ ] — .
X; = EZIXU para j =1,...,d.

Pédese empregar como “centro” dos datos.

A matriz de varianzas-covarianzas é a matriz d X d formada polas covarianzas mostrais
entre cada par de variables, é dicir

2
SX1 SX1X2 SXle
2
S SX2X1 le SXZXd
- . . . : I
2
SXdX1 Sdez SXd

onde os elementos da diagonal de S son as varianzas mostrais

1
n—1

n
2 _ 2 : v \2 S
SXj - (XZJ_X]) ) para j _la“'>d7
i=1
e os elementos féra da diagonal son as covarianzas mostrais

n

1 - = . .
Sx;x;, = | Z(Xij — X;) (X — X) para j,k=1,...,dej #k.

i=1
Notese que a matriz S é simétrica, xa que Sx,x, = Sx,x;-

A matriz de correlacidéns é a matriz d x d formada polos coeficientes de correlacién
mostrais entre as variables correspondentes

1 XX, v TX Xy
TXy X, 1 XX
= . . . b
TXdX1 erXZ o 1
onde
ijxk

XX, = para j,k=1,....,de j # k.

Sx; 5%,
Lembremos que o coeficiente de correlacién mostral toma valores entre —1 e 1 e mide o grao
de dependencia lineal entre as variables: canto mais préximo sexa a —1 ou 1, mais forte sera
o grao de dependencia. A dependencia é directa cando o coeficiente de correlacién é positivo
e inversa cando o coeficiente de correlacion é negativo. Cando o coeficiente de correlacién é 0
dicimos que as variables son incorreladas.

Fxemplo. Conxunto de datos MUNDO2016. En R a funcién colMeans() calcula o vector
de medias e as funciéns var() e cor() calculan as matrices de varianzas-covarianzas e de
correlacidns, respectivamente. Notese que estes calculos sé tefien sentido cando as variables son
numeéricas (columnas 7 a 10 do conxunto de datos).

> colMeans (mundo2016[,7:10])
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esperanza.vida taxa.fertilidade

71.579 2.816
taxa.mortalidadeinfantil poboacion.rural
23.354 43.530

> cor (mundo2016[,7:10])

esperanza.vida taxa.fertilidade

esperanza.vida 1.000 -0.833
taxa.fertilidade -0.833 1.000
taxa.mortalidadeinfantil -0.940 0.837
poboacion.rural -0.621 0.524
taxa.mortalidadeinfantil poboacion.rural
esperanza.vida -0.940 -0.621
taxa.fertilidade 0.837 0.524
taxa.mortalidadeinfantil 1.000 0.570
poboacion.rural 0.570 1.000

A matriz R amosa correlacions moi fortes entre as variables esperanza de vida, taxa de fer-
tilidade e taxa de mortalidade infantil. Cal é a explicacién intuitiva dos signos das correlaciéns?
(exercicio). O

6.2.3. Distancia de Mahalanobis

En moitas ocasiéns é interesante calcular a distancia entre unha observacién e o centro dos
datos, que normalmente se identifica co vector de medias. En vez de usar a distancia euclidiana
clasica, na andlise multivariante prefirese a distancia de Mahalanobis, xa que ten en conta a
estrutura de dependencia dos datos e a dispersién de cada variable.

A distancia Mahalanobis entre unha observacién X; e o vector de medias X é

1/2

D; = [ (X; — X)'S™HX; — X) ] ,
onde S7! é a inversa da matriz de varianzas-covarianzas. A distancia de Mahalanobis pédese
usar para identificar datos atipicos nun contexto multivariante.
En R a funcién mahalanobis() calcula o cadrado da distancia de Mahalanobis, D?.

Exemplo. Conxunto de datos MUNDO2016. Para simplificar a explicacion, traballaremos s6
con duas variables: taza.fertilidade e esperanza.vida.

A distancia de Mahalanobis de Espana con respecto ao vector de medias é

> datos.para.mahalanobis <- mundo2016[,c("taxa.fertilidade", "esperanza.vida")]

> M <- colMeans(datos.para.mahalanobis)

> S <- cov(datos.para.mahalanobis)

> sqrt(mahalanobis(datos.para.mahalanobis[which(pais=="Spain"),],center=M,cov=S))
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Figura 6.3: Datos MUNDO2016. Grafico de dispersién das variables taxa de fertilidade e esperan-
za de vida. Indicase o codigo do pais e a orde que ocupa en termos de distancia de Mahalanobis
con respecto ao vector de medias, que estd indicado pola cruz vermella. A lifia discontinua é a
recta de regresion.

148
1.454964

Agora calculamos as distancias de Mahalanobis de todos os paises facendo uso da funcién
apply() de R:

> distancias.mahalanobis <-
+ sqrt(apply(datos.para.mahalanobis,1,mahalanobis,center=M,cov=S))

> cbind.data.frame(pais,distancias.mahalanobis)

pais distancias.mahalanobis

1 Afghanistan 1.3439229
2 Albania 0.8934653
3 Algeria 1.0296971
4 Angola 2.3405168
5 Antigua and Barbuda 0.6169915
6 Argentina 0.6992731

A Figura 6.3 mostra o diagrama de dispersion e a posicién de cada pais con respecto ao
vector de medias. Os nimeros baixos significan distancias de Mahalanobis pequenas, mentras
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que os nuimeros altos significan distancias de Mahalanobis grandes. Nétese que as posiciéns non
coinciden coas correspondentes distancias euclidianas. As observacions médis préximas 4 lina de
regresién adoitan ter distancias de Mahalanobis mais pequenas. O

Exercicio 6.2. No exemplo anterior:

(a) Atopa os 10 paises coas maiores e coas menores distancias de Mahalanobis no exem-
plo anterior e localizaos no grdfico de dispersion da Figura 6.5.

(b) Constrie boxplots das distancias de Mahalanobis en funcion do nivel de ingresos de
cada pais e identifica os valores atipicos en cada grupo.

Exercicio 6.3. Considera o conzunto de datos MUNDO2016. Calcula as distancias de
Mahalanobis de cada pais con respecto ao conzunto de datos multivariante formado polas
catro variables numéricas. Analiza os resultados de forma similar ao exercicio anterior.

6.3. A distribucion Normal multivariante

A distribuciéon Normal multivariante xeraliza a distribucion Normal a d dimensiéns. Dado
o vector de medias p e a matriz de varianzas-covarianzas X, a funcion de densidade da Normal
d-variante é

1 1 ty—1 d
X)="——-¢€ ——(x—p)E N (x— , ara x € R
A distribucién Normal multivariante cumpre, entre outras, as seguintes propiedades:

= As distribuciéns marxinais, é dicir, de cada unha das componentes que forman o vector
aleatorio multivariante, son Normais.

= Calquera combinacion lineal das componentes da Normal multivariante tamén é Normal.

= Se diias componentes da Normal multivariante son correladas, entén a relacion entre elas
ten que ser lineal.

A Figura 6.4 amosa as densidades de distribuciéns Normais bivariantes con vector de medias

P
1

caso p representa a coeficiente de correlacion entre as dias componentes.

(0,0) e matriz de varianzas-covarianzas ¥ = ) para varios valores de p. Notese que neste
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Figura 6.4: Exemplos de densidades de Normais bivariantes.
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6.4. Analise de componentes principais

6.4.1. Definicién, calculo e propiedades das componentes principais

A Andlise de Componentes Principais (PCA, do inglés Principal Component Analy-
sis) é unha metodoloxia estatistica desenada especificamente para datos multivariantes. O seu
obxectivo é realizar unha reducién da dimension e ao mesmo tempo reter a maior cantidade de
informacion posible.

Dado un conxunto de observaciéns de d variables, o obxectivo da PCA é reexpresar os datos
como r variables novas (idealmente, r moito menor ca d) construidas como combinaciéns lineais
das variables orixinais de tal xeito que sexan incorreladas entre si e contenen a maior canti-
dade de informacién (variabilidade) posible. Estas novas variables chamanse componentes
principais.

Os aspectos matematicos relacionados co cédlculo das componentes principais consisten esen-
cialmente en atopar autovalores e autovectores da matriz de varianzas-covarianzas ou da matriz
de correlaciéns.

Para ilustrar o funcionamento da PCA, consideremos unha variable bidimensional X =
(X1, X2). A idea fundamental da PCA ilustrase na Figura 6.5. Para construir a primeira
componente principal necesitamos atopar unha combinacién lineal 77 = Xjuy;, + Xouqo
de tal maneira que a varianza de Z; sexa maxima. Dado que a varianza pode incrementarse
simplemente tomando valores grandes de w11 e w19, restrinximonos a atopar un vector unitario
u; con componientes uy € uyz, ¢ dicir uy = (u1y,u12)" de forma que uu; = 1, e tal que a
varianza de Z; sexa maxima. O problema matemético é polo tanto

atopar u; tal que u‘u; =1 e Var(Z;) = Var(Xu;) é maxima.

Nétese que? Var(Xu;) = utZu, onde ¥ é a matriz de varianzas-covarianzas de X. Para
resolver este problema, empregamos o método dos multiplicadores de Lagrange. Sexa

L(uy) = Var(Xuy) — M (ufu; — 1) = uf{Zu; — A\ (uju; — 1).

Agora temos que derivar L con respecto a uj; e ug, igualar a cero e resolver o sistema corres-
)
pondente. Para isto resulta conveniente escribir as derivadas en forma matricial:

dL(un,uu)
dL(u duyy xercici
dLlw) _ (exerdeio) o, — 22w = 0
duy dL(u11,u12)
duy2

para concluir que uy; debe cumprir
Eul = )\11.11.

Isto significa que A; é un autovalor de 3 e u; é o correspondente autovector. Ademais

V&T(Zl) = VCLT(Xlll) = uﬁEul = )\11.12;111 = )\1.

3Propiedades das distribuciéns multivariantes. Sexa X = (Xi, Xa,..., X4) un vector aleatorio d-
dimensional con vector de medias p (vector de dimensién d) e matrix de varianzas-covarianzas 3 (matriz
de dimensiéns d x d). Sexan A e b unha matriz d x k e sexa b un vector k-dimensional de constantes, respectiva-
mente. Entén o vector de medias e a matriz de varianzas-covarianzas do vector aleatorio k-dimensional XA + b
son A+ b e A3 A, respectivamente.
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Figura 6.5: Tlustracién da PCA con dias variables.

Polo tanto, se queremos maximizar a varianza de Z, simplemente debemos escoller A\; como o
maior autovalor de ¥ e u; como o autovector asociado.

Para atopar a segunda componente principal temos que atopar un vector unitario
Uy = (g1, ug)" de forma que a combinacién lineal Zy = Xjug; + Xougy sexa incorrelada coa pri-
meira componente principal Z; e a varianza de Var(Z,) sexa méxima. O problema matemaético
redticese a atopar un vector unitario uy (¢ dicir, ubuy = 1) ortogonal a u; (é dicir, ubu; = 0)
e tal que Var(Zs) = Var(Xuy) é maxima. A solucién uy pédese obter coma antes e resulta ser
o autovector de ¥ asociado co segundo maior autovector, \o. Nese caso, Var(Zz) = As.

En xeral, en vez de 2 variables, teremos unha variable d-dimensional X = (X, Xs, ..., X4).
Sexa X a matriz de varianzas-covarianzas (ou a matriz de correlaciéns, en caso de que as
variables estean estandarizadas). Sexan

N> > >

os d autovalores de 3 e sexan uy, us, ..., uy os correspondentes autovalores*. Hai polo tanto d
componentes principais, que son:

- A primeira componente principal é a combinacién lineal dada por Z; = Xuy, onde u; é
o autovector asociado ao maior autovalor de 3, ;. Nese caso Var(Z;) = A;.

- A segunda componente principal é a combinacién lineal dada por Z; = Xu,, onde us é o
autovector asociado ao segundo maior autovalor de 3, A\o. Nese caso Var(Zy) = Ag.

4As matrices de varianzas-covarianzas e de correlaciéns son simétricas e semidefinidas positivas. Isto implica
que os seus autovalores son sempre reais e positivos.
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- A terceira componente principal ...
ete.
Na practica, as compofientes principais calcilanse a partir dunha mostra, polo que teremos

que substituir X por unha estimacion. A PCA pode levarse a cabo coa matriz de varianzas-
covarianzas mostral, S, ou coa matriz de correlaciéns, R:

- Debe empregarse a matriz de varianzas-covarianzas, S, cando as variables sexan compa-
rables e/ou estean medidas nas mesmas unidades.

- Debe empregarse a matriz de correlacions, R, cando as variables tenen unidades distintas
ou estan medidas en distintas escalas, que é a situacion mais habitual na practica. Tra-
ballar coa matriz de correlaciéns é equivalente a traballar coas variables estandarizadas.
A PCA baseada na matriz de correlaciéns chamase PCA estandarizada.

Ainda que a interpretacion das componentes principais non sempre é doada, en moitos
casos podense ver como indices creados a partir das variables orixinais (ver exemplo mais
abaixo). Tamén ¢é interesante calcular a correlacién entre as variables orixinais e as compofientes
principais. Pédese comprobar que as correlacions entre a j-ésima componente principal
e o conxunto de variables orixinais vén dada polo vector \/Aiju]u

En R a funcién princomp() realiza a PCA. Esta funcién crea un obxecto que contén moitos
elementos relacionados coa PCA. Para realizar a PCA estandarizada emprégase o argumento
cor=TRUE.

Exemplo. O conxunto de datos DECATLON contén a informaciéon da final da proba de Décatlon
dos Xogos Olimpicos de Rio de Janeiro de 2016. Ademais do nome do atleta e da sia puntuacién
global na proba (variable puntos), o conxunto de datos recolle as marcas obtidas en cada unha
das dez probas das que consta o décatlon:

- carreira.100m: carreira de 100 metros lisos (en s).

- salto.lonzitude: salto de lonxitude (en m).

- lanzamento.peso: lanzamento de peso (en m).

- salto.altura: salto de altura (en m).

- carreira.400m: carreira de 400 metros lisos (en s).

- carreira.110m: carreira de 110 metros obstdculos (en s).

- lanzamento.disco: lanzamento de disco (en m).

- salto.pertega: salto con pértega (en m).

- lanzamento.zavelina: lanzamento de xavelina (en m).

- carreira.1500m: carreira de 1500 metros (en s).
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Aplicaremos a PCA para tratar de reducir a informacién das dez probas. Como as variables
tenien unidades e escalas distintas empregaremos PCA estandarizada.

> decatlon <- read.csv(file="datos-decatlon.csv", head=TRUE,sep=",")
> datos.para.PCA=decatlon[,3:12]
> PCA.decatlon <- princomp(datos.para.PCA, cor=TRUE)

Os vectores unitarios que se usan para construir as componentes principais son as columnas da
seguinte matriz, que se chama matriz de cargas (ou matriz de loadings):

> PCA.decatlon$loadings

Loadings:
Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5 Comp.6 Comp.7
carreira.100m 0.284 0.551 0.350 0.346 0.162 0.113
salto.lonxitude -0.452 0.153 -0.386 0.117 0.184
lanzamento.peso 0.486 -0.300 -0.119 0.606 0.206 -0.473
salto.altura -0.262 0.242 0.426 0.220 -0.463 0.153 -0.616
carreira.400m 0.470 0.259
carreira.110m 0.419 -0.138 0.122 -0.356 0.515
lanzamento.disco 0.175 0.530 -0.433 -0.353 0.127 0.141
salto.pertega -0.216 0.141 0.561 -0.391 0.354 -0.335 0.120
lanzamento.xavelina 0.581 0.439 0.533
carreira.1500m 0.410 0.205 -0.167 -0.702 -0.140
Comp.8 Comp.9 Comp.10

carreira.100m 0.186 0.544
salto.lonxitude 0.389 -0.488 0.426
lanzamento.peso 0.106 -0.112
salto.altura -0.114
carreira.400m -0.326 -0.752 -0.169
carreira.110m 0.495 0.203 -0.311
lanzamento.disco -0.441 0.245 0.289
salto.pertega -0.127 0.160 -0.415
lanzamento.xavelina 0.210 -0.136 -0.328
carreira.1500m 0.470 0.146

Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5 Comp.6 Comp.7
SS loadings 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
Proportion Var 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
Cumulative Var 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Comp.8 Comp.9 Comp.10
SS loadings 1.0 1.0 1.0
Proportion Var 0.1 0.1 0.1
Cumulative Var 0.8 0.9 1.0

Os espazos en branco da matriz anterior significan que o valor correspondente estd moi preto
de cero. O signo de todo o vector unitario é arbitrario, pero os signos de cada coeficiente



Capitulo 6. Técnicas bioestatisticas multivariantes

187

son interesantes: as variables as que lles corresponden coeficientes co mesmo signo tenen unha
relacién directa, mentras que as variables con coeficientes de signos opostos tefien unha relacién
inversa. Neste exemplo, podemos ver que:

- A primeira componente principal dalles mais importancia ds variables salto.lonzitude
(—0.452), carreira.400m (0.470), carreira.110m (0.419) e carreira.1500m (0.410). Nétese
que neste caso os signos opostos entre o coeficiente de salto.lonzitude e o do resto de va-
riables débese a que nas carreiras valores altos significan peores resultados, mentras que

no salto de lonxitude os mellores resultados son aqueles que tenen valores altos.

- A segunda componente principal délles importancia és tres probas de lanzamento: peso
(0.486), disco (0.530) e xavelina (0.581).

- A terceira componente principal délles importancia ds probas de salto de altura e con

pértega (0.426 e 0.561, respectivamente) e & proba de 100 metros lisos (0.551).

Os valores das componentes principais estan gardadas nos scores do obxecto creado pola

funcién princomp

O:

> PCA.decatlon$scores

Comp.1 Comp.2

[1,]1 -3.712 0.
[2,] -1.854 1
[3,] -2.871 -0.
[4,] -2.081 0.
(5,1 -2.136 -0.
(6,1 -0.168 1

416

.733

013
476
129

.562

Comp.3

.035
.290
.795
.063
.507
.607

Comp.4

-1

.597
.942
.258
.258
.079
.302

Os valores de cada componente pédense interpretar como un indice do desempeno do atleta nas

probas as que a componente correspondente lles da méis importancia.

As correlaciéns entre as componentes principais e as variables orixinais confirman a inter-
pretacion das componentes dada anteriormente:

> cor(datos.para.PCA,PCA.decatlon$scores)

carreira.100m
salto.lonxitude
lanzamento.peso
salto.altura
carreira.400m
carreira.110m
lanzamento.disc
salto.pertega

]

Comp.1 Comp.2 Comp.3

0.
-0.
0.
-0.
0.
0.
0.
-0.

531
845
079
491
879
785
327
404

lanzamento.xavelina -0.106

carreira.1500m

0.

767

.084
.075
.684
.341
.016
.194
.745
.198
.817
.288

.684
.190
.373
.529
.322
.152
.068
.697
.053
.023

Comp .4
0.337
-0.371
-0.114
0.212
-0.026
-0.343
-0.417
-0.376
0.423
-0.076
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Por exemplo, a primeira componente principal esta fortemente correlada coas variables sal-
to.lonzitude, carreira.400m, carreira.110m e carreira.1500m. Debemos ter en conta o signo
das correlaciéns para interpretar os indices. Claramente, os mellores desempenos nesta variable
seran os correpondentes con {ndices negativos (valores altos do salto de lonxitude e valores
pequenos nos tempos das carreiras). O

6.4.2. Seleccion do nimero de componentes

Debido as propiedades dos autovalores, ndtese que

d d
variabilidade total = Z Sf(] = traza(S) = Z A

=1 j=1
Polo tanto, as r primeiras componentes principais explican a seguinte proporcién de variabili-
dade: T

2.1:1 /\j

-

Ej:l /\j
No caso de empregar PCA estandarizada, nétese que a variabilidade total é traza(R) = d, asi
que a proporcion de variabilidade explicada polas r primeiras componentes principais é

22:1 )‘j
g

O principal obxectivo da PCA ¢é reducir a dimension, polo que nos quedaremos con algunhas
delas (digamos r) sempre que expliquen unha gran proporcién de variabilidade. Na préctica,
podense aplicar diversos criterios:

= Manter as r primeiras compoiientes que explican unha gran porcentaxe da variabilidade
total (por exemplo, 80 %).

= Manter as componentes principais que contribiien cunha cantidade de variabilidade por
riba da media, é dicir, cando A; > (variabilidade total)/d. No caso da PCA estandarizada,
isto significa manter as componentes principais que cumpren A; > 1.

= Usar o scree-plot (gréfico de barras de A; fronte a j) e buscar un c¢ébado, é dicir, cando a
contribucién dunha componente principal sexa similar & anterior.

Exemplo. (cont.) A proporcién de variabilidade explicada polas compofientes principais pddese
obter facendo

> summary (PCA.decatlon)

Importance of components:

Comp.1 Comp.2 Comp .3 Comp .4
Standard deviation 1.8711539 1.4066685 1.2428048 0.96281343
Proportion of Variance 0.3501217 0.1978716 0.1544564 0.09270097



Capitulo 6. Técnicas bioestatisticas multivariantes 189

Variances
15 2.0 25 3.0 35
L |

1.0

0.5
L

| .-

Comp.1 Comp.3 Comp.5 Comp.7  Comp.9

0.0
L

Figura 6.6: Datos DECATLON. Scree-plot correspondente & PCA estandarizada.

Cumulative Proportion 0.3501217 0.5479933 0.7024497 0.79515068
Comp .5 Comp .6 Comp.7 Comp .8

Standard deviation 0.8392115 0.70830748 0.63259007 0.45335222

Proportion of Variance 0.0704276 0.05016995 0.04001702 0.02055282

Cumulative Proportion 0.8655783 0.91574823 0.95576524 0.97631807
Comp.9 Comp.10

Standard deviation 0.40725166 0.26639332

Proportion of Variance 0.01658539 0.00709654

Cumulative Proportion 0.99290346 1.00000000

Para obter o scree-plot que aparece na Figura 6.6 en R escribimos
> plot(PCA.decatlon)

As tres primeiras compofientes principais explican o 35.0 %, 19.8% e 15.4% da variabilidade
total, respectivamente. Entre as tres explican o 70.2%. Estas tres componientes son as que
tefien variabilidades maiores de 1. Se queremos alcanzar o 80 % teremos que incorporar a cuarta
compoiiente principal, que aporta outro 9.2 %.

Podense facer representacions gréaficas adicionais. As veces é interesante facer graficos de
dispersién dos indices, especialmente os das primeiras componientes principais, para identificar
a posicién de cada individuo segundo os valores das componentes. A Figura 6.7 contén os graficos
de dispersion por pares das tres primeiras componentes principais. Os graficos dan unha idea
do desempeno de cada atleta en cada unha das componentes principais. U
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Figura 6.7: Datos DECATLON. Graficos de dispersién dos scores obtidos da PCA estandarizada.

Exercicio 6.4. Os medallistas no Décatlon nos xogos Olimpicos de 2016 foron Eaton
(ouro), Mayer (prata) e Warner (bronce).

(a) Localiza estes atletas nos grdficos da Figura 6.7 e interpreta a sia posicion.

(b) Calcula as correlacions entre as comporientes principais e a puntuacion global de

cada atleta (variable puntos). Interpreta o resultado.

Exercicio 6.5. Realiza unha andlise de componentes principais das catro variables nu-
meéricas do conzunto de datos MUNDO2016. Interpreta os resultados.

Exercicio 6.6. A matriz de correlacions dunha variable bidimensional (X1, X2) € da

forma

R

-(5 %)

onde p € [—1,1] € o coeficiente de correlacion entre X1 e Xo.

(a) Atopa os autovalores e autovectores de R.

(b) Interpreta os resultados de (a) en termos da PCA estandarizada.

(c¢) Atopa os valores de p para os cales a primeira componente principal explica mdis do
80 % da variabilidade total.
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6.5. Creacién de grupos: métodos cluster

O obxectivo principal da analise cluster consiste en dividir os individuos da mostra en
subgrupos (chamados clusters) de acordo a algunha medida de homoxeneidade interna. Os
métodos cluster son técnicas de clasificaciéon non supervisada.

As cuestions que intenta abordar a anélise cluster son:

- Cantos grupos homoxéneos hai na mostra?

- Que individuos pertencen a cada grupo?

O resultado da andlise cluster é unha particiéon da mostra en grupos de tal xeito que

(a) cada individuo pertence a un e sé a un dos grupos,
(b) cada individuo queda clasificado nun grupo, e

(¢) cada grupo é homoxéneo internamente.

Tipos de métodos cluster:

= Métodos xerarquicos. A particién obtense mediante clasificacién xerdrquica, onde os
casos estan ordenados en varios niveis de forma que os niveis mais altos contefien aos
niveis madis baixos. A clasificacién pédese representar cun dendograma.

Exemplo. Métodos aglomerativos.
= Métodos non xerarquicos. Os grupos baséanse en distancias entre os individuos e a
clasificacion obtida non garante unha estrutura xerarquica.

FExemplo. Método das K-medias.

6.5.1. Método das K-medias

O método das K-medias asume que existen K grupos homoxéneos (o nimero K ten que ser
especificado de antemdn) e procede do seguinte xeito:

1. Toma uns valores iniciais para os K centroides ou medias. Para facer isto pédese proceder
de varias formas:

- Formar K grupos aleatoriamente e calcular os seus centroides.
- Tomar como centroides os K puntos mais distantes.
- Empregar informacién a priori sobre os posibles grupos se se dispén dela.
2. Calcula a distancia entre cada individuo a cada centroide e asignao ao grupo de cuxo

centroide diste menos. Despois de cada asignacion, os centroides recalcilanse secuencial-
mente.
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3. O procedemento iterativo remata cando se alcanza un determinado criterio de optimalida-
de (por exemplo, a homoxeneidade interna dos grupos non mellora cunha nova iteracién).

O criterio de optimalidade habitual é minimizar a suma de distancias euclidianas ao cadrado
entre as observaciéns e os centroides dos grupos. Sexa X; = (X1, Xio, ..., Xia), @ = 1,...,n, unha
mostra de observaciéns multivariantes onde cada observaciéon é d-dimensional. O criterio de
optimalidade funciona do seguinte xeito. Suponiamos que as n observaciéns estan clasificadas de
forma exhaustiva en K grupos, é dicir, cada observacién estd incluida nun sé grupo. Denotemos
X para indicar que a observacion X; esta incluida no grupo k e denotemos por 7y o tamano
mostral do grupo k (obviamente, Zszl nr = n). Calculamos a suma de cadrados dentro
dos grupos

K ng
SSWG = Y Y d(Xix, Xy),
k=1 i=1
onde X, é o vector de medias do grupo k e d(X“ﬁ)—(k) é o cadrado da distancia euclidiana

entre a observacién X; ; e o seu vector de medias.

A solucién obtida ao minimizar SSWG proporcionaria a clasificacién 6ptima. Non obstante,
acadar isto pode ser computacionalmente moi esixente e normalmente a solucién final obtense
por métodos heuristicos. O algoritmo pode ser sensible & eleccion inicial dos centroides, polo que
se recomenda usar varios posibles puntos iniciais, especialmente cando K é grande (digamos,
por exemplo, para K > 4).

En R a funcién kmeans () realiza o método das K-medias.

Exemplo. Consideremos o conxunto de datos CLIMACIDADES, que contén informacién meteo-
roléxica sobre 53 cidades de espanolas. Consta das seguintes variables con informacion recollida
durante o ano 2015°:

- cidade e codigo: nome da cidade e cédigo de tres letras.
- temp: temperatura media anual (en graos Celsius).

- hsol: horas de sol durante todo o ano.

prec: cantidade de precipitaciéon anual (mm).

lonzitude, latitude e altitude da cidade.

> climacidades <- read.csv('"datos-climacidades.csv",sep=",",dec=".",header=TRUE)
> attach(climacidades)

Para ilustrar como funciona o método empregaremos s6 dias variables, hsol e prec. O grafico
de dispersion destas dias variables aparece na Figura 6.8. A primeira vista, poderiamos dicir
que hai dous grupos de cidades claramente separados, ainda que algunhas cidades non resultan
faciles de clasificar.

Primeiro aplicamos o método das K-medias con K = 2 grupos:

SFonte: Instituto Nacional de Estadistica (INE).
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Figura 6.8: Conxunto de datos CLIMACIDADES. Esquerda: gréfico de dispersién das variables
hsol and prec. Dereita: localizacion xeografica das cidades.

> datos.para.cluster <- climacidades[,c("hsol", "prec")]
> Kmedias2 <- kmeans(datos.para.cluster,centers=2)

Os dous clusters resultantes son:

> as.character(cidade) [Kmedias2$cluster==1]

(1]
(3]
(5]
7]
(9]
[11]
[13]

> as.

(1]
[3]
(5]
[7]
[9]
[11]
[13]
[15]

"Oviedo"
"Barcelona"

"A Coruna"
"Qurense"
"Pontevedra"
"Vitoria-Gasteiz"

"Donostia-San Sebastian"

"Santander"

"Girona"

"Lugo"

"Santiago de Compostela"
"Pamplona"

"Bilbao"

character(cidade) [Kmedias2$cluster==2]

"Almeria"
"Cordoba"
"Jaen"
"Malaga"
"Huesca"
"Zaragoza"
"Palma"

"Santa Cruz de Tenerife"

"Cadiz"

"Granada"

"Huelva"

"Sevilla"

"Teruel"

"Mao"

"Las Palmas de Gran Canaria"
"Avila"
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[17] "Burgos" "Leon"

[19] "Salamanca" "Segovia"
[21] "Soria" "Valladolid"
[23] "Zamora" "Albacete"
[256] "Ciudad Real" "Cuenca"
[27] "Guadalajara" "Toledo"
[29] "Lleida" "Tarragona"
[31] "Alacant" "Castello"
[33] "Valencia" "Badajoz"
[35] "Caceres" "Madrid"
[37] "Murcia" "Logrono"
[39] "Ceuta" "Melilla"

Os dous grupos claramente distinguen entre cidades moi chuviosas e pouco soleadas (funda-
mentalmente no norte da Peninsula) e cidades pouco chuviosas e soleadas (fundamentalmente
no centro e sur da Peninsula e nos dous arquipélagos), tal e como se pode ver na Figura 6.9.

Para K = 3 grupos obtemos os seguintes clusters:

> Kmedias3 <- kmeans(datos.para.cluster,centers=3)
> as.character(cidade) [Kmedias3$cluster==1]

(1]
(3]
[5]
(7]
[9]

> as.

[1]
[5]
[9]
[13]
[17]
[21]

> as.

(1]
(3]
(5]
(7]
(9]
[11]

"Oviedo" "Santander"

"A Coruna" "Lugo"

"Santiago de Compostela" "Pontevedra"

"Pamplona" "Vitoria-Gasteiz"
"Bilbao" "Donostia-San Sebastian"

character (cidade) [Kmedias3$cluster==2]

"Malaga"
"Mao"
"Segovia"
"Cuenca"
"Tarragona"
"Ceuta"

"Huesca"
"Avila"
"Soria"
"Guadalajara"
"Valencia"
"Melilla"

"Teruel"
"Burgos"
"Valladolid"
"Barcelona"
"Ourense"

character(cidade) [Kmedias3$cluster==3]

"Almeria"
"Cordoba"
"Jaen"

"Sevilla"

"Las Palmas de Gran Canaria"

"Salamanca"

"Cadiz"
"Granada"
"Huelva"
"Palma"

"Zaragoza"
"Leon"
"Zamora"
"Girona"
"Logrono"

"Santa Cruz de Tenerife"

"Albacete"
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Figura 6.9: Conxunto de datos CLIMACIDADES. Clusters obtidos cando se aplica o método das
K-medias con K = 2. As cruces indican o centroide de cada grupo.

[13] "Ciudad Real" "Toledo"
[15] "Lleida" "Alacant"
[17] "Castello" "Badajoz"
[19] "Caceres" "Madrid"

[21] "Murcia"

A grandes rasgos, os tres grupos formados distinguen entre cidades do norte da Peninsula (moi
chuviosas e pouco soleadas), cidades do centro norte (con valores intermedios) e cidades do sur
(pouco chuviosas e moi soleadas).

As Figuras 6.9 e 6.10 amosan os clusters obtidos no diagrama de dispersion e no mapa con
K =2e K = 3 grupos, respectivamente. Nétese que non se obtén unha clasificacion xerarquica,
xa que o terceiro cluster cando K = 3 estd formado por cidades que pertencen a cada un dos
dous clusters cando K = 2. Hai que ter en conta tamén que a clasificacién pode cambiar se
aplicamos o método varias veces, especialmente se o niimero de clusters é grande, xa que R usa
unha seleccion aleatoria de centroides como puntos de partida. O

Cantos clusters deberian empregarse na practica? Depende da informacién que tena-
mos sobre o problema, do conxunto de datos e do interese practico da aplicacién en particular.
Unha posible maneira de decidir o nimero de grupos consiste en facer un grafico de ssSwa
fronte a K e buscar unha forma de c6bado, é dicir, buscar o valor de K para o cal non hai unha
mellora substancial no SSWG ao pasar de K a K + 1.

Exemplo. (cont.) Conxunto de datos CLIMACIDADES. O valor de SSWG pode obterse a partir

do obxecto xerado pola funcién kmeans (). A vista da F igura 6.11 parece que K =2 (ou como
moito K = 3) é o nimero de grupos recomendado. 0



196  J. C. Pardo-Fernandez. Bioestatistica para a Enzeniaria Biomédica
8 _ DON
3 %
o e B
o T8
o | com
&7
s | L+ o
o
- ACO GIR
g 8-
a ® we
o
S
©
8 i . Lo LE‘EEJMLTxi PALCAD cas
<+ W .
BAR zaM cu o s
o ety
g J u e Wl o
19 LPA ud g J
[ T T 1 N
1500 2000 2500 3000
hsol

Figura 6.10: Data set CLIMACIDADES. Clusters obtidos cando se aplica o método das K-medias

con K = 3. As cruces indican o centroide de cada grupo.
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Figura 6.11: Conxunto de datos CLIMACIDADES. Valores de SSWG en funciéon do nimero de

clusters.
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Exercicio 6.7.

(a) Repite o exzemplo anterior varias veces para comprobar a robustez do método das
K -medias. Depende do nimero de clusters?

(b) Aplica o método das K-medias incluindo tamén a variable temp. Compara os resul-
tados cos obtidos no exemplo anterior.

Exercicio 6.8. Considera o conzunto de datos MUNDO2016. Aplica o método das K-
medias para crear grupos baseados mas wvariables esperanza.vida, taxa.fertilidade, ta-
xa.mortalidadeinfantil e poboacion.rural. Comproba se os paises da OCDE pertencen ao
mesmo grupo cando se considera un nimero pequeno de clusters (2 ou 3).

6.5.2. Meétodos xerarquicos

Os métodos cluster xerarquicos traballan de xeito iterativo. Inicialmente cada individuo
forma un cluster e a continuacién procédese agrupando os individous ou grupos mais cercanos
de acordo a uns certos criterios ata conseguir un unico cluster. O proceso é aglomerativo.

Estes métodos funcionan con similitudes. Unha similitude entre dous individuos con ob-
servaciéns X; e X; é unha medida s(X;, X;) que satisfai

(a) 0<s(X;,X;) <1,
(b) s(Xi, X;)=1;e
(c) s(Xi, X;) = s(X;, X;).
Se s(X;, X;) é unha similitude, entén
d(Xi, X;) = 4/2(1 = s(X;, X))
define unha distancia. Reciprocamente, se d(X;, X;) é unha distancia, entén

1
X Xp) = e
s(Xi, X;) 1+ d(X;, X))

define unha similitude. Pédense usar distintas distancias (por exemplo, a distancia euclidiana
ou a distancia de Mahalanobis) para construir similitudes.

Existen moitos métodos cluster de tipo aglomerativo. Veremos moi brevemente tres deles:

= Enlace simple (tamén chamado “vecino mais préximo”): a similitude entre dous clusters
estd dada pola méxima similitude (minima distancia) entre os seus membros.
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s Enlace completo (tamén chamado “vecinio madis alonxado”): a similitude entre dous
clusters estd dada pola minima similitude (méxima distancia) entre os seus membros.

= Método centroide: a similitude entre dous clusters definese a partir da distancia entre
os seus centroides.
O resultado do cluster aglomerativo pédese representar nun dendograma (véxase a Figu-

ra 6.12).

En R, a funcién hclust () realiza o cluster xerarquico. Aplicase a unha matriz de distancias
obtidas mediante a funcién dist (), que por defecto calcula as distancias euclidianas. O dendo-
grama obtense aplicando a funcién xenérica plot () ao obxecto xerado pola funciéon hclust ().

Exemplo. Conxunto de datos CLIMACIDADES. Aplicaremos o método do enlace completo coas
variables hsol e prec.En R facemos

> cx.completo <- hclust(dist(datos.para.cluster),method="complete")
O dendograma obtense mediante
> plot(cx.completo,labels=cidade)

e aparece na Figura 6.12. Este método primeiro crea dous grupos que distinguen as cidades
pouco chuviosas das cidades chuviosas. O

O dendograma pddese “cortar” ao nivel desexado empregando a funcién cutree() de R.

Exercicio 6.9. Aplica o método do enlace completo engadindo a variable temp ds za
consideradas hsol e prec do conzunto de datos CLIMACIDADES. Son os resultados distintos
dos obtidos no exemplo anterior?

6.6. Analise discriminante

A analise discriminante esta relacionada cos problemas de clasificacién (ver os conceptos
bésicos relacionados con estes problemas na seccién 2.5 do Capitulo 2). En particular, esta
metodoloxia pertence aos métodos de clasificacion supervisada. Exemplos de anélise discri-
minante son: clasificar a un paciente como san/enfermo, clasificar a un paciente como enfermo
de A/enfermo de B, clasificar os clientes bancarios segundo a sia posibilidade de incumprimento
ao pagar un crédito, clasificar o correo electrénico entrante como spam/non spam etc.

O problema abordado pola analise discriminante é o seguinte. A poboacién dividese en 2
grupos (grupo 1/Negativo e grupo 2/Positivo). Cada individuo pertence a un e s a un
destes dous grupos. O obxectivo é crear unha regra de decisién para clasificar individuos
novos en base a d variables cuantitativas recollidas nun vector X.
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Figura 6.12: Conxunto de datos CLIMACIDADES. endograma obtido polo método do enlace
completo.

Os elementos que intervenen na construcién da regra de decision son os seguintes:

- Probabilidades a priori de pertencer a cada un dos grupos: p; e po = 1—p;. Por exemplo, se
o problema de clasificacion é o diagnéstico dunha enfermidade, entén p, serd a prevalencia.

- Funcidéns de densidade multidimensionais en cada un dos grupos:

fi(x) = P(x | grupo 1) e fa(x) = P(x | grupo 2).

- Grazas ao Teorema de Bayes, os dous elementos anteriores pédense combinar para obter
as probabilidades a posteriori de cada grupo:
J1(X)p

P(grupo 1 | x) = O T L e P(grupo 2 | x) =

f2(x)p2
fi(x)p1 + fa(x)pe

Unha regra de decision natural é a seguinte: un individuo con caracteristicas x é asignado
ao...

- grupo 1 se P(grupo 1| x) > P(grupo 2 | x) <= f1(x)p1 > fo(X)p2.

- grupo 2 se P(grupo 1| x) < P(grupo 2 | x) <= fi(x)p1 < fo(X)p2.
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Figura 6.13: Exemplos de regras de decision na andlise discriminante cando X é unidimensional
e p1 = p2. (a) Hai un tnico punto de corte. Os individuos con x < 4 son asignados ao grupo 1.
(b) Son necesarios dous puntos de corte.

No caso particular no que p; = po, entén a regra redicese a clasificar no grupo 1 se fi(x) >
f2(x) (ver Figura 6.13).

Na préctica, as probabilidades a priori e as densidades non son conecidas. Para estimalas
necesitamos unha mostra de individuos para os cales sexa conecido o grupo ao que pertencen.

6.6.1. Regra discriminante lineal de Fisher

Consideraremos agora un caso sinxelo para construir unha regra de clasificaciéon. Supona-
mos que a distribucién da variable d-dimensional X = (Xj, ..., X;) en cada grupo é Normal
Multivariante con vectores de medias p; e p,, respectivamente, e matrices de varianzas-
covarianzas iguais ¥ (a mesma nos dous grupos):

- Densidade no grupo 1:
1 1 PR
filx) = WQXP *§(X =)' ST (X ) ¢
- Densidade no grupo 2:

fo(x) = W@(D {;(X — )Y (x — NQ)} .
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Segundo a regra de decisién explicada na seccién anterior, un individuo con caracteristicas x
sera asignado ao grupo 1 se

Jix)pr > fa(x)pe,

é dicir, se

1 1 _
(2m)izz)iz P {_Q(X — )T (x - ul)}pl >

1 1 _
(2m)ir[z|iz P {—2(X — o)’ (x - Mz)} Pa-

Eliminando os elementos comtns a ambos os dous lados da igualdade e tomando logaritmos,
obtemos

1

_ 1 _
—Q(X—ul)tﬁ Yx—py) +logp > —5(x—u2)t2 Y(x — py) + log po,

ou equivalentemente

1 . 1 .
5 (0= ) BT = ) = (6 = ) T (x — pay) < logpy — logpa.

Nétese que (x — p)!E 7 (x — py) é o cadrado da distancia de Mahalanobis entre x e p; no
grupo 1 e (x—py)!' S~ (x—p,) é 0 cadrado da distancia de Mahalanobis entre x e g, n0 grupo 2.
En caso de que p; = po, entén log p; — log p; = 0 e a regra de decision consiste simplemente en
asignar x ao grupo 1 se a sia distancia de Mahalanobis con respecto a p; é menor ca a ft,.

Despois dalgins calculos, tamén podemos escribir

1 _ 1 _ _ oy +
B0 'S ) = xSk ) = ) (x - ),

A regra discriminante lineal de Fisher é

- asignar ao grupo 1 se  w' (X - M) <,

. +
- asignar ao grupo 2 se W' <X — M) > ¢,

onde

c = logpy — log pa, que s6 depende das probabilidades a priori, e

wl = (g — p1)'E7Y, que depende dos vectores de medias e da matriz de varianzas-
covarianzas comun.

Esta regra ten unha interpretacion xeomeétrica en termos dun hiperplano que separa os
grupos:

- Se d =1, entén a regra de decisién estd baseada nun tnico punto. Ver Figura 6.13-(a).
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Figura 6.14: Regra discriminante lineal de Fisher cando d = 2. A clasificacién realizase en base
a lina recta que mellor separa os grupos. Algins individuos quedan mal clasificados.
- Se d = 2, entén a regra de decision estd baseada nunha recta. Ver Figura 6.14.

- Se d = 3, enton a regra de decisién esta baseada nun plano. Etc.

A regra de clasificacién en realidade baséase nun score de clasificacién unidimensional

w <x My +N2>
— )

Na préactica teremos que estimar py, pa, tq, ty € 2t

- Se p; e py son desconecidos e os grupos estan ben representados na mostra, entéon péd-
dense estimar pola correspondentes proporcions mostrais, p; e ps e despois considerar
¢ = log p1 — log po. Nalgunhas aplicaciéns, as proporcions p; e ps poden ser conecidas ou
estimarse a partir doutras mostras ou estudos (por exemplo, cando representan a preva-
lencia dunha enfermidade ou patoloxia).

- [y, My estimanse mediante os vectores de medias mostrais X; e X,.
- Y estimase mediante a matriz de varianzas-covarianzas mostral S.
Para clasificar un individuo do cal desconecemos o grupo e ten caracteristicas x, calcularemos

o score de clasificacion e compararémolo co punto de corte. Se o score é menor ca o punto de
corte ¢ entén asignamolo ao grupo 1, mentras que se supera o punto de corte sera asignado ao
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Figura 6.15: Conxunto de datos DIABETES. Graficos de dispersion das variables glu, bp e bmi
distinguindo mulleres non diabéticas (azul) e diabéticas (vermello).

grupo 2. Tamén se pode empregar a probabilidade a posteriori de cada grupo e clasificalo no
grupo que lle outorga unha maior probabilidade.

En R, a funcién 1da() realiza a analise discriminante lineal de Fisher.

Fxemplo. Consideremos o conxunto de datos DIABETES.

> diabetes <- read.table(file="datos-diabetes.txt",header=TRUE)
> attach(diabetes)

Aplicaremos a anédlise discriminante lineal de Fisher para clasificar 4s mulleres como dia-
béticas/non diabéticas segundo a informacién proporcionada polas variables cuantitativas glu,
bp e bmi. A Figura 6.15 mostra os diagramas de dispersién das variables segundo os grupos
diabético/non diabético. Para obter a regra de clasificacién en R, facemos

> library(MASS)
> lda.diabetes <- lda(type~glu+bp+bmi)
> lda.diabetes

6A funcién 1da() non pertence 4 instalacién bésica de R. Requirese o paquete MASS.
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Call:
lda(type ~ glu + bp + bmi)

Prior probabilities of groups:
No Yes
0.66 0.34

Group means:

glu bp bmi
No 113.1061 69.54545 31.07424
Yes 145.0588 74.58824 34.70882

Coefficients of linear discriminants:
LD1

glu 0.03047436

bp 0.01011390

bmi 0.06514745

Por defecto as probabilidades a priori p; e ps estimanse a partir das correspondentes pro-
porciéns mostrais 0.66 (132 de 200) e 0.34 (68 de 200). Isto serfa correcto se a mostra fose
seleccionada aleatoriamenta na poboacién e estas proporcions representasen as verdadeiras pro-
porcidns reais de mulleres diabéticas/non diabéticas na poboacién total. Segundo a informacién
da OMS’, estas proporciéns non parecen razoables. Mais ben, parece que a prevalencia da
diabetes estd arredor do 9 % na poboacién xeral (8.3 % no grupo de mulleres). Estas probabili-
dades deben incorporarse ao modelo a través do argumento prior da funciéon 1da() & hora de
clasificar novos individuos. Para simplificar, imos traballar cunha prevalencia do 10 %:

> p2 <- 0.10
> pl <- 1-p2

Con estas probabilidades a priori, o punto de corte para os scores é ¢ = log(p; ) —log(ps) = 2.197.
Asi, se o score é menor que 2.197, entén o individuo serd asignado ao grupo 1 e se o score é
maior, enton sera asignado ao grupo 2.

Para clasificar novos individuos debemos crear un “data frame” que contena a informacién
das variables de clasificacién e aplicar a regra discriminante. Por exemplo, suponamos que unha
muller presenta as seguintes caracteristicas: glu= 110, bp= 50 e bmi= 21. Para aplicar a regra
de clasificacién facemos os seguinte:

> muller.1 <- data.frame(110,50,21)
> names (muller.1) <- c("glu","bp","bmi")
> predict(lda.diabetes,muller.1,prior=c(pl,p2))

$class
[1] No

"Ver a web https://www.who.int/diabetes/country-profiles/es/
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Levels: No Yes

$posterior
No Yes
1 0.9850752 0.01492484

$x
LD1
1 -1.0748

A regra devolvenos o score e a probabilidade a posteriori de pertencer a cada un dos grupos.
Neste caso, a probabilidade de que esta muller non sexa diabética é 0.985. O score —1.075 non

supera o punto de corte ¢ = 2.197.

Outro exemplo:

> muller.2 <- data.frame(200,85,32)
> names (muller.2) <- c("glu","bp","bmi")
> predict(lda.diabetes,muller.2,prior=c(pl,p2))

$class
[1] Yes
Levels: No Yes

$posterior
No Yes
1 0.3495799 0.6504201

$x
LD1
1 2.738501

Neste caso, esta muller ¢é clasificada como diabética cunha probabilidade 0.65. O score 2.739

supera o punto de corte ¢ = 2.197.

6.6.2. Erros de clasificacion

O

Gustarfanos que a regra discriminante clasificase a todos os individuos correctamente, pero
como sabemos isto non vai ocorrer. De forma natural na préctica apareceran falsos positivos
(individuos do grupo 1 que son incorrectamente asignados ao grupo 2) e falsos negativos
(individuos do grupo 2 que son incorrectamente asignados ao grupo 1). Recordemos as catro

situaciéns que aparecen nos problemas de clasificacién (ver mais detalles na seccién 2.5):



206  J. C. Pardo-Fernandez. Bioestatistica para a Enzenaria Biomédica

grupo verdadeiro

1 (Negativo) 2 (Positivo)
1 (Negativo) | verdadeiro negativo falso negativo
asignacién
2 (Positivo) falso positivo verdadeiro positivo

Como sabemos, para avaliar a calidade dunha regra de clasificacién podemos empregar
distintas cantidades: sensibilidade, especificidade e probabilidade global de clasificacién errénea.
A taboa de confusion é unha taboa de continxencia 2 x 2 que recolle a informacion sobre o
ntmero de individuos clasificados correctamente /incorrectamente. Esta tdboa pode empregarse
para calcular as cantidades antes referidas.

Exemplo. (cont.) Datos DIABETES. Unha vez obtida a regra de clasificacién, podemos aplicala
aos individuos da mostra para comprobar a sia calidade en termos de erros de clasificacién:

> clase.predita <-
+ predict(lda.diabetes,diabetes[,c("glu","bp","bmi")],prior=c(pl,p2))$class
> table(clase.predita,type)

type
clase.predita No Yes
No 129 58
Yes 3 10

Desafortunadamente, a tdboa anterior infraestima as probabilidades de erro porque estamos
empregando os mesmos datos para construir a regra e para comprobar a sta precision. En vez
de facer iso, deberiamos construir a taboa de confusién mediante validacién cruzada. Para
conseguir isto construimos a regra discriminante de Fisher eliminando o individuo i-ésimo e
despois comprobamos se a clasificacién é correcta para ese individuo. Isto repitese para todos
os individuos da mostra.

En R, para construir a tdboa de confusiéon mediante validacién cruzada no noso exemplo
facemos o seguinte:

n <- length(type)
clase.predita <- factor(rep(NA,n),levels=c("No","Yes"))
for (i in 1:n){
lda.vc <- lda(type~glu+bp+bmi,data=diabetes[-i,])
clase.predita[i] <-
predict(lda.vc,diabetes[i,c("glu","bp", "bmi")],prior=c(pl,p2))$class
}
table(clase.predita, type)

vV + + + + VvV VvV
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type
clase.predita No Yes
No 127 58
Yes 5 10

A vista da taboa de confusién obtida mediante validacién cruzada, a especificidade, a sensi-
bilidade e probabilidade global de clasificacién errénea poden estimarse mediante as seguintes
proporcions:

# mulleres clasificadas como non diabéticas 127

specificidade = = =96.2
especiicicade # mulleres non diabéticas 132 (&
. # mulleres clasificadas como diabéticas 10
senstbiiidade # mulleres diabéticas 68 ’
i mulleres mal clasificadas 5+ 58 63
prob. global clas. errénea = # 500 =200 = 200 31.5%

A regra discriminante ten un funcionamento moi bo en termos de especificidade, pero moi malo
en termos de sensibilidade. U

Exercicio 6.10. Como vimos, a regra de clasificacion obtida no exemplo anterior ten un
bo comportamento en termos de especificidade, pero € moi pobre en termos de sensibilidade.
Isto poderia corrixzirse cambiando o punto de corte, que basicamente estd relacionado coas
probabilidades a priori p; e pa.

(a) Empregando o cddigo co que se construiu a tdboa de confusion por validacion cru-
zada, extrae os scores mediante predict(...)%z e gdrdaos nun vector. Con estes
scores constrie a curva ROC empirica para distinguir o grupo de mulleres diabéticas
e non diabéticas. Estima a AUC correspondente.

(b) Estima o indice de Youden e o punto de corte asociado a partir da curva ROC
empirica. Canto valen a sensibilidade e a especifidade nese caso?

(¢) Con que valores das probalididades p1 e pa se corresponderia o punto de corte aso-
ciado ao indice de Youden?

6.6.3. Regra discriminante cadratica

A anélise discriminante lineal baséase na hipétese de que as matrices de varianzas-covarianzas
son iguais en ambos os grupos. Se esta hipotese se incumpre de forma clara, entén deberfa em-
pregarse a regra discriminante cadratica. A regra cuadratica require a estimacién dunha
gran cantidade de pardmetros. En moitas situaciéns practicas, os resultados obtidos non difiren
substancialmente dos obtidos mediante a regra discriminante lineal.

En R, a funcién qda() constrie a regra de discriminacion cuadratica.
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Exercicio 6.11. Investiga a funcion qda(). Compara o funcionamento prdctico da regra
cadrdtica e da regra lineal no conzunto de datos DIABETES.
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