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1. Estruturas de barras articuladas
1.1 Conceptos tedricos

- Estruturas reticulares de barras articuladas son estruturas formadas por barras onde os nodos estan
articulados, permitindo o xiro das barras. Polo tanto, nos nodos non se pode transmitir momentos e as barras

traballan so a traccion ou compresion.

- Suposto para calculo das estruturas articuladas, vamos supor sempre que:
- Os nodos son totalmente articulados. 1
- Asbarras son sempre rectas .
- As cargas estan sempre nos nodos.

- As barras traballan so a traccion ou compresion.

Figura 1.1 Exemplo de estrutura reticulada de barras articuladas con mdltiples cargas.

-Grado hiperestaticidade total (GHT) e a diferencia entre n° ecuacions de equilibrio dispofiibles para resolver a

estrutura e o nimero de incégnitas (esforzos en barras + reacciones en apoios)

-Grado de hiperestaticidade total (GHT) e igual a suma do numero de barras (B) da estrutura mais o numero de

reaccions (R) menos o dobre do numero de nodos (N) de la estrutura.

GHT=(B+R)-2N

Figura 1.2 Exemplo de estrutura reticulada de barras articuladas hiperestatica.
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Grado de hiperestaticidade externo (GHE) e a diferencia entre o nimero de reaccions (R) nos apoios € 0 numero

de ecuacioéns de equilibrio externo da estrutura completa, normalmente 3.

Exemplo:  GHE=R-3=4-1=1 GHE=R-3

12

Figura 1.3 Exemplo de estrutura a de barras articuladas hiperestatica externamente de grado 1.
A estrutura da figura 1.3 e hiperestatica externamente, porque ten una reaccién mais das que son necesarias
- Grado hiperestaticidade interno (GHI) e o nimero de barras que ten de mais a estrutura para ser estable e

polo lo tanto isostética internamente. E igual a diferencia entre o grado de hiperestaticidade total e o externo

GHi = GHT - GHE

Exemplo:
GHT=(10+2)-2%6= 1
GHE=3-3=0

GHi= 1-0=1

Figura 1.4 Exemplo de estrutura a de barras articuladas hiperestatica internamente de grado 1.

A estrutura da figura 1.4 ten una barra mais das necesarias para que a estrutura sexa estable. Sobra una das

barras que se cruzan no marco da esquerda
1.1.17  Método dos nodos

0 método dos nodos empregase para determinar os esforzos nas barras nas estruturas articuladas isostaticas.
Neste método comezase por un nodo onde se tefia como maximo duas incégnitas ( valor dos esforzos nas barras
ou reaccions) e se cofieza como minimo unha forza ou barra. As forzas de cada barra deblixanse como vectores
na direccién da barra e saindo do nodo, e dicir supofiendo (R.A.G) sempre que a barra traballa a traccién ( se
despois dé negativo quere dicir que esta realmente a compresién). O diagrama de forzas do nodo se lle
aplica equilibrio estatico mediante as ecuaciéns de sumatério de forzas en X igual a 0, e sumatério de forzas

en Y igual a 0. Despois continuamos polo seguinte nodo que tefia méaximo duas incégnitas



P
Y N2
X

13

N1 45°
A
YE =0 —N1— N2cos452 =0
2E =0 N2sen45¢ —P =0

Figura 1.5 Exemplo de estrutura a de barras articuladas isostatica con carga nun nodo.

Simplificacions:

» Nodo sen carga e con s6 2 barras: ningunha das 2 barras traballa

» Nodo sen carga, con 2 barras alifnadas e unha terceira formando angulo

coas anteriores, o axial da terceira barra e nulo
1.1.2  Meétodo das seccions

0 método das seccions consiste en dividir a celosia en dlas partes mediante unha lifa que corte maximo tres
barras. Nos puntos de corte das barras ponselle a forza equivalente da barra. Despois Quedarnosvos co lado
que tefia maximo tres incégnitas. Finalmente aplicamos as tres ecuaciéns de equilibrio da estética: forzas en

Xigual a cero, forzas en Y igual cero, momentos respecto un punto igual a cero.

Figura 1.6 Exemplo de calculo polo método das seccidns.
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1.1.1 Calculo de desprazamentos polo método dos traballos virtuais

Figura 1.7 Exemplo de estrutura de barras articuladas isostatica na que se vai calcular o desprazamento

horizontal no nodo A.
Os pasos a seguir no célculo dos desprazamentos polo método dos traballos virtuais son:
1° Calcular os esforzos (Ni) en cada unha das barras debido as cargas externas.

2° Sobre a estrutura sen cargas externas, situar una carga de valor 1, no nodo e direccién onde se quere calcular

o desprazamento. Calcular o valor dos esforzos (ni) virtuais debido a carga de valor 1 en cada una das barras

Figura 1.8 Exemplo de estrutura de barras articuladas isostdtica na que se situou unha carga horizontal

de valor 1 no nodo A, para asi calcular o desprazamento horizontal do nodo A .

3° Aplicar a expresién baseada no principio dos traballos virtuais para o calculo de desprazamento en celosias.

5 Ni-Li

= —_n

J Ai-Ei*

De forma xenérica, cando tamén hai cambios de temperatura ou erros na lonxitude das barras p6dese empregar
a expresion:

5=y

Ni-Li
( +ai-]7i-Ai+ei)n’i

1.1.1  Calculo de estruturas hiperestaticas de grado 1.
Os pasos a seguir para calcular estruturas hiperestaticas de grado 1 son:
1° Identificar o elemento ou apoio que produce a hiperestaticidade.

Hiperestaticidade por apoios

Fi

Figura 1.9 Exemplo de estrutura hiperestatica por barras



Figura 1.10 Exemplo de estrutura hiperestatica por apoios .
15
2° Xerar a isostatica fundamental da estrutura.

No caso de hiperestaticidade por apoios, temos que substituir un dos apoios redundantes por unha forza
equivalente & reaccion X que se produce en dito apoio. Despois debemos empregar a ecuacién de

compatibilidade da deformacién no apoio substituido, como ecuacién adicional para resolver a hiperasticidade.

Figura 1.11 Exemplo isostatica fundamental de estrutura hiperestatica por apoios .

No caso de hiperestaticidade por barras, temos que cortar unha das barras redundantes e manter o axial
que soportaba dita barra mediante unhas forzas X equivalentes a o axial nos extremos do corte. Despois
debemos empregar a ecuaciéon de compatibilidade da deformacién no punto de corte de dita barra, como
ecuacion adicional para resolver a hiperasticidade. ( Ver figura 1.11, por ser o punto a e a8’ 0 mesmo punto, a

deformacién relativa entre ambos é cero)

Figura 1.12 Exemplo isostdtica fundamental de estrutura hiperestdtica por barras .

3° Descompor a isostatica fundamental da estrutura.
3.1 Para o caso de hiperestaticidade por barras:

a) Primeiro, célculo do valor dos axiales da estrutura sen a barra que sobra e cas cargas externas.
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b) Segundo, célculo do valor dos axiais da estrutura sen cargas externas pero co axial X da barra que
eliminamos no paso anterior. Pero para simplificar os cdlculos vamos substituir o axial X, por unha carga de

valor 1, e os resultados obtidos seran multiplicados pola constante de valor X.

Figura 1.13 Exemplo de descomposicion da isostatica fundamental dunha estrutura hiperestatica por barras .

3.1 Para o caso de hiperestaticidade por apoios:
a) Primeiro, célculo do valor dos axiais da estrutura sen o apoio que sobra e cas cargas externas.

b) Segundo, calculo do valor dos axiais da estrutura sen cargas externas pero coa reaccién X do apoio que
eliminamos no paso anterior. Pero para simplificar os cdlculos vamos substituir a reaccién X, por unha carga de

valor 1, e os resultados obtidos seran multiplicados pola constante de valor X
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Figura 1.14 Exemplo de descomposicién da isostatica fundamental dunha estrutura hiperestatica por apoios

4° Calculo do valor de X. Aplicar a expresién inferior, baseada no principio dos traballos virtuais e a ecuacién da
compatibilidade da deformacién , para o calculo do valor de X, e polo tanto do axial & reaccién da

estrutura hiperestatica

NP -Li n?-Li

14 —

X =0
VTR T TRy T

No caso de que exista cambio de temperatura ou error xeometrico

2277
n®-Li

Ai-Ei_O

Ni-Li
Z(m+ai-Li-Ai+ei)n'i+X-2
5¢ Célculo dos axiais e reaccions da estrutura hiperestatica.
N;= N° + X n;
Ri=RC+X 7

Para informacién mais detallada sobre a teoria de estruturas de barras articuladas pddese consultar as

referencias bibliograficas: Beer & Johnston (1987), Arglielles, R. (1986), Vazquez, M. (1991).
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1.2 Problemas de estruturas articuladas
1.2.1 Exercicio A-1. Celosia simple de cuberta

Na celosia de barras articuladas das figuras calcular:

w n

a) Grado de hiperestaticidade da celosia “a

b) Esforzo en cada unha das barras para a carga P de 1kN e L= 0.5m da celosia “a”

w n

c) Calcular a seccién de redondo macizo de aceiro ( S235) necesario para fabricar a celosia “a” . Empregar

18 un coeficiente de seguridade de 1.5. Optimizar 6 maximo o gasto de aceiro, empregando como maximo

duas seccions diferentes.
d) Calcular o desprazamento vertical do nodo C para a situacién de carga e seccion de barras anterior.

e) Esforzo en cada unha das barras para da celosia “b” onde as cargas estan nas barras superiores e se

eliminou a barra 3.

Figura A.1.1 Celosias simples de cuberta. a) Con barra vertical central e carga puntual. b) Sen barra central e con varias

cargas nas barras superiores.

Figura A-1.2 Exemplo de celosia simple de cuberta.



“ n

Solucion caso “a”.

1° Calculamos o grado de hiperestasticidade

GHT=(B+R)-2N B B
GHE=R-3 GHT =54+3-2-4=0
GHi = GHT — GHE

GHE=3-3=0
GHi=0-0=0

Esta celosia é isostatica tanto internamente como externamente

2° Calculo das reaccién nos apoios

YE,=0 Bx=0

1
IM;=0 By-8L—P-4L=0 Cy=3
TR =0 Ay+By—-P=0 Ay=;P
3° Calculo dos esforzos en cada barra polo método dos nodos

Nodo A

4
YE,=0 N2cosa+N1=0; N2§+N1=O
F,=0 N2 + Ay =0; N23+ =0
YE = sena y=0; £t3=
N1—2P N2 = 5P
"3 T 6
Nodo C

YF,=0 N5-N1=0

Y, =0 N3-P=0

N3 =+P N5=§P

Por simetria sabemos que:
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Resumen valores das barras:

Barra Li Ni Ni (N)
1 4L 2/3P 667 T
2 5L -5/6 P -834 Cc
8 3L P 1000 T
4 5L -5/6 P -834 Cc
5 4L 2/3P 667 T

4° Calculo das secciéns necesarias. Claramente hai dous tipos de barras, as que traballan a traccién e con un
20 cable e suficiente, e as que traballan a compresidn as cales deben ser calculadas a pandeo e a seccién ten que

ser suficiente para non pandear.

Calculo barra a traccién, collemos a barra con méaxima traccion:

F-Cs 1000N -1.5
1 = o7 = 235mm2 D = 2.85mm ~ 3mm
Tz

o=

Para o célculo da barra a compresion, colleremos a barra con méxima compresién e calcularémola empregando

a ecuacion de Euler

w2 E Ly
Pc-Csz—me
Lv
. 200000N m D*
64

T mm2
4-15=—__Mms 0%
83 > (2500mm)?

D =169 = 20mm

Figura A-1.3. Nesta figura podemos observar como na montaxe (a), que seria coas barras de traccién con cables e as
de compresion con barras de madeira, 6 aplicarlle a carga ( figura b) a celosia traballa correctamente. Mentres que na

montaxe (c), onde as barras a compresién tefien cables e as de traccién barras de madeira, cando se lle aplica carga, a celosia

colapsa ( figura d).



5° Calculo do desprazamento vertical no nodo D, para elo seguiremos os seguintes pasos:
5.1 Calculo dos axiais debidos a unha carga virtual no nodo onde se quere calcular o desprazamento

Debido & simetria da celosia e & simetria da carga os valores pédense quitar de forma directa

21

2 2
n'1:§; n, = — ;n'3:P;n'4:—g;n’5=§

6
5.2 Célculo dos desprazamentos mediante a ecuacion de traballos virtuais, segundo a carga de valor 1 colocada

en direccidn vertical no nodo D. Valores postos na taboa inferior.

Ni-Li

Sup = Zmn‘i

Taboa A-1.1. Taboa co resumo de valores das barras e valor de deformacién total:

Li Ai AvD

Barra | Ni(N) | (mm) ni (mm) NiLini/AE (mm)
1 2/3P 4L 2/3 71 (16/9)PL/(AI*E) 0,628
2 -5/6 P 5L -5/6 314,2 | (125/36)PL/(AI*E) 0,028
3 P 3L 1 7,1 (3)PL/(AI*E) 1,060
4 -5/6 P | 5L -5/6 | 3142 | (125/36)PL/(A*E) | 0,028
5 2/3P | 4L 2/3 71| (16/9)PL/(A*E) | 0,628
2,372

Spyc=2,37mm

Solucion caso “b”

1° Pasamos as cargas 6s nodos (nota: as cargas que van directamente 6s apoios (A, B) xa non as consideramos
no calculo por nodos). No nodo C slimanse os 2P/5 de cada barra mais a propia carga P/5 que xa esta

directamente no nodo, dando un total no nodo C de valor P.

Figura A-1.3. Paso das cargas nas barras 6s nodos.
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E facemos o calculo das reacciéns nos apoios. Neste caso por ser a celosia simétrica e a carga e apoios tamén,

o valor das reacciéns seran P/2.
2° Calculo dos esforzos en cada barra polo método dos nodos
Nodo D
YFE, =0 N2cosa+N1=0
P
YE, =0 E+N25ena =0

22 N2 = 5P N1—+2P
T 6 T3

Tdboa A-1.2 Taboa cos axiais das barras e esquema de barras a traccién e compresion

Barra Li Ni Ni (N)
1 8L 2/3P 667 T
2 5L -5/6 P -834 C
8 5L -5/6 P -834 C

Como podemos observar para a barra 1 por estar a traccién, con un cable é suficiente. Para a barra 2 e 3 por estar

a compresion, hai que calculalas a pandeo.

Este tipo de celosia é moi utilizado en construciéns rurais (ver figura A-1.4), onde as barras superiores dan
pendente & cuberta, permitindo luces mais amplas que con unha viga simple. Por outro lado o tirante horizontal
faise con unha viga de madeira, xa que o tirante de aceiro é un material mdis complicado de obter no rural.
0 tirante é o que absorbe os esforzos horizontais e evita que estes esforzos os tefian que absorber as paredes

ou piares de pedra, os cales non estan preparados para estes esforzos.

Figura A-1.4. Cldsicas celosias rurais onde, coma no exercicio anterior, se empregan tres barras, onde na figura (b)

se esquematiza as que traballan a compresion (vermello) e a que traballa a traccion.
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Figura A-1.5.Na parte superior da figura (a) méstrase o esquema do correcto funcionamento da celosia e paredes, cando temos
o tirante horizontal. Pero cando non temos este tirante ( figura (b)), entdn as paredes estarian sometidas a esforzos laterais
na sua parte superior e estas poderian colapsar. Nas figuras superiores podemos ver unhas montaxes con cable horizontal e

sen él, e como se deforman os piares cando non hai cable horizontal.

Ademais debemos ter en conta que as barras inclinadas 2 e 3, ademais de calculalas a compresién, hai

que calculalas a flexién coas 4 cargas puntuais que tifia cada unha delas

Figura A-1.5. Esquema das barras superiores con todas as cargas as que estan sometidas.
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1.2.2  Exercicio A-2. Celosia triangular invertida
Na celosia de barras articuladas da figura calcular:

a) Esforzo en cada unha das barras para a carga P de 10kN e L= 1m
b) Comparar os resultados obtidos cos da celosia do exercicio anterior, que era invertida respecto a

esta.

Figura A-2.1 Celosia triangular invertida con varias cargas nos cordons superiores.

Figura A-2.2 Exemplo de celosia invertida.



a) Solucién 6 calculo dos esforzos en cada barra.

1° Pasase as cargas das barras 6s nodos. E seguidamente faise o calculo das reacciéns que producen as cargas

das barras en cada nodo, calculando por equilibrio estético (sumatorio de forzas verticais e de momentos

respecto a un punto igual a cero). Neste caso obtemos que as reaccions que producen as tres cargas de cada

barra nos seus respectivos extremos é de valor P/2.

Figura A-2.3 Esquema do paso das cargas das barras s nodos e numeracion das barras.

2° Calculo dos esforzos en cada barra polo método dos nodos

Nodo D

Nodo E

Nodo A

YF,=0 N5-N1=0
YF =0 —P-N3=0

N3=-P N5=N1

YE, =0 N4cosa—N2cosa =0

YE, =0 N2sena+ N4sena+ N3 =0

y

N2—+5P N4—+5P
T 6 T 6

YE,=0 N1+N2cosa=0

YE,=0 Ay—N2sena= 0

y

N1=-2p Ay=+ip
=73 y="3

25
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Tdboa A-2.1 Taboa cos axiais das barras e esquema de barras a traccion e compresién

Barra Li Ni Ni (N)
1 4L -2/3P -667 C
2 5L +5/6 P 834 T
3 3L -P -1000 C
4 5L +5/6 P 834 T
5 4L -2/3P -667 C

Como podemos observar para as barras 2 e 4, por estar a traccion, con un cable e suficiente. Isto pédese apreciar
na estrutura da figura A-2.5. As barras a compresion hai que calculalas a pandeo. Pero ademais debemos ter en

conta que as barras 1 e 5 ademais de calculalas a compresion hai que calculalas a flexién cas 3 cargas puntuais

que tifia cada unha delas

Figura A-2.4. Esquema das barras superiores con todas as cargas as que estan sometida

Figura A-2.5. Exemplo de celosia real onde podemos observar como na montaxe as barras de traccién son cables e as de

compresion son barras de madeira.

b) Comparacion cos resultados obtidos do exercicio anterior que era invertida respecto a esta

Como se pode observar nos resultados as barras traballan xusto o revés do que pasaba no caso “a” do exercicio

anterior.




Figura A-2.6. Nesta figura podemos observar como na montaxe (a) que seria coas barras de traccién con cables e as de
compresion con barras de madeira, 6 aplicarlle a carga, figura (b) a celosia traballa correctamente. Mentres que na montaxe
(c) onde as barras a compresidn tefien cables e as de traccion barras de madeira, cando se lle aplica carga, a celosia colapsa,
figura (d).

27
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1.2.3  Exercicio A-3. Torre eléctrica. Cargas verticais
Na celosia de barras articuladas da figura, calcular:
a) Esforzo en cada unha das barras para unha carga P=10 kN

b) Qué tipo de esforzo ten cada barra ( traccidn, compresion)? As que non traballan tefien algunha

finalidade, ou poderian eliminarse da estrutura real?

Figura A-3.1 Celosia de torre eléctrica con tres cargas verticais. Foto de dunha torre eléctrica



a) Solucidn 6 célculo dos esforzos en cada barra.

1° Célculo dos esforzos en cada barra polo método dos nodos. Neste caso non é necesario calcular as reaccions

nos apoios, xa que os nodos A,B,E nos permiten comezar a resolver o exercicio sen cofiecer as reacciéns nos

apoios.
Nodo A
YE. =0 N14sen452 — N1sen452 =0
YFE, =0 N14cos45°+ N1cos45°+P = 0
N1= P N14 = P
V2 V2
Nodo B
YF, =0 N2+ N3cos452=0
YK, =0 —P—N3send52= 0
N2 =P N3 = 2P
B )
Nodo C
YE. =0 N4+ N1lcos452—N2=0
YFE, =0 Nlsen45°—N5= 0
N4 = +3P N5 = P
T2 o2
Nodo E
YF, =0 — N15—N16cos45° =0
YE,=0 —P—N16sen452= 0
2
N15=+P N16 =——P
V2
Nodo D
YE., =0 N15— N4 — N14 cos452 — N6cos452
YFE, =0 N14sen45°— N6 sen45% — N17 = 0
P
N6 =0 N17 = — -
2
Nodo G

YE, =0 N7—N16sen45e =0

YFE,=0 N17 — N6 cos452—N18 = 0

3
N7 = —-P N18=—2P

29
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Nodo F
YF, =0 N7+ N6 cos452+ N8 cos45 — N3 cos45 =0

YF, =0 N5+ N6sen45° + N3 sen45° + N8 send52 — N9 = 0

3
N8 =0 N9=_EP

A partir deste nodo xa se sabe que as diagonais non traballan polo que os valores do resto das barras son:
N12 =N9; N19 = N18 = N120

Tdboa A-3.1 Taboa cos axiais das barras e esquema de barras a traccion e compresion

Barra Ni Ni (kN) Barra Ni Ni (kN)

1 -P/V2 -7,07 C 11 0 0

2 +P 10 T 12 -3P/2 -15 C
3 2P/V2 | 1414 | C 13 0 0

4 +3P/2 15 T 14 -P/V2 -707 | C
5 -P/2 = C 15 +P 10 T
6 0 0 16 2P/V2 | 1414 | C
7 -P -10 C 17 -P/2 =49 C
8 0 0 18 -3P/2 -15 C
9 -3P/2 -15 C 19 -3P/2 -15 C
10 0 0 C 20 -3P/2 -15 C

b) Analisis dos esforzos en cada barra

Como podemos ver nos resultados acadados e no esquema superior, os corddns verticais traballan a compresién
e con valores iguais nas barras simétricas respecto o eixo vertical, xa que a estrutura e simétrica e con cargas
simétricas. No caso das barras horizontais superiores (cor azul) traballan a traccién, como un cable que evita
que os nodos B e E se movan distancidndose un do outro polo efecto das cargas que soportan. Respecto as
diagonais neste caso non traballan, pero na realidade tefien como minimo duas funcién. A primeira acortar as
lonxitudes de pandeo das barras verticais, por exemplo, se a barra vertical esquerda fose directamente do nodo
F 6 K, por pandeo seria necesario unha barra con moito mais momento de inercia na seccion. Segundo, e posible
que as diagonais traballen e absorban esforzos cando hai cargas horizontais como pode ser o vento (ver o

seguinte exercicio)



1.2.4  Exercicio A-4. Torre eléctrica. Carga horizontal
Na celosia de barras articuladas da figura calcular:
a) Esforzo en cada unha das barras para a unha carga P=10 kN.
b) Que tipo de esforzo e funcionalidade ten cada barra (traccion, compresién).

c) Caélculo do desprazamento do nodo B, sabendo que L=1 m, A=5 cm?, E =200 MPa

31

Figura A-4.1 Celosia de torre eléctrica con unha carga horizontal. Foto dunha torre eléctrica



32

Capitulo
Estruturas de barras articuladas

a) Solucidn 6 calculo dos esforzos en cada barra.

1° Calculo dos esforzos en cada barra polo método dos nodos. Para elo veremos qué barras non traballan

Figura A-4.2 Celosia de torre eléctrica coas barras que non traballan eliminadas.

Neste caso non é necesario calcular as reaccidéns nos apoios, xa que o nodo D nos permiten comezar a resolver

0 exercicio sen cofiecer as reacciéns nos apoios.

Nodo D
YE, =0 N4—N6cos452=0; N4=N2=P

YE, =0 —N17 - N6sen45°= 0

N6—2P N17 = —-P = N18
=5 = =
Nodo F
YFE, =0 N6cos452+ N8 cos452 =0
YFE, =0 N6send5® + N8sen45°2—N9 = 0
N8 = i N9 = +2P
V2
Nodo H

YE, =0 — N8sen452— N10sen452 =0

YFE, =0 N18 + N8cos45° — N10cos452—-N19= 0

N10—2P N19 = -3P
_\/f =



Nodo |

Nodo J

>E. =0 N10cos452 + N11 cos452 =0

YFE, =0 N9+ N10sen45° — N11sen45°—N12= 0

2E =0

YE,=0 N19 + N11sen45°— N13sen452 — N20 = 0

2p
N11 = -

3

N12 = +4P

— N11 cos452 — N13 cos45°2 =0

N20 = -5P

13 = 2P
N13 = + ﬁ
Tdboa A-4.1 Taboa cos axiais das barras e esquema de barras a traccién e compresion
Barra Ni Ni (kN) Barra Ni Ni (kN)
1 0 11 -2P/V2 | -1414 | C
2 P -10 C 12 +4P 40 C
3 0 13 2P/V2 1414 | T
4 -P -10 C 14 0
5 0 15 0
6 2P/V2 1414 | T 16 0
7 0 17 -P -10 C
8 2P/V2 | 1414 | C 18 -P -10 C
9 2P 20 C 19 -3P -30 C
10 2P/V2 1414 | T 20 -5P -50 c

b) Tipo de esforzo e funcionalidade que ten cada barra.
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Neste caso podemos ver como o corddn vertical esquerdo traballa a traccién e o dereito a compresion para asi

compensar o momento que produce a carga vertical respecto 6 chan. Por outro lado podemos tamén ver como

as diagonais agora si traballan para absorber os esforzos. Se a torre eléctrica fose unha viga Unica, os esforzos

cortantes serian soportados polas diagonais, mentres que o momento flexor seria absorbido polos

cordons verticais (o cordén esquerdo os esforzos de traccidn e o corddn dereito os de compresion )
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¢) Calculo do desprazamento horizontal do nodo B.

Para o calculo do desprazamento horizontal do nodo B, poremos unha carga virtual horizontal de valor 1 no
nodo B

Figura A-4.3 Celosia de torre eléctrica coa carga unitaria horizontal no nodo B .

Neste caso o calculo dos esforzos nas barras coa carga de valor 1, e moi sinxela xa que serdn os mesmos

valores que para o caso anterior con carga P de valor 1. Aplicamos despois a expresion:

Ni-Li

Ons = L g g M

Taboa A-4.1 Taboa cos axiais das barras e calculo do desprazamento

Barra Ni ni Li Ni ni Li Barra Ni ni Li Ni ni Li
1 0 0 L/v2 0 11 2P/V2 | -2/¥2 V2L 4PL/V2
2 P L 1 12 +4P 4 2L 32PL
3 0 0 V2L 0 13 2P/V2 2/V2 V2L 4PL/V2
4 -P -1 L 1 14 0 0 L/v2 0
5 0 0 L 0 15 0 0 L 0
6 2P/N2 | -2/¥2 V2L 4/v2 16 0 0 V2L 0
7 0 0 L 0 17 -P -1 L -PL
8 2P/N2 | -2/¥2 V2L 1/¥2 18 -P -1 L -PL
9 2P 2 2L 8 19 -3P -3 2L 18PL

10 2P/V2 2/V2 V2L 4/v2 20 -5P -5 L 25PL
17/v2+87)PL
CL7, 87)-P-L
Opg = \/77 =99mm

A-E



Para o calculo do desprazamento do nodo B, poremos tamén unha carga virtual vertical de valor 1 no nodo B
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Figura A-4.4 Celosia de torre eléctrica coa carga unitaria vertical no nodo B .

Nodo B
YE, =0 n2+n3cos452=0
YE,=0 —1-n3send452= 0
2=1 3 2
n2 = n3=——
V2
Nodo D
YE, =0 n4+n6cosd52=0; nd4=n2
YE, =0 —nl7 —n6send5° = 0
6 2 17 = +1 18
n6 = —— n = =n
V2
Nodo F

YF, =0 n6cos452+ n8 cos452 — n3 cos452 = 0
YFE, =0 —n9+n3send5° +n6send5® = 0

n8 =0 n9 = -2

Aplicamos despois a expresién:

Ni-Li
Ai-Ei

8yp = n;
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Tdboa A-4.2 Taboa cos axiais das barras e calculo do desprazamento

Barra Ni ni Li Ni ni Li Barra Ni ni Li Ni ni Li
1 0 0 L/v2 0 11 -2P/V2 0 V2L 0
2 1 L 1PL 12 +4P -2 2L -16PL
3 0 -2/V2 V2L 0 13 2P/V2 0 V2L 0
4 -P 1 L -1PL 14 0 0 L/V2 0
5 0 0 L 0 15 0 0 L 0
6 -2P/V2 -2/V2 V2L 2V2PL 16 0 0 V2L 0
7 0 0 L 0 17 -P 1 L -PL
8 -2P/V2 0 V2L 0 18 -P 1 L -PL
9 2P -2 2L -8PL 19 -3P 1 2L -6PL
10 2P/V2 0 V2L 0 20 -5P 1 L -5PL

(2v2-37)PL

2vV2-37)-P-L
vB = Ai. E = —45mm
0 valor negativo significa que o desprazamento é contrario 6 vector de valor 1 colocado, e dicir, o desprazamento
é para arriba. Polo que o desprazamento do nodo D ten dias compoiientes, unha horizontal e unha vertical, nos

que os valores son os calculados e que nos levan a un desprazamento total de:

Sc = |8nc® + 8pc” = /9,92 + (—4,5)2 = 10,88 mm

e o angulo seria igual a 26 °

Figura A-4.4. Nesta figura podemos observar como na montaxe (a), que seria coas barras de traccién con cables e as de
compresion con barras de madeira.O aplicarlle a carga horizontal, figura (b), a celosia traballa incorrectamente, pasando a
traballar a compresion a barra 8 a cal pandea. Mentres que na montaxe (c), a barra 8 feita dunha barra rixida traballa

correctamente a compresion.



1.2.5  Exercicio A-5. Torre eléctrica. Cargas parciais

u n

Para a celosia de barras articuladas da figura (tanto para o caso “a” como o caso “b” da figura) calcular polo

método das seccions o esforzo en cada unha das barras inferiores para a unha carga P=10 kN.

37

Figura A-5.1 a) Celosia de torre eléctrica con duas cargas verticais simétricas. b) Celosia de torre eléctrica con unha carga

vertical nun extremo.
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Solucién:

Aplicamos o método das secciéns e calculamos os axiais das barras 12, 13, 20

38

Figura A-5.2 Esquemas do calculo polo método das secciéns da celosia de torre eléctrica .

Caso a.
M, =0 PL—N20L—-P2L=0
YM; =0 P2L+N12L-PL=0
N12=—-P N20=-P N13=0

Caso b.

YM,=0 PL—N20L=0
¥M; =0 P2L+N12L= 0

N12 = -2P N20=+P N13=0



Como podemos ver nos resultados no caso das dlas cargas, estas son simétricas e producen unha compresién
en ambos cordéns verticais de valor P. Pero resulta que o caso de ter unha Unica carga P nun dos lados, produce
un asimetria de cargas. Esta asimetria produce unha compresion no cordén esquerdo de valor 2P (o dobre do
caso anterior), mentres que no caso do cordén dereito o esforzo é de traccion de valor P. Polo tanto, o segundo

caso, ainda tendo a estrutura sé unha carga de valor P, é o caso mais desfavorable dos dous estudados.
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Figura A-5.3 Esquemas de barras a traccién e compresion da celosia da torre eléctrica tanto para as cargas verticais

simétricas como por unha soa carga vertical nun extremo.

Figura A-5.4. Nesta figura (a) podemos observar a montaxe da torre eléctrica, na figura (b) cando pomos as cargas P nos
extremos da torre as barras traballa correctamente, especialmente a barra (6) que traballa a traccion. Na figura (c) cando
pomos sé carga P no lado esquerdo, a barra (6) pasa a traballar a compresién e a estrutura colapsa. Se cambiamos a
posicion da diagonal (6) para que traballe a traccion, xa a torre traballaria correctamente con unha soa carga P nun

extremo.
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1.2.6  Exercicio A-6. Celosia triangular con dngulos de 60° e 30°
Na celosia de barras articuladas da figura calcular:
a) Esforzo en cada unha das barras para a carga P de 20 kN

b) Calcular o desprazamento vertical do nodo E para a situacion de carga anterior (sabendo que todas a

barras tefien o mesmo modulo de elasticidade E e tamén a mesma seccidn transversal A)

Figura A-6.1 Celosia triangular con dngulos de 60° e 30°



a) Solucién 6 célculo dos esforzos en cada barra.

1° Calculamos o grado de hiperastiticidade
GHT=(B+R)-2N
GHE=R-3

GHi = GHT — GHE GHE =3-3=0

GHT =7+4+3-2-5=0

GHi=0-0=0
Esta celosia é isostatica tanto internamente como externamente

2° Calculo das reaccién nos apoios

Figura A-6.2 Celosia triangular con dngulos de 60° e 30°, cas barras que non traballan eliminadas e cas reacciéns nos apoios.
YE=0 Ax=0

1
YE=0 Ay+Cy—P=0 Ay:EP

1
IM;=0 Cy-3L—P-15L=0 Cy=;P

3° Caélculo dos esforzos en cada barra polo método dos nodos. Temos xa en conta que as barras 3 e 5 non
traballan.

Nodo B
YFE, =0 N1sen60?+ N7 sen602 =0
YFE, =0 —P—N1cos60°— N7 cos60® = 0
N1=-P
N7 = —P
Nodo A

YF, =0 N1sen60°+N2=0

N2—+P
2

Tamén:

N
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Tdboa A-6.1 Téboa cos axiais das barras

Barra Li Ni Ni (kN)

1 V3L -P -20 Compresién

2 L +P/2 10 Traccién

3 L 0 0

4 L +P/2 10 Traccion

5 L 0 0 0

6 L +P/2 10 Traccién
42 7 V3L -P -20 Compresion

b) Calculo do desprazamento vertical no nodo E.

1° Calculo dos axiais debidos a cunha carga virtual no nodo onde se quere calcular o desprazamento

Figura A-6.3 Celosia triangular coa carga unitaria vertical no nodo E .

Nodo A
YF, =0 n'2+n'lcos302=0
YE, =0 —+n'lsen302= 0
2 V3
11 - _Z 12 — o=
n 3 n + 3
Nodo D
YFE, =0 n'4+n'3cos602 —n2 =20
YE, =0 n'3sen602= 0
V3
n'4=+4+— n'3=0
3
Nodo E

YE, =0 n'6—n'5c0s60° — n'4 =0

YE, =0 n'5sen60°— 1= 0

, 2
n'e =+—

2
V3 V3



Nodo C

F,=0 —n'6—n'7cos30°= 0
YE

2
YF,=0 n'7sen30°+ 3= 0

l7_4
nr="3

b) Calculo dos desprazamento mediante a ecuacion de traballos virtuais, segundo a carga de valor 1

colocado en direccién vertical no nodo D. Valores postos na taboa inferior.

vD —

z

Ni-Li
4B

Taboa A-6.2 Taboa cos axiais das barras e calculo do desprazamento

vD —

Barra Li Ni ni Ni Li ni
1 V3L -P -2/3 2v3PL/3
2 L +P/2 +v3/3 v3PL/6
3 L 0 0 0
4 L +P/2 +v3/3 v3PL/6
5 L 0 +2/V3 0
6 L +P/2 +2/V3 PL/V3
7 V3L -P -4/3 4v3PL/3
8v3PL/3
_8V3-P-L

3-A-E
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1.2.7  Exercicio A-7. Estruturas articuladas. Grua en ménsula

A grta en ménsula da figura estd formada por unha celosia de barras cos nodos articulados, e amarrada a un
poste rixido mediante dous apoios articulados. A celosia esta sometida a unha carga de 10 kN no nodo que se
indica na figura. Todas as barras son de aceiro e tefien o mesmo médulo de elasticidade E, tamén todas as barras
tefien a mesma seccion A. Desprezando o peso propio das barras e a deformacién do poste, xa que e rixido ,

calcular o desprazamento do nodo C.

Figura A-7.1 Esquema da estrutura articulada da gria en ménsula. Foto de grua torre de construcion feita en celosia. Grda en

ménsula de porto.



Solucioén:

1° Debido a que non necesitamos calcular as reaccions nos apoios para resolver o exercicio, comezaremos por

calcular os esforzos nas barras debido &s cargas externas. Comezamos por eliminar as barras que debido a que

non tefien cargas nos nodos e a sua disposicion xeométrica, xa sabemos de anteman que non traballa.

Neste caso non traballan as barras 7,10,6,2

Figura A-7.2 Estrutura articulada da grda en ménsula con carga vertical P, coas barras que non traballan

eliminadas.

2° Calculo dos esforzos en cada barra polo método dos nodos

Nodo F

Nodo B

Nodo E

Il
o

SE, =0 —N5c0s452—N9 =0
YF, =0 N5sen45° — P =
N9=—P N5=—2p
V2
YE, =0 N5sen45° — N1
YFE, =0 — N5cos45° — N4

N4=-P N1=P

YE, =0 N9 — N3cos45¢ —

YF, =0

2
N3=—P N8 = -2P
V2

Il
o

N8 =0

N3 sen45°+ N4 = 0
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3° Calculo do desprazamento vertical no nodo C, para elo seguiremos os seguintes pasos:

3.1 Calculo dos axiais debidos a cunha carga virtual no nodo C onde se quere calcular o desprazamento.
Comezamos por eliminar as barras que debido a que non tefien cargas nos nodos e a sua deposicion xeométrica

xa sabemos de anteman que non traballa. Neste caso non traballan as barras 7,10,2

Figura A-7.3 Estrutura articulada da grua en ménsula con carga vertical unitaria no nodo C, coas barras que non traballan

eliminadas.
Nodo F
YE,=0 —n5cos452—n9 =0
YE, =0 n5sen452 —1 =0
n9=-1 n5= Z
V2
Nodo B

YE, =0 n5sen452 —nl =0
YFE, =0 —n5cos45°—n4 = 0
néd=-1 nl=1
Nodo E
YE, =0 n9—n3cos45° — n8
YFE, =0 n3sen45°+ nd4 =0

Il
o

ng=-2 n3=—
V3

Inda que realmente poderiamos ter evitado facer os célculos anteriores, se tiveramos en conta que a carga de 1
pasa o nodo F, e polo tanto o esforzo das barras son iguais que no primeiro calculo, pero substituindo P por o
valor 1.

3.2 Célculo dos desprazamento mediante a ecuacion de traballos virtuais, segundo a carga de valor 1 colocada

en direccién vertical no nodo D. Valores postos na tdboa inferior.

Ni-Li

dve =24 g



Tdboa A-7.1 Taboa cos axiais das barras e calculo do desprazamento

Barra Li Ni ni Ni Li ni
1 L P 1 PL
2 L 0 0 0
3 V2L +2/V2P +2/V2 2V2PL
4 L -P -1 PL
5 V2L +2/V2P +2/V2 2V2PL
6 L 0 -1 0
7 V2L 0 0 0
5 L -2P -2 4PL 47
6 -P -1 PL
7 L 0 0 0
(4v2+7)PL
Opc = M = 18,984 mm
vC A . E ’

4° Calculo do desprazamento horizontal no nodo C:

4.1 Como se pide o desprazamento do nodo F, non sé se ten que calcular o desprazamento vertical, senén tamén
o desprazamento horizontal, para o cal se colocara unha carga virtual de valor 1 en direccién horizontal no nodo
F. Despois se calcularan os esforzos en cada barra. Se comezara por eliminar as barras que debido a que non
tefien cargas nos nodos e a sua disposicion xeométrica xa se sabe de anteman que non traballa. Neste caso so

traballan as barras 1 e 2. Segundo a distribucion das barras da figura os valores dos axiais seria

n=1 n,=1;

Figura A-7.4 Estrutura articulada da grda en ménsula con carga horizontal unitaria no nodo C, coas barras que non traballan

eliminadas

4.2 Célculo dos desprazamento mediante a ecuacion de traballos virtuais, segundo a carga de valor 1 colocada
en direccién vertical no nodo D. Valores postos na taboa inferior.

Ni-Li

Sup = Zmn‘i
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Tadboa A-7.2 Taboa cos axiais das barras e calculo do desprazamento

Barra Li Ni ni Ni Li ni
1 L P 1 PL
2 L 0 1 0
3 V2L +2/V2P 0 0
4 L -P 0 0
5 V2L +2/V2P 0 0
48 6 L 0 0 0
7 V2L 0 0 0
5 L -2P 0 0
6 -P 0 0
7 L 0 0 0
PL

Como se pode observar na taboa anterior, sé a barra 1 contrible 6 desprazamento do nodo C. Segundo a carga
virtual horizontal en C, s6 contribuirian as barras 1 e 2, pero sé a 1 ten na realidade axial, polo tanto so esta

barra contrible 6 desprazamento horizontal.

Ope = PL =15
he = g g T b mm

Finalmente o desprazamento do nodo C ten dias compofientes, unha horizontal e unha vertical, nas que os

valores son os calculados, e que nos levan a un desprazamento total de

8c = |6’ + 6,c° = /18,9842 + 1,52 = 19,00mm

e o angulo seria igual a 0.08°

Figura A-7.5. Nesta figura se pode observar como na montaxe (a), que seria con carga na gria, as barras a traccion
estan con cables, e as de compresion con barras de madeira. No caso de quitar a carga, figura (b), a celosia traballa

incorrectamente onde hai barras que traballan a compresién sendo cables.



1.2.8  Exercicio A-8. Celosia plana tipo Pratt.
Na celosia plana tipo Pratt de barras articuladas da figura calcular:
a) Esforzo en cada unha das barras para a carga P=10 kN e L=4 m para o caso “a”.

b) Esforzo en cada unha das barras para a carga P=10 kN e H=L/2=2m para o caso “b".

c) Analizar o comportamento respecto 6 diagrama de momentos e cortantes se fose unha viga maciza.

w n

Tamén analizar as diferencias entre o caso “a” e o caso “b”

49

Figura A-8.1 a) Esquema da celosia plana tipo Pratt de altura L. b) Esquema da celosia tipo Pratt de altura L/2. c) Foto de celosia

Pratt de unha ponte férrea.
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“n

Solucion caso “a

1° Célculo das reaccién nos apoios

Figura A-8.2 Esquema da celosia tipo Pratt de altura L coas reacciéns nos apoios.
YE,=0 Ay+Gy—-5P=0

SMy=0 Gy-6L—P-5L—P-4L—P-3L—P-2L—P-L=0

2° Calculo dos axiais polo método dos nodos

Nodo A
YE,=0 N1=0

YE,=0 Ay+ N2=0
5

N2=——P N1=0
2

Nodo H

YE,=0 N4+ N3cosa=0

YE,=0 N3+ N2sena = 0

N3—+5P N4 = 5P
=+5 =3

Nodo B
YE,=0 N5—N3cosa—N1=0

YE,=0 N6+ N3sena—P =0
N5—+5P N6 = 3P
T2 T2

Nodo |
YFE, =0 N8+ N7cosa—N4=0

YF,=0 —N2- N3sena =0



3
N7 =+—=P

3

N8 = —4P

Nodo C
YE,=0 N9—N5—-N7cosa=0

YE,=0 N10+ N7sena—P = 0
1
N9 = +4P N10=—EP

Nodo J
SF, =0 N12+4 N11cosa —N8 =0

YE,=0 —N10- Nllsena = 0

1 9
N11=+-—P N12=-_P
N 2

0 resto dos nodos xa se quitan por simetria

Taboa A-8.1 Taboa cos axiais das barras do caso “a”

Solucion caso “b”

Barra Ni Ni (kN) Barra Ni Ni (kN)

1 0 0 14 P/v2 71 T
2 -5P/2 -25 C 15 0 0 Cc
3 5P/V2 354 T 16 -9P/2 -45 Cc
4 -5P/2 -25 Cc 17 5P/2 25 T
5 5P/2 25 T 18 3P/V2 21,2 T
6 -3P/2 -15 Cc 19 -P/2 5O c
7 3P/V2 21,2 T 20 -4P -40 Cc
8 -4P -40 C 21 0 0

9 4P 40 T 22 5P/vV2 354 T
10 -P/2 -5 Cc 23 -3P/2 -15 c
11 P/v2 7.1 T 24 -5P/2 -25 c
12 -9P/2 -45 Cc 25 -5P/2 -25 c
13 4P 40 T
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1° Calculo das reaccién nos apoios
Figura A-8.3 Esquema da celosia tipo Pratt de altura L/2 coas reacciéns nos

apoios.

YF, =0 Ay+Gy-5P=0

M, =0 Gy-6L—P-5L—P-4L—P-3L—P-2L—P-L=0

2° Calculo dos axiais polo método dos nodos

Nodo A
YE,=0 N1=0

YF, =0 Ay+ N2=0

5
sz_EP N1=0

Nodo H
1
YE,=0 N4+ N3cosa=0 cosa = =
YE, =0 N3+ N2 0 1
= sena = 0 sena = —
g V5

55
N3=+——P N&=-5P

Nodo B
YE, =0 N5—N3cosa—N1=0

YK, =0 N6+ N3sena—P =0

3
N5=4+5P N6 = _EP
Nodo |
YE, =0 N8+ N7cosa—N4=0

YE,=0 —N6- N7sena =0

35
N7=+——P N8=-8P



Nodo C
YE, =0 N9—N5-N7cosa=0

YE,=0 N10+ N7sena—P = 0
1
N9 = +8P NIOZ_EP

Nodo J
YE, =0 N12+ N11cosa —N8 =0

YF,=0 —N10- N1lsena = 0 53

V5
N11=+—-P N12=-9P

Taboa A-6.2 Taboa cos axiais das barras do caso “b”

Barra Ni Ni (kN) Barra Ni Ni (kN)

1 0 0 14 v5P/2 11,2 T
2 -5P/2 -25 Cc 15 0 0 Cc
3 5v5P/2 55,9 T 16 -9P -90 C
4 -5P -50 Cc 17 5P 50 T
5 5P 50 T 18 3P/V2 21,2 T
6 -3P/2 -15 c 19 3v5P/2 33,5 T
7 3v5P/2 33,5 T 20 -8P -80 Cc
8 -8P -80 Cc 21 0 0

9 8P 80 T 22 5v5P/2 55,9 T
10 -P/2 -5 Cc 23 -3P/2 -15 C
11 v5P/2 11,2 T 24 -5P -50 Cc
12 -9P -90 Cc 25 -5P/2 -25 Cc
13 8P 80 T

Se facemos unha anélise do comportamento das celosias respecto 6 diagrama de momentos e cortantes (se esta
fose unha viga maciza) podemos observar como nos extremos da viga onde o momento e menor, os esforzos
nos corddns ( superior e inferior) son tamén menores, mentres que a medida que nos achegamos o centro, onde
o momento flexor é maior, os axiais dos cordéns aumentan considerablemente. Isto e |6xico xa que entre o axiais
do cordén inferior e o do superior tefien que equilibrar o momento correspondente segundo o diagrama de
momentos. Ista tamén é a razdn pola que no caso da viga coa metade de altura (L/2) os esforzos nos corddns son
o dobre, xa que para conseguir o mesmo momento flexor, se temos a metade de distancia entre os cordéns,
necesitamos o dobre de forza. Respecto 6 cortante tamén podemos ver como os valores nas diagonais e

montantes van descendendo cara o centro da viga, ¢ igual que o fai o cortante no diagrama de cortantes

24 m le
-45 1

+7

+40 -

-50 -80

N O e | | @
§ +50 f +80 ¥ 4
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Figura A-8.5. Figura onde se pode observar unha celosia dunha ponte ferroviaria ca mesma disposicion ca calculada.

Figura A-8.6. Figura onde se pode observar unha celosia dunha nave industrial coa mesma disposicion que a calculada neste
exercicio



De feito para o emprego de vigas, segundo aumenta a distancia entre apoios, temos que aumentar o canto da
mesma, para o cal se pasa de empregar vigas tipo |, a vigas alveoladas e por ultimo se soe recorrer a vigas en

celosia.

55

Figura A-8.7. a) Viga en . b) Viga alveolada. c) Viga en celosia.
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1.2.9  Exercicio A-9. Celosia plana tipo Howe.
Na celosia plana tipo Howe de barras articuladas da figura calcular:
a) Esforzo en cada unha das barras para a carga P=100 kN e L=4 m.

b) Calcular o desprazamento vertical do nodo G para a situacién de carga anterior e supondo que todas as
barras son de tubo cadrado TC 90.90.-5 (seccién 1727 mm2), de aceiro S235JR (E=210GPa).

Figura A-9.1 a) Esquema da celosia plana tipo Howe. Foto de celosia Pratt de unha maqueta de ensaios.



a) Solucidn ¢ calculo dos esforzos en cada barra.

1° Eliminacién das barras que non traballan

Figura A-9.2 Esquema da celosia tipo Howe coas barras que non traballan eliminadas

2° Célculo das reacciéns nos apoios

Vamos a numerar as barras

Figura A-9.3 Esquema da celosia tipo howe coas reaccions nos apoios e as barras numeradas.

YE, =0 Ay+Ey—-10P=0
YMg=0 Ey-4L—P-3L—8P-2L—P-L=0
Ay =5P Ey=5P

Nodo A
YF,=0 N2+ N1lcos452=0
YE, =0 Ay+ Nlsen45° =0
N1 = —EP N2 = +5P
Nodo F
YE,=0 N4—N1lsen452=0
YF, =0 —N3-— Nlcos45® =0
N4 =-5P N3 =+45P
Nodo B

F,=0 N6—N2+N5cos452=0
XE

YFE, =0 N3+ N5send452—P = 0

ns=-22 Ne=1op
V2
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Nodo C
YF,=0 N7—-N6=0
YFE,=0 N8-8P =0
N7 =+9P N8 = +8P
Nodo G
YE. =0 N10+ N9 cos452 — N4 — N5 cos452 =0
58 YE, =0 —N8— N5sen45%— N9send5® = 0
N9 = —E N10 = -5P
V2

Os axiais do resto das barras se poden quitar por simetria, xa que tanto a estrutura, apoios e as cargas aplicadas

son simétricas

Taboa A-8.1 Tdboa cos axiais das barras e esquema de barras a traccion e compresion

Barra Li Ni Ni (kN)
1 v2/L | -10P/vV2 -354 Compresién
2 L +5P 250 Traccién
3 L +5P 250 Traccién
4 L -5P -250 Compresion
5 v2/L | -8P/V2 -283 Compresioén
6 L +9P 450 Traccién
7 L +9P 450 Traccion
8 L +8P 800 Traccion
9 v2/L | -8P/vV2 -283 Compresién
10 L -5P -250 Compresion
11 L +5P 250 Traccién
12 v2/L | -10P/v2 -354 Compresién
13 L +5P 250 Traccién

Como se pode ver no esquema, as diagonais traballan a compresién, mentres que os montantes traballan a
traccion. Se quixésemos un 6ptimo traballo deberia ser 6 revés, para o cal as diagonais deberian estar colocadas

no sentido contrario, como no exercicio anterior.
b) Calculo do desprazamento vertical no nodo G, para elo seguiremos os seguintes pasos:

1° Calculo dos axiais debidos a cunha carga virtual no nodo G onde se quere calcular o desprazamento.
Comezamos por eliminar as barras que debido a que non tefien cargas nos nodos e a sua disposicién xeométrica

xa sabemos de anteman que non traballan. Neste caso non traballa a barra 8
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Figura A-9.4 Esquema da celosia tipo Howe con carga vertical unitaria no nodo C

As reaccions nos apoios serdn de valor %, xa que a estrutura e apoios son simétricos.
Nodo A
YFE, =0 n2+nlcos452=0
YE =0 ay+ nlsen45® =0

n1=—@ nZ=l
2 2
Nodo F
YE =0 n4-—nlsend452 =0
YK, =0 —n3— nlcos45% =0
n4=—l n3=1
2 2
Nodo B
YE, =0 mn6-n2+n5cos452=0
YFE, =0 n3+ n5send52= 0
n5=—g ne6 = +1
Nodo C
YE, =0 n7-n6=0
YFE =0 n8=10
n7=1 n8=0
Nodo G

>F, =0 nl10+ n9 cos452 — n4 —n5 cos452 =0
YE, =0 —n8— n5sen452 — n9send52—1 = 0

V2

1
n10=—§ ng = 2

Os axiais do resto das barras se poden quitar por simetria.

2° Calculo dos desprazamento mediante a ecuacion de traballos virtuais, segundo a carga de valor 1 colocado
en direccion vertical no nodo G. Valores postos na tdboa inferior.

Ni-Li

dve =24
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Taboa A-9.1 Taboa cos axiais das barras e calculo do desprazamento

Barra Li Ni ni Ni Li ni
1 V2L -10P/¥2 V2/2 +5v2PL
2 L +5P 1/2 +5PL/2
3 L +5P 1/2 +5PL/2
4 L -5P -1/2 +5PL/2
5 V2L -8P/V2 V2/2 +4v2PL
6 L +9P 1 +9LP
7 L +9P 1 +9LP
8 L +8P 0 0
9 V2L -8P/v2 -V2/2 +4V2PL
10 L -5P -1/2 +5PL/2
11 L +5P 1/2 +5PL/2
12 V2L -10P/v2 -V2/2 +5PL/2
13 L +5P 1/2 +5PL/2

(71+26vV2)PL/2
(71+26v2)PL
v =T A 59,43 mm

Figura A-9.5. a) Maqueta de celosia Pratt montadas correctamente as diagonais e montantes con cables e barras de madeira.
b) Maqueta de celosia Pratt montadas incorrectamente as diagonais e montantes con cables e barras de madeira. b) Maqueta
de celosia Howe montadas correctamente as diagonais e montantes con cables e barras de madeira. d) Maqueta de celosia

Howe montadas incorrectamente as diagonais e montantes con cables e barras de madeira.



1.2.10 Exercicio A-10. Celosia plana tipo Warren

Na celosia plana tipo Warren de barras articuladas da figura calcular o esforzo en cada unha das barras para
acargaP=10kNelL=1.5m

61

Figura A-9.1 a) Esquema da celosia plana tipo Warren. b) Foto de celosia Warren de unha pasarela de porto

deportivo.
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Solucioén:

1° Cdlculo das reaccién nos apoios

62

Figura A-10.2 Esquema da celosia tipo Warren coas reaccidns nos apoios e as barras numeradas.
YF,=0 Ay+Hy-3P=0
YMy,=0 Hy-4L—P-3L—P-2L—P-L=0

3 3

2° Calculo dos axiais por método dos nodos
Nodo A
YFE,=0 N2cosa+N1=0

3
YE =0 EP + N2sena = 0

Nl=+2p N2=-—p
2 V2
Nodo C
YE, =0 N4+ N3cosa—N2cosa=0
YK, =0 N2sena + N3sena = 0
N3 = +1P N4 = -3P
V2

Nodo B

YE,=0 N6+ N5cosa—N1—N3cosa=0

YFE, =0 N3sena+ NSsena —P = 0

N5 = 1P N6—+7P
V2 2

Nodo D

YE.,=0 N8+ N7cosa—N4— N5cosa=0
YE,=0 — N5sena — N7sena = 0

O resto dos nodos xa se quitan por simetria



Taboa A-9.1 Taboa cos axiais das barras e esquema de barras a traccion e compresion

Ni Ni

Barra Ni (kN) Barra Ni (kN)
1 3P/2 15 T 9 P/V2 7.1 T
2 -3P/V2 | 214 | C 10 7P/2 35 T
3 3P/V2 214 | T 11 -P/V2 -7.1 Cc
4 -3P 30 | C 12 -3P -30 Cc
5 -P/V2 -7.1 C 13 3P/V2 21,4 T
6 7P/2 35 T 14 3P/2 15 T
7 P/V2 7.1 T 15 3P/V2 | 214 | C
8 -4P 40 | C

Figura A-10.3 Foto da celosia tipo Warren, non plana na parte superior, para cuberta de parking.

Figura A-10.4. Nesta figura dunha maqueta de estrutura de barras podemos observar como na montaxe (a), que seria

coas diagonais traballando a traccién con cables e as diagonais traballando a compresiéon con barras de madeira,

traballa correctamente

(b),

mentres

que na

figura

(©

que e con

traballa incorrectamente, porque as diagonais 5 e 11 traballan a compresion (d).

todas as diagonais

con cables

63
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1.2.11 Exercicio A-11. Grua de porto
Na celosia de barras articuladas da figura calcular:
a) Esforzo en cada unha das barras para a unha carga P=100 kN.

b) Calcular o desprazamento vertical da carga P para a situacion de carga anterior e supondo que todas as
barras son de tubo IPE200 (seccién 2850 mm?2), de aceiro S235JR (E=200GPa).

c) Calcular o desprazamento horizontal da carga P para a situacidn de carga anterior e supondo que todas
as barras son de tubo IPE200 (seccién 2850 mm?2), de aceiro S235JR (E=200GPa).

Figura A-11.1 a) Esquema 3D da de grua de porto. b) Esquema da celosia de gria de porto acotada e cas barras numeradas. b)

Foto de grua de porto de carga e descarga de mercancias.



a) Esforzos en cada barra da estrutura.

1° Debido a que non necesitamos calcular as reaccidéns nos apoios para resolver o exercicio, comezaremos por

calcular os esforzos nas barras debido as cargas externas. Comezamos por eliminar as barras que debido a que

non tefien cargas nos nodos e a sua disposicion xeométrica xa sabemos de anteman que non traballan.

Neste caso non traballan as barras 3,5,11,13

Figura A-11.2 Esquema da celosia de grida de porto coas barras que non traballan eliminadas . 2°

Caélculo dos esforzos en cada barra polo método dos nodos

Nodo A
SF,=0 —N2cos302—N1=0
YFE, =0 N2sen30®2 — P =0
N2=2P ; N6 =N2
N1=-v3P ; N4=N1
Nodo D
YE, =0 N6sen602 — N8send452 = 0
YE, =0 — N6cos60° —N8cos452— N7 = 0
N8 =v2V3P
N7=-P(1++3)
Nodo E
YE,=0 N9—N4=0
YE,=0 N7-N10 =0
N9 =—Vv3P
N10=-P(1+V3)
Nodo F

YF, =0 N8cos452+ N9 + N12cos602 — N16cos602 =
YE, =0 N8sen45°— N12sen60® — N16sen60° = 0
N12=P
N16 =P
Nodo J
»FE, =0 N16cos602+ N17 =0
>E=0 N 165e1171609 +Rj=0
N17 = o)
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Taboa A-11.1 Téboa cos axiais das barras

Barra Li (mm) Ni Ni (kN)

1 3000 -v3P -173,2 Compresién
2 3464 +2P 200 Traccion

3 1732 0 0

4 3000 -V3P -173,2 Compresidén
5 3464 0 0

6 3464 +2P 200 Traccion
7 3464 -P(1+v3) -273,2 Compresidén
8 4899 v2v3P 245 Traccion

9 3464 -vV3P -173,2 Compresién
10 3000 -P(1+v3) -273,2 Compresion
11 3464 0 0

12 3464 +P 100 Traccion
13 1732 0 0

14 3000 -P(1+v3) -273,2 Compresién
15 3464 +P 100 Traccion
16 6928 +P 100 Traccion
17 6928 P/2 50 Traccion

b) Calculo do desprazamento vertical no nodo A, para elo seguiremos os seguintes pasos:

1° Calculo dos axiais debidos a unha carga virtual vertical no nodo A, onde se quere calcular o desprazamento.
Comezamos por eliminar as barras que debido a que non tefien cargas nos nodos e a sua diposicién xeométrica
xa sabemos de antemdan que non traballan. Neste caso non traballan as barras 3,5,11,13. Debido a que a carga

virtual esta situada no mesmo nodo e direccion que a carga P, os resultados seran os mesmos pero con P=1

Figura A-11.3 Esquema da celosia de grda de porto con carga unitaria vertical no nodo A e coas barras que non traballan
eliminadas .

Calculo do desprazamento mediante a ecuacién de traballos virtuais, segundo a carga de valor 1 colocada en
direccién vertical no nodo A. Valores postos na tdboa inferior.

Ni-Li
Ai-Ei

Spa =2



Taboa A-11.1 Tdboa cos axiais das barras para carga unitaria vertical e calculo do desprazamento

Barra Li (mm) Ni ni Ni Li ni
1 3000 -V3P -3 8999,47
2 3464 +2P +2 13856,00
3 1732 0 0 0,00
4 3000 -V3P -3 899947
5 3464 0 0 0,00
6 3464 +2P +2 13856,00
7 3464 -P(1+v3) -(1+V3) 25854,69
8 4899 v2v3P v2v3 29406,25 67
9 3464 -V3P -vV3 10391,34
10 3000 -P(1+v3) -(1+v3) 22391.47
11 3464 0 0 0,00
12 3464 +P + 3464,00
13 1732 0 0 0,00
14 3000 -P(1+v3) -(1+v3) 22391.47
15 3464 +P +1 3464,00
16 6928 +P +1 6928,00
17 6928 P/2 1/2 1732,00
171734P
171734 P
oa = = 301288 mm

b) Caélculo do desprazamento horizontal do nodo A.

Para elo poremos unha carga virtual horizontal de valor 1 no nodo A. Eliminaremos todas aquelas barras que

non traballen.

Figura A-11.3 Esquema da celosia de grda de porto con carga unitaria horizontal no nodo A e cas barras que non

traballan eliminadas .
Como se pode observar as barras 1,4 e 9 o seu axial e igual a 1

n=Ln=1 n=1

Procedemos a calcular o resto dos nodos
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Nodo F
YE. =0 n9+nl2c0s602 —nl6cos602 = 0
YE, =0 —nl2sen60®—nl6sen60® =0
nlz = -1 nl6e=1
Nodo J
YF, =0 nl6cos602+nl7—Jx =0
YE,=0 nlé6sen60°+Jy =0
1
63 m7=3

Taboa A-11.2 Tdboa cos axiais das barras para carga unitaria horizontal e calculo do desprazamento

Barra Li (mm) Ni n'i Ni Lin'i
1 3000 -V3P 1 -5196,00
2 3464 +2P 0 0,00
3 1732 0 0 0,00
4 3000 -V3P 1 -5196,00
5 3464 0 0 0,00
6 3464 +2P 0 0,00
7 3464 -P(1+V3) 0 0,00
8 4899 v2V3P 0 0,00
9 3464 -V3P 1 -5999,65
10 3000 -P(1+v3) 0 0,00
11 3464 0 0 0,00
12 3464 +P -1 -3464,00
13 1732 0 0 0,00
14 3000 -P(1+V3) 0 0,00
15 3464 +P -1 -3464,00
16 6928 +P 1 6928,00
17 6928 P/2 0,5 -1732,00
18124P
-18124 P
HA = A E =-3,18 mm

No célculo do desprazamento horizontal do nodo A podemos ver na taboa inferior A-11.2 como na expresion (Ni
Li ni), a carga virtual (cor amarelo) indica que barras son as que participan na desprazamento horizontal de A e
en que proporcién, mentres que a carga P danos a deformacién que se produce en cada barra debido o esforzos

que soporta debido & carga P.

Figura A-11.4 Comparativa dos esquema da celosia de grua de porto con carga P e tamen con unitaria horizontal no nodo A.



Taboa A-11.2 Tdboa cos axiais das barras para carga unitaria horizontal e calculo do desprazamento, onde

estan identificados en cor amarelo as barras que contribien o desprazamento horizontal do nodo A

Barra Li (mm) Ni n'i Ni Li n'i
1 3000 -V3P 1 -5196,00
2 3464 +2P 0 0,00
3 1732 0 0 0,00
4 3000 -V3P 1 -5196,00
5 3464 0 0 0,00
6 3464 +2P 0 0,00
7 3464 -P(1+V3) 0 0,00
8 4899 v2v3P 0 0,00
9 3464 -V3P 1 -5999,65
10 3000 -P(1+v3) 0 0,00
11 3464 0 0 0,00
12 3464 +P il -3464,00
13 1732 0 0 0,00
14 3000 -P(1+V3) 0 0,00
15 3464 +P sl -3464,00
16 6928 +P 1 6928,00
17 6928 P/2 0,5 -1732,00
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Figura A-11.5. Nesta figura (a) podemos observar o montaxe da grda cando pomos a carga P no extremo e as

barras traballan correctamente, especialmente as barras (16 e 12) que traballan a traccién. Na figura (b)

cando quitamos a carga P, as barras (12 e 16) pasan a traballar a compresion e a estrutura colapsa.



70

Capitulo
Estruturas de barras articuladas

1.2.12  Exercicio A-12. Celosia triangular tipo Pratt.
Na celosia de barras articuladas da figura calcular:

a) Esforzo en cada unha das barras para a carga P=10 kN e L=4 m

b) Analizar o comportamento respecto o diagrama de momentos e cortantes e se fose unha viga maciza.

Figura A-12.1 a) Esquema da celosia triangular tipo Pratt de altura L. b) Foto de celosia Pratt de unha ponte de

madeira.



Figura A-12.2 Esquema da celosia triangular tipo Pratt coas reaccions nos apoios e as barras numeradas.
YE,=0 Ay+Gy—-5P=0
M, =0 Gy-6L—P-5L—P-4L—P-3L—P-2L—P-L=0
5

5

2° Calculo dos axiais por método dos nodos
Nodo A
YFE, =0 N2cosa+N1 =0
YE, =0 Ay+ N2sena= 0
N1 = EP N2 = —iP
2 V2
Nodo B
YFE,=0 N4—N1=0
YE,=0 N3-P =0

5
N3 =+P N4:+EP

Nodo H
YFE, =0 N6cosa + N5cosa — N2cosa = 0
YFE, =0 Né6sena — N5sena — N2sena — N3 =0

N6=—*p N5=—~p
V2 V2

Nodo C
YE, =0 N8—N4—N5cosa=0
YE,=0 N7+ N5sena—P =0

3
N7 =+-P N8 =+2P

2
Nodo |
1
YF, =0 N10cosa + N9cosfs — N6cosa =0 cosf = —
V5
2
YFE, =0 N10sena — N9senf — Nésena — N7 =0 cosf = \/_E

3V5-4

N9 =
2

3
P N10=-—P
V2
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Nodo J
YE, =0 Nl12sena — N10sena =0
YFE, =0 —N10cosa — N12sena —N11 =0
N11 = +3P

Taboa A-11.1 Taboa cos axiais das barras e esquema de barras a traccién e compresion
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Ni Ni

Barra Ni (kN) Barra Ni (kN)
1 5P/2 25 T 12 2P 20 T
2 -5P/¥v2 | -354 | C 13 -1,35P | -185 | C
3 P 10 T 14 -3P/V2 -21 Cc
4 5P/2 25 T 15 3P/2 15 T
5 -P/V2 | 71 | C 16 5P/2 25 T
6 -4P/v2 | -284 | C 17 -P/v2 -7,1 Cc
7 3P/2 15 T 18 -4P/¥2 | -284 | C
8 2P 20 T 19 P 10 T
9 -135P | -135 | C 20 5P/2 25 T
10 -3P/V2 | -21 Cc 21 -5P/v2 | -354 | C
11 3P 30 T

Se facemos unha andlises do comportamento da celosia respecto 6 diagrama de momentos (se esta fose
unha viga maciza) podemos observar como neste desefio de celosia 6 variar a altura do corddn superior
topamonos que neste caso as tensidon nos cordéns inferiores se mantefien case constantes a diferencia do
que sucede nas celosias rectas coma as do exercicio 7. Este desefio de altura variable se emprega en
estruturas coma as de pontes (como as da figuras) ou cubertas para asi optimizar os perfiles da celosia, inda

que isto complique a sta construcion.

Figura A-12.3 Exemplos de aplicacién de este modelo de celosia sobre unha maqueta, onde se ve os elementos que traballa

a traccion, empregando cables.



1.2.13  Exercicio A-13 Celosia con arriostramento en V
Na celosia de barras articuladas da figura calcular:

a) Reaccions nos apoios

b) Calcular os esforzos en cada barra

c) Desprazamento vertical do nodo H se ademais das forzas anteriores tamén hai un incremento de
temperatura AT 73

d) Estudar o comportamento no caso de sé carga horizontal no nodo G

Figura A-13.1 Esquema da estrutura articulada de celosia con arriostramento en V. Foto de base de torre eléctrica con

arriostramento en V. Plataformas de porto con arriostramento en V.
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a) Cdlculo de reacciéns nos apoios.
Por ter dous apoios fixos articulados, esta estrutura ten catro reacciéns, polo que son necesarias 4 ecuacions.
Pero nesta estrutura debido a que esta unida por un tnico nodo en H, respecto a este nodo se pode facer
equilibrio de momentos do lado dereito da estrutura e equilibrio de momentos do lado esquerdo, que xunto

con suma de forzas horizontais e suma de forzas verticais obtemos catro ecuacions.

O
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Figura A-13.2 Esquema da estrutura articulada de celosia con arriostramento en V' caos reaccions nos apoios e as
barras numeradas

YE,=0 Ax—Bx+P=0
YE,=0 Ay+By—-3P=0
YMyizg=0 Ax-2L—Ay-2L/N3+P-2L/V3=0

SMyger =0  Bx+2L—By-2L/N3+P-2L/N3=0

3-3 V3-3
Ay = 2 P Ax= 3 P
3++3 V343
=——P Bx=—t—P

b) Calculo polo método dos nodos dos esforzos de cada barra

Figura A-13.3 Esquema da estrutura articulada de celosia con arriostramento en V coas barras que non traballan
eliminadas.



Nodo G

YE,=0 P+N7=0
YE,=0 P+N4=0
N4 =—-P N7=-P

Nodo H
YE, =0 N9sena — N6sena — N7 =0
YFE, =0 Né6cosa + N9cosa +P =0

Nezﬁ_lp No—-Y3+1p,
V3 V3
Tadboa A-13.1 Tdboa cos axiais das barras e esquema de barras a traccion e compresion
Barra Ni Ni (kN)

1 (v3-1)P/V3 42 T

2 -P -10 C

3 0 0

4 -P -10 C

5 0 0

6 (v3-1)P/V3 42 T

7 -P -10 C

8 0 0

9 -(v3+1)P/V3 -15,8 C
10 0 0
11 -P -10 C
12 0 0
13 -(v3+1)P/V3 -15,8 C
14 -P -10 C

c) Calculo do desprazamento vertical do nodo H

Calculo para caga unitaria de valor 1 no nodo H

Figura A-13.4 Esquema da celosia con carga unitaria vertical no nodo H e cas barras que non traballan eliminada

Nodo H

YFE, =0 n6sena —n9sena =0

YFE, =0 nécosa +n9cosa+1=0

75



Capitulo
Estruturas de barras articuladas

Calculo dos desprazamento mediante a ecuacidn de traballos virtuais, segundo a carga de valor 1 colocada en
direccién vertical no nodo H. Valores postos na tdboa inferior.

Ni-Li

Son = L M

Calculo dos desprazamentos para o incremento de temperatura AT, aplicando a ecuacién :
8; = Y (ai- Li-Ai)n;

Tdboa A-13.2 Tdboa cos axiais das barras para carga unitaria vertical e calculo do desprazamento. Esquema das barras

76 que traballan a comprresion

Barra ni Ni Li ni Ni Li a AT Lini
1 -1/v3 | (V3-1)P/¥3 | 2L/v3 | 2(1-v3)PL/3v3 | a AT2L/3
2 0
10 J
4 0
5 0
6 -1/¥v3 | (V3-1)P/V3 | 2L/v3 | 2(1-v3)PL/3Vv3 | a AT2L/3
7 0
8 0
9 -1/¥v3 | (V3+1)P/V3 | 2L/v3 | 2(v3+1)PL/3v3 | a AT2L/3
10 0
11 0
12 0
13 -1/v3 | (V3+1)P/v3 | 2L/v3 | 2(¥3+1)PL/3v3 | a AT2L/3 = Compresion
14 0
8PL/3v3 a AT8L/3

s __ BPL  8LaaT
™ 33~ A-E 3

d) Comportamento no caso de sé carga horizontal no nodo G

Figura A-13.5 Esquema da celosia con arriostramento en V con carga P no nodo H e cas barras que non traballan

eliminada. Esquema de barras a traccién e compresion

Nodo H
YFE, =0 N9sena —Né6sena —N7=0 N7 =-P
YFE,=0 Né6cosa + N9cosa =0

N6 = +P N9 =-P



Como podemos ver na figura superior o arriostramento con barras en V e outro dos xeitos de arriostrar un

portico. Isto tamén o podemos observar nas figuras inferiores

Figura A-13.6 Exemplos de aplicacion de arriostramentos en V en dias estruturas. O apoio dunha cinta transportadora. A

base dun silo.

Figura A-13.7 Exemplos de aplicacién de arriostramentos en V en maqueta, onde se emprega cables horizontais para facer

que os nodos inferiores non tefian desprazamento horizontal.
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1.2.14 Exercicio A-14. Celosia plana tipo Warren de tres barras inferiores

Na celosia plana tipo Warren de barras articuladas (con tres barras no cordén inferior) da figura, calcular o esforzo

en cada unha das barras para a carga P=10 kN e L=1.5m

Figura A-14.1 Celosia plana tipo Warren de tres barras inferiores.



1° Célculo das reaccién nos apoios

Figura A-14.2 Esquema da celosia tipo Warren de tres barras inferiores coas reacciéns nos apoios e as barras
numeradas.

YE =0 Ay+Gy—-3P=0

YMy=0 Gy-3L—P-2L—P-L=0

2° Calculo dos axiais por método dos nodos

Nodo A

YE.=0 N2cosa+N1=0

YK, =0 P+ N2sena= 0

2
N1=+P N2=-—

\/_EP

Nodo C
YF, =0 N4+ N3cosa—N2cosa=0

YE,=0 N2sena + N3sena = 0

2
N3=+—P N4=-2P
V2

Nodo B

YE.=0 N6+ N5cosa—N1—N3cosa=0
YFE,=0 N3sena+ NSsena —P = 0

N5=0 N6 =+2P

O resto dos nodos xa se quitan por simetria
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Taboa A-14.1 Taboa cos axiais das barras e esquema de barras a traccion e compresion. Esquema de barras a

traccion e compresion

Ni Ni
Barra Ni (kN) Barra Ni (kN)
1 +P 10 T 7 0 0
2 -2P/V2 | -14,1 C 8 -2P -20 Cc
3 +2P/V2 | 14,1 T 9 +2P/v2 | 14,1 T
80 4 -2P -20 Cc 10 +P 10 T

o) 0 0 11 -2P/V2 | -14]1 Cc
6 +2P 20 T

-20

Figura A-14.3 Exemplos de maqueta de celosia de barras cas barras a compresion feitas en madeira e as de tracciéon con

cables.



1.2.15 Exercicio A-15. Celosia plana tipo Warren de dos barras inferiores

Na celosia plana tipo Warren de barras articuladas (con ddas barras no cordén inferior) da figura, calcular

o esforzo en cada unha das barras para a carga P=10 kN e L=1.5m

Figura A-15.1 Celosia plana tipo Warren de duas barras inferiores.
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1° Célculo das reaccién nos apoios

82

Figura A-15.2 Esquema da celosia tipo Warren de duas barras inferiores coas reacciéns nos apoios e as barras numeradas.
YE =0 Ay+Ey—-2P=0
YM,=0 Ey-2L—P-L=0
Ay = P Ey = P
y = y= 2
2° Calculo dos axiais por método dos nodos
Nodo A
YE.=0 N2cosa+N1=0
P
YE, =0 E+ N2sena = 0
N1 =+ P 1
)
Nodo C
YF, =0 N4+ N3cosa—N2cosa=0

YFE, =0 N2sena + N3sena = 0

1
N3=+-—P N4=-P
V2

0 resto dos nodos xa se quitan por simetria

Taboa A-15.1 Téboa cos axiais das barras e esquema de barras a traccién e compresion. Esquema de barras a traccion
e compresion

Ni Ni
Barra Ni (kN) Barra Ni (kN)
1 +P/2 D) T 5 +P/v2 7 T
2 -P/V2 -7 c 6 +P/2 5 T
3 +P/v2 7 T 7 -P/V2 -7 c
4 P | 10 | cC




Figura A-15.3 Exemplos de maqueta da celosia de barras do exercicio, cas barras a compresion feitas en madeira e as de

traccién con cables.
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1.2.16 Exercicio A-16. Marco cadrado con unha diagonal
Nas celosia de barras articuladas das figuras calcular:

a) Esforzo en cada unha das barras para as cargas da figura para o caso “a”, sendo todas as barras do

mesmo material co mesmo modulo eldstico E e a mesma seccion A.

b) Esforzo en cada unha das barras para as cargas da figura para o caso “b”, sendo todas as barras do

mesmo material co mesmo modulo eldstico E e a mesma seccién A.

Figura A-16.1 a) Esquema de marco cadrado cun diagonal nodo C-B b) Esquema de marco cadrado cun diagonal nodo A-D



Calculo das reacciéns nos apoios para ambos casos e barras que non traballan.

Figura A-16.2 Esquema das celosia coas reaccions nos apoios e as eliminadas as barras que non traballan.

YE,=0 A2+P=0
YE =0 A+BS=0
YMy=0 BS-L-P-L=0
A5 = —P By =P

Calculo mediante o método dos nodos de cada un dos axiais para o caso “a”

Nodo A
YE, =0 N2+ A5=0
YE,=0 N{+ A2=0
N =P N =P
Nodo D

YF, =0 P+ Nfcos45=0
YE, =0 —N{— N/send45=10

Calculo mediante o método dos nodos de cada un dos axiais para o caso “b”

Nodo B
YE,=0 N2=0
YF,=0 N{+ By=0
N =0 N{ =-P

Nodo D

YE, =0 —NJ—NZcos45=0
YE, =0 —NJ— N¢sen45=0

NG = +PV2 N§ =-P
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apn

Tdboa A-16.1 Tdboa cos axiais das barras do caso “a” e esquema de barras a traccién e compresion

Barra Li Ni Ni (kN)
1 L P 10 T
2 L 0 0
3 L 0 0
4 L -P 10 | C
5 V2L -V2P -14,1 C

En esta celosia podemos ver como a diagonal (barra 5) traballa a compresién, igual que a barra 4, mentres que

a barra vertical 1 traballa a traccién

Téboa A-16.2 Taboa cos axiais das barras do caso “b” e esquema de barras a traccion e compresion

Barra Li Ni Ni (kN)
1 L 0 0
2 L -P -10 C
3 L -P -10 C
4 L 0 0
6 V2L V2P 14,1 T

En nesta celosia podemos ver como a diagonal (barra 5) traballa a traccidn, mentres que a barra vertical 3
e horizontal 2 traballa a traccién. Esta ultima celosia ten a vantaxe de que a diagonal que e a barra mais

longa traballa a traccién, polo que un cable seria suficiente.

Unha solucion empregada habitualmente, é empregar dous cables (ou barras de baixa seccién) en ambas
diagonais de xeito que cando o esforzo e cara 4 dereita traballa o cable inclinado cara a dereita, e cando a forza

vai cara a esquerda traballa o cable inclinado cara a esquerda

Figura A-16.3. Nesta figura podemos observar no lado esquerdo o esquema de funcionamento dos
arriostramentos dos dous cabos, no lado dereito unha foto da aplicacién desta solucién entre os dous pilares

nos porticos de dunha carpa para asi darlle estabilidade e rixidez no plano en que esta situados os cabos.



87

Figura A-16.4. a) Marco arrostrado con un cable traballando correctamente a traccion. b) Marco arrostrado incorrectamente,
onde o cable traballa a compresion e polo tanto o poértico transformase nun mecanismo. ¢) Pértico arrostrado con dous

cables en cruz, onde un cable entra en traccién cando o outro deixa de traballar impedindo o desprazamento do pértico

d) Marco arriostrado con unha barra rixida traballando a compresién.

Figura A-16.5. Exemplo de arriostramentos con dous cables na estrutura da cidade da cultura en Santiago de Compostela.
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1.2.17 Exercicio A-17. Marco cadrado hiperestatico con duas diagonais
Na celosia de barras articuladas da figura calcular:
a) Grado de hiperestaticidade

b) Esforzo en cada unha das barras para as cargas da figura, sendo todas as barras do mesmo material, co

mesmo modulo eldstico E

Figura A-17.1 Esquema do marco cadrado de barras con nodos articulados con duas diagonais



a) Calculo do grado de hiperastiticidade e identificacion do elemento redundante.

GHT=(B+R)-2N GHT =6+3-2-4=1
GHE=R-3
GHi = GHT - GHE GHE=3-3=0

GHi=1-0=1

Esta celosia é isostatica externamente, pero hiperestatica de grado 1 internamente. As barras que son

redundantes serian as diagonais centrais. Neste caso vamos a considerar unha delas como redundante.

b) Esforzo en cada unha das barras para a carga P 89

1° Definicién da Isostatica fundamental da estrutura. Substituindo a barra redundante polo valor do seu axial X.

Figura A-17.2 Esquema da isostatica fundamental do marco cadrado de barras con nodos articulados con duas
diagonais
2° Descomposicion da isostatica fundamental nas stias compofientes

Calculo do valor dos axiais da estrutura sen a barra que sobra e coas cargas externas

Figura A-17.3 Esquema da descomposicion da isostatica fundamental.

3° Calculo da estrutura isostatica.



Capitulo
Estruturas de barras articuladas

Calculo das reaccions nos apoios

SE,=0 A2+ P=0
YE,=0 A5+By=0
YM;=0 BS-L—P-L=0
Ay =-P Bj=P
Figura A-17.3 Esquema da celosia coas reacciéns nos apoios e as barras que non traballan eliminadas.

Caélculo mediante o método dos nodos de cada un dos axiais.

Nodo A
YFE=0 NP+ A3=0
YF,=0 N{+ A3=0
N =P NP =-P
Nodo D

YF, =0 P+ NZcos45=0
YE, =0 —N— N/sen45=0

4° Calculo do valor dos axiais da estrutura sen cargas externas pero co axial X da barra que eliminamos

Para simplificar os célculos vamos substituir o axial X, por unha carga de valor 1, e os resultados obtidos seran

multiplicados pola constante de valor X.

Calculo das reaccidns nos apoios. Neste caso as reacciéon dos apoios son cero, porque as forzas externas estan

na mesma direccion e son opostas

Figura A-17.4 Esquema da celosia coas cargas unitarias onde se eliminou a barra redundante



Calculo do esforzo nas barras polo método dos nodos

Nodo C

Nodo B

Nodo A

Nodo D

5° Célculo do valor de X.

Aplicar a expresion inferior, baseada no principio dos traballos virtuais e a ecuacién de compatibilidade da

deformacién, para o célculo do valor de X, e polo tanto do axial o reaccién da estrutura hiperestatica

YE =0
YE =0
n'2=

—n'2—1cosf =0
—n'3—1senf =0

-— n'3=

2

V2
2

YE. =0 n'2+n'5cos6 =0

YE, =0 -n'l-n'5senf =0
V2
ns5=1 nl=—-—
2
YF, =0 —n'4d—1cosf =0
YE, =0 n'3+1senf +by =0
V2
by=0 n'4= -5

YF, =0 ax+n'4+1cosf =0

YE =0

ax =0

NO-Li

n'l14+1senf +ay =0

n;? - Li

Ai-Ei

: =0
Al Ei

ay=0

Taboa A-17.1 Taboa cos axiais das barras para as cargas e calculo do valor de X

Barra Li Ni n'i Ni Lin'i Lin'i2
1 L P -V2/2 -PLV2/2 1/2L
2 L 0 -V2/2 0 1/2L
3 L 0 -V2/2 0 1/2L
4 L P -V2/2 -PLv2/2 1/2L
5 V2L -V2P 1 -2PL v2L
6 v2L 0 1 0 v2L

PL(V2+2) | 2L(14+V2)
—PL(VZ +2) —2L(1++2)
ap X g =0
X = iP
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6° Calculo dos axiais da estrutura hiperestatica.
Ny= N2 +X-m

Taboa A-17.2 Taboa cos axiais das barras e esquema de barras a traccion e compresion

Noi+X n'i
Barra Ni X n'i (kN) Ni(kN)
1 P P/V2 V2/2 P/2 5
2 0 P/V2 -V2/2 -P/2 4
3 0 P/V2 V2/2 -P/2 -5
4 P P/V2 -V2/2 P/2 5
5 -V2P P/V2 1 -P/v2 -7,07
6 0 P/V2 1 P/V2 7,07

Como podemos observar no caso hiperestatico o esforzo nas barras e a metade que nos casos anteriores (do
exercicio anterior) que eran isostaticos. Inda que no caso anterior podiamos facer unha estrutura resistente
empregando dous simples cables nas diagonais, pero con unhas barras mais grosas verticais e horizontais. No
caso hiperestatico temos que meter unhas diagonais que tefien que traballar a compresion e polo tanto a pandeo,
pero o resto das barras coa metade de grosor é suficiente. Ademais debemos de ter en conta que no caso das
diagonais nas aplicacions reais podese unir as barras onde se cruzan, polo que a distancia de pandeo reduicese
a metade. Debido a isto, as solucions hiperestaticas son empregadas en moitas construciéns como son

as pontes como a da figura inferior.

Figura A-17.6 a) Foto de celosia con ariostramentos hiperestaticos de unha ponte de aceiro.



1.2.18 Exercicio A-18. Marco cadrado hiperestatico en apoios
Na celosia de barras articuladas da figura calcular:
a) Grado de hiperestaticidade

b) Esforzo en cada unha das barras para unha carga P=10kN, sendo todas as barras do mesmo material,

co mesmo modulo eldstico E.

c) Calculo da reaccién horizontal en B debido a un aumento de temperatura de 50° hda que non actue
ningunha carga externa . Perfiles da estrutura en IPE200 ( a=0,000012; A=2850mm?; E=210000 N/mm2;
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L=3m)
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a) Célculo do grado de hiperastiticidade e identificacion do elemento redundante.

GHT=(B+R)-2N
GHE=R-3
GHi = GHT — GHE

GHT =5+4—-2-4=1
GHE=4-3=1
GHi=0-0=0

Esta celosia e isostatica internamente, pero hiperestatica de grado 1 externamente Os apoios que son

redundantes serian as reaccions verticais en A e B. Neste caso vamos a considerar unha delas como redundante.

b) Calculo do esforzo en cada barra

1° Definiciéon da isostatica fundamental da estrutura. Substituindo o apoio redundante polo valor da sua

reaccion, e sabendo que o desprazamento horizontal en B e 0.

Figura A-18.2 Esquema da isostatica fundamental do celosia de barras con nodos articulados con duas diagonais

2° Descomposicion da isostatica fundamental nas stias compofientes.

Figura A-18.3 Esquema da descomposicion da isostdtica fundamental.

3° Calculo do valor dos axiaiss da estrutura sen o apoio que sobra e cas cargas externas

Calculo das reaccions nos apoios
SE,=0 A2+P=0
YF,=0 AS+B2=0
YM;=0 B2-L—P-L=0
A2=-P AS=-P B=P

Figura A-18.4 Esquema da celosia coas reaccidns nos apoios e as barras que non traballan eliminadas.



Calculo mediante o método dos nodos de cada un dos axiais

Nodo A
YE, =0 NZcos452+ A =0
YE =0 NP+ A3=0
{1 =P Ng =+2—P
V2
Nodo B
YF, =0 N&cos45=0
YFE, =0 NJ+ Ngsend5+ B) =0
¢=0 N§=-P
Nodo D

YF, =0 —N2-—Ngcos45=0
YE, =0 —N7— N¢send45=10

2P
V2

N$ =—P Ng =

4° Calculo do valor dos axiais da estrutura sen cargas externas pero coa reaccion X do apoio que eliminamos.
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Para simplificar os calculos vamos substituir a reaccién X, por unha carga de valor 1, e os resultados obtidos

seran multiplicados por a constante de valor X. Calculo das reaccidns nos apoios.
YF, =0 a,—1=0
YE =0 a,+b,=0
YMys=0 b,-L=0

a,=1 a,=0 b,=0

Figura A-18.5 Esquema da celosia ca carga unitaria onde se eliminou o apoio redundante.

Caélculo mediante o método dos nodos de cada un dos axiais

Nodo A
YF, =0 — ngcos452—1=0
YE, =0 nz+ by + ngcos452=0
, , 2
ng =1 ng = _ﬁ
Nodo B

YF, =0 mngcos452+ a, =0
YE, =0 nj+ ay+ngsend5° =0
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Nodo D

YE, =0 —nj)—ngeos45 =0
n, =1
5° Calculo do valor de X. Aplicar a expresion inferior, baseada no principio dos traballos virtuais e a ecuacién da

compatibilidade da deformacién, para o célculo do valor de X, e polo tanto do axial o reaccién da estrutura

hiperestatica

96 NO-Li o m?eLi
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X =0
A BTN A E

Tadboa A-18.1 Taboa cos axiais das barras para as cargas e calculo do valor de X

Barra Li Ni n'i Ni Li n'i Lin'i2
1 L P 1 LP L
2 -P 1 -LP L
3 L -P 1 -LP 0
5 v2L 0 -2/V2 0 2V2L
6 V2L 2P/V2 -2/V2 -V2LP 2vV2L
-LP(1+2v2) L(2+4v2)

—PL(1+ 2v2 —L2(1+2v2
+2v2)  -L20+22)
AE AE

X=—1p
T2
6° Célculo dos axiais da estrutura hiperestatica.
Ni= NP+ X-m

Téboa A-18.2 Taboa cos axiais das barras

Barra Ni X n'i Nei+X n'i (kN) | Ni(kN)
1 P P/2 1 3P/2 15
2 -P P/2 1 -3P/2 -15
3 -P P/2 1 -3P/2 -15
5 0 P/2 -2/V2 -P/V2 -7,07
6 2P/V2 P/2 -2/V2 P/v2 7,07

7° Calculo das reacciéns da estrutura hiperestatica.
Taboa A-18.3 Taboa cos valores das reaccions

Reaccién Ni X n'i ROi+X r'i (kN) Ri(kN)
Ax -P P/2 1 -P/2 -5
Bx 0 P/2 1 P/2 5
Ay -P P/2 0 -P -10
By P P/2 0 P 10




c) Calculo das reacciéns debido a un cambio de temperatura

Calculo da reaccion horizontal en B debido a un aumento de temperatura de 50°, e sen carga externa P.

Primeiro estableceremos a isostatica fundamental. Por non haber carga externa queda sé un estado da figura.

Para calcular o valor de X aplicaremos a ecuacion:

Ni-Li o . ;
Z( +(Zl'Ll'Al+el)n'i+X'Z

Ai-Ei

n;? - Li

Ai-Ei

Onde neste caso o no haber forzas externas nin errores xeométricos

Y(ai-Li-ADn; + X -3,

ny? - Li

=0
Ai-Ei

Neste caso os valores de ni xa foron calculados no apartado anterior polo que termos segundo a seguinte

taboa:

Taboa A-18.4 Taboa cos valores segundo cambio de temperatura e calculo de X

Barra L i ai ATiLini Li n'i2/AE
b ) 1 L L/AE
2 L 1 L L/AE
3 L 1 L L/AE
5 VaL 2 2L 2V2L/AE
6 V2L 2 2L 2v2L/AE
-a ATL (3+4v2)L/AE
3+ 4V2)L
(—a-L-AT)+X-%= 0
_a L AT AE N
(3+4V2) ’
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Como se pode observar o valor da reaccion e de 41,4 kN, unha importante forza que nos fai ver a importancia

dos cambios de temperatura nas estruturas con apoios hiperestaticos, e polo tanto a importancia de incorporar

xuntas de dilatacion nas estruturas para poder absorber as dilataciéns por temperaturas.

Tamén o valor dos axiais nas barras seran:

Taboa A-18.5 Tdboa cos axiles das barras

Barra Ni X n'i Nei+X n'i (kN)
1 0 414 1 414
2 0 414 1 414
3 0 41,4 1 41,4
5 0 41,4 -2 58,6
6 0 41,4 -2 58,6
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1.2.19 Exercicio A-19. Celosia invertida
Nas celosias de barras articuladas das figuras calcular o grado de hiperestaticidade e o esforzo en cada unha

das barras para as cargas da figura e cada un dos casos mostrados, sendo todas as barras do mesmo material,
co mesmo modulo eléstico E=200MPa. A =50cmZ2. L=3000 mm. P=10kN. 8=30°

Figura A-19.1 a) Esquema da celosia invertida con duas cargas P iguais b) Esquema da celosia invertida con unha carga P e
outra 2P.



w n

Solucién caso “a

1° Célculo do grado de hiperastiticidade e identificacion do elemento redundante.

GHT=(B+R)-2N
GHE=R-3
GHi = GHT — GHE

GHT =10+3-2-6=1
GHE=3-3=0
GHi=1-0=1

Esta celosia é isostatica externamente, pero hiperestatica de grado 1 internamente. As barras que son

redundantes serian as diagonais centrais. Neste caso vamos a considerar das duas, a indicada na figura como

redundante.
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Figura A-19.1 Esquema da celosia da celosia invertida coa barra redundante marcada.

2° Definicién da isostatica fundamental da estrutura. Substituindo a barra redundante polo valor do seu axial X, e

considerando que o desprazamento relativo de a-a’ no punto X e 0.

3° Descomposicion da isostatica fundamental nas stias compofientes

Figura A-19.3 Esquema da descomposicion da isostatica fundamental.

4° Cdlculo do valor dos axiais da estrutura sen a barra que sobra e cas cargas externas

a) Calculo das reacciéns nos apoios

F,=0 A+BY—P-P=0
y y y

YM;=0 P-L+P-2L—BJ-3L=0

Figura A-19.4 Esquema da celosia isostatica coas reaccidns nos apoios e as barras que non traballan eliminadas
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b) Caélculo mediante o método dos nodos de cada un dos axiais

Nodo A
YE=0 N+ NPcos6 =0
YE,=0 Nfsenf—-Ay=0
$ =—V3P § =+2P
Nodo E
100 YF, =0 NZ— Njcos® =0
YE,=0 NJ+ Nisenf—P=0
N¢ = +V3P N§ =0
Nodo C
YE =0 N7+ N¢cosd — Ny =
YFE, =0 —NJ— NJsenf=0
N2 =0 Ny = —V/3P
Nodo D
SE=0 N§— Ny =0
YE =0 Nf=
N¢ = —V3PkN
Nodo B

YE, =0 —N§— N§cosf =0
N¢ = +2P

5° Cdélculo do valor dos axiais da estrutura sen cargas externas pero co axial X da barra que eliminamos no
paso anterior. Pero para simplificar os célculos vamos substituir o axial X, por unha carga de valor 1, e os

resultados obtidos seran multiplicados por a constante de valor X.

Figura A-19.5 Esquema da celosia coas cargas unitarias onde se eliminou a barra redundante e se puxo no seu sitio

unha forza de valor X*1



Calculo das reacciéns nos apoios

Figura A-19.6 Esquema da celosia cas cargas unitarias onde se eliminou a barra redundante e as que non traballan.
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YE,=0 1-cos@ —1-cos6 —b'x=0 b'x=0
YE, =0 aj+by+1-senf -—1-senf =0
YM;=0 1-sen@-L+1-cosf-L-tgd —1-senf-2L+by-3L=0
a,=0 by,=0

Eliminacién de las barras que non traballan e calculo dos axiais polo método dos nodos
Nodo E

YE =0 n'6+1cosf =0

YE,=0 n'3+1senf =0

6= ——
n 2

n'3 = 1
2
Nodo C
YE. =0 n'4+n'5cosd =0
YE,=0 n'3+n'5senf =0

3
n’4=—§ n'5=1

Nodo D
YF, =0 —n'4—1cosf =0
YE, =0 —n'7+1send =0

7= _Z
n 2

5° Calculo do valor de X. Aplicamos a expresion inferior, baseada no principio dos traballos virtuais e a ecuacién
da compatibilidade da deformacién, para o calculo do valor de X, e polo tanto do axial e a reaccién da
estrutura hiperestatica

NP - Li - m? e Li
Ai-Ei Y

: =0
Ai-Ei

Taboa A-19.1 Taboa cos axiasi das barras para as cargas e calculo do valor de X

Barra Li (mm) Ni (kN) n'i Ni Li n'i Lin'i2
1 L -V3P 0 0 0
2 2L/v3 2P 0 0 0
3 L/v3 0 -1/2 3PL/2 L/4v3
4 L -V3P -V3/2 0 3L/4
5 2L/V3 0 1 0 2L/v3
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—-0+X

6° Calculo dos axiais da estrutura hiperestatica.

Ni=

6 L V3P -V3/2 -3PL/2 3L/4

7 L/V3 0 1/2 0 L/4v3

8 2L/V3 2P 0 0 0

9 L V3P 0 0 0

5 2L/V3 0 1 0 2L/V3
18(1+v3)L/12

18(1+V3)L 0

12
X =0
N +Xn

Taboa A-19.2 Tdboa cos axiais das barras e esquema de barras a traccién e compresion

Ni+X n'i
Barra | Ni(kN) n'i X (kN) (kN)
1 -17,3 0 0 -17,3
2 20 0 0 20,0
3 0 3PL/2 0 0,0
4 -17,3 0 0 -17,3
5 0 0 0 0,0
6 17,3 0 0 17,3
7 0 3PL/2 0 0,0
8 20 0 0 20,0
9 -17,3 0 0 -17,3
5' 0 1 0 0,0

Nota: En este caso as cargas verticais e a forma da celosia, coincide coa forma de una catenaria con cargas
puntuais (figura A-19.7), polo que teoricamente as barras verticais e as diagonais non traballan, ainda que
como vamos poder ver no caso “b” a non simetria nas cargas xa produce que os montantes diagonais

traballen, xa que senén non se mantén a horizontalidade do cordén horizontal inferior, como podemos ver na

figura inferior A-19.7.b

Figura A-19.7. a) imaxe onde se pode ver que a forma da celosia se mantén, inda que non pofiamos as montantes e

diagonais, porque a forma que tifia e a que ten un catenaria con cargas iguais. b) Neste caso podemos observar como




cando as cargas non son iguais o cabo central xa non mantén a posicién horizontal. O Unico xeito de manter esa posicién

é empregar montantes e diagonais.
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Solucion caso “b”

1° Definicién da isostética fundamental da estrutura. Substituindo a barra redundante por o valor do seu axial X.

Figura A-19.8 Esquema da isostdtica fundamental

2° Descomposicion da isostatica fundamental nas stias compofientes

Figura A-19.8 Esquema da descomposicion da isostatica fundamental.

Figura A-19.9 Esquema da celosia isostdtica cas reaccions nos apoios.
3° Calculo do valor dos axiais da estrutura sen a barra que sobra e cas cargas externas

Calculo das reaccions nos apoios
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YF, =0 Bx=0
YE, =0 AS+BS—2P—P=0
YM;=0 2P-L+P-2L—BY-3L=0

o 5 0 4
Ay: §P By:§P

Calculo mediante o método dos nodos de cada un dos axiais

Nodo A
YF,=0 N+ NJcos6 =0
104 $F, =0 —Ngsend +Ay = 0
10 5v3
R — NS _ 5B,
3 3
Nodo E
YE,=0 NZ— NJcos® =0
YE, =0 N§+ Nsend —2P =0
1 5V3
N§ =ZP ¢ =+—-P
373 6 =T 3
Nodo C
YF,=0 N+ NZcos®— NY =0
YE, =0 —N7— NJsenf =0
2 43
o _ _ 2 o _ _ "7
NG =-2P NY 3 P
Nodo D
XE=0 Ng— Ny =0
Y5 =0 N/=0
43
0 _ o — _ "
s N§ = ——=P
Nodo B

YFE, =0 —N§— N§cos® =0

4° Calculo do valor dos axiais da estrutura sen cargas externas pero co axial X da barra que eliminamos no
paso anterior. Pero para simplificar os célculos vamos substituir o axial X, por unha carga de valor 1, e os

resultados obtidos seran multiplicados por a constante de valor X. O célculo de estes valores seran iguais a

do exercicio anterior.



Figura A-19.10 Esquema da celosia cas cargas unitarias onde se eliminou a barra redundante

5° Cdlculo do valor de X. Aplicar a expresion inferior, baseada no principio dos traballos virtuais e a ecuacién da

compatibilidade da deformacién , para o calculo do valor de X, e polo tanto do axial o reaccién da

estrutura hiperestatica.

NO-Li

n;? - Li

aE T

: =0
Al Ei

Taboa A-17.3 Taboa cos axiais das barras para as cargas e calculo do valor de X

Barra Li (mm) Ni (kN) n'i Ni Lin'i Lin'i2
1 L -5v3P/3 0 0 0
2 2L/v3 10P/3 0 0 0
3 L/v3 P/3 -1/2 -1/6v3 L/4v3
4 L -4v3P/3 -V3/2 2 3L/4
5 2L/V3 -2P/3 1 -4/3v3 2L/V3
6 L -5v3P/3 -V3/2 -5/2 3L/4
7 L/v3 0 -1/2 0 L/4v3
8 2L/v3 8P/3 0 0 0
9 L -4V3P/3 0 0 0
5 2L/V3 0 1 0 2L/V3
3-
(3«3)PL/2«3 18(1+v3)L/12

B+ V3)PL iy 18(1 +V3)L ~o

2V3

X =

6° Calculo dos axiais da estrutura hiperestatica.

12

p
3

Ny= NP +X-m

Taboa A-17.4 Taboa cos axiais das barras e esquema de barras a traccion e compresion

NOi+X n'i
Barra Nei (kN) n'i X (kN) (kN) Ni (kN)
1 -5v3P/3 0 1/3 -5v3P/3 -43,25
2 10P/3 0 1/3 10P/3 33,33
3 P/3 -1/2 1/3 +P/6 1,66
4 -4v3P/3 -V/3/2 1/3 -3v3P/2 -25,95
5 -2P/3 1 1/3 -1/3 -3,33
6 -5v3P/3 -V/3/2 1/3 +3v3P/2 2595
7 0 -1/2 1/3 -P/6 -1,66
8 8P/3 0 1/3 8P/3 26,66
9 -4v3P/3 0 1/3 -4v3P/3 -23,07
5' 0 1 1/3 1/3 3,33
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Como podemos ver neste caso as diagonais e montantes si que xa traballan, inda que o seu esforzo non e moi
elevado, manténdose asi a horizontalidade do cordén horizontal inferior da celosia. Na figura inferior (A-19.10)

podemos ver o montaxe dunha maqueta seguindo os resultados de barras a tracciéon e compresidn, e se ve como

o cable inferior se mantén horizontal inda que as cargas non son iguais.
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Figura A-19.10 Exemplo de maqueta de celosia isostética invertida de barras, coas barras a compresion feitas en madeira
e as de traccion con cables.



1.2.20 Exercicio A-20. Celosia invertida con cargas superiores
Na celosia de barras articuladas da figura calcular:

Esforzo en cada unha das barras para as cargas da figura, sendo todas as barras do mesmo material, co
mesmo modulo eldstico E=200MPa. A =50cm?2. L=3000 mm. P=10kN. 8=30°

107

Figura A-20.1 Esquema da celosia invertida con cargas nos nodos superiores
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Solucioén:

1° Calculo das reacciéns nos apoios

YE, =0 Bx=0
YE, =0 A+B)—P-P=0

YMy=0 P-L+P-2L—BY-3L=0
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A3=P By=P
Figura A-20.2 Esquema da celosia cas reacciéns nos apoios
2° Calculo mediante o método dos nodos de cada un dos axiais
Nodo B
YF,=0 —Ng— Ngcosé =0
YE, =0 Ngsend—By=0
N§ =+2P  N§ =—3P
Nodo D

YFE,=0 NS— N2 =0

YF,=0 Nf—P=0

Ng =—J/3P N{=-P

Nodo F
YFE, =0 Ngcosd — N — NZcosf =0
YE, =0 N7+ Ng senf + NJsend = 0
2 =+/3P 2 =
Nodo E
YE,=0 NZ— NJcos® =0
YE,=0 NJ+ Nysen§—P=0
N3 = +2P N} =-P
Nodo A

YFE,=0 N{+ NJcosd=0
YE, =0 Njsend—Ay= 0

Ng = —V3P g =+2P



Taboa A-20.1 Tdboa cos axiais das barras e esquema de barras a traccién e compresién

Barra | Li(mm) | Ni(kN) | Ni(kN)

1 L -V3P -17 Cc

2 2L/V3 2P 20 T

3 L/v3 -P -10 c

4 L -V3P -17 C

5 2L/v3 0 0

6 L V3P 17 T

7 L/v3 -P -10 c

8 2L/V3 2P 20 T 109
9 L -V3P -17 c

En este caso, como tamén se pode ver na figura inferior (A-20.3), os corddns superiores traballan a compresion,

mentres que los inferiores traballan a traccion. As montantes traballan a compresién e a diagonal non traballa.

Figura A-20.3 Exemplo de maqueta de celosia isostatica invertida de barras con cargas nos nodos superiores, coas barras

a compresion feitas en madeira e as de traccién con cables.

Esta disposicion de montaxe e una forma de reforzar e aumentar a resistencia duna viga xa existente, mediante
a incorporacién duns montantes e un tirante inferior, transforméndoa deste xeito nunha celosia como a de este

exercicio.

Figura A-20.4 Exemplo de viga reforzada.
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2. Estruturas de nodos rixidos. Método de Cross
2.1 Conceptos tedricos
Chamaremos estruturas reticulares continuas as formadas por:

e Elementos tipo barra

e Barras conectadas entre si mediante unidéns capaces de transmitir momentos flexores, amais de
cortantes e axiais.

e Tamén poden existir puntualmente nodos articulados. 111

e Nos nodos con capacidade de transmitir momentos, as barras que concorren xiran todas o mesmo
angulo. Nese caso o nodo considérase rixido. A Figura 2-1 representa unha estrutura reticular continua
plana, na que, por exemplo, os nodos A e B son rixidos. Tamén son rixidos os C, E e F. O nodo D é
articulado.

&I\

|

ANL . _ . _. _
B,
oy
0a
(o]
D E F

S

Figura 2-1. Exemplo de pédrtico con nodos rixidos (A, B,...) no que todas as barras xiran o mesmo dngulo. O nodo D é articulado
neste exemplo

Para o célculo das estruturas reticulares continuas suporemos rixidez lonxitudinal infinita das barras, é dicir,

desbotamos as deformaciéns por N (AL) fronte &s debidas a M (f). E dicir, consideraremos que f >>> ALz 0.

Figura 2-2. Hipdtese de rixidez infinita das barras fronte a Axial (AL=0) no método de Cross (figura da dereita)
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Traballaremos asi mesmo con estruturas planas, nas que exista un plano de simetria que contén os eixos de

toédalas barras e as resultantes de tédalas cargas aplicadas. Nas estruturas planas, a stia deformada estd contida

neste mesmo plano de simetria. Neste tipo de estruturas, non se producen torsiéns nas barras.

Unha estrutura tridimensional pode estar formada por varias estruturas planas deste tipo, que chamaremos

porticos, e que se entrecruzan en distintas direcciéns, habitualmente ortogonais entre si.

Pértico de
piares e vigas
na fachada

Figura 2-3. Exemplo de estrutura de nodos rixidos, formada por dous pdrticos principais,
con forxado entrambos

2.1.1 Determinacion de Momentos Flexores (M) e cortantes (V) en barras de pdrticos

{ (L

D E F
PR
|

A B ¢

Figura 2-4. lllar barras despois do cadlculo de esforzos nos nodos
(exemplo BC na figura)

aplicando o principio de superposicion:

Para poder determinar os diagramas de
momentos flexores e esforzos cortantes nas
barras dun pértico sometido a unhas cargas
dadas, é suficiente illar as barras e cofiecer os

momentos flexores nas stas secciéns extremas.

Os esforzos axiais obterémolos formulando o

equilibrio dos nodos.

Por exemplo, illando a barra BC do pértico da
Figura 2-4, podemos cofiecer os diagramas de M

e V facendo a seguinte descomposicién, e
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Figura 2-5. Aplicacion do principio de superposicion: barra cargada suposta biapoiada (esquerda) + efecto dos momentos
adicionais nos extremos da barra (dereita)

2.1.2 Criterio de signos de M

Sobre NODOS: sentido horario + Sobre BARRAS: sentido antihorario +

Figura 2-6. O criterio de signos no método de Cross indica sentido de xiro (horario ou antihorario). Mantense o signo entre
accion e reaccion (ambas +, ou ambas -), na seccion de encontro entre a barra e o nodo

Notese que o criterio de signos definido para Cross, denota o sentido de xiro (horario ou anti-horario), polo que
difire do criterio de signos empregado en Resistencia de materiais, que denota a localizacién das tracciéns e

compresions nas fibras.

2.1.3 Coeficiente de transmision tas

Definimos o coeficiente de transmision tag dunha barra AB, que unicamente ten permitido o xiro na seccion inicial

A, e restrinxidos os desprazamentos tanto en A coma en B, asi coma o xiro en B, como:



Capitulo Il
Estruturas de nodos rixidos. Método de Cross

114

Figura 2-7. Definicidn de tag: ‘coeficiente de transmision' de A a B

Viga isostatica fundamental. Por equilibrio:

Figura 2-8. Isostatica fundamental asociada, coa ecuacion de
compatibilidade 6va=0, para o célculo da barra hiperestatica

Aplicando superposicion:

MAB

[Ty
+

Ll
M=Mas

Sva = dvai + dvaii = 0
Figura 2-9. Descomposicioén de accidns na isostdtica fundamental e aplicacién de superposicién
Calculamos SvA,i utilizando o 2° teorema de Mohr (supofiemos E-| = cte).

Caso i):

*B=L M, px _—1[MABx2]L_ Myl

Svai = Sargs = f £l YT E| 2 2El

Xa=0



Caso ii):

=Ly, x x Ve [xT  Vapl?

val AT ) o EI EI[3] ~ 3EI
Por tanto:
MABL2 VABL3 VABL MAB 3 MAB

Soq = — B g A Ay =24

va 2EI 3EI 3 2 A8 2L

Igualando coa expresién [1]:

Ryp =Vyp = 312W215 = —MABIMBA = Myp + Mgy = $Pap N;AB
3 2 1 Mg,
(E —E) Myp = Mpy = Mgy = EMAB = _MAB

1
2
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A relacién Mga / Mag denominaselle ‘coeficiente de transmisién de A a B’, e por tanto, para secciéns de E-l

constante, o seu valor é:

Mgy 1

tap = —
BT s 2

2.1.4 Rixidez 6 xiro (Kas): caso de extremo B perfectamente encastado

Definimos rixidez 6 xiro (Kag) da barra AB da Figura 2-10, como:

Figura 2-10. Definicion de rixidez 6 xiro dunha barra que sé pode xirar no extremo A (resto de deformaciéns de A e de B

restrinxido)

En barras de E - | constante:

4E]
Kan =
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Demostacién. Utilizando o 1° teorema de Mohr:

/M\Aj‘ i) B i)
B
‘Bmmmmmemmmnn Fo
L
+
[l
M=Mag
Oa = Oa, + Oaji
Figura 2-11. Descomposicién do célculo do xiro en A aplicando superposicién
Mgl —Vap-L-L
04 = %Z Opii = %
Por tanto:
Mgl Vagl? L L (Myp + Mg,
o= tasl Vel Ly L(as + Mo
El 2EI El 2 L
Como: MBA = tAB . MAB = %
2M M
o Ly (ot L (M 3MAB)
AT EI\ T4 2 T EIV 4
L M
0, = . AB
El 4
Substituindo na definicién de Kas:
Kup = Map — Map 4pp ; de onde, para E'l = cte:

04 Myp L



2.1.5 Rixidez 6 xiro (K'as): caso de extremo B articulado

A rixidez 6 xiro (K’ag) do extremo A dunha barra AB, articulada en B, definese como:

’
M'ag M’5,=0
M’ g A B
e [+ e .
K p = . /)6a O g -------
AB . o
b, 2% .
Figura 2-12. Definicién de rixidez 6 xiro en A (K’ag), cando B pode xirar 117

Onde M'ag € 0 momento que hai que aplicar na seccién A para que xire un angulo 6, mentres B xira libremente.
0a = 0ag é 0 dngulo [radidns] que xira o extremo A da barra AB baixo a accidn de M'ag (0s #0).

Vexamos que relacion hai entre Kas y K'as:

=
S
[Ss)
I
-
>}
~
=
I
=
[+
o~
o
S
—

Demostracién:
Para que a viga (0) da Figura 2-12, sexa igual @ suma das vigas (1) e (2) da Figura 2-13, aplicando superposicion:

M M t..M

MAB1 MBA1 BA2=- ' 'BA1=" "AB" ' AB1
m (1 ) Kag, tas § 2 (2) Kga, taa VB\
_T[eA_ ................. E\ + 4Z._._._._._-_._-_.65\‘_;7

Lo Magi=Mgy, M _ -t M t,.t .M

AB2= BA" ' BA2¥"BA" AB"  AB1

Figura 2-13. Descomposicién en (1) e (2) de (0) en aplicacién do principio de superposicion

[1] M’AB = IVIABl + |\/IABZ

[2] M, =0>M_ +M__=0>M__ =-M

BA2 BA2 BAl

Polo tanto, de [1]:

M6 = Mgy~ tan T Mgy

Dividindo todo por eA:

Miap _ MaB1 _ £t MaB1
04 04 AB  “BA 04
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Por tanto:
[
K'ap = Kap - (1 — typ - tga)
Si se tratara dunha barra de E - | constante, verificase que:

1
1. tAB :tBA :E

4EI
118 2. Kup = —
L
4EI 1 1
Polo tanto, neste caso: K'yp = — - (1 —=- =
L 2 2

E dicir, si E - | é constante:

2.1.6  Rixidez 6 xiro (K”a): caso de barra en ménsula

Neste caso, o extremo B estd libre, mentres se aplica en A o flexor Mag que fai que esta seccion xire. A rixidez 6

xiro do extremo A definese da mesma forma que nos casos anteriores:

K" MAB ] -
AB — N

Osp %B
y (‘ =0

AB

Figura 2-14. Definicion de rixidez 6 xiro na seccidn de arranque A dunha ménsula

Como se trata dunha ménsula, o extremo B, 6 estar libre, non opdn resistencia ¢ xiro, e a barra permaneceria

xirando recta, sen estar equilibrada, un angulo 6 que tenderia a infinito. Polo tanto, neste caso:

X
.
%

|

|E
S
&
I

S



2.1.7 Equilibrio e xiro nun nodo rixido, sen translacion

Un pértico plano atépase en ‘Estado Fundamental’ cando os seus nodos non sofren desprazamentos lineais,
sendn unicamente xiros. Dise neste caso que a estrutura é Intranslacional. As estruturas coas que traballaremos

nos exemplos que se desenvolveran mais adiante, en principio seran deste tipo.

Neste sentido é preciso lembrar que partimos da hipétese de que as barras non varian de lonxitude (AL = 0) polo

esforzo axial. E dicir, consideraremos solo a deformacién transversal da barra por flexién, e non a do seu axial.

Consideremos a estrutura da Figura 2-15, formada en xeral por N barras, todas concorrentes no nodo rixido A,
que esta sometido a un momento externo Ma. 119

Desbotando as deformacidns lonxitudinais das barras debidas és axiais, fronte as de flexion, péddese admitir que

o nodo A non experimenta translacion, sendn so6 xiro, baixo a accion de Ma.

/!
1"y

o=
B\ 4
\ v .
\ , /./ \\\‘\ﬁpﬁ
N % LR
\QAC." R4 C} ! Se
);\/ N {Z\fﬂo
e\ﬂé‘*\\’__;--—"‘” V}j e’o
AL Van S T, /o
/ M\ MAN\ %3
/‘\Y,GANA Ny ) kS A
A N Nay =7 o9
/ ; N
~/. l \’
/ D
./.
7
=IN

Figura 2-15. Nodo rixido A sometido a un flexor externo Ma
Tras actuar Ma, as barras deférmanse ata acadar de novo o equilibrio. Illamos o nodo A (Figura 2-15) e

establecemos o seu equilibrio de momentos.

Tomando equilibrio de momentos dende o nodo A, tendo en conta que os axiais Naj son concorrentes en A, e que
a distancia entre os cortantes Vi e 0 nodo A son infinitesimais, resulta que os momentos de ambas solicitacidons

son nulos ou depreciabeis, e polo tanto no equilibrio sé intervefien os momentos:

Ma=Muap+ Mac+ ...+ May

MA:ZMAi

i=B
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0 valor dos momentos de extremo das barras no nodo A, Ma;, calculase resolvendo o seguinte sistema de

ecuacions:

® Por ser A un nodo rixido: Ga= Gac= ... = G an

® Por equilibrio do nodo A:

M, :ZMAIT

120 i=B
(\/I/VIBA MCA
///\B /’S 0 ) MAB _MAC . =MAN
A /'/C/ AL KAB Kyc Kan
\A ./'
\ ‘ 7 Por tanto.

\ i e
\ v _ Mag + Mac + - + My
Ons \ M .‘\em Al KAB+KAC+.“+KAN

W\ MMy [
) Yt
N MA
Oai =

" 2N K
NK
A Al
Mo S| NN
-/\_2}\1 AD N\ KAi
Y A N My; = My
/' \ N D Z KAl
./.
/ r Kai
y Chamando: Ay a—
4 AL SN KA
1/
z4 N
o Temos que: My; = 14; - My
I\/INA
Figura 2-16. lllamos do nodo A as barras concorrentes neste 3 , . ,
nodo Onde a rai denominaselle ‘coeficiente de reparto’ da
barra Ai no nodo A.
Notacion:

Mai: momentos repartidos

rai representa a proporciéon do momento Ma aplicado 6 nodo que se distrible entre as seccidns extremas de

cada barra, a carén do nodo.



Asi mesmo:
M =M -t =r-M:-t
BA AB AB AB A AB
M =M t =r M-t
CA AC AC AC A AC

.M =r-M-t
NA AZ A AN

MiA: momentos transmitidos
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2.1.8 Estruturas translacionais. Estados paramétricos. Orde de Translacionalidade (OT)

Como se indicou anteriormente, nos exemplos que se desenvolven nos seguintes apartados deste capitulo,
dedicado 6 método de Cross, traballaremos en xeral con estruturas intranslacionais. Lémbrase que este tipo de
estruturas caracterizanse porque os seus nodos sé poden xirar, pero non desprazarse linealmente (translacién).
0 método de resolucion de este tipo de estruturas intranslacionais é o que corresponde 6 denominado estado

fundamental, no que intervefien os xiros dos nodos.

Para considerar os efectos das translacions, seria preciso considerar os denominados estados paramétricos (a
diferencia do estado fundamental, pode haber varios estados paramétricos). O nimero de estados paramétricos
ven dado pola Orde de Translacionalidade (OT) do pértico. O estado real serd a suma (superposicion) do estado

fundamental mais todos os estados paramétricos.

Para o calculo da orde de translacionalidade podemos empregar a seguinte ecuacion:
OT= 3b-v-3N(n-1)2- 3 Coaccidns externas

b=n° total de barras de la estrutura

v=n° de ménsulas da estrutura

N: n° de nodos en los que concorren “n” barras

n: n° de barras que concorren no nodo

Coaccidns externas (4 translacion, sen contar xiros):

Para que unha estrutura sexa instraslacional unha condicién necesaria é que a sua orde de translacionalidade,
calculada pola férmula anterior, sexa cero. Non obstante esta condicion pode non ser suficiente en moitos casos.
Para que sexa intranslacional debemos asegurarnos de que todos os desprazamentos lineais (translacions) dos

seus nodos estan impedidos, si desbotamos as variacions de lonxitude das barras.
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2.2 Problemas de estruturas de nodos rixidos

2.2.1 Exercicio R-1. Pértico de 3 alturas. Cdlculo orde de translacionalidade

No pértico de nodos rixidos da Figura 2-17, calcular o orde de traslacionalidade e engadir os apoios necesarios
para que deixe de ser translacional.

122

Figura 2-17. Pértico de 3 alturas: modelo (esquerda) e maqueta (dereita)



Solucién:

Para o calculo da orde de translacionalidade empregamos a ecuacion explicada

na introducion:

OT=3b—v—3YN-(n—1).2—-YCoacibéns externas

OT=3-0-0-34-3-1).2-¥2-2—-1).2-Y4=3
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Figura 2-18. Identificacidn
do n° de barras
concorrentes en cada nodo

Imos analizar e bloquear cada unha das posibles translaciéns do pértico

1) Segundo podemos ver na Figura 2-19 (a), a primeira translacion prodlcese no primeiro nivel do pértico. Para
bloqueala poremos un apoio articulado, desprazable no sentido vertical, como se ve na Figura 2-19 (b). No caso
da maqueta poremos un arriostramento con cables para impedir o desprazamento horizontal do primeiro nivel

do pértico.

Figura 2-19. Estrutura translacional de orde 3: 12 translacion (a) permitida, (b) impedida

2) Segundo podemos ver na Figura 2-20 (a), o segunda translacion prodtcese no segundo nivel do pértico. Para
evitala poremos, como se ve na Figura 2-20 (b), un apoio articulado fixo s6 no sentido horizontal nese nivel. No
caso da maqueta engadiremos un arriostramento con cables para impedir o desprazamento horizontal do

segundo nivel do pértico.

Figura 2-20. Estrutura translacional de orde 3: (a) 22 translacion permitida, (b) 12 e 22 translaciéns impedidas
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3) Segundo podemos ver na Figura 2-21 inferior (a), a terceira translacionalidade produtcese no terceiro nivel do
pértico. Para impedila poremos, como se ve na Figura 2-21 (b), un apoio articulado fixo no sentido horizontal
nese nivel. No caso da maqueta poremos un arriostramento con cables para impedir o desprazamento horizontal

da terceiro nivel do pértico.

124

Figura 2-21. Estrutura translacional de orde 3: (a) 32 translacion permitida, (b) 12, 22 e 32 translaciéns impedidas



2.2.2 Exercicio R-2. Portico de 2 alturas, duas plantas. Cdlculo orde de translacionalidade

No pértico de nodos rixidos da Figura 2-22, calcular a orde de translacionalidade e engadir os apoios necesarios

para que deixe de ser translacional.
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Figura 2-22. Pértico de 2 alturas e ddas plantas: maqueta (superior) e modelo (inferior)
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Solucién:

Para o calculo da orde de translacionalidade empregamos a ecuacion explicada na introducién:

OT=3b—v—-3YN-(n—1).2—YCoacibén externas

0T =3-0-0-33-(3-1).2-%1-2-1).2-Y1-(4-1).2-Y5=3
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Figura 2-23. Identificacion do n° de barras concorrentes en cada nodo

Imos analizar e bloquear cada un dos posibles desprazamentos lineais dos nodos do pértico

1) Segundo podemos ver na Figura 2-24 (a), o primeira posibilidade de desprazamento lineal dos nodos,
prodicese no primeiro nivel do poértico. Para bloquealo poremos, como se ve na Figura 2-24 (b), un apoio
articulado desprazable no sentido vertical. No caso da maqueta poremos un arriostramento con cables para

impedir o desprazamento horizontal da primeiro nivel do pértico.

Figura 2-24. Estrutura translacional de orde 3: 12 translacién (a) permitida, (b) impedida

2) Segundo podemos ver na Figura 2-25 (a), a segunda translacionalidade prodtcese no segundo nivel do pértico.

Para evitalo poremos un apoio articulado desprazable no sentido vertical nese nivel, como se ve na Figura 2-25



(b). No caso da maqueta poremos un arriostramento con cables para impedir o desprazamento horizontal do

segundo nivel do pértico.
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Figura 2-25. Estrutura translacional de orde 3: (a) 22 translacién permitida, (b) 12 e 22 translaciéns impedidas

3) Na Figura 2-26 (a), podemos ver a terceira posible translacién dos nodos do pértico, que se produce nos nodos
do nivel superior. Para evitar este desprazamento poremos un apoio articulado desprazable no sentido vertical
nese apoio, como se ve na Figura 2-26 (b). No caso da maqueta poremos un apoio fixo articulado para impedir o

desprazamento horizontal dos nodos superiores.

Figura 2-26. Estrutura translacional de orde 3: (a) 32 translacién permitida, (b) 12, 22 e 32 translaciéns impedidas
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2.2.3 Exercicio R-3. Pértico de 2 vanos, diferentes alturas. Cdlculo orde de translacionalidade

No pértico da Figura 2-27, calcular a orde de translacionalidade e engadir os apoios necesarios para que deixe
de ser translacional.
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Figura 2-27. Pértico de 2 vanos e diferentes alturas: maqueta (superior) e modelo (inferior)



Solucién:

Para o calculo da orde de translacionalidade, empregamos a ecuacién explicada na introducién:
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Figura 2-28. Identificacion do n° de barras concorrentes en cada nodo

OT=3b—v—-3YN-(n—1).2 —YCoacibén externas

0T=36-0-Y1-3-1).2-%3-(2-1).2-X6=2

Imos analizar e impedir cada unha das posibles translaciéns dos nodos do pértico

1) Segundo podemos ver na Figura 2-29 (a), o primeira posible translacion prodticese no primeiro nivel do poértico.
Para impedilo poremos un apoio articulado desprazable no sentido vertical, como se ve na Figura 2-29 (b,
dereita). No caso da maqueta poremos un arriostramento con cables para impedir o desprazamento horizontal

da primeiro nivel do pértico.

Figura 2-29. Estrutura translacional de orde 2: 12 translacion (a-esquerda) permitida, (dereita) impedida

2) A segunda posibilidade de translacion dos nodos, prodicese no segundo nivel do pértico, como podemos ver

na figura inferior (a). Para impedila debemos pofier nese nivel, un apoio articulado, desprazable no sentido
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vertical, como se ve na figura (b). No caso da maqueta poremos un arriostramento con cables para impedir o
desprazamento horizontal do segundo nivel do pértico.
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Figura 2-30. Estrutura translacional de orde 2: (a) 22 translacion permitida, (b-dereita) 12 e 22 translacions impedidas

Nota: compdrese este modelo co do exercicio 2.2.11



2.2.4 Exercicio R-4. Estrutura de 1 nodo rixido

No nodo A da estrutura inferior actia un momento externo Ma que desequilibra o nodo e o fai xirar, deformando

as barras. Pidese calcular os momentos flexores das secciéns das barras no nodo A debidos a Ma.
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Figura 2-31. Estrutura de 1 nodo rixido (A)
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Solucioén. Calculamos rixideces 6 xiro e coeficientes de reparto no nodo A:

Nodo A
Rixideces 6 xiro (K) Coeficientes de reparto (r)
4E21 8EI
AB = T - 8
L __L _°_
s = 757 = 77 = 04706
L
4E1
Kye = e % 4
Tac = W = ﬁ = 0,2353
L
Kao = T _3
Tap = Tog7 = 7= 0,1765
L
4E1 2EI
AE = o1 . 2
2L —_L _Z_
™as = 7757 = 75 = 01176
L
= 17LE’ a5 + Tac + Tap + Tap = 1,0000

lllando o nodo das barras, nas seccions de unién apareceran momentos de accion e reaccion (Max), que viran
dados polos coeficientes de reparto no nodo A:

Figura 2-32. Nodo A illado das barras nas seccién de encontro entre barras e nodo. Momentos accidn-reaccion



Momentos Max

Momentos transmitidos

MAB = _0,4706MA

MBA = _0'2353MA

MAC = _0’2353MA

MCA = _0,1176MA

MAD = _0,1765MA

MDA:O

MAE = _0,1176MA

My, = —0,0588M,

ZMAX = _1,0000 . MA
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Neste exercicio, podemos observar como a barra mais rixida AB ¢ final e a que mais momento absorbe, mentres

que a menos rixida AE, é a que menos momento absorbe. Como vemos a rixidez 6 xiro no nodo de cada barra

depende da sua lonxitude, inercia, material e tipo de apoio no lado contrario o nodo.
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2.2.5 Exercicio R-5. Portico de 3 barras

Para o pértico de unidns rixidas nos nodos da Figura 2-33, que ten en todos os perfis a mesma seccion de 15x4

mm, en aceiro S235 e para unha carga P=30N situada a unha distancia d=100 mm da unién C, calcule:
a) Orde de translacionalidade do pértico. Indicar que ocorreria de non existir o apoio externo na unién B.
b) Valor dos momentos nos extremos das barras para o pértico

c¢) Calcular o valor da reaccién no apoio B

134 d) Calcular o diagrama de momentos das barras do pértico, atopando o valor do momento méximo de cada

barra.

Figura 2-33. Pértico de 3 barras

Figura 2-34. Exemplo real de pértico de 3 barras



Solucién:

a) Segundo o explicado en teoria, para o calculo da orde de translacionalidade imos empregar a seguinte

ecuacion:

OT= 3b-v-3N(n-1)2- 3 Coaccidns externas

Sendo:

b=n° total de barras de la estrutura

v=n° de ménsulas da estrutura 135
N: n° de nodos en los que concorren “n” barras

n: n° de barras que concorren no nodo

Coaccidns externas (4 translacion, sen contar xiros):

Para este caso: OT= 3-3-0-25¢(2-1)2- 5=0

Este portico serd intranslacional, posto que a sua orde de translacionalidade é cero, e todos os desprazamentos

lineais dos seus nodos estan impedidos, desbotando as variaciéns de lonxitude das barras.

De non existir o apoio B, a orde de translacionalidade seria de 1, xa que na férmula anterior haberia 4 coacciéns

externas en lugar de 5. Nese caso, a posible translacién do pértico seria a seguinte:

Asumindo que as barras son invaridabeis en lonxitude, os
desprazamentos horizontais dos nodos B e C serian sempre

iguais.

b) As etapas do célculo polo método de Cross, son as seguintes:

I Descargamos a estrutura
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Il Blogqueamos o xiro en tédalas uniéns que sexan rixidas (as articulacions non lles bloqueamos o xiro). Na

figura inferior represéntanse simbolicamente as secciéns bloqueadas dos nodos como se estiveran

fixadas mediante unha placa.
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Il Cargamos a estrutura

IV.  Calculamos os momentos flexores que aparecen nos extremos das barras cos xiros bloqueados nas

unioéns rixidas. Estes flexores chdmanse Momentos de Encastamento Perfecto (ver tdboa ¢ final deste

capitulo). A Unica barra cargada é a BC. Nesta barra:

Pab? _

. . 2
+ 200 — 4519 N - mm

MgC = + L2

Pab® 30 - 100 - 350°
M = — =  ————— — _1815N -
cChD =~ , T 2 == mm
L 450

V. Equilibrado dos nodos.

4502

Equilibraremos os nodos de un en un, procedendo a liberar o xiro. Cando un nodo estea liberado, os demais

permanecen co bloqueo que tifian, para manter as condicions iniciais de calculo das rixideces. Nesta etapa

necesitaremos tamén os coeficientes de transmisién. Coas primeiras obtemos os coeficientes de reparto:



4E] Lsc, E, | =\ CBt
Kpp = 7— N
LBA | §
-1
tsa = /2 M
Les, E |
K 4E]
BC T Lpe 137
ton =1 / MBA
BC = /7
K 4E1
CB =7
Lep -
W)
_1 3
tes =/ -
K 4E]
co =7
LCD i
A
1 /117,
tep = /2 M
AB,t
Mot v
Figura 2-35. Descomposicion do pértico en barras para cdlculo de Kij e tij
Resumido na seguinte tdboa, temos os valores de rixidez ¢ xiro:
Nodo B
Barra BA K. = 4EI 4E1 3
BA = 300 _ 300 _°2_
300 Tea = T0ET = T = 0,6000
450
Barra BC Koo = 4E1 4EI )
BC = J&n _ 450 _ 2 _
450 Tac = 7ggr = 5 = 04000
450
Sumas Nodo B _ 10£1 Tga+ T3¢ =0,6+0,4 =10
€7 450
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Nodo C
Barra CB Koo = 4E1 4E1 )
CB — ,en _ 450 —
450 Tes = 7gpr = 5 = 04000
Barra CD e 4E1 e
0 = 300 300
300 =220 — —
Tep = 30pr = 5 = 06000
450
Sumas Nodo B _ 10E1 Teg+ 1op =04+06=10
€7 450
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de cada seccion extrema das barras, sobre o esquema da estrutura de partida, antes de comezar co equilibrado

de nodos en sucesivas iteracions.

Para o equilibrado de nodos, seguimos os seguintes pasos:

I Para establecer a secuencia de equilibrado, escolleremos en cada iteracién o nodo co maior valor

absoluto do sumatorio de momentos actuantes. Nese nodo, e unicamente nel, permitiremos o xiro.

Neste caso o nodo mais desequilibrado é o C. Os momentos de encastamento perfecto sobre as
secciéns extremas das barras xeran, por accion e reaccién, un momento igual e de sentido contrario nas

mesmas seccions dos nodos. Ambos momentos teran o mesmo signo tendo en conta o criterio do

método que temos definido.

Figura 2-36. Sentido positivo dos momentos flexores en nodos (esquerda) en barras (dereita)

Separando as barras do nodo, e tendo en conta que os momentos de encastamento perfecto refirense

as barras, 0 M que desequilibran o nodo C sera: -1815 kN-m, negativo, por tanto sentido horario sobre

segundo criterio do método de Cross

Unha vez calculados os coeficientes de reparto e os momentos de encastamento perfecto, anotamolos a carén

a barra e antihorario sobre o nodo, ambos co mesmo signo de Cross.

-1815

J (H

Figura 2-37. Momentos iniciais no extremo das barras cos xiros bloqueados




O permitir o xiro no nodo, deformaranse as barras, deixando de ser rectas. O deformarse o material
(alargarse nunhas zonas e acurtarse noutras) aparecen tensions nas seccions. Estas tensions dan como
resultante un momento (repartido) por cada barra que acomete 6 nodo, e que contrarresta 0 momento

anterior, equilibrando o nodo, ata que >Mcnodo=0

1815 1815 Para o equilibrio (nodo C), aplicamos o concepto

5 : )) (C de coeficiente de reparto:

26 726 W

+1089 Mcs = -rcs - (-1815) =-0'4 - (-1815) = +726 kN'm

Mcp = -feo - (-1815) = -0'6 - (-1815) = +1089 kN-m

+1089 S

E preciso ter en conta que os momentos

equilibrantes sempre se opofien 6 xiro, e por tanto

cambian de signo.

Para os momento equilibrantes (ou repartidos), no
Figura 2-38. Equilibrado do nodo C (2M¢=0) .

esquema empregaremos unha cor propia (negro
neste caso) e marcarémolos cun punto (ver Figura 2-39). Unha vez que se equilibra o nodo, detense o

seu xiro, e procederemos a bloquealo de novo nesta posicion.

Figura 2-39. Momentos repartidos en C tras equilibralo

Para que os coeficientes de reparto anteriores (0’4 e 0'6) sexan validos, os vinculos nos extremos
opostos das barras deben corresponderse cos supostos para o célculo das rixideces no nodo C. Por iso
deixamos o nodo B bloqueado 6 xiro mentres equilibramos C. O nodos D estd encastado co exterior e
non vai xirar en ningun instante. Como se mencionou antes, este é o motivo polo que, para poder usar os

coeficientes de reparto calculados, s6 podemos desbloquear o nodo que estamos equilibrando, mentres

o resto permanece cos bloqueos iniciais.
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Desta maneira, despois de equilibrar C, nos extremos opostos B e D das barras conectadas, aparecen
momentos que impiden o xiro (momentos transmitidos). Eses momentos poden obterse mediante o
concepto de coeficiente de transmision. Se o extremo oposto ten o xiro impedido, recordemos que se
transmitira 6 longo da barra a metade do momento (t=1/2) en barras de E-| constante, e co mesmo signo

por ser t sempre positivo. Se o lado contrario estd articulado non se transmitira ningiin momento
Para que B non xire mentres o fai C, aparecerd por tanto en B o seguinte flexor:

M =t _-(+726) = 0'5 - (+726) = +363 kN-m
BC CB
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Do mesmo modo, para que D non xire canda C, ten que aparecer en D un momento que se obtén mediante

o coeficiente de transmisién tep = %

M_=t_-(+1089) = 0'5 - (+1089) = +545 kN-m
DC CD

Para os momento transmitidos empregaremos unha cor propia (azul neste caso) e marcarémolos con

dous puntos (..).

Cada vez que o nodo estea equilibrado,
pasarémoslle unha lifia recta en cada seccidn,
indicando que todos os momentos existentes ata

esa lifia, suman cero.

Agora o nodo C quedou equilibrado, e deberemos
pasar a equilibrar o seguinte nodo, escollendo de
novo o que tefia o maior momento total pendente

de repartir, en valor absoluto.

Neste caso, o seguinte nodo seria o B, no que o
flexor pendente é de +519+363=+882.
Figura 2-40. Momentos transmitidos polo equilibrado de C Procedemos a repartilo entre as ddas barras que
o forman, segundo os coeficientes de reparto correspondentes. Temos de novo en conta que os

momentos equilibrantes terdn sempre signo contrario 6 flexor desequilibrado.

A continuacion, transmitiranse os momentos
correspondentes ata o extremo oposto das
barras. De novo recordamos que si o extremo
oposto estd bloqueado (ou é un engaste
externo) o coeficiente de transmision é % neste
caso de E‘l constante, e sempre conservando o
mesmo signo. Si o lado contrario é articulado,

non se transmitirad nada.

Agora o nodo B quedou equilibrado, o que
indicamos cunha raia despois de cada flexor

que pecha o equilibrio. Figura 2-41. Equilibrado do nodo B

(2M5=0)



Si

Esta nomenclatura de un ou dous puntos, e de raias, permite repasar facilmente os calculos en caso

necesario, identificando a que corresponde cada valor.
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Figura 2-42. Momentos transmitidos 6 equilibrar B

Para a seguinte iteracién, escolleremos de novo o nodo con maior momento total pendente de equilibrar
(repartir), é dicir o nodo C, con -177, que volveremos a desbloquear 6 xiro, para proceder a equilibralo. Os

nodos A e D non van poder xirar nunca, por seren vinculos externos que sempre van estar encastados
A orde de equilibrado de nodos 6 xiro desde que comezamos o proceso, é a seguinte:
ORDEN: C-B-C-B-C-B...

0O método de Cross é aproximativo mediante iteracions sucesivas, no que os momentos que
desequilibran os nodos son cada vez mais pequenos. Estes momentos poden ser tan pequenos como
se desexe, polo que se poderia seguir o equilibrado ata o infinito. O limite de iteracidns serd posto dunha
forma razoable. Neste caso partimos de momentos con valores enteiros, e adoptamos o criterio de
realizar as iteracions de Cross sen decimais. No instante no que os flexores desequilibrantes (a repartir)
xa non fosen un ndmero enteiro, deteremos o proceso. Non realizaremos a transmision dos ultimos
momentos  repartidos, para non deixar
desequilibrado ningtin nodo. Isto sucede no nodo
B, polo que unha vez realizado este Uultimo
equilibrado, xa non transmitimos mais momento

a través das barras, e detemos as iteraciéns.

traballaramos por exemplo con 1 decimal, o limite
poderia ser cando comecemos a traballar s6 co
segundo decimal. Isto dependerd da orde de

magnitude dos valores dos momentos.

Unha vez detido o proceso de equilibrado

sucesivo, haberd que sumar todos os valores

Figura 2-43. Secuencia completa de equilibrado de nodos
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(incluido o momento inicial, si é que o habia) de cada columna.
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Figura 2-44. Resultado final do proceso de equilibrado de nodos

Co resultado obtido e seguindo o convenio de signos adoptado, podemos debuxar cada barra co valor e sentido

de xiro dos momentos nos extremos. O sentido dos momentos danolo o seu signo de Cross:

Figura 2-45. Flexores nas seccidns extremas das barras,
indicando o sentido de xiro a partires do signo de Cross

c¢) Calcular o valor da reaccion no apoio B
Amais do momento calculado por Cross, todas as barras tefien o seu cortante e esforzo axial correspondente.

Por equilibrio de forzas verticais nos nodos, por exemplo o B, o cortante Vgc do nodo B da barra BC é igual 6
esforzo axial Nga do nodo B de la barra BA (ambos esforzos son verticais), e asi 0 mesmo co resto de cortantes

e axiais de cada nodo.
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Figura 2-46. Diagrama de sélido libre das barras para obter os axiais e cortantes a partires do equilibrio das barras

Si realizamos unha andlise do equilibrio do nodo B (na Figura 2-47 representase illado, con fondo amarelo),
terfamos que a reaccion Rg, deberia estar en equilibrio co axial Ngc e o Cortante Vga (por equilibrio de forzas

horizontais no nodo). Para obter Rg, imos calcular o valor de Ngc e Vga.

Figura 2-47. Obtencidn da reaccidn Rg por equilibrio do nodo B

Na barra BA tomamos momentos respecto de A, e asi obtemos o valor de Vga
ZMA =0=552+276— Vg, -300

VBA = 2,8N

Na barra BC, por equilibrio de forzas horizontais, o axial Ngc debe ser igual en médulo 6 Ncs. Pero amais o axial
Ngc € igual 6 cortante Vep, por equilibrio de forzas horizontais no nodo C. Para calcular o valor de Vcp, imos facer

sumatorio de momentos da barra CD respecto 6 nodo D:
ZMD =0=1199 + 600 — V¢ - 300

Vep = Ngc = 6,0 N
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Facendo equilibrio das forzas horizontais no nodo B, temos que o valor da reaccién Rg sera:
Rg = Vpa — Npc
R =28-6,0=-32

0 signo negativo no resultado, indica que, realmente a reaccién sobre
0 apoio externo vai en sentido contrario 6 suposto (iria en realidade

cara a dereita na figura Figura 2-48).
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Figura 2-48. Detalle do equilibrio do nodo B

d) Calcular o diagrama de momentos do pértico, achando o valor do momento méximo en cada barra.

P=30N

Figura 2-49. Diagrama de sélido libre para obtencién dos cortantes nos extremos, por equilibrio das barras

Primeiro calculamos o valor dos cortantes na barra BC. Para elo faremos equilibrio de momentos desta barra,

respecto primeiro a B e despois respecto a C.

_ 552-1199+30-100
Bc — 450

=523N

Vep = 30 — 5,23 = 24,77N

Unha vez temos o valor dos cortantes e dos momentos da barra BC, xa podemos calcular, por resistencia de
materiais, o diagrama de momentos desta barra. O diagrama das barras AB e CD 6 non ter forzas externas

aplicadas 6 longo delas, o diagrama é lineal entre os valores de momentos extremos.

M(x) = —552 + 5,23x; para x=350 mm -> M=1278 N-mm
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1278

Figura 2-50. Diagrama de flexores do pdrtico (o diagrama esta debuxado do lado no que se atopa a traccién)

Momento maximo BC (centro): 1278 N.mm

Figura 2-57.a) Pértico cos nodos rixidos e bases encastadas, sen carga aplicada. b) Deformacién do pértico cando se lle aplica
unha carga vertical na viga horizontal do pdrtico
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Vexamos agora que sucederia se as barras que acometen 6s nodos B e C estivesen articuladas.

Neste caso nos extremos B e C os momentos son nulos. Polo tanto a obtencion do diagrama de momentos desta

barra (a tnica que ten carga en toda a estrutura) é inmediato 6 tratarse dunha viga biapoiada:
_ 30-100
BC = " ze50
Vep =30 —6'67 = 23'33 N
Mypsr = 6'67 - 350 = +2333 N - mm = Myopay,

=667 N
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Mmsx=2333 N-mm
Figura 2-52. Diagrama de flexores da barra BC biarticulada

Si no diagrama anterior descontamos os momentos nas seccions dos nodos B e C, cando son rixidos no
enunciado inicial, e movemos a orixe de coordenadas do diagrama de momentos a recta que une a base destes

flexores, os diagramas nos dous casos resoltos tamén se poderian representar asi:

Recta orixe de
momentos con B
e C articulados

350-mm 100mm _

B
d
L

552 Nomim bgpozoc- - mm oo 2333
1199 N-mm
N-mm

Recta orixe de
momentos con
B e C rixidos 1278 N-mm

Figura 2-53. Comparacion da redistribucion do diagrama de flexores ¢ articular B e C



0 pasar de nodos rixidos a articulados, prodicese unha ‘redistribucién’ do diagrama de momentos flexores, pero

a altura total do diagrama non varia:
a =552N-mm

1199 — 552

c=1278 N -mm

Moty =a+b+c=552+503+1278 = 2333 N-mm
147
Miotal € igual 6 momento méximo isostatico (biapoiado).

Como podemos observar, no caso de ser os nodos extremos articulados, a viga horizontal ten que soportar un
momento flexor de 2333 N-m, sendo ela sola que ten que facerse cargo dos esforzos flexores debidos a carga
P. Pola contra no caso do pértico con nodos rixidos, os momentos debidos a carga P son soportados polas tres
barras que forman o pértico, e polo tanto o momento méaximo que debe resistir a viga horizontal, € de 1278 N-m,

sendo necesario unha viga horizontal moito mais pequeno e sendo un pértico cos esforzos mellor repartidos.

Figura 2-54. a) Pértico cos nodos articulados e bases encastadas, sen carga aplicada. b) Deformacién do pértico cando se lle
aplica unha carga vertical na barra horizontal superior
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2.2.6  Exercicio R-6. Pértico de 3 barras. Incremento de inercia no lintel.

Vexamos agora que sucede no exercicio anterior si en lugar de que todas as barras tefian 4 mm de espesor

(canto):

a) A barra horizontal superior ten unha seccién na que o canto é de 10 mm, mentres o resto de barras
conservan esta dimension en 4 mm. O resto dos pardmetros de cdlculo (luces, médulo eldstico,...) e a

carga P=30 N son as mesmas que antes.
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10 mm

Figura 2-55. Esquema do pdrtico co lintel BC de elevada inercia

Solucion. Coeficientes eldsticos:

Nodos By C
Inercia BA = Inercia CD 15 - 43
Igg = ———=80mm* = I
12
Inercia BC = Inercia CB 15-10%
Igc = = 1250 mm* = Igp
Barra BA = Barra CD _ 4E-80 N 4E 80
BA = “ann — Bep _ 300 _ _
300 T4 = 75 1370 = %0876 = 1p
450
Barra BC = Barra CB 4E - 1250 4E 1250
Bc= —en = Kes 450
4 =_49 _ =
50 Tsc = 75 1370 = 09124 =71¢p
450
Sumas Nodo B =C 4E 1370 Tga+ Toe = 1,0 = 1op + 703
Ko =50 e




-226'94

+148'98
====== +0'22.
-0'48. -0'24..
+0'53.. +1'05
-1'15.
-2'31.
+2'53 +5'06
-5'54..
-11'08.
+12'14.. +24'29. 149
-26'62..
-53'2.
+58'3.. +116'69.
-127'89..
-255'8.
+280'3.. +560'69.
-1229. > -614'5..
+828.. < 51656,
+519 -1815
09124 t=1/2 09124
0'0876 0'0876
-117'99. _+158'98.
T 0456, +53'83.
511 +11°20.
T 106 +2'33.
7822 [M en N-mm] 70485,
-0'046. _+0101.
-148'98 _+002_
=12 +226'94
t=1/2
-58'99.. +79'49.. i
-12'28.. +26'91..
-2'56.. +5'60..
-0'532.. +1'166..
-0111.. +0'243..
-0'023.. +0'051..
—7449 +0'0105
+113’5

Figura 2-56. Secuencia completa de equilibrado de nodos
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Figura 2-57. Diagrama de sdlido libre das barras, para obtencién dos cortantes

. 148'98 — 226'94 +30-100 _ 6493 N
BC ™~ 450 -
Vep = 30 — 6'493 = 23'507 N

Mypse = 6'493 - 350 — 14898 = 2123’57 N - mm

Figura 2-58. Comparacién entre os diagramas de flexores do
problema anterior (amarelo) e o actual (laranxa)

Momento maximo BC (centro): 2123 N.mm




O Diagrama redistribuido de momentos na barra BC queda neste caso:

Recta orixe de
momentos con B
e C articulados

350-mm

Nova recta orixe
de momentos con

Figura 2-59. Comparacién da redistribucion do diagrama de flexores 6 aumentar a inerca do lintel

BC

2333
N-mm

B e C rixidos 2123 N-mm
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0 pasar de nodos rixidos a articulados, prodicese unha ‘redistribucién’ do diagrama de momentos flexores, pero

a altura total do diagrama non varia:
a=149 N -mm

_227-149

—m350=61Nmm

c=2123 N -mm

Miptar =a+b+c =149 + 61 + 2123 = 2333 N -mm

Este valor de 2333 N-mm coincide coa altura total do diagrama isostatico, biarticulado en B e C.

Neste caso, empregar unha barra horizontal moito mais rixida que nos exercicios anteriores, fai que esta viga

absorba moito mais momento que os pilares, o que con leva a que o seu comportamento se asemelle a dun

portico con viga horizontal biarticulada. Polo tanto, o desefio do pértico deste exercicio no e tan éptimo con o

que tifia nodos rixidos cunha inercia similar en todas as barras.
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2.2.7 Exercicio R-7. Pértico de 3 barras. Incremento de inercia nos pilares

Vexamos agora que sucede no exercicio anterior si agora os dous pilares verticais tefien de canto 7 mm, mentres
a barra horizontal conserva o canto orixinal de 4 mm, mantendo tamén o resto de pardmetros de célculo e as

cargas que antes. ‘b’ é o ancho da seccién (comun a tédalas barras).
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7 mm

Figura 2-60. Esquema do pdrtico
No exemplo anterior tomouse b=15 mm, pero como se vera a continuacion, este pardmetro non inflie, sempre

que tédalas barras tefian o mesmo b.

Calculamos en primeiro lugar os coeficientes de reparto:

Nodos By C
Inercia BA = b-73
. Igy = T =lI¢p
Inercia CD
Inercia BC = b- 43
Igc = TR Icp
Inercia CB
Barra BA = Barra _4E-b- 73 3 73
- BT 730012 P Toa = 3ol = 0,8894 = g
300 T 450
Barra BC = Barra X« 4F -b- 43 3
BC= T En 15 — Kc 450
ca 450 - 12 Toc = =3 45043 =0,1106 = 1g
300 T 750




-1644'8

+552'6 +0'012.
====== -0"105..
-0'2095.
+1'894.. +3'79.
-68'50. > -34'25..
+100'37..« +200'74.
+519 -1815
0'1106 t=1/2 0'1106 153
0’8894 0’8894
-550'87. +1614'26.
-1'685. +30'46.
-552'6 +0'093.
[M en N-mm] +1644'
t=1/2
t=1/2
-275'4.. +807'13.. l
-0'842.. +15'23..
-276'24 +0'047..
+822'4

Figura 2-61. Secuencia de equilibrado de nodos

Figura 2-62. Diagrama de sdlido libre das barras para obter os cortantes nos extremos

o 552'6 — 1644’8 + 30 - 100 _ V2N
Be = 450 -
Veg =30 —4'24 = 25'76 N

My = 4'24 - 350 — 552’6 = +931'4 N - mm
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i 1278

Figura 2-63. Comparacion entre os diagramas de flexores dos problemas anteriores
(amarelo e laranxa) e o actual (verde)

Momento maximo BC (nodo C): 1644’8 N.mm

O Diagrama redistribuido de momentos na barra BC queda neste caso:

Recta orixe de
momentos con B
e C articulados

931’4

350-mm 7100:-mm

2333
N-mm

552'6 N-mm

16448
@ N-mm

Nova recta orixe

de momentos con i
B e C rixidos 931°4 N-mm

Figura 2-64. Redistribucién producida do diagrama de flexores 6 variar a inercia dos piares

0 pasar de nodos rixidos a articulados, prodtcese unha ‘redistribucién’ do diagrama de momentos flexores, pero

a altura total do diagrama non varia:

a=552'"6 N-mm



_ 1644'8 — 552’6

350 + 100 350 = 849'5 N - mm

c=931"4N-mm
Mipras =2+ b +c=552'6 + 849’5 + 931’4 = 2333 N - mm

Este valor de 2333 N-mm coincide coa altura total do diagrama isostatico, biarticulado en B e C.

Neste caso de perfil horizontal con pouca rixidez en relacién s piares, vemos como aumentan moito os
. L 155

momentos nos nodos, especialmente o que estd mais preto da carga. Temos que ter en conta que este momento

no nodo ten que ser soportado polas duas barras que o compoiien, e se a barra horizontal ten pouca inercia, non

vai ser posible, polo que este desefio non vai se adecuado.

En resumo, vemos que 6 variar a rixidez relativa entre as barras a altura total do diagrama permanece constante,
e 0 que varia é o reparto entre os positivos e os negativos (redistribucién de momentos). O diagrama acada
valores maximos de flexores e seccions diferentes en cada caso. A situacién na que os flexores nas diferentes
seccions da viga son o mais reducidos posible, dase cando o diagrama ten parte positiva e negativa, resultando
un reparto do diagrama total isostatico o mais equilibrado posible entre ambas partes. Para elo, o ideal é que da

rixidez relativa entre pilares e a viga non resulten uns coeficientes de reparto moi diferentes.

Figura 2-65. Variacions producidas nos diagramas de flexores ¢ variar
as caracteristicas do portico entre exercicios
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2.2.8 Exercicio R-8. Portico de 3 barras con bases articuladas

Vexamos agora que sucede no enunciado inicial si agora as bases dos dous piares verticais estan articuladas a
cimentacion, mantendo o resto de parametros de célculo (todas as barras El), igual que a carga P=30 N.
Calculamos de novo os momentos nos extremos das barras, e a partir deles os diagramas de flexores para todas

as seccions das mesmas.
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Figura 2-66. Esquema do pértico biarticulado na cimentacién

Solucioén:

Posto que partimos dos mesmos pardmetros que o enunciado inicial, os momentos de encastamento perfecto
da barra BC seran os mesmos, xa que esta non varia. Tampouco varia o coeficiente de transmision tsc = tcg = %.

Polo contrario os coeficientes de transmision tga € tcp serdn nulos, posto que A e D son articulacions.

Pab? 30-350-1002
M3, =+ =+ =+519N-mm
BC 12 4502
2 2
o Pab 30 - 100 - 350
M2, = - e ————— — _1815N-mm
12 4502
Nodo B
3ET 3EI
Barra BA Ksa = 350 ~300 _ 3900 cr04
"BA=17EI ~17-300
900
4E]
Barra BC Kse = 725 _ 450 _ 4900 706
B¢ T 17EI T 17450
900
Sumas Nodo B _17E] Tga + Tge = 0,5294 + 0,4706 = 1,0
=
900




Nodo C

Barra CB 4E1 4E]
Kep = == 750 4-900
4 =2 - =
50 Tcp 17El — 17450 0,4706
Barra CD 3EI
Kep = — _m_3-900_
300 Tpc = W = m = 0,5294
900
Sumas Nodo B _17E1 Tga + Tsc = 0,4706 40,5294 = 1,0
=900 157
+530'1
-0'08. -10856
+0'16.. +0'3.
-1'4. -0'7..
+2'9.. +5'8.
2477, -12'3..
+52'4.. +104'8.
“445'2. > 222'6..
53071 +427'1.. < +854'7.  _*1085%6
-0°09. +519 -1815 +0'36.
'1 '54 ’ t=—|/2 ) +6'5.
277. 0'4706 0'4706 | ~717%.
-500'8. +9609.
0'5294 0'5294
t=0
l t=0
0 0

Figura 2-67. Secuencia de equilibrado de nodos

5301 — 1085’6 + 30 - 100

Be = 450
Mypsr = 5'43 - 350 — 530’1 = 1370’4 N - mm

=543 N;

Vep = 30 —5'43 = 24/57 N
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Figura 2-68. Diagrama de momentos flexores das barras do pértico

Onde:
a=>5301N -mm

_ 1085’6 — 5301

350 = 432'1 N -
350 + 100 mm
¢ =1370'4 N -mm

Miptqs =a+b+c=530"14+432"1+ 1370’4 = 2333 N - mm

Vemos neste caso como o momento maximo que soporta a viga horizontal é maior, sendo de 1370°4 N-m, fronte
6 valor de 1278 N-m do pértico con barras da mesma inercia e apoios encastados. Pola contra, 0 momento no
nodo C baixa de 1119 N-m os actuais 1086 N-m. Pero este pdrtico ten a vantaxe de que non transmite momentos

as bases de cimentacion.

Figura 2-69. a) Pértico cos nodos rixidos e bases articuladas, sen carga aplicada. b) Deformacién do pdrtico cando se lle aplica
unha carga vertical na viga horizontal



2.2.9 Exercicio R-9. Portico de 3 barras con ménsula
Para as cargas indicadas na estrutura de nodos rixidos da Figura 2-70, pidese:

a) Calcular o valor dos momentos nos extremos de cada barra

b) Existe algunha reaccién no apoio C? Se non houbese apoio, que pasaria?
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Figura 2-70. Esquema do pdrtico a calcular

Figura 2-71. Exemplo de pdrtico real con configuracion similar
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Solucién:

As etapas do célculo polo método de Cross, son as seguintes:

i) Descargamos a estrutura
ii) Bloqueamos o xiro en tédalas uniéns que sexan rixidas (&s articulaciéns non lles bloqueamos o xiro).
iii) Cargamos a estrutura
160
ii) D)
iv) Calculamos os momentos flexores de Encastamento Perfecto (ver tdboa).

Para calcular os momentos de encastamento perfecto:

Barra CD:
0o _ q_L2 __, 30-10% .
M M Mgp =+ = +=——=+250 kN - m
( 2 yo - @ _ 30-102
DCT Ty T T T m
Barra CA:
PL 10-12
/—C\MO (_) MgAz_?z— 3 =—15kN.m
CA
= M= +==+2 = +15kN - m
A M)




Barra en ménsula DE:

o
M DE q
6
\§ D E
L=3m

Para a o ‘Equilibrado de nodos’, necesitamos calcular os coeficientes de reparto de cada barra, e para elo

gLL _ | 3

0 0-32

necesitamos as rixideces 6 xiro en cada unha. Sendo IJ unha barra xenérica, lembramos que:

161
4E]
K =— wIJ LE1I B M
L N S — N
N Jel J B
\ J
|
K" = MI] =0 ! %
Ij — 0 - O
0
M 1J
Nodo C
Barra CA 4E1 4/
Kea =77 rea = 5 73}323 =0,4545
Barra CD 4E] 4/
Keo =74 Top = G = 0,5455
i 4 = -
Sumas Nodo C Ke=— 42 _ 07333 Tea + Tep = 0,4545 +0,5455 = 1
12 10
Nodo D
Barra DC _AEI 4/10
bC ™ 10 TDC=07333_O,5455
Barra DB 4E1 4/
Kpp =4 Top = 7;53 =0,4545
Barra DE Kpr =0 1pg =0
4 4 = =
Sumas Nodo D Ky = — + — = 07333 Tpc + 1pp + 0 =0,5455 40,4545 =1
10 12
V) Equilibrado dos nodos.

Sobre un esquema do pértico anotamos os valores dos coeficientes de reparto en cada nodo. Sobre os
coeficientes de reparto anotamos os momentos de encastamento perfecto sobre as seccidns extremas das

barras.
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Figura 2-72. Coeficientes de reparto nos nodos e momentos de encastamento perfecto
Para o equilibrado de nodos, temos que ter en conta o seguinte:

I Liberamos o xiro do nodo mais desequilibrado. Con elo equilibramos ese nodo a partir dos coeficientes

de reparto, de modo que YMnodo=0

Neste caso o nodo mais desequilibrado é o C.

Tendo en conta que os momentos de encastamento perfecto refirense as barras, o XM que desequilibran

o nodo C serd: +250 - 15 = +235 kN-m (positivo, por tanto sentido horario sobre o nodo)

Para que o nodo C deixe de xirar ¢ alzanzar o equilibrio: XM¢=0. Polo tanto tefien que actuar: Mcp = -rcp -
235 =-0'5455-235=-128"19 kN'm, € Mca = -rca - 235 =-0'4545 - 235 =-106'81 kN-m

: -128'19
4250 KN-m g+250 kN-m I ’(ESO

-15 -128'19

-15 kN-m -15 -106°81

Figura 2-73. O liberar o nodo C xira no sentido do flexor desequilibrado (esquerda). O xiro deterase cando os momentos
xerados 6 deformarse &s barras (momentos repartidos) equilibren 6 anterior (dereita)

Il Para que os coeficientes de reparto anteriores (0'5455 e 0'4545) sexan validos, s6 podemos desbloquear

0 nodo que estamos equilibrando, mentres o resto permanece igual que antes.

Para que D non xire mentres o fai C, ten que aparecer en D un momento que se obtén mediante o

coeficiente de transmisién tcp = %

M =t -(-128'19) = 0'5- (-128'19) = -64'10 kN-m
DC CD



Do mesmo modo, para que A non xire canda C, ten que aparecer en A un momento que se obtén mediante

o coeficiente de transmisién tca = %

M =t -(-106'81)=0'5- (-106'81) = -53'40 kN-m
AC CA
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Figura 2-74. Equilibrado do nodo e momentos transmitidos por C

M1l Despois de equilibrar un nodo, antes de desbloquear o seguinte para equilibralo, deixamos bloqueado o

nodo anterior. Neste caso bloqueamos de novo o nodo C.

V. Pasamos a equilibrar o nodo co maior flexor desequilibrado. Neste exemplo sé temos o nodo D. Para

equilibralo desbloqueamolo 6 xiro.
>Momentos que desequilibran o nodo D: -250 + 135 - 64'10 =-179'1 kN-m

Para que M =0 tefien que actuar:M__=-r (-179'1) =-0'5455 - (-179'1) = +97'70 kN-m

DC

M__ =-0'4545- (-179'1) = +8140 kN-m M _=0-(-1791) = 0 kN-m
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Notacion:

» Transmitiuse 0 momentorepartido
» » momento procedente de
transmision
___nodo equilibrado
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Figura 2-75. Secuencia completa de equilibrado de nodos

Para o calculo dos cortantes establecemos o equilibrio das barras:

Figura 2-76. Diagrama de sélido libre das barras para o calculo de cortantes

145,78 + 50,387+ 10 -6
Vea = 12

=21,35kN

87,94 44397

= = 10,993 kN
DB 12

A partires do equilibrio en cada barra, establecemos o equilibrio dos nodos, tendo en conta os cortantes e os

axiais. Deste xeito obtemos tamén a reaccién horizontal no apoio C:
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Figura 2-77. Equilibrio de nodos e barras para calculo dos esforzos axiais

Por equilibrio do nodo C:

He = 21’35 — 10'993 = 10’358 kN (<)

Vemos que o resultado obtido é positivo, e polo tanto coherente co sentido do vector suposto na Figura 2-77 (€).
E dicir, para equilibrar horizontalmente o nodo C, necesitamos esa reaccién Hc. De non existir Hc o nodo

desprazariase horizontalmente cara a dereita, e deixaria de ser unha estrutura intraslacional.
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2.2.10 Exercicio R-10. Viga continua

Para a viga continua da Figura 2-78 inferior:

a) calcular o valor dos momentos flexores nos extremos das barras si g=10 kN/m e L=10m. Calcular que
perfil IPE de aceiro laminado faria falla, tanto se a viga é continua coma se fose por tramos
independentes entre apoios (biapoiada).

b) Como variarian os momentos se para o caso de viga continua hai un asento de 140 mm no apoio C.

¢Valeria o mesmo perfil como viga continua que no apartado a)?
166

q
N R N Y N R R AN R R N

| 2 | L | L J L2 |

Figura 2-78. Viga continua do enunciado

Figura 2-79. Exemplo de estrutura resolta cunha viga continua
(ver detalle do tipo de apoio no recadro inferior esquerdo)



1°) Coa viga descargada, bloqueamos o xiro das unions rixidas, e unha vez cargada, calculamos os momentos

de encastamento perfecto:

Teremos en conta a simetria da viga respecto do nodo C (xa que non hai cargas horizontais que fagan diferente

o comportamento dos nodos A i E):

Figura 2-80. Xiros inicialmente bloqueados nas unidns rixidas entre barras

Para g=10 kN/m e L=10 m

M2, = —31'3kN-m = —M3; = +31'3 kN - m

M3 = M2, = +83'3 kN -m
M2 = MY, = —83'3kN -m

2°) Célculo dos coeficientes de reparto:

Nodo B
Barra BA 3EI 6E1/ 6
L oA = GET 4T] =1
2 L+
4E1 4E1
Barra BC Kpe =~ oo = ML _4
GET/ { 4ET/ " 10
Sumas Nodo B _ 10EI Tga + T5c = 0,6000 + 0,4000 = 1

167
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Nodo C
Barra CB K _4El - 4+ _1
) BT 444 2
Barra CD 4E1 1 1
Kep = —— Tp=1-5=5

3°) Equilibrado de nodos. Secuencia B-D-C

No ultimo paso (nodo C), indicanse os célculos realizados:

Figura 2-81. Secuencia completa de equilibrado de nodos

4°) Os diagramas de flexores pddense obter illando cada barra, unha vez cofiecidos os momentos nos extremos

das mesmas:

Figura 2-82. Diagrama de momentos flexores

No diagrama de flexores os signos xa estan indicados co criterio de resistencia de materiais (+ indica traccion
na cara inferior). Os criterios de signos de Cross establecéronse para indicar os sentidos de xiro, para o
equilibrado. Polo tanto non se corresponden entre si ambos criterios de signos.

Para obter os cortantes en BC:
62,5 kN-m g=10 kN/m 93,7 kN-m




YMp=0; Vop-10—-937+625-10-10-5=0
Ves = 53,12 kN
Vsc = q - Lgc — Vge = 10 - 10 — 53,12 = 46,88 kN

2
X
M(x) = 46,88x — 62,510

52
M(5) =46,88-5—62,5—-10 o =+469 kN -m
169
M(5) aM(x)
dx

=V(x) = +46,88—-10x = 0= x = 4,688 m

Xx=5m_,
| 4,6882
M4 = 46,88 - 4,688 — 62,5 — 10 -

=+474 kN -m

Polo tanto, o flexor méaximo do tramo BC é -93'7 kN-m (traccién superior). Imos calcular cal seria o perfil IPE
minimo que cumpriria por tensién de limite eldstico cun aceiro S235 en un coeficiente de seguridade do material
vs=1'1:

M M 93'7-108[N - mm]

oc=—>w=

— = — 4386 - 103[mm°]
w o 235/1,1 [N /mm?]

Necesitamos un IPE300 que ten w=557 cm3

Si o tramo BC fose biapoiado en vez de continuo, o momento maximo (centro de van, onde x=5 m) valeria:

L? 102
M(5) =q-5 =10-—==+125kN -m
125 ’ 0
0 incremento do valor absoluto do momento maximo respecto 6 caso anterior é: 9377 =1'33 =7 33 %

w = 438'6-1'33 = 585'1cm3 = necesitamos IPE330

Figura 2-83. Diagrama de momentos flexores con vigas independentes en cada tramo entre apoios



170

Capitulo Il

Estruturas de nodos rixidos. Método de Cross

Figura 2-84. Exemplo de ponte de varios vanos resolta con vigas independentes
entre apoios (ver detalle do apoio no recadro)

b) Parapoder resolver este apartado temos definimos o concepto de ‘rixidez a translacion’ (KA35) dunhabarra

AB que sofre un desprazamento relativo & entre as slas seccidns extremas, sen xiro nas mesmas, como:

Figura 2-85. Definicion de rixidez & translacion

Mg é o momento que hai que aplicar na seccion A para que non xire 6 producirse o desprazamento O.

Mpga é momento aplicado na seccion B para o mesmo. Pdédese demostrar que Mg = Ma.

Por tanto: Myp = KEB .

)

Tamén se pode demostrar que, para pezas de E-I constante:

5 _
KAB_

6-F

-1

LZ



Aplicando o anterior 6 exercicio:

6EI 171
Mcp =—56

Figura 2-86. Caso de barras de E-| constante

Kie ="EE="0 o Mpe =228 =My (E1=cte)

Tomando & = 140 mm; E(aceiro)=2"1-10% L=10 m

IPE 300 - | = 836:10° mm* (tdboas de perfis normalizados)

6-2'1-105-836:10°
(10-103)2

Mpc = 140 = +147'4 - 10° N-mm

Mcg = +147'4 - 10° N-mm, con criterio de signos de Cross.

— ’
|\/|BC=+147'4 M, =-147°4
— ’ _ ’
M, =+147'4 M =-147'4
Figura 2-87. Flexores xerados polo asento (sen xiro) nas seccions extremas das barras
Estes momentos que aparecen nos nodos 6 producirse o asento sen xiro nas seccions, desequilibran os

nodos, polo que teremos que volver a equilibralos partindo destes valores.

Seguiremos unha secuencia de equilibrado B-D-C no seguinte esquema:
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172 Figura 2-88. Equilibrado dos momentos xerados no asento

0 diagrama de flexores debido Unicamente 6 asento de 140 mm en C é o da Figura 2-89. O diagrama esta

debuxado no lado da viga (superior / inferior) no que se sitlian as traccions:

MBC = +88,4’ kN -m

MCB = +117,9 kN -m

Figura 2-89. Diagrama de flexores debido sé 6 asento diferencial de C

Aplicando o principio de superposicién en sumando os efectos da carga e do asento diferencial, na seccion
C da barra CB, Mcg=-93"7 + 117'9 = +24’2 kN-m:

Mpe = +150,9 kN - m

MCB = +24,2 kN -m

q
VOLVLELSE VLSV LSV iyl iidild

Figura 2-90. Diagrama de flexores total (carga+asento diferencial en C)

Mcp totar = Mcp,g + Mcpasento = —93'7 +117'9 = +24'2 kN - m



Por ser unha viga continua, Mcg=Mcp, prescindindo do signo de Cross (co criterio de Resistencia de materiais
ambos son positivos, e a traccién estara agora na cara inferior da viga). E importante decatarse que a zona
traccionada da viga sobre o apoio, pasou de situarse na cara superior (cando s6 actia a carga q) a inferior
(cando se engade o asento de 140 mm no apoio). Isto, nalgins materiais, como o formigén armado, que

non resisten as traccions sen ser reforzadas con aceiro, pode ser critico si non se preveu no proxecto.

Na seccion B da barra BC: My rorq1 = Mpc g + Mpgsento = +62'5 + 88’4 = +150'9 kN - m
. . . o . 173
0 incremento de flexor maximo na viga debido 6 asento de 140 mm en C é dun 61%:
[(15079/93'7) — 1] - 100 = +61%

0 momento maximo da viga completa A-E dase por simetria nas secciéns B e D.
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2.2.11 Exercicio R-11. Pértico de dous vans e duas alturas

Na estrutura intranslacional da Figura 2-91, calcular polo método de Cross os momentos flexores nos extremos
das barras, para as cargas indicadas.

174

Figura 2-91. Pértico de dous vans e duas alturas

Todas as barras son de formigén armado de 0'30x0'30 mym de seccién transversal, e todas tefien o mesmo

modulo elastico E. Desbdtase o peso propio da estrutura.



Solucién:

1) Calculamos as constantes elasticas (rixidez 6 xiro, coeficientes de transmisién e de reparto):

Nodo B
Barra BA Ky, = AET 4E1 /3 1
3 YBA = 2E7, . 4FEl o
AET, 4T/, ~ 2
Barra BC Ko = E 451/3 1
BCT 3 Tee =gET =5
8EI/3 2
Sumas Nodo B K. = 8EI Tga+ T3¢ =05+05=1
=3
Nodo C
Barra CB Ko = 4E1 4/3 1
3 B =2, 4,  ~— 5
s+t +0 2
Barra CF Ko = ﬂ 4/3 1
¢T3 Ter =g, =75
8/3 2
Barra CD Kcp = 0 (articulacién) 0
Tep = V =0
3
Sumas Nodo B . 8EI Teg+ Tep+ Tep =0,5+05+0=1
€73
Nodo F
Barra FC Ko = g 4/3 1
3 Tee =74, <=5
Ys+4/3+0 2
Barra FG Koo = AEI 4/3 1
FG 3 "¢ =@, —5
8/3 2
Sumas Nodo B K = 8EI e+ ¢ =05+05=1
F7 3
Nodo G
Barra GF 4E1 4
KGF:T rGF:_11/3 =1
/6
Barra GE Koy = E 3/6 3
6 Tee = W =1
6
Sumas Nodo G

_11EI

Ter t TgE =8/11‘|'3/11=1

175
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2)
MCgc

G

Momentos de encastamento perfecto:

M°cg M°®g M°®gr
- + -
B C F G
Mg =+ 28 0 i
BCT T T T T TN m
me, = - = 375w
CB — 12 = y m

Mg, = +37,5kN -m
M2 = —37,5kN -m
Equilibrado de nodos. Comezamos liberando o xiro no nodo B da estrutura, deixando que xire ata que

se equilibre o nodo.
D Macsequ = +375 kN - m
1
Mgc = —537,5 =—18,75kN -m

1
Mys = ~5375=~1875kN -m

Os coeficientes de transmision entre todos os nodos, por seren uniéns rixidas e barras de E-l constante,
valen %, excepto no caso da barra GE que é nulo por tratarse dun extremo E articulado no que non se
pode transmitir momento. Na barra CD por ser o seu extremo C articulado, non existe momento que

transmitir.

Continuamos coa secuencia de equilibrado de nodos, que se pode ver nos valores numéricos indicados

sobre o propio esquema estrutural do pértico na Figura 2-92 seguinte.



Secuencia de equilibrado:B-C-F-G-F-C-B-G-F-C-G-F-B

+20°25
e -0'947. -1522
_'_Z_O_'f’f +0'5324.. ======
s +1'065
+13616. 29285. -1'644..
" +1'647..
; +3'293. 177
2 933?" -9'055. -4'528..
421 181
, - +36'222.
1273% 1628 9055 Hre1, -12'305..
-0,681. cmeee 24671 +37'5 -37'5
+1'3676.. +27723.  +11'719.
K 3 1/2 t=1/2 8/11
v -3'982..
+421.. rgate. 2
+11'719. 11 e13sas
-27'396 , +23438- &
=—===== -18,75 9’375 _'|_|‘ +1'235
0681 +37'5 -37'5 .
965, 172 | =12 1/2 1/2 | +23'438. :g :1=0=0=.=
; -12'305.. +15'22
18751 172 -4'528..
000 +8'416. -
I
-1'464.. =
N 2723
E: +16'28
-9'375
-3'982..
-0'3405.. 000 000
-13'698

Figura 2-92. Equilibrado de nodos: momentos intermedios e finais nas secciéns extremas das barras
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lllando as barras dos nodos, os momentos antes obtidos teran os seguintes sentidos de actuacion e valores (en
kN-m). Na seguinte Figura 2-93 indicanse tamén as forzas horizontais (cortantes e axiais) nas seccions extremas

de encontro das barras con nodos, resumindo os resultados obtidos ata o de agora:

20'25 en
Nre %@ )és Nor

178

- , 15'22
y (_f'Vzo 25 :
FC
Ve
Ver
\GA1628
27'396
+
NBC_é ) ﬁ
1628 °° [M en kN-m]
27'396
- 1
Vaa
00 Ves
13'698
’ Vi 00
—

Figura 2-93. Sentido de actuacidn dos flexores finais nos extremos das barras
e solicitacions horizontais nos mesmos (N e V)

b) Calcular os cortante nos pilares e as reacciéns nos apoios externos en C e G.

Reh
V
o N» G
GF
— Ren <
Ncs « Ve

VCD=0
Figura 2-94. Diagrama de esforzos horizontais para equilibrar os nodos C e D



Na Figura 2-94, por equilibrio da barra AB:

Y My =0= Vg, Loy —27'396 — 13698 = Vg, = :

Z Froriz. =0 =Vgy = Vap = Vyp = Vpy = 13'7 kN (=)

Por equilibrio de forzas horizontais no nodo B:

é
Nsc N, =V, = 13'7kN

—
Vea

Por equilibrio de forzas horizontais na barra BC: Ny = N = 13'7kN

Por equilibrio da barra CF:

_ 20"25-16'28

_ 27'396+13'698

=13'7 kN (<)

Y M¢ = 0= Vpe Lep — 20'25 +16'28 = Ve = =222 = 1323 kN (<)

D Frorts, = 0= Ve = Ver = Vep = Ve = 1323 kN (=)

Por equilibrio do nodo C:

179

;!CF Z Froriznodoc = 0 = Rcp = Nep — Vep = 13'7 — 1'323 = 12'78 kN (<)
Polo tanto, se no nodo C non houbera un apoio horizontal externo, este nodo non
— Ren ]
Ncs <@mmm poderia estar en equilibrio de forzas horizontais. No caso de non existir o apoio
externo en C, este nodo seria translacional, e desprazariase, xunto coas barras que
VCD=0

une, cara a dereita (sentido contrario a Ren), ata conseguir equilibrarse cando Ncs

igualara a Vcr (variando polo tanto os cortantes, os axiais e 0s momentos). Aquelas estruturas nas que todos os

seus nodos son intranslacionais para calquera situacion de carga (s6 poden xirar, pero non trasladarse de forma

lineal por estar en equilibrio de forzas, tanto verticais coma horizontais), dise que son intranslacionais. Se non se

cumpre o anterior (ainda que s6 sexa nalglin nodo) a estrutura sera translacional.

0 mesmo se pode dicir do nodo G. Para calcular a reaccién horizontal Ry temos que cofecer Ngr € V.

15722

NabarraGE: Y My = 0= Vg = p

<& NonodoF: ¥ Fypriz =0 =Vie = 1323 kN = Np¢ (<)

Nrs

= Vec Na barra FG: ¥ Froriy = 0 = Ngp = Npg = 1'323 kN

Por tanto, no nodo G:

Reh  Rgp = Ngp — Vgp = 1'323 — 2/54 = —1'217 kN (<) = Ry, = +1'217(=)

—

=2'54 kN (=) = Vg (<)

Ner Dado o signo - no resultado de Ren, en realidade esta forza actia en sentido

< contrario, posto que Vee>Ngr. E dicir: Rg, = 1217 kN (=)

Vee
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Polo tanto, de non existir o apoio externo G, o nodo G desprazariase cara a esquerda, baixo a accion das cargas

externas ‘q’ dadas, empregadas para calcular os momentos, os cortantes e os axiais.

Os apoios externos existentes en C e en G poderian ter estado situados en B e/ou F, e pola hipdtese de

inextensibilidade das barras en lonxitude, producirian os mesmos efectos que en C e G.

c) Calcularemos agora o esforzo axial das columnas AB, CD e GE. Para elo, na barra BC:
ZMB = 0=V Lye —16'28 + 27396 — 50 Ly - Lpc/2

180 16'28 — 27'396 + 2532 _
27'396 1628 = Ve = . =71'30 kN (1)

Nsc ﬁ Nce Z Fpere =0 = Ve =50-3—71'30 = 78'7kN (1)
TVBC VCBT

NBA* Tendo en conta que por equilibrio de forzas verticais no nodo B: Nga=Vsc, € polo tanto Nga=78'7 kN

E por equilibrio de forzas verticais na columna AB: Nga = Nag =787 kN
Que sera o valor do esforzo axial na columna AB
Da mesma maneira o esforzo axial (vertical) na columna FC valeria:

20'25 — 15'22 + 50 - 32/2 »
Vie = 3 =76'68 KN = Ny = Nop(compresion)

N 1 Polo que atinxe ¢ axial da columna GE, partimos obtendo o cortante Vgr:
AB

—20'25 4 15'22 + 50 - 32/2 , »
Ver = 3 = 73’32 kN = Ngg = Ngg(compresion)

Tamén podemos obter o axial na barra CD a partires do equilibrio de forzas verticais do nodo C:

Ncr=76'68 kN
N¢p = 71'30 + 76’68 = 147'98kN (compresion)
VCB=71'30 kN

& Polo tanto, a columna co axial maximo sera esta barra CD

1 Ncp



2.2.12 Exercicio R-12. Pértico continuo con piar e barra suspendida.
Na estrutura da Figura 2-95 inferior, pidese:

a) Calcular polo método de Cross os momentos flexores no extremo das barras, baixo a accién da carga
P=40 kN, indicando o seu sentido de actuacion, comprobando que a estrutura € intranslacional.

b) Calcular as reacciéns externas sobre o nodo A

_ B75m 600 m

> &
™~ E

2'00 m

>l<> 181
AN\

q=40 F T

KN/m 400 m

T;\}gfwwa : DP=4°kN¢

400 m
V E

Figura 2-95. Pértico continuo con piar articulado en cabeza e barra suspendida

Todas as barras son de formigén armado de 0'30x0'30 mym de seccién transversal, e todas tefien o mesmo

modulo elastico E. Desbétase o peso propio da estrutura.
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Solucién:

a) Calculamos a orde de translacionalidade da estrutura (OT):
0T=3-barras — ménsulas — 3[n-(N-1)-2] - coaccidns externas
N° barras=5; N° ménsulas=1; n: n® nodos con N=3 barras =2 (nn-2=0)
182 Coaccidns externas 6 desprazamento lineal dos nodos: nodo A=2 (Ix=0; Ey=0); nodo E=2 (Ix=0; Ry=0); nodo
F=2 (Ax=0; Ky=0). Total = 2+2+2 = 6 coacciéns

Substituindo: 0T =3-5-1-[2/(3-1)2]-6=14-8-6=0

A estrutura dada é intranslacional. Calculamos polo tanto unicamente o estado fundamental.

En primeiro lugar determinamos as rixideces 6 xiro dos nodos B e C:

Nodo B:
N . 3EI
3EI 6'75 '
BA =, Yod = X177 AT 04
6'75 3EI 404 4E1
6'75 6'00
K;: =0 > = < 1 =0
4EI
AEl 6'00 |
BC =, Tpc = =06
6'00 3EI L0+ 4E]
/ N 6'75 6'00
Nodo C:
\ , 4E]
_4El _ 6 e
Raw=—¢" Gy T
—+0+—
6 4
K., =0 > = < 1 =0
4E1
_4EI _ 4 e
Rer =4~ T =qEr 4100
) L —+0+—
6 4
Momentos de encastamento perfecto (en barras cargadas):
Barra A-B: Barra C-D:
' 40675
ML= _‘% =mg = RTSIMKN MU =P L= 402 =480 m kN

Resolvemos o equilibrio dos nodos sobre un esquema da propia estrutura:



-0'0096..
-0'1602..
-2'67..
$=ri468 | -4’45,
3=+12406] ~ 0013 W\ F
(=26 +0'0641. +0'032..
_3=-124'06 |  -0'1068.. -0'2136. —on
[ 5=-94'68 |
+0'0427. +1°068. +0'534.. — 183
el , — -0'0192.
+0'712. -1'78.. -3'56. W
+11'8676. +17'801. +8'9007.. — 534
“+91'1251. -29'6609.. -59'338. —8901
¥=0'0 -227'81 +136'687.  +68'344.. G '
00 | 04| |06 | 0’4 5
B cl| 00
O!O O'O +80,00
— 00
=00
¥=+80'00
E

Figura 2-96. Secuencia completa de equilibrado de nodos

Nomenclatura:
En vermello: momentos encastamento perfecto.

“. momento transmitido”;

“.. momento procedente dunha transmisién”;
nodo equilibrado (a suma de momentos nese intre é cero)”
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Resultados de momentos flexores en extremos de barras:

oy

47°34 m'kN

o468 m-kN 1S
184
, P=40 kN
q=40 kN/m 124°06 mkN  124'06 m kN 14'68 mkN 80°00 m-kN
o Y V¥ Y VY
A 5 G D G
0'0 m-kN
B
E JoomkN
b) Calculo das reaccions sobre o nodo A:
Equilibrio da barra AB de 6,75 m de luz, sometida 4 carga q=40 kN/m.
YF,=0=>V,5+ Vg, =40:6,75 > Vug =40-6,75 — 15338 = 116,62kN
6,752 .
SMy=02Vp, 675=""T0 412406 > Vpy = o + 220 = 153,38kN

Polo tanto, a reaccién vertical sobre o nodo A, sera: Rva = Vag = 116,62 kN.
Amais, o nodo A terd que absorber o axial da barra AB, que sera igual 6 cortante Vcr, Unica forza horizontal
existente sobre a carreira de vigas A-D:

47,34 + 94,68
Ver = ———— = 35,05kN «

Polo tanto, a reaccién horizontal sobre o nodo A, serd: Rya = Nag = 35,05 kN —
Rua=35505kN A
-

Rva=116'62 kN



2.2.13 Exercicio R-13. Pértico de galeria

O pértico da estrutura da Figura 2-97 pertence a unha galeria de comunicacion entre as oficinas e a nave de

fabricacién dunha planta industrial. Para o caso e valores das acciéns representados, pidese:

a) Calcular polo método de Cross os diagramas de flexores, cortantes e axiais nas barras.

b) Qué lle pasaria & estrutura si se eliminara a barra DF?

g1 =5 kN/m
I REEER

C D F

3'00 m L
92 =5 kN/m / terreo
VRV

/
i
!
é |
B '
/
’
/
/
/

7~

<—3'00 m—> 1’00 m

As barras:

- BA e BE estan rixidamente unidas en B

- BC esta articulada 6 nodo B

- EB e ED estan ambalas duas articuladas 6 nodo E

- DE é horizontal e esta articulado 6 nodo D

- DC e DE estan rixidamente unidas entre si nonodo D

Figura 2-97. Pértico tipo da galeria

Todas as barras son de tubo cuadrado TC 140-6, de aceiro S275 segundo o Cédigo Estrutural de 2021.
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Solucioén apartado a):
Calculamos en primeiro lugar a Orde de Translacionalidade (O.T.) da estrutura
OT = GD — (Cext + Cine)
GD =3-(n®barras) =3-6=18
Coxt = Coxta + Coxtp + Coxep =2+2+2=6
Cone =25p2B -1 +2052(-1)=8+4=12
186

Por tanto: OT = GD — (Coye + Cine) = 18 — (6 +12) = 0

Polo tanto, tratase dunha estrutura intranslacional, na que os nodos sé poden xirar, non trasladarse linealmente
(desbotando a variacién de lonxitude das barras polo esforzo axial).

e Calculamos as constantes eladsticas das barras e os nodos:

Nodo B
_ 3EI _ 3 _ 1
) 433310 2
3EI 3 1
BE =TT TBET T2
Kgc = 0 (articulada en B) 0
rgc =7-=0
6
Nodo C
Kep = AEI = 4 = 4 =0'5714
= oo =4 y377°
3EI reg =1 —0'5714 = 0'4286
Koo =7~
Nodo D
Ky = 4EI = 4 = : =0'5714
b= mCTAr3r0 7
~3E Top = 1— 05714 = 04286
PE =TT
Kpr = 0 (articulada en D) 0
Tpr = ; =0

e Calculamos os momentos de encastamento perfecto das secciéns extremas das barras nas unions

rixidas:
q
D
B 2 q L2 )q Lpe
ql 0 _ CD M. =<
Mgg = + 8BE Mcp =+ 12 pbe 12
+5-32

22
M3y =22 = 4+5'63 kN -m ; MYy = 0; MY = 2o = +3'75 kN - m;



—-5.32

MO = = -3’ N -
EB 12 3'"75kN -m
Equilibrado de nodos:
-2'235
+2'197 ======
====== +0'2249.
-0'7871. -0'3935..
+1'3775..
_ +2'7549.
-2'1428. -1'0714.. 187
-2'197 +3'75 -375 000 000 .
—===== ’ 0,5714 E
-0'5904. 0’5714 n ‘
-1'607. | 0’4286 D F
i
o
o
o —_———====
+2°235
o [o] o,
000
, ol=
-2'815. 1/2 "

815 +5%63 000
2815 ;
+2'815

0’00
A 1

Figura 2-98. Secuencia completa de equilibrado de nodos
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Cortantes (sentidos considerados coma positivos indicados na Figura 2-99):

Vep Voe

21 97@1 2'235

N 2197 2235

- N
188 Ves [M en kN-m] VoE
Vee VED
0 Ve Ves @0
¢ ;
2'815
» " N2315

Vea

>
Vg

Figura 2-99. Diagramas para o calculo de cortantes

Ves = 2212 = 0'938 kN; Vas = Vga = 0'938 kN

;=

Vae =227 = 0'732 kN; Ve = Ve = 0'732 kN

=

3-Vep =2'197 —2'235+5-3-3/, = Vg, = 7'487 kN
Vpe =5-3—7'487 = 7'513 kN

3V =2'815+5-3-3/, > Vg, = 8438 kN

Ves = 5-3 — 8438 = 6561 kN

Vor = Vip = 2235/3 = 0'745 kN



Solucién apartado b):

A barra DF traballa unicamente a esforzo axial, posto que sé ten cargas nos extremos, € non momentos por estar
biarticulada. Isto é asi xa que calquera sélido sometido unicamente a duas forzas, para estar en equilibrio ambas

tefien que ter o mesmo valor e sentidos opostos

Polo tanto, o esforzo axial da barra DF ten que corresponderse coa reaccion (unicamente horizontal) no apoio D.

- 189
Nbc= Ves=0732 kN Nor Nor Nep Npr Ren
D D F .
é
VDE=0'745 kN

Npr = 0'745 — 0'732 = 0'013 kN = Rgp, = 0'013 kN (-)

Como vemos, no nodo D o esforzo horizontal cara 4 esquerda é maior que cara a dereita. Polo que de non existir
0 apoio F, o nodo D (e polo tanto a barra CD) desprazariase cara & esquerda. Para evitar este desprazamento

aparece no apoio a forza R cara 4 dereita.
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2.2.14 Exercicio R-14. Pértico de 6 barras con ménsula
Na estrutura da Figura 2-100 inferior, para o valor indicado das accidns representadas, pidese o seguinte:

a) Calcular polo método de Cross os momentos flexores nos extremos das barras, indicando o seu sentido

de actuacion.

b) Calcular a reaccién externa no nodo F

P=30 kN
190
—
G E F
q=100
kN/m
i e
,l&lézeé; Ez(gin Todas as barras
A BC=CD: L=3 m mesmo E
CF=EG:L=3m

Figura 2-100. Pdértico de 6 barras con ménsula

Todas as barras son de formigén armado de 0°30x0'30 m de seccion transversal e médulo elastico E.

Desboétase o peso propio da estrutura.



Solucioén apartado a):

Calculamos en primeiro lugar a Orde de Translacionalidade (O.T.) da estrutura

As ménsulas non alteran a O.T. polo que aplicamos a férmula anterior eliminando a ménsula GE:

OT = GD — (Cext + Cine)

GD =3 - (n®barras) =3-5=15

Por tanto: OT = GD — (Copt + Cine) =15—=(7+8) =0

Coxt = Coxta t Coxtp + Coxtrp=2+2+1+1+1=7

Cone=1c-2(3=1)+25r-22-1)=4+4=8

191

Polo tanto, tratase dunha estrutura intranslacional, na que os nodos sé poden xirar, non trasladarse linealmente

(desbotando a variacién de lonxitude das barras polo esforzo axial).

e Calculamos as constantes eldsticas das barras e os nodos:

o =717, 2, 2,7 — 11
4/3+3/3+3/3 10

Nodo E
4E] 4
Kea ~ 76 TeA= 2, 4, i 16 :1
Jo+*/e+0 2
4E1
KEF:T TEF=i=l
Ye+tc+0 2
Ki¢ = 0 (Voo) 1ge =0
Nodo F
4E] 4
KFEzT TEF:%:EZE
[et+*/3 © 3
4E1 — 1/ -2
KFC_T Tpe =1 - /3— /3
Nodo C
4E1 4
KCF:T TCFZ%Z—ZE
/3+ /3+ /3 10 5
3EI 3
Kep =—— _7/3 N
3 Tcg = =
4/3*‘3/3+3/3 10
3EI 3
KCD:T /3

Os coeficientes de transmision entre extremos de barras serdn:

tea=ter=tre=tec=tcr=1/2

teg=tca=tcp=0

Lémbrase que os coeficientes de transmisién son sempre positivos, e polo tanto conservan os signos

dos momentos 6 aplicalos entre extremos de barras.
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e Calculamos os momentos de encastamento perfecto das secciéns extremas das barras nas uniéns

rixidas:
Barra FC
v ) 12 100 - 32
2N MR = +q1£c Mpe = +——=+75kN -m
-
192 |
,e
< q=100 kN/m
.e.
l<—
,e‘
vz q L2 100 - 32
0 — _ MO =—"— = N -
MCF 12 CF 12 75 k m

C

Barra en ménsula EG

M; = —PL=-30-3=-90kN-m




-14'30

+34'49 -0'025.
+0'0577. +0'029..
-0'1154.. -0'231. +14'30
+0'5325. _+0'266.. -0'05.
_1065.. 2131, +0'0462..
+9'917. _+4'958.. -0'462.
90 -3'583.. T7167. 4426
0. -1625. «——— -325 4261,
-90 +45. > 4+22'5.. +1'433..
|T 1/2 t=1/2 1/3 -14'33.
+21'5..
-65.
2/3 | +75
G E 7022 F | %
+a5 |12 +0'092.
39917 -0'231..
105325, +q‘854.
+0'0577. _2131.. t=1/2
+55'51 +72, 186677 -
+43.
-32'5..
75|25
t=1/2 [ |
//9/9////// 3/10§3/1o 77%'77
B _+3225. C _+3225. D
+2'15. +2'15.
+0'639. +0'639.
+0'07. +0'07.
+35'11 +35'11
A
+22'5..
+4'958..
+0'266..
+0'029,.
+27'75

Figura 2-101. Secuencia de equilibrado de nodos e flexores resultantes
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0s momentos flexores resultantes nos extremos das barras, amésanse na Figura 2-102 seguinte, na que as

barras e os nodos téfiense separado e explosionado. Decéatese que os nodos estan en equilibrio de
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momentos cos valores obtidos (a stia resultante de momentos é nula). N6tese tamén que o criterio de signos

consérvase na mesma seccion entre nodo e barra.

90 3449 3449 1430 1430

Jey ¢ D6

: 55'51
VY \1430
K2\ 5551 =3 V/¢c=131'36 kN
194 — :
Vea=13'88 kN (M en kN-m]
9 Vcr=168'64 kN
AL 7022
V3e=13'88 kN 3511 351N/ 35
- + +

(D f

\JGA2775 3511

Figura 2-102. Diagramas de sdlido libre para calculo de cortantes en barras verticais

Os esforzos cortantes horizontais nas barras (verticais) obtéfiense tomando equilibrio de momentos respecto

dun dos seus extremos:

! r

Barra EA: XM, =0 = Vg, = =% = 13'88 kN; Y Froriz = 0 = Vyp = Vs = 13'88 kN
'30-70" .3.3-07

Barra FC: S My = 0 =V = S2307702241003305 _ 439136 kpy

3

Z Froriz =0 = Vep + Vie = qL = Vg = 100 - 3 — 13136 = 168'64 kN

Solucién apartado b): calcular a reaccién externa no nodo F

Barra GE: Y Fjppiy =0 = Ngg =0

RF,horiz

Vec=131'36 kN

Nodo E: Y, Foriz = 0 = Ngp = Vgu = 13'88 kN (« sobre o nodo E)
Barra EF: Y Fjpriz; = 0 = Npg = Ngp = Ngg = 13'88 kN (- sobre barra EF)
Polo tanto, no nodo F, por sumatorio de forzas horizontais igual a cero:

Nodo F: ¥ Froriz = 0 = Npg + Vic = Rp horiz = Rp horiz = 131'36 + 13'88 kN = 14524 kN (=)



2.2.15 Exrcicio R-15. Pértico simétrico de 3 piares e 2 vans

a) Para ambos valores de P=150 kN, calcular os momentos flexores nos extremos das barras da seguinte
estrutura intranslacional.
b) Calcular os diagramas de flexores das barras BD e DF.

c) Obter areaccioén no apoio B.

195

Figura 2-103. Pértico simétrico de 3 piares e 2 vans

Todas as barras son de formigén armado de 0’40 m x 0’40 m de seccion transversal.
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Figura 2-104. Pértico real



Solucién:

a) En primeiro lugar calculamos as constantes eldsticas (rixidez ¢ xiro, coeficientes de reparto e de

transmision).

Nodo B (F simétrico de B)
BA :? Tga =L=E
5/5+4/5 9
Kgp =ﬁ _ 4'/5 _4—
° rBD_S/5+4/5_6 197
Nodo D
4E1 4/
Kos ~ 5 Tpp 2 =
4/5+5/5+4/5 13
4E1 5
Kpe =— Toc :+:_
4EI 4
Kpr :T Tpr =75/5 =—
4/5+ /5+4/5 13

Coeficientes de transmision. Todos os extremos opostos son rixidos. Polo tanto:

tps =tpp =tpp = tpc = tpr = tpp = 2

A continuacion calculamos os momentos de encastamento perfecto. As cargas P actdan no centro dos vans:

P=150 kN P=150 kN
MOBD MODB MODF MOFD
., PL  150-5 , .
PL 150-5
MYy = —— =" = _93'75 kNm = MY,

8 8
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0O diagrama de flexores dos linteis (barras BD e DF), en situacion de nodos extremos perfectamente encastados

é:
93'75 2'50m 2'50'm 9375
PL/4=
187°5
kN-m
198 e[+

93'75 kN-m

Figura 2-105. Diagrama inicial de momentos nas vigas cos xiros bloqueados

Equilibrado de nodos. Secuencia B-F-D-B>fin

+52'08 -114'58 +114'58 -52'08
4167, ——> 20'83.. +2083. <« +4167.
+93'75 -93'75  +93'75 -93'75
4/9 _ 4/13| (4113 _ 4/9
5208 t=1/2 t=1/2 +52'08
-52'08. | 5/9 - +52'08.
0 |5/13
| ’ |
t=1/2 t=1/2
-26'04.. 0 +26'04..
-26'04 0 +26'04

Figura 2-106. Secuencia de equilibrado dos nodos e momentos resultantes



P P
52'08 114’58 114’58 52'08

+
N NED) 3NDB—NDF Nor=Nr _ Nro=Vre
Vep A
Nsa=Vao Nre=Vrp
4 & 52'08 NDC Voe+ Vor 52'08
—

M=
Vea 0 Vee=Nrp 199
[M en kN-m]

Vas M=0 VEer
—

6'04 26'04
Nco NEer

Figura 2-107. Diagramas de barras illadas para o célculo de cortantes

VBD — 150-2,5+525,08—114-,58 — 62,5 kN, VBA — VAB — 52,08:26;04 = 19’53 kN

Vpg = 150 — 62,5 = 87,5 kN;

VFD — 150-2,5+525,08—114-,58 — 62,5 kN, VFE — VEF — 19153 kN

Vpr = 150 — 62,5 = 87,5 kN;

Npa = Vgp = 62,5 kN = Ny

Ngp = Npe = Vpg + Vpr = 87'5 + 87,5 kN = 175 kN
Npg = Vip = 62,5 kN = Ngp

Ngp = Vg = 19'53 kN = Npp

NFD = VFE = 19’53 kN = NDF
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b) Diagramas de flexores das barras BD e DF:

2’50'm 2’50'm | 114’58
kN-m

52'08
kN-m

PL/4=
187’5
kN-m
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2'50'm 2'50'm 5208

114'58| KN-m

PL/4=
187’5
kN-m

Figura 2-108. Diagramas de momentos resultantes e comparacion cos iniciais

5208 + 114’58
M. = 187'5 — > = 104’17 kN - m

¢) Reaccién apoio B

Rg = Ngp- Vea = Vee— Vga = 19’53 -19'53=0

Figura 2-109. a) Pértico dobre cos nodos rixidos e bases encastadas, sen carga aplicada.



2.2.16 Exrcicio R-16. Pértico de 3 pilares e 2 vans. Con articulacion.

a) Calcular os momentos flexores nos extremos das barras da seguinte estrutura, similar & anterior, pero
na que o nodo F é articulado.

b) Calcular os diagramas de flexores das barras BD e DF

201

Figura 2-110. Pértico de 3 piares e 2 vans, con articulacion en nodo superior dereito

Todas as barras son de formigén armado de 0’40 m x 0'40 m de seccién transversal.
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Solucién:

a) Calculamos a nova taboa de constantes eldsticas. No nodo B serdn as mesmas que no problema

anterior.
Nodo B
4ET 5
Ko == oa ==
/5+4/5 9
4E1 4
KBD=T 7 :L:f
202 S e+ O
5 5
Nodo D
4E1 4 1
Kos =75 T3y 5+3 3
o AET 5 5
be =y B0 T3 543 12
. _3E ~ 3 3
bF = g FE Y513 12

0 Nodo F é articulado en todas as barras que concorren nel, polo tanto todos os seus coeficientes de reparto

seran nulos.

Coeficientes de transmision.

1.
tpa =tpp =tpp =tpc =3 tpr =0

Momentos de encastamento perfecto, coas cargas P actuando no centro do van:

P=150 kN P=150 kN

MOBD MODB MODF MOFD=0

, PL_ 150-5 , . ,

. 3PL  3-150-5 , .
MS =+2—=+ = +140'63 kNm; M% =0

16 16



-122°08

+49'58 -0'012.
+0'072. +0'036..

-0'161.. -0'321. _+133'87

+1'93. +0'964.. -0'009.

434, «———— +8168. -0241..

4167. ———> -20'83.. -6'51. 0

+93'75 -93'75  +140'63 0 203

-49'58

+0'089. 4/9 =172 anz2| [3n12] =0 [ o]

+2'11. 0

-52'08. 0
-10'85.|5/12 [ o]

-0'402.
‘ -0'015.
t=1/2 -1127
t=1/2
-26'04.. -5'43..
+1'206.. -0'201.. U
+0'045.. -0'008.. 0
-24'79 -5'64

Figura 2-111. Secuencia de equilibrado de nodos

P [M en kN-m] P
49'58 122'08 133'87 0

564 nJ 0

Figura 2-112. Flexores en extremos de barras e diagramas nos linteis horizontais
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150 -5 49'58 + 12208

Mc1 = 4 - 2
150-5 133'87

Mez ===~

= 187'5—-85'83 =101'62 kNm

=187'5—-66'94 = 120'57 kNm

Como podemos observar, 6 introducir unha rétula no nodo F, o que sucede é que o diagrama de momentos
redistriblese, e 0 que antes soportaba o nodo F ten que ser asumido polo resto da estrutura, especialmente polos
extremos das barras do nodo D, que pasan de soportar un momento de 114,58 N'-m a un momento de 133,87

204 N-m no extremo D da barra FD.

Figura 2-113. a) Pértico dobre con dous nodos rixidos e un nodo de extremo articulado e as bases empotradas, sen carga
aplicada.



2.2.17 Exercicio R-17. Pértico de 3 piares e 2 vans con carga asimétrica

a) Para P=150 kN, calcular os momentos flexores nos extremos das barras da seguinte estrutura

intranslacional.

b) Calcular os diagramas de flexores das barras BD e DF.

205

Figura 2-114. Pértico de 3 columnas e 2 vans con carga asimétrica

Todas as barras son de formigén armado de 0°40 m x 040 m de seccién transversal
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Solucién:

a) Calculamos os momentos de encastamento perfecto. As cargas P acttan no centro dos vans:

., PL_ 150-5 , .,  PL_ 150-5 ,
8 8 8 8
PL  300-5 PL  300-5
MDOF=+?:+ 3 :+187’5 kNm, MI(’)D Z—?:— 3 = —187'5kNm

0 diagrama de flexores dos linteis (barras BD e DF), en situacion de nodos extremos perfectamente encastados

é:

2'50-m

2'50'm

AP

93’75 kN-m

93'75 kN-m

187’5 kN-m

g+p

187°5 kN-m

Figura 2-115. Diagramas iniciais das barras horizontais cos xiros bloqueados nos nodos extremos

Equilibrado de nodos. Secuencia F-D-B-F-D-B-F-D-B

+41°57

-0'05. -148°21
+0'122.. +0'243.
-0'79. -0'395..
+1'78.. «——— +3'56.
-32'41. ———» -16'20..
-20'83.. «——  -471'67.

+93'75

-93'75

-41'57
-0'068. 4/9 t=1/2
-0'989.
-40'51. | S/9
-5208. [5/13
+4'45.
‘ +0'304.
-47'33
t=1/2 t=1/2
20'26.. -26'04..
0'494.. +2'225..
0'034.. +0'15..
-20'79 -23'67

+195'54

+0'243.
-0'395..

+3'56.

+4'63.. +————

-4167. ——>

+4167. «——
+187'5

t=1/2

-114'68
-0'05.
+0'122..
0'791.
+1'78..
+9'26.
-2083..
J_'fg’f,g" +114'68
-0'068.
4/9 -0'989.
+11'57.
5/9 ["110417.
t=1/2
+52'08..
+5'79..
-0'494..
-0'034..
+57'34

Figura 2-116. Secuencia de equilibrado de nodos e resultado final



b) Calcular os diagramas de flexores das barras BD e DF

o 2P

[M en kN-m]
41'57 14821 195'54 114'68

207

(\' 41'57 47'33

’ N 11468¥ 1\
NJ2079 236N 3734 A

Figura 2-117. Valores dos momentos resultantes e sentido de xiro
250 2'500m 2’50'm
m =n.
2o SossakNm___ | 11468
41’57 kN-m 14821 kN-m

375kN-m

Mec2

Figura 2-118. Diagramas de flexores resultantes (cor laranxa), comparados cos inciais (en azul)

M. = 150-5 41'57 + 148’21
1= T4 2
300-5 195’54+ 114’68
M¢, = 4 - 2

= 187'5—-94'89 = 92’61 kNm

=375 —155'11 = 219’89 kNm
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2.2.18 Exercicio R-18. Pértico de 3 barras. Desprazamento lateral por unha forza horizontal

Para o pértico de uniéns rixidas nos nodos, igual é do exercicio R-5, 6 que se lle aplica neste caso unha
carga horizontal no nodo B, de valor Rg=3'2 N (igual en médulo & reaccidn calculada no referido exercicio

R-5), a cal produce un desprazamento A, calcule:
a) Valor dos momentos nos extremos das barras para o pértico
b) 0 valor do desprazamento A

208 c) Que pasaria se o portico do exercicio R-5 fose transaccional?

Figura 2-119. Pértico de 3 barras translacional, con carga horizontal



Solucién:

Tdaboa dos valores de rixidez 6 xiro e coeficientes de reparto:

Nodo B
Barra BA _ 4El 4EI 3
BA = 390 300 _° _
300 Tea = 10BT =5 = 0,6000
450
Barra BC Ko = 4E1 4E1
BC = 759 350
4 = =—=
50 Tsc = 10EI = 0,4000
450
Sumas Nodo B K. = 10E1 Tga+ Tgc =0,6+0,4=1,0
€7 450
Nodo C
Barra CB Ko = 4E1 4E1
B = Jco _ 450 _ ~ _
450 Tes = Topr = = = 04000
450
Barra CD _ 4EI 4E]
cD — Snn _ 300 _2_
300 Teo =0ET —E = 0,6000
450
Sumas Nodo B _ 10E1 Teg+ Tep =0,4+40,6=1,0
€7 450

Calculo dos momentos de encastamento perfecto

6EI
Myp = L—ZA = Mgy = M¢p = Mp¢

209
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Tomando E(aceire)=2"1-10% L=300 mm, | = (15x4% /12 )=80 mm*

M _6:2'1:105-80
AB ™ (300)2

A =-11204A N

Aplicamos o equilibrado de nodos seguindo o método de Cross, explicado previamente. Os valores dos

momentos, deixarémolos en funcion de A, que é unha constante. O valor real do desprazamento A calcularémolo

210 o final, e entén si o substituiremos. Neste caso empregamos un s6 decimal para o calculo de cada valor dos

flexores. No momento que s6 traballemos con decimais paramos o equilibrado de nodos.

+559'9 A

+71'7.
-1792.. 4
+448'0.

0’4

0’6

-1120A

+672'0.

-107'S.

43
-559'81\

t=1/2

1120 A
+3360..

-53'8..

-22..

-840°0A

t=1/2

v

+559°9 A

+14'3.
-359..

+3584.
+224°0..

0’4

0’6

-1120 A
+537'6.

+21'6.

+0'9.

-559'9 A

t=1/2

-1120 A l

+268'8..
+10'8..
+0’'5..

-839'9 A

Figura 2-120. Secuencia de equilibrado de nodos. Valores en funcién de A



Cos valores obtidos, podemos representar cada barra cos seus momentos extremos, ainda que estos estan en

funcion de A.

211

Figura 2-121. Sentidos de xiro dos momentos extremos, en funcidn de A

Para calcular o valor de A, de xeito similar a como se fixo previamente, calculamos o valor da Forza Rg aplicada
en funcién deste A, equilibrando o nodo B. Para calcular o valor de Vga, tomamos momentos das forzas da

barra AB respecto o extremo A. De igual xeito se fai para calcular Vcp

Vga = —Ssg'zzm'o =4'674[N] «

_ —559.8-840.0 _

Vep = — —4'674 N, sabendo que en valor médulo: Vcp=Ncg=Ngc

Realizamos o equilibrio do nodo B, pero tendo en conta que, como xa sabemos de anteman o valor de Rg
(3'2N), obtemos o valor de A

Rp =Vps — Npc¢
Rg = 3'2N = 4.67A + 4.67A= 9.33A

A= 0.34 mm

Unha vez calculado o valor A xa se poden calcular os momentos los debidos 6 posible desprazamento A do

pértico pola forza horizontal en B. Estes serian os momentos producidos por una forza Rs horizontal,
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equivalente mais de sentido contrario & reaccién producida no nodo B no exercicio R-5 do pértico, igual que

este pero cunha carga externa vertical P e apoio externo en B que o convertia en intranslacional.

Facendo un resumo entre o calculado neste exercicio e o calculado no exercicio R-5, podemos chegar as

seguintes conclusions:

Inicialmente o poértico real non tifia ningun tipo de restricién de translacionalidade, como se pode ver na figura

inferior (Estado Real ou Pértico Real).

Debido a que os pérticos son realmente translacionais, se lle impon unha restricién no nodo B para que pase
a ser intranslacional (o que se denomina estado Fundamental ou pértico Fundamental, ver figura inferior). E
precisamente nese estado onde podemos calcular a reaccién Rg que se produce no apoio colocado en B para

que o pértico pase a ser instranslacional.

Si na realidade o portico é translacional, debemos sumarlle os esforzos que se producen na
translacionalidade. E dicir, como se 6 pértico sen carga ningunha lle aplicisemos unha carga Rs igual e
contraria a reaccion que se produce no apoio B, a cal vai producir un desprazamento horizontal en B de valor
A. A este pértico que se calcula para un desprazamento de valor A debido a carga Rg, denominase portico

paramétrico ou estado paramétrico.

Polo tanto o estado real ou poértico real serd igual a suma do estado fundamental ou intraslacional e o estado
paramétrico ou pértico paramétrico. Neste estado real no que non existe reaccion en B, a suma das reacciéns

en B fundamental e paramétrica anulanse por ser iguais e de sentidos contrarios.



Para saber o valor dos momentos reales no pértico orixinal sen apoio adicional en B, temos que sumar os
momentos do estado paramétrico (pdrtico intranslacional) e os momentos do estado paramétrico (os debidos a

translacién do pértico):

213

Sumando os momentos do estado fundamental e do estado paramétrico, podemos obter o diagrama de

momentos do pértico real:

Figura 2-122. Diagrama de flexores no pdrtico real

Se comparamos o diagrama do pdrtico intranslacional co pértico real, que si pode desprazarse, podemos
observar que a distribuciéon dos momentos é diferente. En casos como este, poden aumentar os valores dos
momentos méximos que se producen no portico (incluso poderia variar o lugar onde se producen). Por iso e moi
importante ter en conta a translacionalidade dos pérticos, xa que pasamos de un maximo de 1278 N-mm a 1372

N-mm
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Na seguinte Figura 2-123, pode observarse:

a) Pértico igual o do exercicio sen ningunha carga aplicada (comparador a 0). b) Pértico con carga vertical
aplicada de 50 N segundo o exercicio R-5, onde se produce un desprazamento lateral de valor aprox. de 0’34 mm
(ver comparador) debido & translacionalidade do pértico. ¢) Aplicacion dunha carga horizontal de 3,2 N que

contrarresta o desprazamento lateral del pértico, debido & traslacionalidade, volvendo o comparador a valor 0.

214

Figura 2-123. Ensaio de laboratorio do pdrtico calculado



2.3 Tdboas de momentos de encastamento perfecto

2.3.1 Barras perfectamente encastadas en ambos extremos:

215
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216



2.3.2 Barras articuladas nun extremo e perfectamente encastadas no outro
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3. Cadlculo matricial de estruturas de barras

3.1 Conceptos tedricos

3.1.1 Matriz de rixidez de barra de pértico plano
221

e Coordenadas locais’

E un sistema de referencia propio de cada barra, onde o eixo local x,

coincide coa directriz da barra.

EA EA
R 0 o | - 0
12EI  6EI 12EI  6EI
sy | & o= ! T 2 |
S, 6EI  4EI 6EI  2EI ||u,
sl | = T Y ot T w
1= = _ _ | _ _ _ —
S, EA EA Uy
s| [T © o | - 0 0 | us
Se 12EI  6EI 12EI 6EI| ue
O -4 —@= I 0 31z
6EI  2EI 6EI  AEI
= T Y = T
Sa _ |[kAA]L [kaplL| uA|
S [kBA]L [kBB]L Ug

1 Esta obra emprega a formulacion e nomenclatura propostas orixinalmente nas referencias [1,2,3]
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{s} = [k], - {u}
sendo:

{8} o vector de solicitaciéns (forzas e momentos) nos extremos A e B da barra

222 en coordenadas locais

{u} o vector de desprazamentos nos extremos A e B da barra en coordenadas

locais

[k], a matriz de rixidez da barra en coordenadas locais

e Coordenadas globais

E o sistema de referencia xeral, e dicir, a nivel de toda a estrutura.

Y a y(;n

Acos?a + 12lsin’ « sinacusa(A—E) —61 sina —Acos?a — 12lsin’ « —sinacosa(A —ﬂ) —61 sina
I? L? L ? L? L
. 12 L 12 cos’a 6l cosa | i 2y, _12150520: 6l cosa
2 sina cos & (A Z ) Asin® a + —= I sina cos & (A 2 ) Asin® a = 1 |
F, _6lsina 61 cosa 4l 6l sina _6lcosa 21 [
F| g L L | L L 83
By L 2 121sin’ a . 121 6l sina 2 12Isina 121 6/ sina 84
Fs —A cos afL—Z 7smacosa(A7L—Z) - A cos 11+T smrzcosa(A—L—z) I 855
Fe . 121 L 121 cos? a 6] cosa I X 121 - 12/ cos’a 6lcosa |19
7smacosa(A7F) —Asin afL—z i smacosa(AfL—z) Asin®a + 2 I
6l sina 6l cosa 6l sina 6l cosa
- - 21 - - 41
FA _ | [kAA] G [kAB]G . 8A
FB [kBA]G [kBB]G 6B



{F}= [kl ;- {6}
sendo:
{F} o vector de forzas internas nos extremos A e B da barra en coordenadas globais
{6} o vector de desprazamentos nos extremos A e B da barra en coordenadas globais

[k]; amatriz de rixidez da barra en coordenadas globais

A relacién existente entre as diferentes magnitudes expresadas en coordenadas

locais ou globais ven dada polas seguintes expresions:
{F}=[L]-{$}
{6} =[L] - {u}
[klg=[L]- [K],- [L]
onde [L] representa a matriz de cambio de coordenadas:

cosa —sena 0 |

sena  cosa 0 |

0 0 1 |
[L] = = -

|

I

o O O
o O O
o O O

cosa —sena
sena  cosa
0 0

o o o |
o o o |
o oo |
_ o o |

sendo « a orientacion da barra respecto do eixo global x;.
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3.1.2 Matriz de rixidez de barra de celosia plana

e Coordenadas locais

224 yu Yy
g
XL XL
(e B WA 3 Sa
A w A Sa
EA EA
51 L | L ul
0 0 0 | 0 Uy
=1 - -1 - -l|-
S, EA EA Uy
ol 7 o 7 Oflu
0 0] 0 0

e Coordenadas globais

Yca

F cos? a sinacosa | —cos’a  —sinacosals,
. . 2 . . 2

Fp| gyl sinacosa sin® a | —sinacosa —sin“a |[6,

Fy —cos?a  —sinacosa | cos? a sinacosa | |04

Fs —sinacosa  —sin’a | sinacosa sin® a 85



3.1.3 Outras matrices de rixidez

3.1.3.1 Matriz de rixidez de barra articulada-empotrada

e Coordenadas locais

225
YL
Us
Ug &5
u, o XL
A
Uy
EA 0 EA 0 0
L | L
S 0 3EI 0 3EI 3EIL |
o L3 | JER T [
2 0 0 0 ] 0 0 0 2
53 _ _ _ I _ _ _ u3
|7 Ea EA -
Sel |-— o0 0 | — 0 0 ||Ua
Ss L L Us
3EI 3EI 3EI||,,
Se 0 —-——— 0 | © e
L3 L3 12
0 3El 0 3EI  3EI
12 | 12 L

e Coordenadas globais

Ye
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ACZ_I_BIS2 Asc  3lsc 0 Ac?  3Is?
L L3 L L3 | L L3
F Asc  3lsc As? N 3]c? 0 Asc  3lsc
F; L I3 L L3 | L I3
0 0 0 0
Pl on o
—|=F
226 F, Ac?  3Is? Asc N 3Isc 0 Ac?  3Is?
F AE L I3 I Tt
F Asc 3Isc  As? 3Ic? Asc  3lsc
6 ey B e
L L3 L L3 L L3
3ls 3lc 3ls
Nz = °l 7
c=cosa
s =sina

Asc

L
As?

L
0

3lsc

e

3Ic?
L3

Asc  3lsc

L
As?
L

L3
3Ic?

I3

3lc

3.1.3.2 Matriz de rixidez de barra empotrada- articulada

e Coordenadas locais

YL
Us
B
U T XL
U NA
Uy
EA 0 .
L
3EI  3EI
Jd1° = =
52 . 3EI  3EI
i 12 L
S4 EA
Ss -—— 0 0
Se L
3EI  3EI
P
0 0 0

0 0
3EI
0
3EI
1z
0 0
3EI
N
0 0

2

Uy
Uz
Us

Uy
Us
Ug

3lc
2

3ls
1z
3lc

N3

3EI
L

3Is




e Coordenadas globais

Y4

Ac? N 3Is? Asc  3lsc 3Is
L L3 L L3 L2 |
F Asc  3lsc As? N 3Ic? 3Ic
s L I3 JARE z |
FZ 3ls 3lc 31 |
3 1z = T
i " L L L
F - - - |
4 2 2
Fe Ac 3Is Asc + 3Isc  3Is |
F. L I3 L 3 I2
Asc N 3Isc As?  3Ic? 3Ic
L L3 L L3 L2 |
0 0 0 |
c=cosa

s =sina

Ac?
L

L

3Is?

T
Asc  3lsc

0

L3

Asc + 3Isc
L L3
As?  3Ic?

A

Asc  3lsc

L 13
As? N 3Ic?
L L3
0
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3.1.4 Tdboas de forzas e momentos de empotramento perfecto

Pbh?
RA = F(L + Za)

228 2

Pa
Rg =F(L+2b)

=
| ¢—
-

X

/x B
Pab?
| ¢ o b .| A= T2
| | | L
| L |
| | Pba?
B = L2

FAE
BNNN
| e ™
7
A X
=
I
&
|
]

Ry Rp PL
L L My =Mp =~
L 2 . 2 |
[ i |
L
y 4 " Ry =Ry =%
oI IT T\ :
A L B
LZ
TRA RBT MA_MB_ql—Z

* Nota: empotramento ou encastamento



3qL 7qL
_3qL o _7a

= .=
M, M, 20 20
CNA L B D y ql? ql?
A= Sn B = 54
20
TRA RBT 30
(T, +T2)
Ry=Rp = EAq ——
My T, My 4= Rp a—
R -éf el
4 A T, B B
h (Tl - TZ)
MA = MB = EI(IT
p 3PL
A= =
M, l 16
(ﬁ A B 11P
A= o
TRA K 16
L L
2 2 5P
) : f : ] R =16
qL?
My="g
q
My
5qL
( A L B Ry =3
s, $
3glL
Ry = 9%
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3.2 Problemas de cdlculo matricial de estruturas de barras

3.2.1 Exercicio M-1. Celosia triangular con carga puntual vertical

Para a estrutura articulada plana da figura, determinar:
230
a) Desprazamentos dos nds

b) Reacciéns nos apoios Ae B

c) Esforzo axial na barra AC

5.00m

5.00m

P =10kN; E = 210 GPa; A = 1500 mm?

1. Discretizacion

Esta fase ten que ver co establecemento do modelo matematico de célculo. Asi, as
barras que conforman o sistema estrutural discretizanse en “elementos” ligados
por puntos chamados “nodos”. No sistema analizado, elixiuse unha discretizacion
onde os “elementos” coinciden coas barras do sistema estrutural e os “nés"’cos
puntos reais de unién de ditas barras. En xeral, este sera o tipo de discretizacion
adoptada ao

1 Nodos=nds



longo desta obra, polo que en aras da simplicidade usaremos indistintamente os
termos “barra” e “elemento”.

Respecto a numeracién de nés e elementos, esta non é Unica, ainda que a eleccién
de unha numeracién secuencial soe ser preferida, xa que favorece a obtencién dunha
matriz de rixidez global da estrutura en forma de banda, e dicir, cos elementos non
nulos agrupados ao redor da diagonal principal. No que respecta ao sistema de eixos
de referencia, o criterio utilizado ao longo desta obra é situar os eixos globais no né
numero 1, e os eixos locais con x ; positivo dende o né de menor numeracion ao
né de maior numeracion.

A Ve

%51

2. Esquema da matriz completa de rixidez

Esta fase ten que ver co establecemento do esquema de ensamblaxe da matriz de
rixidez global da estrutura a partir da contribucién das diferentes barras que a
constitien. Este esquema establecese en termos das submatrices de rixidez das
barras atendendo a vinculacién destas a través dos nés.

Asi, para o exemplo analizado, o esquema de ensamblaxe obtense da seguinte
forma:

e Contribucién da barra 1-2:
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3.

kit kiz 0
(Kol = | ki K3}
0 0 0

o

onde os subindices fan referencia aos coeficientes de rixidez da estrutura, e os
superindices & barra que fai a aportacion. Neste caso a barra 1-2, que vincula os
noés1e?2.

e Contribucién da barra 2-3:

Esta barra vincula os nds 2 e 3, polo tanto, as suas catro submatrices de rixidez
colocaranse nas posicions asociadas:

MiKkE 0
(Kol = i 3+ 32 2
0o Kk

e Contribucién da barra 1-3:

Esta barra vincula os nds 1 e 3, polo tanto, as suas catro submatrices de rixidez
colocaranse nas posicions asociadas, resultando:

Wi K3 kb
Kol =| K KBk
MK Kk

Matrices de rixidez das barras en coordenadas locais

Para cada unha das barras calctlase a matriz de rixidez no sistema de coordenadas
propio, e dicir, en coordenadas locais.

Estas matrices empréganse para o posterior ensamblaxe da matriz de rixidez global
da estrutura, a través da apropiada transformacién do sistema de coordenadas:

Asi

[klg = [L]- [k, - [L]"

mesmo, as matrices de rixidez calculadas no sistema de coordenadas locais,

serdn empregadas para a calculo das solicitaciéns de extremo, unha vez os
desprazamentos de todos os nds da estrutura sexan determinados.

e Barra1-2



e Substituindo as propiedades mecanicas do material (en N/mmZ)' a area da

seccion transversal das barras (en mm?), e a lonxitude (en mm) resulta:

EA EA
- 9 01 =7 0 63000 0 | —63000 0
0O 0] 0 0 o 0] o0 o0
= - -1 - =] - |- -
EA E —63000 0 | 63000 0
A |7 o o0 o0 0
0 0 | 0
e Barra2-3
EA EA
T =7 9 63000 0 | -63000 0
0 0] 0 0 o o] o0 o0
L T B e L I
EA EA —63000 0 | 63000 O
I |7 o 0] 0 0
0 0] 0 0
e Barra1-3
EA EA
T -1 | 44548 0 | —44548 0
0O 0] 0 0 o 0] 0 0
k®l,=1 - -1 - -|=| - - - -
EA EA —44548 0 | 44548 0
A |7 o 0| o0 0
0O 0] 0 0

4. Matrices de rixidez das barras en coordenadas globais

Para cada unha das barras calculase a matriz de rixidez no sistema de coordenadas
xeral da estrutura, e dicir, en coordenadas globais.

e Barra1-2 (a = 2709)
O eixo local x; da barra 1-2 forma un angulo de 270° co eixo global x; da
estrutura. Este dngulo midese a partir do eixo x; en sentido antihorario

(sentido positivo do eixo z;) ata chegar ao eixo local x;.
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Polo tanto, a partir da expresion da matriz de rixidez en coordenadas globais

dunha barra de celosia plana:

cos? a sinacosa | —cos’a  —sinacosa
sina cosa sin? a | —sinacosa —sin? a
234 12 EA
(k™16 =~ - - | - -
—cos’a  —sinacosa | cos?a sina cos a
—sinacosa  —sin’a | sinacosa sin® a

substituindo as propiedades mecanicas do material (en N/mmZ)' a area da

seccion transversal das barras (en mm?), e a lonxitude (en mm) resulta:

0 0 | O 0

0 63000 | O -—63000
[klz]a =1~ - | - -

0 0 | O 0

0 —-63000 | 0O 63000

e Barra2-3 (a =09)

O eixo local x; da barra 2-3 forma un angulo de 0° co eixo global x; da

estrutura.
63000 0 | —63000 0
0 0 | 0 0
[*P]g =] - - - -
—-63000 0 | 63000 O
0 0 | 0 0

e Barra1-3 (a = 3159)
O eixo local x; da barra 1-3 forma un angulo de 315° co eixo global x; da

estrutura.

22274  =22274 | 22274 22274
—22274 22274 | 22274 22274
[klg]c = - - | - -
—22274 22274 | 22274 22274
22274  =22274 | -—-22274 22274



5. Matriz completa de rixidez da estrutura

Unha vez as matrices de rixidez das diversas barras estan expresadas no sistema
de coordenadas xeral, procédese ao calculo da matriz completa ou matriz de rixidez
global da estrutura [K,]. Esta matriz obtense a partir da contribucién das diversas 235
barras que conforman o sistema estrutural; proceso que se denomina “ensamblaxe”,

e que se fai atendendo ao esquema de [K,] determinado anteriormente.

e Contribucién da barra 1-2
Atendendo ao modelo de célculo establecido na fase de discretizacién, a
barra 1-2 involucra aos grados de liberdade 1, 2, 3, e 4. Polo tanto, a matriz de
rixidez en coordenadas globais desta barra debe colocarse nas posicions

asociadas, isto &, nas filas e columnas 1, 2, 3, e 4.

o 0 0 0 00
0 63000 0 —63000 0 0
KJ=[0 0 0 0 00
0 —63000 0 63000 0 0
o 0 0 0 00
o 0 0 0 00

e Contribucidén da barra 2-3
Atendendo ao modelo de calculo establecido na fase de discretizacién, a
barra 2-3 involucra aos grados de liberdade 3, 4, 5, e 6. Polo tanto, a matriz de
rixidez en coordenadas globais desta barra debe colocarse nas posiciéns

asociadas, isto é, nas filas e columnas 3, 4, 5, e 6.

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

K] = 0 0 63000 0 63000 0
0 0 0 0 0 0 0
|lo 0 —63000 0 63000 0J|

0 0 0 0 0 0

e Contribucién da barra 1-3
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Atendendo ao modelo de célculo establecido na fase de discretizacion, a
barra 1-3 involucra aos grados de liberdade 1, 2, 5, e 6. Polo tanto, a matriz de
rixidez en coordenadas globais desta barra debe colocarse nas posiciéns

asociadas, isto &, nas filas e columnas 1, 2, 5, e 6.
236

—22274 22274
0 0
0 0
—22274 22274
22274 22274

22274 22274

22274  =22274
[ 0 0

—22274 22274 }

[Ko] =

SO OO OO
SO OO OO

0 0
22274 22274
—22274 22274
e Ensamblaxe final da matriz completa de rixidez da estrutura
Facendo a suma de elementos naquelas posiciéns onde haxa mais de un
valor, obtense finalmente a matriz [K,]. N6tese a correspondencia que existe
co esquema de [K,] establecido no paso 2. Neste caso, tédalas submatrices

son de orde 2, xa que tédolos nds tefien dous grados de liberdade.

F 22274 —22274 | 0 0 | —22274 22274

22274 85274 | 0 —63000 | 22274 —22274
kg=| © 0 | 63000 0 | —63000 0
ol =1 0 —63000 | 0 63000 | 0 0

—22274 22274 | —63000 0 | 85274 —22274

| 22274  —22274 | 0 0 | —22274 22274 |

6. Ecuacién matricial completa de equilibrio da estrutura

Ten que ver coas ecuacidns de equilibrio de tddolos nds da estrutura, expresadas en
forma matricial. Asi, unha vez determinada [K,], procédese & determinacién dos
vectores {8,} e {P,}, de desprazamentos e forzas nodais, respectivamente. {P,}, ao

igual que [K,], obtense por ensamblaxe, a partir da contribucion das diversas barras.

Dentro dos grados de liberdade do problema, distinguese entre os grados

de liberdade activos, que constitien as incognitas fundamentais do problema, e

Nne



grados de liberdade restrinxidos, que son aqueles asociados aos apoios ou a

desprazamentos prescritos.

Asi, para a determinacion do vector de desprazamentos nodais {6,}, podemos
distinguir entre desprazamentos cofiecidos de anteman {6} (asociados aos grados
de liberdade restrinxidos), e desprazamentos descofecidos {84} (as incognitas a
determinar). No problema que nos ocupa, e atendendo ao modelo de célculo

establecido, o vector de desprazamentos nodais {8,} ten a seguinte forma:

61 0

62 0

_ 95| _ | O
{60}_ 64 - 6‘;
5| |63

8¢l 163

onde os grados de liberdade 1, 2, e 3, correspéndense con desprazamentos nulos
debido aos apoios que presenta a estrutura. Un apoio articulado fixo no né 1, que
impide o desprazamento lonxitudinal (67 = 0) e vertical (§; = 0), asi como un apoio

deslizante no né 2, que impide o desprazamento normal a el (62 = 0).

Respecto a determinacion do vector de forzas nodais {P,}, podemos distinguir
tamén entre forzas cofiecidas {P_}, e dicir as cargas externas actuantes nos nds, e
forzas descoiiecidas {P,}, € dicir as reacciéns nos apoios. No problema que nos
ocupa, e atendendo ao modelo de calculo establecido, o vector de forzas nodais {P,}

ten a seguinte forma:
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{P0}=

Ry
Ry

R}
0

0

—10*%

onde Ry e R; son as reacciéns horizontal e vertical, respectivamente, no apoio

articulado situado no n6 1, e RZ a reaccion horizontal no apoio deslizante situado no

né 2. A Unica carga externa actuante P = 10 kN esta situada no né 3 en direccion

vertical, correspondente ao grado de liberdade §,. Notese o signo negativo da

mesma para indicar o seu sentido descendente, de acordo o sistema de coordenadas

globais da estrutura.

Finalmente, a ecuaciéon matricial completa de equilibrio da estrutura resulta:

R}
Ry

R}

0

0
~10*

(22274

—22274
85274

{Po} = [Ko] '{50}

| 0
| 0

63000

Sim

0
—63000
0
63000

7. Ecuacion matricial de equilibrio da estrutura

—22274
22274

—63000
0

85274

22274 1
—22274

0
0

—22274

22274 -

S 1THo |l oo

Atendendo a distincién feita entre os grados de liberdade activos e restrinxidos, e por

tanto a subseguinte divisién dos vectores de forzas nodais e de desprazamentos

nodais, nas sUlas partes cofecidas e descofiecidas, o sistema matricial de ecuacions

de equilibrio, pode reescribirse do seguinte xeito:




Kdd ch .
ch ch

a
S

P,
Py

onde, operando:
[Kaal - {64} + [Kac] - {8:} = {P.}

{64} =[Kaal " (P} — [Kqac] - {6:)

A parte conecida {6.} do vector de desprazamentos nodais {8,} soe corresponderse
na slUa totalidade con desprazamentos nulos, xa que son desprazamentos
impedidos polos apoios que presenta a estrutura. Non obstante, isto non sempre é
asi. Existen casos nos que existe un ou varios desprazamentos prescritos, por
exemplo, nunha estrutura que experimenta un asento nun dos seus apoios. Na
maioria dos casos, non obstante, {6.} = 0, como o exemplo que nos ocupa, polo que

a expresioén anterior simplificase na forma:

[Kaal - {84} ={P.}

que representa a ecuacion matricial de equilibrio da estrutura, onde se tefien en conta
unicamente os grados de liberdade activos, sendo [K,;] ou $mple mente, [K], a
matriz de rixidez da estrutura.

Para obtela, buscamos na matriz [K,], as filas e columnas asociadas aos grados de
liberdade activos. No problema que nos ocupa, son as filas e columnas 4, 5, e 6, de

tal xeito que [K 4] resulta:

63000 0 0
[Kqq] = 0 85274 22274
0 —22274 22274

Analogamente, caracterizamos os vectores {P.} e {8,}, asociados aos grados de

liberdade activos:

239



240

Capitulo Il
Calculo matricial de estruturas de barras

0
—10%

{P.}=

8
{64} = 55
8y

Polo que o sistema final resulta:

0
0
—10*

0 85274 —22274||563

[63000 0 o 1/%
0 22274 22274 ls3

8. Desprazamentos
Resolvendo o sistema de ecuacions:
{84} = [Kqa]™ - {P.}
87 =0mm,83 = —0.159 mm, 65 = —0.608 mm

9. Reaccions nos apoios

Volvendo a ecuacién matricial completa de equilibrio da estrutura:

Kdd ch .
ch ch

a
S

P,
P,y

e despexando o vector de forzas nodais descofiecidas {P;}, ou reaccidns, resulta:

[Kcal - {843+ [Kce] - {6} = {Pg}

No caso mais xeral de que algin dos desprazamentos cofiecidos {8} sexa non nulo,
e introducindo os desprazamentos {§,} calculados no paso anterior, a expresién

para o calculo das reacciéns é:



{Pa} = [Kcql " [Kaal ™ - ({Pc} = [Kqc] - {8.D) + [Kccl - {83

No caso particular de que os desprazamentos cofiecidos sexan nulos {.} =0, a

expresion simplificada para o célculo das reaccidns é:
241

{Pa} = [Kcq] - {84}

onde [K.4] obtense a partir da matriz [K,], seleccionando as filas asociadas aos
grados de liberdade restrinxidos e as columnas asociadas aos grados de liberdade
activos. No problema que nos ocupa, son as filas 1, 2, e 3 e as columnas 4, 5, e 6, de

tal xeito que [K 4] resulta:

0 —22274 22274
[K.q] = [—63000 22274 —22274
0 —63000 0

Analogamente, caracterizamos os vectores {P,} e {8,}, asociados aos grados de

liberdade restrinxidos e activos, respectivamente:

Ry
{Py} = R31/
R}
0
—0.608
Polo que o sistema final resulta:
Ry 0 —22274 22274 1|0
le, =|—-63000 22274 —22274||-0.159
R? 0 —63000 0 —0.608

resolvendo o sistema de ecuaciéns obtense:

RL=—10kN,R} = 10 kN,R% = 10 kN
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Ndtese unha vez mais, que o sentido das reacciéns ven dado polo valor positivo ou

negativo de acordo co sistema de referencia global.

10. Solicitacions de extremo en barras

Para a determinacion das solicitacions (forzas e momentos) nos extremos das
diferentes barras, abordaremos o célculo de forma individual, e dicir, barra a barra do
modelo estrutural, traballando no sistema de coordenadas locais, a través da

seguinte expresion:

{8} = k], - [L]" - {8}

onde o vector de desprazamentos da barra en coordenadas globais {6} e

transformado ao sistema de referencia local a través da matriz de cambio [L]”.

No problema que nos ocupa, e para o caso da barra 1-3, a ecuacién anterior queda

COomo segue:

e Barra 1-3 (AC)

44548 0 —44548 0][0.7071 -0.7071 0 0 0

(s} = 0 0 0 0110.7071 0.7071 0 0 0
—44548 0 44548 0 0 0 0.7071 —0.7071(]-0.159
0 0 0 0 0 0 0.7071  0.7071 11-0.608

Obtendo o vector de solicitacions de extremo:
{8} = {—14142, 0, 14142, 0} " (N)

A representacién no sistema de eixos locais € a seguinte:



YL

.l
=

1 X 3

14.142 kN 14.142 kN

11.Diagramas de esforzos

A partir das solicitacions de extremo calculadas no paso anterior é posible realizar a
andlise seccional de cada unha das barras utilizando as expresions cldsicas de
Resistencia de Materiais, determinando asi os diagramas de esforzos e a partir de

estes as deformacidns e as tensiéns a nivel de punto.

No caso da barra analizada, a 1-3, concliese que se encontra sometida a un esforzo
axial de traccion de 14.142 kN.
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3.2.2 Exercicio M-2. Pértico con carga puntual nun dos nos
Para o portico da figura, determinar:

a) Desprazamentos do né 3

244 .. .
b) Reacciéns no apoio 1

450 mm

Y

v

300 mm

P=5N; E =210 GPa; A =60mm?; I =80 mm*



1. Discretizacion

245

Ye

%201 xg 6; 4
) )
3 5l 12 }‘610

2. Esquema da matriz completa de rixidez

K2 Kz o o
iy =l KR e (ij
0 k32 k33+k33 k34
| o 0 R

3. Matrices de rixidez das barras en coordenadas globais
e Barra1-2 (a =909)

[ 7.467 0 —1120 -7.467 0 —1120]
0 42000 0 0 —42000 0
[k2], = —1120 0 224000 1120 0 112000
¢ 1-7.467 0 1120 7.467 0 1120
0 —42000 0 0 42000 0

—1120 0 112000 1120 0 224000



Capitulo Il

Calculo matricial de estruturas de barras

246

Barra 2-3 (a = 09)
28000 0 0 —28000 0 0
0 2.212 497.778 0 —2.212 497.778
[k23] _ 0 497.778 149333.333 0 —497.778 74666.667
G —28000 0 0 28000 0 0
0 —2.212 —497.778 0 2.212 —497.778
0 497.778 74666.667 0 —497.778 149333.333
Barra 3-4 (a = 2709)
7.467 0 1120 —7.467 0 1120
0 42000 0 0 —42000 0
(k3] = 1120 0 224000 -—-1120 0 112000
G —7.467 0 —1120 7.467 0 —1120
0 —42000 0 0 42000 0
1120 0 112000 -—-1120 0 224000
Matriz completa de rixidez da estrutura
7.467 0 -1120 | —7.467 0 -1120 | 0 0 0 | 0 0 0
42000 0 | 0 —42000 0 | 0 0 0 | 0 0 0
224000 | 1120 0 112000 | 0 0 0 | 0 0 0
2800_7,467 E 11_2[] : 72;000 ; S : ; g E
42002.212 497.778 | 0 -2.212 497.778 | 0 0 0
K= 373333.333 : E —492.778 7466_6.667 : S 2 E
’ 28007.467 0 1120 | —7.467 0 1120
42002.212 —497.778 | 0 —42000 0
373333333 | —1120 0 112000
! 7;67 g 71712()
42000 0
224000
Ecuacion matricial completa de equilibrio da estrutura
{Po} = [Ko] - {80}
R! 7.467 0 -1120 | —7.467 0 -1120 | 0 0 0 | 0 0 0
R 42000 0 | 0 —42000 0 | 0 0 0 | 0 0 0
MT% 224000 | 1120 0 112000 | 0 0 0 | 0 0 0
8 : 2800_7,457 E 11_20 : —25_000 E ; : ; g E
0 42002.212 497.778 | 0 -2.212 497.778 | 0 0 0
0 _ 373333.333 | 0 —497.778  74666.667 | 0 0 0
5 ) ! 280[]_7.467 S 11_20 : —7:&67 g 11_20
g 42002.212 —497.778 | 0 —42000 0
_ 373333333 | —1120 0 112000
e o i
Mg #2000 2240000

coo I PZAIPH[ NI oo




6. Ecuacion matricial de equilibrio da estrutura

{Pc}=[Kaq]- {64}

62

8 [28007.467 0 1120 —28000 0 0 1 52
0 0 42002.212 497.778 0 —2.212 497.778 P
1120 497.778  373333.333 0 —497.778  74666.667 _2

; —28000 0 0 28007.467 0 1120 53
0 0 —2.212 —497.778 0 42002.212  —497.778 6’;
0 0 497.778 74666.667 1120 —497.778 373333.333 93’

3

7. Desprazamentos
{64} = [Kqal™ - (P}
Desprazamentos do né 3
83 = 0.536 mm, 55 = 3.174e — 05 mm, 63 = —0.0013 rad
12.Reaccions nos apoios

{Pa} = [Kcql - {64}

R [~7467 0 -1120 0 0 0 1|, 1;)4583f 05
ML 0 —42000 0 0 0 0 00013
Rl _| 1120 0 112000 0 0 0 -
' 0 0 0 -7467 0 -1120
ﬁ{; l 0 0 0 0 —42000 0 J s 107'ii6_ o
v 0 0 0 1120 0o 11200017
iy -0.0013

Reacciéns do apoio 1

Ry = —250N,R; = —1.33 N,M = 450 N - mm
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3.2.3 Exercicio M-3. Celosia triangular con cargas puntuais vertical e

horizontal

Para a estrutura plana articulada da figura, determinar:

248
a) Os desprazamentos do n6 3

b) As reaccions no apoio 1

| 5.00m |

A =10cm? E=210GPa; P, = 100 kN; P, = 100 kN



1. Discretizacion

249

2. Esquema da matriz completa de rixidez

Kk W3 kg
Kol=| K KBk
B ke

3. Matrices de rixidez das barras en coordenadas globais

e Barra1-2 (a = 609)

10500 18186.534 —10500 —18186.534
[k'2], = 18186.534 31500 —18186.534 —31500
—10500 —18186.534 10500 18186.534
—18186.534 —31500 18186.534 31500

e Barra2-3 (a = 1809)

42000 0 —42000 0
k=, =| 0 0 0 0
—42000 0 42000 0

o 0 0 0
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e Barra1-3 (a = 1209)

10500 —18186.534 —10500 18186.534

(k3] = —18186.534 31500 18186.534 —31500
—10500 18186.534 10500 —18186.534

18186.534 —31500 —18186.534 31500

250

4. Matriz completa de rixidez da estrutura

[ 210000 0 |  -10500 —18186534 | —10500  18186.534
0 63000 | —18186.534 —31500 | 18186534  —31500
— — | — — I — —
(ko =| 10500 18186534 | 52500 18186.534 |  —42000 0
ol =1_18186.534 —31500 | 18186534 31500 | 0 0
—-10500  18186.534 |  —42000 0 | 52500  —18186.534
[ 18186534  —31500 | 0 0 | —18186.534 31500

5. Ecuacion matricial completa de equilibrio da estrutura

{Po} = [Ko] - {6,}

R 210000 0 |  -10500 -18186.534 | —10500  18186.534 1| 0
Rl ’ 63000 | -18186534 —31500 | 18186534  —31500 [0
= | - - | - - -
5 _| —toso0  -18186534 | 52500 18186.534 |  —42000 0 1o

—18186.534  —31500 | 18186534 31500 | 0 0 5
|- - - - 5

—100° ‘ —10500 18186534 |  —42000 0 | 52500  —18186.534|[0%
—100%l 118186534  —31500 | 0 0 | —18186534 31500 1165

6. Ecuacion matricial de equilibrio da estrutura

{Pc} = [Kqql- {64}

0 31500 0 0 8y
-1003|=] 0 52500 —18186.534| |63
-1003 0 —18186.534 31500 83

7. Desprazamentos

{64} = [Kqal ™" - {P.}

87 = 0mm, 83 = —=3.76 mm, 55 = —=5.34 mm



8. Reaccions nos apoios

{Pa} = [Kcq] - {64}

Ry| [-18186.534 —10500 18186.534]| 0
Ri|=| -31500 18186.534 —31500 ||—3.76 251
R2 18186.534  —42000 0 —5.34

Rl =-57.73 kN, R}, =100 kN,R% = 157.74 kN



Capitulo Il
Calculo matricial de estruturas de barras

3.2.4 Exercicio M-4. Celosia triangular con carga uniformemente

distribuida nunha das barras

Para a estrutura articulada plana da figura, determinar:

252
a) Desprazamentos dos nés

b) Reaccidns nos apoios Ae B

c) Diagramas de esforzos da barra AC

500m

) 4

500m

q =2kN/m; E =210 GPa; A = 1500 mm?



1. Discretizacion

2. Esquema da matriz completa de rixidez

KElp K3 kb
K =| K kGl K
CEE - B R

3. Forzas de empotramento perfecto e forzas nodais equivalentes

No caso de que o sistema de accions externas actuantes sobre a estrutura
comprenda ademais de cargas puntuais nos nés tamén cargas aplicadas nas
barras, a metodoloxia de calculo sera a seguinte.

Para a andlise aplicaramos o principio de superposicion, descompofiendo o
estado de carga real noutros dous estados: o estado de carga | e o estado de

carga Il.

e Estadol

253
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No estado de carga |, consideramos nulos os desprazamentos asociados aos
grados de liberdade dos nos. Deste xeito, para as barras con cargas
apareceran unhas reacciéns nos seus extremos que denominaremos forzas

de empotramento perfecto.

Estado Il

No estado de carga Il, consideraremos, ademais das cargas externas
directamente aplicadas nos nés, unhas forzas iguais e de sentido contrario as
forzas de empotramento perfecto, que denominaremos forzas nodais

equivalentes.

Asi, para o exemplo analizado, o proceso de calculo seria o seguinte:

Estado |

Consideramos as barras con cargas con todos os seus grados de liberdade
restrinxidos. Neste caso, a barra 1-2, sometida a unha carga uniformemente
distribuida ¢, onde colocamos dous apoios articulados que impiden o

desprazamento horizontal e vertical dos nés 1 e 2.

q

1_@_ h A h A h A Yy ¥ h 4 h 4 h A h 4 -&-2
V4 4

! f

aL 5000 N qL 5000 N
2 2




Acudindo as expresiéns da tdboa de forzas e momentos de empotramento
perfecto, determinamos as reaccidéns que aparecen neses apoios, e dicir, as
forzas de empotramento perfecto. E importante observar que este calculo
realizase no sistema de coordenadas locais da barra de cara a unha maior

simplicidade e sistematizacién do proceso de analise.

Asi, o vector de forzas de empotramento perfecto, expresado en coordenadas

locais, seria o seguinte:
{Femp}, = {0, 5000, 0, 5000} (V)

No caso de existir mais barras cargadas, este mesmo proceso deberia repetirse
de xeito individualizado obtendo os correspondentes vectores de forzas de

empotramento perfecto.
e Estadoll

Analizaremos a estrutura pola metodoloxia de calculo matricial considerando
ademais das cargas externas directamente aplicadas nos nés, as forzas nodais

equivalentes as cargas aplicadas sobre as barras.

Como mencionamos anteriormente, estas forzas nodais equivalentes son iguais
en magnitude e de sentido contrario as forzas de empotramento perfecto. Polo
que para a barra 1-2, o vector de forzas nodais equivalentes, expresado en

coordenadas locais, é o seguinte:
{Feq}, = —{Femp}, = {0, —5000, 0, —5000} " (N)

Este vector debe finalmente referirse ao sistema de coordenadas xerais da
estrutura (sistema de eixos global), para a ensamblaxe do vector de forzas global
da estrutura {P,}. Asi, para a transformacion do vector de forzas nodais

equivalentes de coordenadas locais a globais, utilizaremos a seguinte expresion:

255
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{Feq}G = [L] '{Feq}L
onde [L] representa a matriz de cambio de coordenadas.

256
Para a barra 1-2, o eixo local x; forma un angulo de 0° co eixo global x; da estrutura,

polo que o vector de forzas nodais equivalentes en coordenadas globais resulta:
{Feq}, = {0, —5000, 0, — 5000} " (N)

5000 N 5000 N

4. Matrices de rixidez das barras en coordenadas locais

e Barra1-2
63000 0 —63000 0
k'], = 0 0 0 0
L™ 1-63000 0 63000 O
0 0 0 0

e Barra2-3



Barra 1-3

44548

23 —
L —44548

63000
0
—63000
0

[k13]L =

o O OO

o O oo

—44548

44548

—63000

63000

. Matrices de rixidez das barras en coordenadas globais

Barra 1-2 (a = 09)

63000

12 —
(k™16 = —63000

Barra 2-3 (a = 2259)

22274

k23], = | 22274

(=)

22274
22274
—22274 =22274

—22274 -=22274

Barra 1-3 (a = 2709)

0 0
0 63000
0 0
0 —63000

[klg]G =

. Matriz completa de rixidez da estrutura

[=N i)

—63000

63000

—22274

—22274
22274
22274

—63000

63000

o O OO

—22274

—22274
22274
22274
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r 63000 0 | —63000 0 [ 0 0
0 63000 | 0 0 | 0 —63000
- — | — — | - —
K] —63000 0 | 85274 22274 | —22274 22274
0l 0 0 | 22274 22274 | —22274 22274
258 — — | - - | — _
0 0 | —22274 —-22274 | 22274 22274
0 —63000 | —22274 -—22274 | 22274 85274 |

7. Ecuacion matricial completa de equilibrio da estrutura

{Po} = [Ko] '{60}

Rl - 63000 0 | —63000 0 | 0 0 110
RY ~ 5000 0 63000 : 0 0 : 0 -63000]| 0
0 _|-63000 0 | 85274 22274 | —22274 —22274||6%
5000 | | O 0 | 22274 22274 | —22274 —22274||62
- - - 1 - - 1 - - |I-
R3 0 0 | —22274 —22274 | 22274 22274 ||0

0 0 —63000 | —22274 —22274 | 22274 85274 1165

8. Ecuacién matricial de equilibrio da estrutura

{Pc} = [Kdd] '{5d}

0 85274 22274 —222741|%%
—5000| = | 22274 22274 —22274||63
0 -22274 —22274 85274 l|s3

9. Desprazamentos

Posto que para a solucién do sistema estrutural se aplicou o principio de
superposicién, os desprazamentos dos nds para o estado de carga real son a
suma dos estados de cargal e ll.

Non obstante, xa que no estado | se supuxeron desprazamentos nulos, os valores
reais dos desprazamentos corresponderanse directamente cos calculados no

estado de cargal ll.



Asi, para a estrutura de nds articulados deste exercicio, trala resolucion do

sistema de ecuacions, obtivéronse os seguintes valores:
8% = 0.079 mm, 87 = —0.383 mm, 55 = —0. 079 mm
10.Reaccions nos apoios

{Pa} = [ch] ' {801}

R} kis ki kig]|0%] [-63000 0 0 0.079
R —5000| = |kps kos kae||82]=| O 0 —63000||—0.383
R3 kss kss ksel|o2| l-22274 —22274 22274 l1-0. 079

Rl = -5.00kN, R}, = 10.00 kN,R2 = 5.00 kN

11.Solicitaciéns de extremo en barras

De igual xeito que para os desprazamentos, as solicitaciéns nos extremos das
barras para o estado de carga real son a suma dos estados de cargalell.

Para o estado de carga |, as solicitacions de extremo correspdndense coas forzas

de empotramento perfecto en coordenadas locais:
{S}I = {Femp}L

Para o estado de carga ll, as solicitacions de extremo obtéfiense a partires dos

desprazamentos nodais da estrutura mediante a expresién xa cofiecida:

Sty =kl - [L]" - {8}

Polo tanto, para o estado de cargareal, as solicitacidns de extremo poden obterse

mediante a expresion:
{S}R = {S}I + {5}11 = {Femp}L + [k]L : [L]T : {8}

No problema que nos ocupa, e para o caso da barra 1-2 (AC):
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e Estadol
{8} = {Femp}, = {0, 5000, 0, 5000} " (N)
e Estadoll
260
63000 0 —63000 O]t 0 0 O 0 —5000
_ 0 0 0 oflo 1 0 o 1 o
{8} = —63000 0 63000 O||l0 0 1 0 0879 ~ | 5000 )
0 0 0 ollo 0 0 1l| j5es 0

{8} = {=5000, 0, 5000, 0} " (N)

e Estado real

{(S}z = {8}, + {8}, = {~5000, 5000, 5000, 5000} "

AL q
ALL 21 A
5kN < > od—3 5kN
| X, |
5kN 5kN

12.Diagramas de esforzos

A partir das solicitacions de extremo calculadas no paso anterior é posible

realizar a analise seccional de cada unha das barras utilizando as expresiéns

clasicas de Resistencia de Materiais, determinando asi os diagramas de

esforzos.

No caso da barra analizada, a 1-2, represéntanse a continuacion os diagramas de

esforzo axial, esforzo cortante e momento flexor.



5kN

N
261
SkN
o
A C
|4
5 kN

A M C

L

6.25 KN -m
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3.2.5 Exercicio M-5. Pértico con carga distribuida triangular
Para a estrutura reticulada plana da figura, determinar:

a) Desprazamento do né B
262
b) Momento reaccién en A

c) Compofiente horizontal da reaccion en C

5.00m

Y

4.00m

A

o 7

E =30 GPa; I = 67500 cm*; A = 900 cm?; ¢ = 50 kN/m




1. Discretizacion

5 Og

5. 54 i
2 3&

YL‘J xL

263

Ye
62 1 xG
0
3 (51

2. Esquema da matriz completa de rixidez

kii ki 0
(Kol = |k3i k35 + k355 k33
0 k3 k3

3. Forzas de empotramento perfecto e forzas nodais equivalentes

e Estadol
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qL2—40kN
20 m
. Ny
@
2 7qL
ﬁ—70kN
264
3qL
1 ﬁ—30kN
7.7.(_
(&,
qu—2667kN
30 — 26 m

{Femp}, = {0, 30, 26.67, 0, 70, — 40} " (kN e kN - m)

e Estadoll

JOKN ¥ \ 40 kN - m
Ul

2 sh

30kN 1

7
Y

26.67 kN - m

Fool = —{Fompt =1{0, —30, —26.67, 0, — 70, 40}7 (kN e kN - m)
aj, L

{Feq}G = [L] -{Fe,,}L = {30, 0,—26.67, 70, 0, 40} (kN e kN - m)



4.

5.

6.

Matrices de rixidez das barras en coordenadas globais

Barra 1-2 (a = 90

%)

3796.875 0 —7593750 | —3796.875 0 —7593750
0 675000 0 | 0 —675000 0
—7593750 0 20250000000 | 7593750 0 10125000000
(k'] = - - - | - - -
—3796.875 0 7593750 | 3796.875 0 7593750
0 —675000 0 | 0 675000 0
—7593750 0 10125000000 | 7593750 0 20250000000
Barra 2-3 (a = 09)
540000 0 0 | —540000 0 0
0 1944 4860000 | 0 —1944 4860000
0 4860000 16200000000 | 0 —4860000 8100000000
K3le = - - - | - - -
—540000 0 0 | 540000 0 0
0 —1944 —4860000 | 0 1944 —4860000
0 4860000 8100000000 | 0 —4860000 16200000000
Matriz completa de rixidez da estrutura
3796.875 0 —7593750 | —3796.875 0 —7593750 | 0 0 0
0 675000 0 | 0 —675000 0 | 0 0 0
—7593750 0 20250000000 | 7593750 0 10125000000 | 0 0 0
oears o gsewse | swmesss o 7seso | sioo0 o 5
[Ko] = 0 —675000 0 | 0 676944 4860000 | 0 —1944 4860000
—7593750 0 10125000000 | 7593750 4860000 36450000000 | 0 —4860000 8100000000
5 5 o sam o o | s o 5
0 0 0 | 0 —1944 —4860000 | 0 1944 —486000
0 0 0 | 0 4860000 8100000000 | 0 —4860000 16200000000.

Ecuacion matricial completa de equilibrio da estrutura

RL+30-10°
Ry
M} - 26.67 - 10°

70

0
40-10°
"
Ry
Mg

3796.875

0
—7593750
—3796.875

= 0
—7593750

0
0
0

0
675000
0
0
—675000
0

coco |

{Po} = [K,] - {80}

—7593750
0
20250000000
7593750
0
10125000000

0
0
0

—3796.875
0
7593750
543796.875
0
7593750
—540000
0
0

0
—675000
0
0
676944
4860000
0
—1944
4860000

—7593750
0
10125000000
7593750
4860000
36450000000
0
—4860000
8100000000

coo

—540000
0
0
540000
0
0

| ooco

0
—1944
—4860000

0
1944
—4860000

| oo o

0
4860000
8100000000

0
—486000
16200000000

0
0
0
5
5

0,
0
0
0
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7. Ecuacion matricial de equilibrio da estrutura

{Pc} = [Kaq]- {64}

70 543796.875 0 7593750 1|67
266 0 |= 0 676944 4860000 |62
40 - 106 7593750 4860000 364500000001 |g,

8. Desprazamentos
87 = 0.114 mm, §; = —0.008 mm, 6, = —0. 001 rad

9. Reaccions nos apoios

87 0.114
IME —26.67 - 10°| = [K3s Kss Kzl |62| = [7593750 0 10125000000] |—0.008
0, —0. 001

M} =38.41kN-m

82 0.114
IR3| = [K7a Kys Kyg] [62| = [-540000 0 0]|-0.008
0, —0. 001

R} = —61.41kN




3.2.6 Exercicio M-6. Pértico con carga puntual nunha das barras
Para o pértico da figura, determinar:

a) Desprazamentos dos nés 2 e 3

b) Solicitacions nos extremos da barra 2-3

450 mm

r
A 4

300 mm

1 4

4

P =30N; E =210 GPa; A= 60mm?; [ =80 mm*; d = 100m
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1. Discretizacion

5 bg

8y 8o L"a?
66 \ Y f

268

Y6

6, %4 1 X; 611

4
0 o)
3 5 1 Z)J}(gl 0

2. Esquema da matriz completa de rixidez

k2 k2 0 0

[Ko] = ki ki -|2-3k%% 2;(%% 34 24
0 k3, k33 k33 k3

0 0 K34 K3

3. Forzas de empotramento perfecto e forzas nodais equivalentes

e Estadol

518,52 N -mm 1814,80 N - mm
y N
- 3 T\D

T 3,79 N 26,21 N

| s 5

{Femp}, = {0, 3.79,518.52, 0,26.21,~1814.80} "(NeN-mm)



e Estadoll

3,79 N 26,21 N
518,52 N - mm (" ") 1814,80 N - mm 269
2 3
1 4

{Feq}L = —{Fem,,}L ={0,—3.79,-518.52,0,—26.21,1814.80} " (N e N - mm)
{Feq}c =[L]- {Feq}L ={0,-3.79,-518.52,0,—26.21,1814.80} " (N e N - mm)

4. Matrices de rixidez das barras en coordenadas globais
e Barra1-2 (a = 909)

7.467 0 —1120 -7.467 0 —1120
| O 42000 0 0 —42000 0
[k'2], = —1120 0 224000 1120 0 112000
¢ 1-7.467 0 1120 7.467 0 1120
0 —42000 0 0 42000 0
—1120 0 112000 1120 0 224000

e Barra2-3 (a = 09)

28000 0 0 —28000 0 0

[ 0 2.212 497.778 0 —2.212 497.778}

(k23] = 0 497.778 149333.333 0 —497.778 74666.667
—28000 0 0 28000 0 0

0 —2.212  —497.778 0 2.212 —497.778

0 497.778 74666.667 0 —497.778 149333.333
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e Barra3-4 (a = 2709)

7.467 0 1120 —-7.467
0 42000 0 0
[k34], = 1120 0 224000 -—1120
270 ¢ 1-7.467 0 —1120 7.467
0 —42000 0 0
1120 0 112000 -—-1120
5. Matriz completa de rixidez da estrutura
7.467 0 -1120 | —7.467 0 -1120 | 0 0
42000 0 | 0 —42000 0 | 0 0
224000 | 1120 0 112000 | 0 0
‘ 2800_7.467 E 11_2[] : 72;000 ;
42002.212 497.778 | 0 —-2.212
373333333 | 0 —497.778
[Kol = | - -
28007.467 0
42002.212

—42000

42000

ol ooco

497.778
74666.667

1120
—497.778
373333.333

6. Ecuacion matricial completa de equilibrio da estrutura

{Po} = [Ko] ‘{80}

7. Ecuacion matricial de equilibrio da estrutura

{Pc}=[Kaq]- {64}

R 7467 0 —1120 |  -7.467 0 —1120 | 0 0 0 |
R 42000 0 | 0 ~42000 0 | 0 0 0 |
Mt 224000 | 1120 0 112000 | 0 0 0 |
R
" - - - - - -
0 28007.467 0 1120 | -28000 0 0 |
-379 42002212 497.778 | 0 —2212 497778 |
51852 373333333 | 0 —497.778  74666.667 |
R | - - - |
0 28007.467 0 120 |
1‘8213-% 42002212 —497.778 |
1 373333333 | 1120
R} |
R
M

|
N
cXilococo| oo

o
3

—4

I
N
chalocococlooco

1120

112000
—1120

224000

00

loBclococolooo

o

42000

coolooo

1120
0
112000
-1120
0
224000

lococol ooo

1

jory
1)
S

0
112000

—-1120

0
224000




62

_3979 [28007.467 0 1120 —28000 0 0 1 6;%
_51852 ‘ 0 42002.212 497.778 0 —2.212 497.778 P
R 1120 497.778  373333.333 0 —497.778  74666.667 _2

E | —28000 0 0 28007.467 0 1120 53
2621 0 —2.2123 —497.778 0 42002.212  —497.778 J 6’;
0 497.778 74666.667 1120 —497.778 373333.3334["¥

1814.80 o

271
8. Desprazamentos

{64} = [Kaqal™ - {P.}
8¢ = —0.35mm, 8] = —1.45e — 04 mm, 0, = —1.59e — 03 rad
83 = —0.35mm,8; = —5.69¢ — 04 mm, 6 = 6.22e — 03 rad

9. Solicitacions de extremo en barras

e Barra 2-3:
{Sr=0+{8= {Femp}L + [kl - [L]" - {6}

{8}, = {0,3.79,518.52,0,26.21,—1814.80} " (N e N - mm)

28000 0 0 —28000 0 0 100 0 0 O —0.35
0 2.212 497.778 0 —2.212 497.778 01 0 0 0 0f|-1.45e—04
(s}, = 0 497.778 149333.333 0 —497.778 74666.667 ||[0 0 1 0 0 0f[-1.5% —03
—28000 0 0 28000 0 0 000100 —0.35
0 —2.212  —497.778 0 2.212 —497.778 |[0 0 0 0 1 Of|—-569e—4
0 497.778  74666.667 0 —497.778 149333333110 0 0 0 0 1/16.22¢—-03

{8}, = {4.37,2.30,226.87,—4.37,—2.30,810.24} "(N e N - mm)

{S}r = {4.37,6.09,745.39, —4.37,23.90,—1004.56} (N e N - mm)

6.09 N l 2390 N

s A
74539 N -mm (T = 2 = ) 1004.56 N - mm
| 4.37 kN 437N |
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3.2.7 Exercicio M-7. Viga continua con carga distribuida e puntual
Para a viga continua da figura, determinar:

a) Frecha e xiro da seccion central B

272
b) Compoiiente vertical da reaccién en A e momento reaccién en C

c) Solicitacions de extremo para as barras AB e BC

| 1.50m |
I ]
A B C
3.00m 3.00m
E =210GPa;I1 = 171 cm*; P =5 kN; q=1kN/m
1. Discretizacion
Ye
5, yIL 85 ylL 85
5 -
2%‘1 XL 84 ‘2‘ xy, 36 ¥ \3

2. Esquema da matriz completa de rixidez

kit ki 0
(Kol = k3T k33 + K33 K33
0 K3 k33

3. Forzas de empotramento perfecto e forzas nodais equivalentes

e Estadol




2

<r -\
A L A
% — 1.5kN 1.5 kN 273
12 T
{Femp},” ={1.5,0.75, 1.5, = 0.75} " (kN e kN - m)
P
1.875 kN - m l % =1875kN -m
o o
P
Tz.s kN 7 =25 kNT
{Femp), = (25,1875, 2.5, — 1875} " (kN e kN - m)
e Estadoll
0.75 kN - m 1.875kN -m
2
¢ > N
1 1125 kN -m i 3l\
v
1.5 kN 4 kN 2.5 kN

{Feq), = —[LN{Femp}, ={-15 =075 =15, 075} (kN e kN -m)

{Feq). = —[L){Fenp), ={-2.5, — 1875, —2.5, 1875} (kN e kN - m)

4. Matrices de rixidez das barras en coordenadas locais

e Nas vigas, se as cargas actuantes son unicamente transversais, séese omitir

a compofiente lonxitudinal dos desprazamentos.



Capitulo Il
Calculo matricial de estruturas de barras

o Deste xeito, a matriz de rixidez en coordenadas locais pddese obter a partires

do caso mais xeral de barra de pértico plano:

r 12E1 6E1

L3 L2

274 6EI 4EI
L

(k] = - -

12E1 6E1
32

6E1 2E1

Z L

e Barral-2
159.6 239400
239400 478800000
[k*?], = - -
—159.6 —239400
239400 239400000
e Barra2-3
159.6 239400
239400 478800000
[k*], = - -

—159.6  —239400
239400 239400000

12E1

—159.6
—239400
159.6
—239400

—159.6
—239400
159.6
—239400

5. Matrices de rixidez das barras en coordenadas globais

Coinciden coas matrices en eixos locais

6. Matriz completa de rixidez da viga continua

239400
239400000
—239400
478800000

239400
239400000
—239400
478800000



r 159.6 239400
239400 478800000

—159.6 239400
—239400 239400000

0 0
0 0

|
|
|
|
0 957600000 | —239400 239400000
|
|
|

[K,] = —159.6  —239400 319.2 0 —159.6 239400
0471239400 239400000
0 0 —159.6 —239400 159.6 —239400
0 0 239400 239400000 —239400 4788000001

7. Ecuacion matricial completa de equilibrio da estrutura

{Po} = [Ko] '{60}

R}-15-10° 159.6 239400 | —159.6 239400 | 0 0 0
M3 —0.75 - 10° [239400 478800000 | —239400 239400000 | 0 0 ] 0
— | - - | - - | - - =
—4.0-10° _|—159.6  —239400 | 319.2 0 | —159.6 239400 6}%
—1.125-10° |~ |239400 239400000 | 0 957600000 | —239400 239400000](p,
- - - | - - | - - -

Ry —25-10% 0 0 | —=159.6 —239400 | 159.6 —239400 1|0
M3 + 1.875- 10° L 0 0 | 239400 239400000 | —239400 478800000J 0

8. Ecuacién matricial de equilibrio da estrutura

{Pc} = [Kdd] '{5d}

8

—4.0-103 | _ [31(;3.2 0 ] i

—1.125-10° 957600000

9. Desprazamentos
87 = —12.53mm,6, = 1.17e — 03 rad

10.Reaccions nos apoios

RL—15-10°| = [K;; K y|=— '
| y | (K13 Kial 0, [-159.6  239400] 1.17e — 03
R} =3.22 kN
3 41 1.875-10%| = [Kes Kea] || = '
IM3 +1.875- 109 = [Kes  Kea] o [239400 2394000001 |, |-~ -
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M} = —516kN-m

11.Solicitaciéns de extremo en barras

e Barra1-2 (AB)

276
{8} =Kl - [L]" - {8} + {Femp},
159.6 239400  —159.6 239400 0 15-10°
(5} = [239400 478800000 239400 239400000 0 +|075-10°
-159.6 —239400  159.6  —239400 || —12.53 15-10°
239400 239400000 —239400 478800000]11.17¢ — 03] 1-0.75-10¢
3.219-10°
. 6
= [ 3469-10° |y o v )
-0.219-10
1.687 - 10°
3469 kN+-m 1.687 kN+-m
3.219 kN 0.219 kN

e Barra 2-3 (BC)

{8} = [kl - [L]" - {8} + {Femp},

159.6 239400  —159.6 239400 ]| —12.53 2.5-103
(5} = |239400 478800000 239400 239400000||1.17¢ 03| , | 1.875 - 10°
~159.6 239400  159.6  —239400 0 2.5-103
239400 239400000 —239400 478800000 0 ~1.875-10°
0.219-10°
—1.687 - 106
- NeN-
4781-10° |V N mm)
~5.156- 106
1.687 kN-m lP 5156 kN-m
1>

op

0.219 kN 4.781 kN



3.2.8 Exercicio M-8. Viga continua con rétula na seccion central e carga

distribuida e puntual

Para a viga continua da figura, determinar:
277

a) Frecha e xiro da seccién central B
b) Comporiente vertical da reacciéon en A e momento reaccién en C

c) Solicitacions de extremo para as barras AB e BC

1.50m

v

T O

3.00m 3.00m

[ Y
) 4
[ Y

E =210GPa;I =171 cm*; P = 1.0kN; ¢ = 0.5 kN/m

1. Discretizacion

) Ay — 12
zﬂ 1 X O4 2 Xy 3

2. Esquema da matriz completa de rixidez

kii ki 0
(Kol = |k3? k33 + K33 K33
0 K3 k33

3. Forzas de empotramento perfecto e forzas nodais equivalentes
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e Estadoll
qL?
o =0562kN-m q
278
( Al 2
5qL 3qL

{Femp}, =1{0.937, 0562, 0.562, 0}" (kN e kN - m)

P PL
0.375 kN -m l 5 =0375kN -m
A N
A D

P
TO.SkN §=0.5kNT

{Femp}z3 ={0.5, 0.375, 0.5, —0.375} " (kN e kN - m)

e Estadoll

{Feq}, = —[L}{Femp}, ={-0.937, — 0562, —0.562, 0} " (kN e kN - m)

{Feq}. = —[LH{Femp}, ={-0.5, — 0375, —0.5, 0375} (kN e kN - m)

0.562 kN -m 0375 kN -m

A — D
g8 T 2)

0.937 kN 1.062 kN 0.5 kN




4. Matrices de rixidez das barras en coordenadas locais

Barra 1-2
[k

Barra 2-3
[k23]L =

- 3Bl 3EI
o
3EI

12 L

[klz]L =

3EI
N

3EI
e

0

39.9
119700
2]L = -
-39.9

0

119700
359100000

—119700

[k23]L =

159.6
239400
—159.6
239400

239400
478800000
—239400
239400000

3EI )
0
3EI
1z 0
| —_ —
3EI
Ve
| 0 0
| -399 0
| —119700 0
| —_ —
| 39.9 0
| 0 0
12E1 6E]
T IZ
6E1 2E1
L2 L
12E1 6E1
13 Iz
6E1 4E]
12 L
—159.6 239400

—239400 239400000

159.6 —239400
—239400 478800000

279
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5. Matrices de rixidez das barras en coordenadas globais

Coinciden coas matrices en eixos locais

6. Matriz completa de rixidez da viga continua

280
r 399 119700 | —39.9 0 | 0 0
119700 359100000 | —119700 0 | 0 0
ko =| ~309 119700 | 1995 239400 | —159.6 239400
L 0 | 239400 478800000 | —239400 239400000
0 0 | -159.6  —239400 | 159.6 —239400
0 0 | 239400 239400000 | —239400 478800000 |

7. Ecuacion matricial completa de equilibrio da viga continua

{Po} = [Ko] - {80}

RL—-0.937-10° 39.9 119700 | —39.9 0 | 0 0 0
ML —0.562-10°| [119700 359100000 | —119700 0 | 0 0 0
— - - | - - | - - -
—1.062-10° | | —399  -119700 | 1995 239400 | —159.6 239400 ||82
—0.375-10 |~ o 0 | 239400 478800000 | —239400 239400000 ||a,
- | - - I - - | - - -
R3—0510° l 0 0 | -159.6  —239400 | 159.6 —239400 J 0
MZ +0.375 - 10° 0 0 | 239400 239400000 | —239400 478800000110

8. Ecuacidén matricial reducida de equilibrio da viga continua

{Pc} = [Kaq]- {64}

8

—1.062 - 103| _ [ 199.5 239400
2 0,

—0.375-10° 39400 478800000

9. Desprazamentos
87 = —10.96 mm, 6, = 4.70e — 03 rad
10.Reaccions nos apoios

—10.96

|Ry —0.937-10%| = [Ki3 K4 4.70e — 03

5y2| _
6| = =399 0l



R} = 1.375 kN

52 -10.96
5 101 = s Kl | = :
[M3 + 0.375 - 10°| = [Ke3 64] 0, [239400 239400000] 4.70e — 03
M3 =—1.875kN -m 281
11.Solicitaciéns de extremo en barras
e Barra 1-2 (AB)
{S} = [k]L ' [L]T . {6} + {Femp}L
39.9 119700 —39.9 0 0 0.937-103
(s} = 119700 359100000 —119700 O 0 0.562 - 10°
|1 =399 —119700 39.9 0 —10.96 0.562-103
0 0 0 0114.70e — 03 0
1.375-103
. 6
— [1875-10% (v ¢ - )
0.125-10
0
1.875 kN +m q
CTM'&'J'H'LJ'J'&%T
1.375 kN 0.125 kN
e Barra 2-3 (BC)
(s} =[kl,-[L]" - {6} + {Femp}L
159.6 239400 —159.6 239400 —10.96 0.50-103
(s} = 239400 478800000 —239400 239400000 |]4.70e — 03 n 0.375-10°
~|1-159.6 —239400 159.6 —239400 0 0.50-103
239400 239400000 —239400 478800000 0 —0.375-10°
—0.125-103
_ 0 .
=| 1.125. 103 |V N -mm)

—1.875-10°
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0kN -m

lP

1875 kN -m

Cl-

0.125 kN

3T>

1.125 kN



3.2.9 Exercicio M-9. Viga continua con asento nun dos apoios: resolucion

polo método directo

Para a viga continua da figura, sometida as cargas indicadas, e a un asento no

apoio C, determinar utilizando o método directo:

a) Frecha e xiro da seccion central B

b) Solicitacions de extremo nas barras AB e BC

283

| 1.50m
I >
q Pl
/ A B C
10 mm
c
| 3.00m | 3.00m
[ T "
E =210GPa;1 =171 cm*; P =5.0kN; g = 1.0 kN/m
1. Discretizacion
Ye
8, yIL 85 yIL 85
5 -
A x 8. ¥y x 56 P I

2. Esquema da matriz completa de rixidez

kit ki3 0
[Kol = |kt k35 + k33 K33
0 K3 k3

3. Forzas de empotramento perfecto e forzas nodais equivalentes
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e Estadol
qL
284 C D
1 2
. A
% = 1.5 kN 1.5 kN
12 T
{Femp},” = {1.5, 0.75, 1.5, —0.75} (kN e kN - m)
P
1.875 kN - m % =1.875kN -m

R

T2.5 kN §= 2.5 RNT

{Femp), = {25, 1.875, 2.5, — 1875} (kN e kN - m)

e Estadoll
0.75 kN - m 1.875 kN - m
2
< — ND
11 1.125kN-m{ 3‘1'\
1.5 kN 4kN 2.5 kN

{Feq), = —[LN{Femp}, ={-15 —0.75 =15, 075} (kN e kN -m)

{Feq). = —[L){Fenp), ={-2.5 — 1875, —2.5, 1875} (kN e kN - m)



Barra 1-2

159.6
239400
[klz]L = -
—159.6
239400

Barra 2-3

159.6
239400
[k23]L = | -
—-159.6
239400

239400
478800000
—239400
239400000

239400
478800000
—239400
239400000

. Matrices de rixidez das barras en coordenadas locais

—159.6
—239400
159.6
—239400

—159.6
—239400
159.6
—239400

239400
239400000
—239400
478800000

239400
239400000

—239400
478800000

. Matrices de rixidez das barras en coordenadas globais

Coinciden coas matrices en eixos locais

. Matriz completa de rixidez da viga continua

r 159.6 239400
239400 478800000

—159.6

K] = ~239400
0l = 1239400 239400000
0 0
0 0

|  —159.6
| —239400
I —

| 3192

[ 0

I —

| -1596
| 239400

239400
239400000
0
957600000
—239400
239400000

7. Ecuacion matricial completa de equilibrio

R}—15-10° 159.6 239400 | —159.6 239400
M}—075-105| [239400 478800000 | —239400 239400000 |
- - - 1 - -
—40-10° | _|-159.6 —239400 | 3192 0 |
~1.125-10° |~ 239400 239400000 | 0 957600000 |
- - -1 - -
R} —25-10° l 0 0 | -159.6  —239400 |
0 0 | 239400 239400000 |

M +1.875-10°

0 0
0 0

—159.6

239400
—239400 239400000

159.6

0 0
0 0
—159.6 239400

—239400 239400000

159.6 —239400
—239400 478800000

—239400
—239400 478800000

1

0
0
6,
0

J—w
0

N

285



Capitulo Il
Calculo matricial de estruturas de barras

8. Desprazamentos
[Kaal - {04} + [Kac] - {83 ={P}

{64} = [Kaal™ - ({P} — [Kqac] - {6c))

286
0
[3.13e—03 0]. { —4000 }_[—159.60 —239400 —159.60 239400 ] 0
0 0 —1125000 239400 239400000 —239400 239400000/ )—10
0
8; = —=17.53mm, 0, = —3.67e — 03 rad
9. Solicitacions de extremo en barras
e Barra 1-2 (AB)
{8} = [Kl, - [L]" - {8} + {Femp},
159.6 239400 —159.6 239400 0 1.5-103
(5} = [239400 478800000 —239400 239400000 0 +]075-10°
“|-159.6  —239400 159.6 —239400 —17.53 1.5-103
239400 239400000 —239400 478800000][-3.67¢ — 03l 1-0.75-10°
3.418-103
4.067 - 108
= NeN -
—0418-10°| (VN -mm)
1.687 - 10°
4.067 kN - m 1.687 kN -m
TINHHHHleD
3.418 kN 0.418 kN

e Barra 2-3 (BC)

{8} = [k, - [L]" - {&} + {Femp},



159.6 239400 —-159.6 239400 —17.53 2.5-10%
239400 478800000 —239400 239400000||—3.67e —03 1.875-10°

8} = —159.6  —239400 159.6 —239400 -10 | 25 108
239400 239400000 —239400 478800000 0 —1.875-10°
0.418-10°
—1.687 - 10°
= NeN-mm
4582103 ( )
—4.558 - 10° 287
1.687 kN-m lP 4558 kN - m

= =12

0.418 kN 4.582 kN
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3.2.10 Exercicio M-10. Viga continua con asento nun dos apoios: resolucién

polo método indirecto

Para a viga continua da figura, sometida as cargas indicadas, e a un asento
288 no apoio C, determinar utilizando o método indirecto:
a) Frecha e xiro da seccién central B

b) Solicitaciéns de extremo nas barras AB e BC

| 1.50m
h >
q Pl
Y
Z A B c
10 mm
c
| 3.00m | 3.00m
[ T .
E =210 GPa;I =171 cm* P = 5.0 kN; q=10kN/m
1. Discretizacion
Ye
ol f . i .
K -
A x 8. ¥y x 5PN

2. Esquema da matriz completa de rixidez

kit ki3 0
(Kol = |kt k35 + K33 K33
0 K3 k3

3. Forzas de empotramento perfecto e forzas nodais equivalentes



e Estadol

qL®
2 >
. A
T L= 15w 15 kN

{Femp),  =1{15,0.75,1.5, —0.75}" (kN e kN - m)

P
1875 kN -m % =1875kN-m

R

T2.5 kN §= 2.5 RNT

{Femp), = {25, 1.875, 2.5, — 1875} (kN e kN - m)

2.394 kN - m (ﬂ I\) 2.394 kN -m
2 3

T 1.596 kN 1.596kN l

(Femp).” = K], - [L]" - {825} & (823} = {0, 0,~10, 0} "(smm)

{Femp}, = {1,596, 2.394, —1.596, 2.394} " (kN e kN - m)
e Estadoll

12 12
{Feq), = —[LH{Femp},” ={~15, =075, —15,0.75} " (kN e kN - m)
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23 23
{Feq). = —[L){Fenp), ={-2.5 — 1875 —2.5, 1875} (kN e kN - m)
{Feq}. = —[LN{Fenp}, ={-1.596, —2394, 1.596,~2.394}" (kN e kN - m)
290 0.75kN -m 052kN-m
2
& > N>
1 1 3.52kN-m Or 3b
1.50 kN 5.60 kN 0.90 kN
. Matrices de rixidez das barras en coordenadas locais
Barra 1-2
159.6 239400 | —159.6 239400
239400 478800000 | —239400 239400000
(k2] =] - - | - -
—159.6 —239400 | 159.6 —239400
239400 239400000 | —239400 478800000
Barra 2-3
159.6 239400 | —159.6 239400
[239400 478800000 | —239400 239400000
), | - - -
—159.6 —239400 | 159.6 —239400
l239400 239400000 | —239400 478800000

Coinciden coas matrices en eixos locais

. Matriz completa de rixidez da viga continua

. Matrices de rixidez das barras en coordenadas globais



r 159.6 239400 | —159.6 239400 | 0 0
239400 478800000 | —239400 239400000 | 0 0
— — | — — | — —
K, = —-159.6  —239400 |  319.2 0 | —159.6 239400
o1 71239400 239400000 | 0 957600000 | —239400 239400000
—_ —_ | —_ —_ | —_ —
0 0 | -159.6  —239400 | 159.6  —239400
0 0 | 239400 239400000 | —239400 478800000} 297
7. Ecuacion matricial completa de equilibrio
R} —1.5-103 159.6 239400 | —159.6 239400 | 0 0 70
ML—075-108| [239400 478800000 | —239400 239400000 | 0 0 0
_ — — | — — | — — _
—5.60-10% | _|-159.6 —239400 | 319.2 0 | —1596 239400 ||52
—3.52-105 |~ (239400 239400000 | 0 957600000 | —239400 239400000 ||g,
_ _ _ | - — | - - _
R%—0.90-10° 0 0 | -159.6 —239400 | 159.6  —239400 ||0
Mi-o052-1080 L 0 0 | 239400 239400000 | —239400 4788000000

8. Ecuacién matricial reducida de equilibrio

—5. 60-103| _ [319.2
—3.52-106|_[ 0

i
0,

50000
957600000
9. Desprazamentos

85 = —17.53mm, 0, = —0.0037 rad

10.Solicitacions de extremo en barras

e Barra 1-2 (AB)

{8} = [kl - [L]" - {8} + {Femp},

159.6 239400  —159.6 239400 0 1.5-10°
(s} = |239400 478800000 239400 239400000 0 |,]075-10°
~159.6 —239400  159.6  —239400 || —17.53 15103
239400 239400000 —239400 478800000/ |-0. 00371 1-0.75- 106
3418103
_ | 4.067-10°
~0.418 - 10°

1.687 - 10°
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4.067 kKN -m 1.687 kN -m
3.418 kN 0.418 kN

292
e Barra2-3 (BC)

{S} = [k]L ' [L]T : {6} + {Femp}L

159.6 239400 —159.6 239400 —17.53 410-103
(s} = 239400 478800000 —239400 239400000 (-0.0037| 4.27-10°
—159.6  —239400 159.6 —239400 0 0.90-103
239400 239400000 —239400 478800000 0 0.52-10°
0.418-103
_ |-1.687-10°
4582103
—4.558-10°
1.687 kN - m lP 4558 kN - m

72 =12

0.418 kN 4,582 kN



3.2.11 Exercicio M-11. Estrutura de nos rixidos con carga térmica e

uniformemente distribuida

Para a estrutura da figura, sometida a carga distribuida q e a unha variacién
de temperatura uniforme AT na barra AB, determinar: 293
a) Desprazamentos do né B

b) Solicitacions de extremo na barra AB

3.00m AT

| 2.00m M 4.00m

A
A

q=1kN/m,E =70 GPa,l =76.4cm* A =472 cm? AT = 45°C,a = 2.4-1075¢C™?
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1. Discretizacion

294

2. Esquema da matriz completa de rixidez

kit ki3 0
(Kol = |kt k35 + K33 K33
0 k3 k3

3. Forzas de empotramento perfecto e forzas nodais equivalentes

e Estadol

35.68 kN

af

AT

A%

FAaAT = 35.68 kN

{Femp}i2 ={35.68, 0, 0, —35.68, 0, 0} " (kN e kN - m)



q qL
—— =133kN-m
133kN -m 12
( 2 Xy )
A Ao
2.00 kN 4 200 kN 295

{Femp).” =1{0, 2,00, 1.33, 0, 2.00, — 1.33} (kN e kN - )

e Estadoll

29.69 kN

10kN-m
19.79 kN

19.79 kN
31.69 kN

1.33kN-m
3
>
0 kN
2.00 kN

{Feq),” = ~{Femp), =1{-3568, 0,0, 35.68, 0, 0} "(kN e kN - m)

{Feq}z2 = [L] -{Feq}i2 = {—19.79, 29.69, 0, 19.79, — 29.69, 0}" (kN e kN - m)

{Feq}.” = ~{Femp}, =10, —2.00, —1.33, 0,— 2.00, 1.33}" (kN e kN - m)

{Jkl«"eq}z3 =[L]- {Feq}j3 ={0, —2.00, —1.33, 0,— 2.00, 1.33}7(kN e kN - m)



Capitulo Il
Calculo matricial de estruturas de barras

4. Matrices de rixidez das barras en coordenadas globais

e Barra1-2 (a = 303.709)
2829.06 —4223.05
—4223.05 6348.27
296 20537.56 13691.70
(k2] = - -
—2829.06  4223.05
4223.05 —6348.27
20537.56 13691.70
e Barra2-3 (a = 09)
[ 8260 0
0 10.03
0 20055
[k23]c = - -
—8260 0
0 —10.03
L 0 20055

20537.56 |
13691.70 |
5933073299 |
- |
—20537.56 |
-13691.70 |
2966536649 |

0
20055
53480000
0
—20055
26740000

5. Matriz completa de rixidez da estrutura

2829.06
—4223.05
20537.56
—2829.06

4223.05
20537.56

[Ka] =

0
0
0

—4223.05
6348.27
13691.70
4223.05
—6348.27
13691.70

0
0
0

20537.56
13691.70
59330732.99
—20537.56
—13691.70
29665366.49

0
0
0

—2829.06
4223.05
—20537.56
11089.06
—4223.05
—20537.56
—8260
0
0

4223.05
—6348.27
—13691.70
—4223.05
6358.30
6363.29
0
—10.02
20055

—2829.06
4223.05
—20537.56

2829.06
—4223.05
—20537.56

20537.56
13691.70
29665366.49
—20537.56
6363.29
112810733
0
—20055
26740000

6. Ecuacién matricial completa de equilibrio da estrutura

RL—19.79-10°
R +29.69 - 10°
M

19.7
—31.69-10%

-13

R3

R} -2
M+ 1

9-10°

3-10°

.00-10°
.33-10°

0
l 0
0

2829.06
—4223.05
20537.56

—4223.05
6348.27
13691.70
—2829.06
4223.05
20537.56

4223.05
—6348.27
13691.70

0
0
0

2053756 |
1369170 |

—20537.56 |
—13691.70 |
2966536649 |
- |

0 |
0 |
0 |

—2829.06
4223.05

11089.06
—4223.05
—20537.56
—8260
0
0

4223.05
—6348.27
5933073299 | —20537.56 —13691.70

—4223.05
6358.30
6363.29

—10.02
20055

20537.56
13691.70
29665366.49

—20537.56
6363.29
112810733
0
—20055
26740000

0

4223.05 20537.56

—6348.27 13691.70

—13691.70 29665366.49

—4223.05 —20537.56

6348.27 —-13691.70

—13691.70 59330732.99
0 0 ]

—10.03 20055

—20055 26740000
0 0

10.03 —20055

—20055 53480000

| o 0 0

| o 0 0

| o 0 0

I — — —

| —8260 0 0

| 0 —10.02 20055

| 0 —20055 26740000

I —_ —_ —

| 8260 0 0

| 0 10.02 —20055

| 0 —20055 53480000

|0 0 0 0

[ 0 0 0

|0 0 0 0

oo o o |l

| 0 -1002 20055 |[s?

| 0 —20055 26740000,

oo o o |lo

|0 10.02 —zuossJ 0

| 0 —20055 53480000]!0




7. Ecuacion matricial de equilibrio da estrutura

19.79 - 103 11089.06 —4223.05 —20537.56]|0%
—31.69-103| = | —4223.05  6358.30 6363.29 ||67
—1.33-10° —20537.56  6363.29 112810733l |9,
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8. Desprazamentos

87 = —0.174 mm, §; = —5.088 mm, 8, = —1.156e — 02 rad

9. Solicitacions de extremo na barra AB

{S} = [k]L : [L]T : {8} + {Femp}L

9163.64 0 0 | —9163.64 0 0
[ 0 13.69 24683.07 | 0 —13.69 24683.07
0 24683.07 59330732.99 | 0 —24683.07 29665366.49
s1=| - - - I - - -
—9163.64 0 0 | 9163.64 0 0
0 —13.69  —24683.07 | 0 13.69 —24683.07
0 24683.07 29665366.49 | 0 —24683.07 59330732.99
055 —0.83 0 | 0 0 0 0
083 055 0 | 0 0 0 0
| o 0 1] o0 0 0] 0
— —_ — | — — —]- _
0 0 0 | 055 —083 0f [-0.1742
0 0 o0 | 08 055 0 |-5.0882
0 0 0] 0 o 1l l-0.0116
35.68-10° | [—2.22-10°
0 —2.44 102
0 —2.69-10°
+ _ = _
—35.68-103| | 2.22-10°
0 2.44-10?

0 —6.12-10°
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3.2.12 Exercicio M-12. Estrutura de nds articulados con carga puntual e

apoio eldstico

Para a estrutura plana de nés articulados da figura, determinar:
298 a) Desprazamentos do n6 B

b) Reaccién no apoio eléstico C

5.00m

k m

5.00m 5.00m K

[y
-

N
P =10kN,E = 210 GPa, A = 150 mm?,k = 5000 —
mm



1.

Discretizacion

xL 55

Esquema da matriz completa de rixidez

kit ki} 0

(Kol = |kt ki3 + K33 K33
e
0 k33 k33 kg

Matrices de rixidez das barras en coordenadas globais
Barra 1-2 (a = 3159)

[ 2227.38 —2227.38
—2227.38 2227.38

[klz]c; = - -
—2227.38 2227.38
2227.38 —2227.38

—2227.38 2227.38 1
2227.38 —2227.38
2227.38 —2227.38

—2227.38 2227.38

Barra 2-3 (a = 09)

6300 0 | —6300 0
0 0] © 0]
[k23]0—[ - =1 = —}
—6300 0 | 6300 0
0 0| 0 0
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e Resorte
km1 _ [5000 O
[k33 ]G - [ 0 0]

4. Ecuacion matricial completa de equilibrio da estrutura

300
R} 2227.38  —2227.38 | —2227.38 2227.38 | 0
R} —2227.38 222738 | 222738 —2227.38 | 0
- - - I - - I -
0 _|-2227.38 222738 | 8527.38 —2227.38 | —6300
—10-103| | 2227.38 —2227.38 | —2227.38 222738 | 0
— — — | — — | —
0 0 0 |  —6300 0 | 6300 + 5000
R} [ o 0 | 0 0 | 0

5. Ecuacién matricial reducida de equilibrio

0 8527.38 —2227.38 —63001|6%
~10-103| = [-2227.38 2227.38 0o ||62
0 —6300 0 113001 |52

6. Desprazamentos

87 = —3.587 mm, 5] = —8.077 mm, 5} = —2.00 mm

7. Reaccidn no apoio elastico C

RS =R3=—k,,-63=10kN

R¢ =10kN -

oo | oo

(=)




3.2.13 Exercicio M-13. Estrutura de nés articulados con carga distribuida,

térmica e apoio eldstico

Para a estrutura plana de nés articulados da figura, onde todas as barras son
do mesmo material e coa mesma seccidn transversal, determinar os

desprazamentos do no6 C.

500m

B

fg .

.|
g

<
<

5.00 m

E=210GPa, A=50cm? a=1.0-10"%2C"?

q=50kN/m, AT = + 50°C

Ky = 5000 kN/m
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1. Discretizacion

302

2. Esquema da matriz completa de rixidez

KEek W3 kY
Kol=| K KBk
B ke

3. Forzas de empotramento perfecto e forzas nodais equivalentes

AT = 509°C
}\ 525 kN

2 3

e Estadoll

52.5 kN

%

{Femp).” = {525, 0,-52.5,0} " (kN)



g = 50 kN/m

1 ; ; 3
303
T 176.77 kN 176.77 kN T

{Femp}, =10, 176.77,0,176.77} " (ktN)

e Estadoll
176.77 kN
52.50 kN
176.77 kN 5250 kKN
Y
xG I
> 2
XL
{Feoq).” = ~(Femp), = {~52.50,0,52.50,0} " (kN)
23 23 T
{Feq}, =[L]"{Feq},” = {0,-52.50,0,52.50}" (kN)
13 13 T
{Feq},” = ~{Femp}, =1{0, —176.77, 0,-176.77}" (kN)

{Feg}, = [L]-{F} = {125,—125,125,-125 }" (kN)
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4. Matrices de rixidez das barras en coordenadas globais

e Barra1-2 (a = 09)

210000 0 -210000 O
304 [k'2], = 0 0 0 0
¢~ 1-210000 0 210000 O
0 0 0 0
e Barra2-3 (a =909)

0 0 0 0
(k23] = 0 210000 0 -210000

o 0 0 0
0 —210000 0 210000

e Barra1-3 (a = 459)

74246.21  74246.21
k3], = 74246.21  74246.21

5. Matriz completa de rixidez da estrutura

284246.212  74246.212
742416.212  74246.212

|
|

|

_ | —210000 0 |

Kol =| ) o
- -

—74246.212 -74246.212 |
l—74—24—6.212 —74246.212 |

—210000

0

210000
0

0
0

—74246.21 -74246.21
—74246.21 —-74246.21
—74246.21 -—74246.21 74246.21 74246.21
—74246.21 —-74246.21 74246.21 74246.21

0 | —74246.212

0 | —74246.212

— | —

0 | 0
210000 | 0

—_ I —_

0 | 74246.212 + 5000
210000 |  74246.212

6. Ecuacion matricial completa de equilibrio da estrutura

RL+125000) [284246212 74246212 |
RL—125000| |742416212 74246212 |
- - - |

RZ ~210000 0 |

R% — 52500 0 0 |
- - - I
125000 —74246.212 —74246212 |
~72500 —74246.212 —74246212 |

—210000
0

210000
0

0
0

0 | —74246.212

0 | —74246.212

—_ | —_

0 | 0
210000 | 0

— | —

0 | 74246.212 + 5000
—210000 | 74246.212

—74246.212
—74246212
0
~210000
74246212
284246212

—74246.212] 0
—74246.212|( 0

o

0
—210000
74246.212 ||
284246.2121155

o

3

®



7. Ecuacion matricial de equilibrio da estrutura
83

125000| _ [74—246.212 + 5000 74246.212 ]
= 53
y

—72500 74246.212 284246.212

8. Desprazamentos

305
83 = 240 mm, §; = —0.88 mm
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Problemas de estruturas
de barras

50 Exercicios resoltos paso a paso

Neste manual de exercicios resoltos de es-
truturas de barras, tratanse fundamental-
mente tres metodoloxias de calculo dife-
rentes: o método dos nodos e das seccions
en estruturas de barras articuladas; o cal-
culo polo método de Cross para estruturas
de nodos rixidos; e o calculo matricial para
estruturas xerais de barras. Proponense e
resolvense paso a paso 50 exercicios sobre
estas diferentes metodoloxias de analise
estrutural. Os exercicios estan enfocados
a casos practicos e reais onde o lector

UniversidajqVigo

poida entender como se calculan estas
estruturas, e especialmente como € o seu
comportamento estrutural. Este manual
estd enfocado a alumnos das materias de
Teoria de estruturas ou Calculo de estru-
turas de Enxeneiras e Arquitectura, sendo
ademais un manual idéneo de apoio para
docentes, investigadores e profesionais do
ambito das enxenerias e arquitectura, que
necesiten afondar no calculo de estruturas
de barras.






