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Introducion

Durante os nosos anos de ampla experiencia docente vimos constatando a idoneidade de elaborar
material especifico para cada materia que impartimos, un material dirixido 6 traballo, tanto indivi-
dual como de aula, que o estudante debe desenvolver. Dispor do material adecuado facilita, por unha
parte, a coordinacién entre os diferentes profesores que imparten a mesma materia e, por outra, me-
llora significativamente o aproveitamento do tempo de estudo do alumno. Este libro de texto € unha
revision do manual titulado Matemdticas d Boloiesa, que foi elaborado a partir do material utilizado
por nés para as materias basicas de matemdticas no Grao de Ciencias do Mar. Dado que os contidos
aqui recollidos son extensibles a calquera outra titulacién cientifica ou técnica, desexamos que a
abundancia de exercicios resoltos que ofrecemos poida ser aproveitada tamén por alumnos doutras
titulaciéns. Para que o seguimento deste texto resulte axeitado, presupofiemos por parte do alumno
unhas destrezas e cofiecementos matematicos minimos que deberd ter adquirido previamente. Desta-
camos como prerrequisitos a destreza no cédlculo alxébrico e os fundamentos da andlise matematica,
xunto coas propiedades de limites e continuidade de funcidns.

Tentamos achegar as Matematicas a estudantes que non tefien o estudo desta materia como mo-
tivacién principal, usando exemplos aplicados 4s disciplinas que cofiecen. Propofiémonos ofrecer
neste manual un enfoque eminentemente practico, empregando aplicacions directas 4 Fisica e 4 Qui-
mica, Xxa que cremos que a utilizacion deste tipo de exercicios repercute na mellor comprension
da materia. Entendemos que os nosos estudantes deben adquirir a capacidade para comprender e
asimilar a linguaxe matemadtica tanto como a comprension da necesidade da formalidade no desen-
volvemento das Matematicas, pero isto non impide que en determinados momentos nos permitamos
na aula a licenza de relaxar o tratamento formal en prol da axilidade na resolucién dos problemas.
Por isto, nalgiin momento pode figurar que facemos un tratamento pouco formal dalgunha parte.

En cada capitulo recéllese o desenvolvemento tedrico axeitado, intercalando os exemplos que se
consideran necesarios tanto para a aclaracién dos conceptos estudados como para a resolucién dos
exercicios que se propoiien a medida que se pechan bloques temdticos. Completamos cada capitulo
cunha pequena practica do programa de calculo simbdlico Matlab e rematamos coa solucidn final da
maioria dos exercicios propostos.

Esperamos que este manual sexa un bo acompafiante nas moitas horas de traballo que o alumno
dun grao cientifico ou tecnoléxico ten que adicar 4s Matemdticas. Boa travesia!

Os autores.
Vigo, novembro 2016.






Capitulo 1

Espazos vectoriais e matrices

1.1. Espazos vectoriais

Denotaremos por R o conxunto dos niimeros reais.

Definicion 1.1 Un espazo vectorial sobre R é un conxunto, V, xunto con diias operacions +: V X
V—Ve - : RxV—Vverificando:

1. x +y =y + x (Propiedade conmutativa)

2. x4 (y + 2) = (z +y) + z (Propiedade asociativa)

3. Existe 0y, € V tal que x + 0\, = x (Existencia de elemento neutro)

4. Paratodo x €V, existe y € V de xeito que x + y = 0y, (Existencia de elemento oposto)
Sre(s-x)=(rs)

6. (r+s)-x=r-x+s-x

7Z.r-(z+y)=r-z+r-y

8. 1.2 =u, paratodo x,y,z €V e para calquerar,s € R.

Os elementos do conxunto VYV chamarémoslles vectores.

Exemplo 1.2 O conxunto R" = {(x1,...,2,) : 21,...,%, € R} coas operaciéns
(@15 @n) + Ws-- o yn) = @1+ Y15, Tn + Yn)
(21, .. xn) = (rag, ..., ray,), r €R

€ un espazo vectorial sobre R.
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Y Y 2.(3,2)
(5,3)
(2%/)’ /: ’// (Q”)\
1)

Figura 1.1: Exemplo de suma de dous vectores e produto dun vector por un escalar en R>

Definicion 1.3 Chamamos combinacion lineal dos vectores v1,v2,...,v, € V a todo vector da
Sforma Ayvy + Aova + - - 4+ AgUg, con Ay, Aa, ..., A € R

O vector 6y é combinacién lineal dos elementos de calquera subconxunto de vectores de V.

Exemplo 1.4 O vector (0,1,4) € R? é combinacién lineal dos vectores (2, 5,0) e (3,7, —2), pois
(0,1,4) = 3(2,5,0) — 2(3,7, —2).

Definicion 1.5 Osvectores vy, ..., v, € V son linealmente independentes se dados M1, ..., A\ € R
tales que \y -v1+ -+ A v =0, setenque A\ =--- = X = 0.
En caso contrario, diremos que os vectores v1, . . . , vy son linealmente dependentes.
8}
) — 2

N |

Figura 1.2: Os mdltiplos dun vector

Exemplo 1.6 Imos ver algiins exemplos en R? e R3:

1. Os vectores (1,1) e (—1,0) son linealmente independentes porque se , s € R fosen tales que
r(1,1) + s(—1,0) = (0,0), entén r = s = 0. Efectivamente, como r(1,1) + s(—1,0) =
(r —s,r),obtemos que r — s =r =0,de onde r = s = 0.

2. Como 0(1,1,—5) + 0(—1,4,3) + 4(0,0,0) = (0,0,0), os vectores (1,1,-5), (—=1,4,3) e

(0,0, 0) son linealmente dependentes.

Proposicion 1.7 Os vectores vy, --- ,v,, € V son linealmente dependentes se, e sé se, polo menos
un deles se pode poiier como combinacion lineal dos restantes.
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1.1.1. O espazo vectorial R”

Centraremos o noso estudo no espazo vectorial R™.
Definicion 1.8 Unha base de R™ é un conxunto de n vectores de R™ linealmente independentes.

Exemplo 1.9 O conxunto de vectores C = {ej, ea,...¢e,} denominase base canénica de R™, onde
er1 = (1,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,0,1).

z
N
N
N
N
N
N
N
N
T2 A Q= (33’2172)
I |
Q‘? I
e2 =17
A :
4 I R’
oy : L
7
| 7/
rL o o __ 17

Figura 1.3: A base canénica en R?

Definicion 1.10 Se B = {v1,v2,...,v,} C R™ é unha base de R", entén dado x € R™ sempre
existen n nimeros reais unicos , A1, \a, ..., \n, € R, que verifican x = A\jv1 + Aovs + - - - + Ay,

Estes escalares \1, \a, . .., A\, € R denominanse coordenadas do vector x respecto da base B e
escribese tg = (A1, Aa, ..., An)-

Exemplo 1.11 Vexamos algtins exemplos:
1. Os vectores (1,1,0),(0,1,1) e (1,0, 1) constitden unha base de R3.

2. As coordenadas do vector (2, 1) respecto da base canénica de R? son, obviamente, 2 e 1,
mentres que respecto da base {(1,1),(0,1)} son2e —1, pois (2,1) =2 (1,1) — (0, 1).

3. Unvector z = (z1, 2, ..., T,) € R™ pode escribirse de forma dnica como

z = (x1,22,...,2n) = (1,0,...,0) + (0,22,0,...,0) +--- +(0,0,...,0,z,)

=1x1€1 + T2 + -+ TpE,.

Observacion 1.12 Outra notacion frecuentemente utilizada para os vectores da base candnica de
R3 é: ey =7, ea = 7, e3 = k. Asi pois, temos que (1,1, z) = zey + yes + ze3 = 17+ y7+ 2k.

Finalizamos con algunhas consideraciéns e interpretaciéns xeométricas sobre o espazo R™:
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1. Dous vectores = (z1,...,%,) € ¥ = (y1,...,Yn) sOn iguais se, e s6 se, x; = y;, para
todoi=1,...,n

2. Cada n-upla © = (x1,...,2,) interprétase como o segmento orientado (vector) que une a
orixe (0,0, ...,0) co punto de coordenadas (1, ..., x,).

3. A suma de dous vectores responde 4 regra do paralelogramo.
4. Os vectores da base canonica sitdanse nas direccions dos eixes coordenados.

5. E 1til considerar segmentos orientados con orixe arbitraria. Asi, o segmento con orixe nun
punto P = (z1,22,...,2,) € extremo en @ = (y1,¥Y2,-..,Yn), corresponderd 6 vector
PQ=(y1—21,Y2 — T2, -, Yn — Tn)-

6. Reciprocamente, cada vector z = (21, 22, . .., 2,) pode representarse por un segmento coa
orixe en calquera punto P = (z1, 22, ..., 2y ), tomando Q = (z1+21,Za+ 22, ..., T+ 25).
Obviamente z = PQ.

7. A suma de vectores ten agora unha clara interpretacion xeométrica: PQ) + QR = PR.

8. An-uplax = (z1,%2,...,T,) serd o punto = ou o vector z, segundo convefia.

Exercicios

1. Comproba se os seguintes conxuntos de vectores son linealmente independentes. Se non o
son, d4 a relacién de dependencia.

a) {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}

b {(1,1),(3,0),(-1,2)}

o {(1,1,2),(0,2,1),(1,—1,1)}

d) {(0,0,1,3),(2,1,0,1),(3,0,1,1)}

e) {(1,1,-1,1),(0,2,3,1),(5,4,1,-2),(3,0,0,0)}

2. Determina as coordenadas, respecto da base de R3 {(3,0, —1), (0,3, —1), (3, —1,0)}, do vec-
tor que, referido 4 base {(1,0,2),(0,2,1),(1,2,0)}, ten coordenadas 2, —1 e 1.

3. Expresa, se é posible, o vector (—5, 8,11) como combinacién lineal dos vectores a = (1, 3,4),
b= (1,2,5)ec=(—1,2,-9). Co resultado obtido, contesta 4s seguintes preguntas: Pode
ser {a, b, c} unha base de R3? E {a, b, ¢} linealmente independente?

4. Sexana = (3,2,3),b = (0,0,1) e ¢ = (1, —2, —4). Demostra que todo vector de R? se pode
expresar como combinacion lineal de a, b e c. E tnica esta expresion?

5. Considéranse a = (3,2,3),b = (0,0,1) e ¢ = (6,4, 1). Pode expresarse z = (—3,—2,0)
como combinacidn lineal de a, b e ¢? E tnica esta expresién?
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1.1.2. Produto escalar de dous vectores

Definicion 1.13 O produto escalar de dous vectores x,y € R™ definese como o niimero real x -y =
T1yY1 + Tay2 + -+ TaYn

Para facer referencia ao produto escalar de x, y € R™ tamén se utiliza a notacién (x,y).
Proposicion 1.14 (Propiedades do produto escalar.) Para todo x,y,z € R™ e \ € R, verificase:
1. x-2=0se es0se,x=0
T Yy=y-x
(t4y) z=x-24+y-z
() y =Mz -y) =2 (W)

Lz (y+z2)=z-y+a-z

LA N

Definicion 1.15 Chamamos médulo, norma euclidiana ou lonxitude dun vector x = (x1,...,xy) 0
niimero real ||x|| = \/2? + 23 + -+ + 22.

Se x € R, entdn ||z|| = |z|, é dicir, a norma en R é o valor absoluto. Por outro lado, como
[|(z,y)|] = /22 + y2, a norma euclidiana en R? d4nos a lonxitude do vector (z,y).

Proposicion 1.16 (Propiedades da norma euclidiana) Para todo x,y € R™ et € R, verificase:

1. ||z|]| = 0 se, e 56 se, © = 0.
2. [[tx]] = [¢] []]]
3o lz +yll <l + [yl
4| = =l = [|«]]
S5l =0
Definicion 1.17 Un vector x € R™ é unitario se ||z|| = 1.

Proposicion 1.18 Sexan x e y vectores de R"™.
1. z-x=|z|?

2. x e y tefien a mesma direccion se existe A € R tal que y = Az (x e y son linealmente
dependentes).

3. Se x # 0, entdn o vector ||f7\\ € unitario e ten a mesma direccion que <.

Definicion 1.19 A distancia euclidiana entre dous vectores © = (x1,...,2n) ey = (Y1,---,Yn) 0
niimero real ||z — y|| = \/(x1 — y1)2 + (T2 — y2)2 + - + (Tn — Yn)2.
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Observemos que, se x,y € R, entén d(z,y) = |z — y|. Ademais, a distancia entre dous vectores
x,y € R? é a lonxitude do vector  — y.

Proposicion 1.20 (Propiedades da distancia euclidiana) Para todo x,y, z € R™, verificase:

1. d(z,y) =0se esdse, x =y.
2. d(x,y) >0

3. d(z,y) < d(z,z) +d(y, 2)

4. d(z,y) = d(y,x)

Exemplo 1.21 Vexamos algtins exemplos relacionados coas definiciéns anteriores:
1. (1,2,-1)-(0,2,3) =1
2. (1,2,-3) |= V14
3. d((1,5),(~3.9)) =|| (4,—4) ||= v3Z = 4V2

Figura 1.4: Angulo que forman dous vectores

Teorema 1.22 O dngulo 0 que forman dous vectores x,y € R™ vén dado por cos(6) = m
Tl Y
Demostracién. Utilizando a férmula dos cosenos, ||y — z||? = ||z||? + ||y||* — 2||z|| |y|| cos(6)

e, polas propiedades do produto escalar, ||y — z||? = (y — 2) - (y — x) = ||y||* + ||z||* — 22 - ».
Igualando, agora, os dous segundos membros das expresions anteriores obtemos que

1yl? + [l = 22 -y = ||=]* + [lyll* = 2llz]| [ly]] cos(6).

£ dicir, 22 - y = 2||z]| ||y|| cos(6) e, polo tanto, cos(6) = m
Ty

Evidentemente, se x,y € R™, verficase que = - y = ||z|| ||y|| cos(h).

Corolario 1.23 Dous vectores non nulos x, y € R™ son ortogonais (ou perpendiculares) se, e s6
se, x -y =0.
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Exemplo 1.24 Vexamos algins exemplos:
1. Os vectores (1,2,2) e (—4, 3, —1) son ortogonais.
2. Os vectores (2,2v/3) e (2V/3,2) forman un dngulo de 7 radidns.
3. Os vectores (—v/3,1) e (v/3, 1) forman un dngulo de 4" radidns.
4. Os vectores (1,1) e (1,0) forman un dngulo de 7 radidns.

5. Os vectores da base canénica en R? son unitarios e ortogonais dous a dous.

Exercicios

6. Calcula a lonxitude dos seguintes vectores e obtén os vectores unitarios correspondentes:
a=(41)  bb=(2,-2) ©)c=(3,4) d)d = (8,-6)
e)e=(4,1,0) ) f=(-3,12,-3) gg=(2,4,—-1) hyh=(-1,1,-2)

7. Son perpendiculares os vectores a e b do exercicio anterior? E os vectores e e f? Que dngulo
forman os vectores g e h? D4 un vector perpendicular a h e un paralelo a d.

8. E o produto escalar conmutativo? Razoa a resposta.

9. Sexa A o vector de coordenadas (A1, A2) que se obtén ao xirar o vector a de coordenadas
(a1, a2) un dngulo de % radidns no senso contario s agullas do reloxo. Proba que A; = —aq
€ AQ = aj.

10. Demostra que o vector v de coordenadas (a, b) é perpendicular 4 recta ax + by + ¢ = 0.

11. Sexan u = (cos(0),sen(d)) e v = (cos(¢),sen(¢)). Calcula, e simplifica, u - v.

12. Sexa a un vector de médulo 4 que forma co eixe X un dngulo de 7 radidns. Se b = (2,2),
calculaa - b.

13. Duas persoas exercen forzas sobre un obxecto situado derriba dunha mesa. Esas forzas son de
magnitudes 6 e 8 N, respectivamente, € o dngulo entre as stas lifias de accion € de 7 radidns.
Cal serd a forza resultante exercida sobre o obxecto?

14. Un barco desprazase 32,5 km en direccién leste e logo xira 0, 72 radidns en direccién NE.
Despois de se desprazar 16, 18 km nesa direccidn, onde se atopa respecto ao punto de partida?

15. Para evitar unha tempestade, un avién voa en direccion § radians NE desde unha cidade A.
Despois de percorrer 190 km, xira {5 radidns en direccion NE desprazdndose 280 km ata outra
cidade B. A que distancia se atopan A e B?
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1.2. Matrices

Definicion 1.25 Chamamos matriz sobre R de orde m X n a todo conxunto formado por m X n
elementos de R, ordenados en m filas e n columnas. O elemento situado na fila i-ésima e na columna
k-ésima dendtase por a;y,.

M, xn denotard o conxunto das matrices sobre R de orde m x n.
ailp 0 Qln

Asi, un elemento A € M, «,, serd do xeito A = (a;) = : : |, onde a;, € Restd

Am1 = OGmn
situada na fila i-ésima e na columna k-ésima de A, para todo i, k.

Exemplo 1.26 Un elemento A € M3 serd, por exemplo, A = <_51 (2) é)

3 -1 4 1 2 .
SeB_(2 0 1>eC’—(_1 0),entOHB€M2><360€M2><2.

Se consideramos en M., «,, as operacions
A+ B = (aj) + (bix) e rA = (ra;), onder € R,

verificase que M, x,, ten estrutura de espazo vectorial sobre R, sendo unha base para este espazo
oconxunto {E,s : r=1,...,m; s = 1,...,n}, onde F,, representa a matriz que ten tédolos
elementos iguais a cero agds o correspondente 4 r-ésima fila e s-ésima columna que vale 1. Polo
tanto, a dimension de M, 5., € m X n.

Exemplo 1.27 Se m = n = 2, o elemento neutro é (8 8> e a identidade <(1) (1)) A base cano-

nlcadeszzeBZ{EH:(O 0),E12:(0 O)’E21:<1 O>7E22:(0 1)}

Recordamos, a continuacion, algins tipos especiais de matrices.

Definicion 1.28 Unha matriz A = (a;) € My xn dise diagonal se a;, = 0, para todo i # k.

Un exemplo de matriz diagonal é a matriz identidade que é aquela matriz diagonal na que a;; = 1,
paratodoi=1,...,n.

Definicion 1.29 A matriz trasposta de A € M, xn é a matriz que se obtén cambiando en A filas
por columnas. Dendtase por Al

Obviamente, A" € M, x,, € (AY)! = A.

Definicion 1.30 Matriz simétrica é aquela matriz A € M, x, que coincide coa siia trasposta, é
dicir, A = A.
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Definicion 1.31 O rango dunha matriz é o mdximo nimero de vectores columna linealmente inde-
pendentes que posiie.

Definicién 1.32 (Produto de matrices) Sexan A = (a;;) € Myxn ¢ B = (bjr) € Mpxi. A
matriz produto de A e B é a matriz A - B € M, «i dada por:

A . B = (C,k) = Z aijbjk.
j=1

O elemento ik da matriz produto é o produto escalar da fila i-ésima da matriz A pola columna
k-ésima da matriz B. Daqui a necesidade de que o nimero de columnas de A sexa igual 6 nimero
de filas de B.

’ B : nfilas x k columnas

b . b
o //__11__>1J 1k
S -7 b . b
N 21 22) .- 2k
¢ e .\Qqﬂ* J i@
.7 Q‘xq) X_ - -
7 s .
, .
, .
4 X b ) b
) L .\0(\?) /'rjl_ n2 nk
’ / -
/ N7
\2 \L/ 0) v s
air) af2) ... afp)\ [cui1 Gy ... Cik
a1 a2 e agn C21 C22 . Colk
ml Am2 ... OGmn Cm1 Cm2 ... Cmk
A: mfilas x n columnas‘ ’ C = AB :mfilas x k columnas

Figura 1.5: Producto de matrices C = AB

ai; Q12 b b
Exemplo 1.33 Se A= | a1 ase | e B= e ri2 , enton:
ba1r  bag
asyp  as2
a11b11 + a12b21  a11b12 + a12bae
A-B = | a2bi1 + azebar  a21bi2 + a22b22
az1bi1 + azaba1  azibiz + agzba

O produto de matrices non é conmutativo, xa que incluso é posible que non se poidan multiplicar
se cambiamos a orde dos factores. No caso de matrices cadradas da mesma orde, mesmo sendo po-
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sible permutar a orde dos factores, non € dificil atopar exemplos que amosen a non conmutatividade
do produto.

Definicién 1.34 A matriz inversa de A € M,y é unha matriz A=Y € M,,xn que verifica que
A71A = AA™! = I, onde I é a matriz identidade de orde n x n.
A inversa de A, se existe, é Unica.
4 -1
5 0 1 3 -1 4 8 -1 5
A+B_<—1 2 3)+ 2 0 1)‘(1 2 4>
5 0 1 15 0 3 1 2 -2 -4
3A_3<—1 2 3) - <—3 6 9)e _20__2(—1 0) _(2 0)
1 2 5 0 1 3 4 7
cA= (-1 0) (-1 2 3> - (—5 0 —1)

oo=(5 5)#(3 ¥)-re

5 1 -1
At=10 2 | E M3y, C'= ( ) € Mays, C7l= (
1

Exemplo 1.35 Sexan D = <_2 3 ) e A, B, C as matrices do exemplo 1.26. Enton:

-1
2 0

= O

) € Mayo.

N[—=

1.2.1. Determinante dunha matriz

Definicion 1.36 Se A € M,, ., definiremos o determinante de A por recorrencia:

1. Sen=1, A= (a) edet(4) =a.

a1 a
2. Sen=2, A= 2 e det(A) = aj1azs — aiza2.
az1 a2
aylr ... Qin
3. En xeral, se A = (a;;) = , definimos o determinante da matriz A

Anl .- QAnpn
como det(A) = a11 A1y + a12A12 + - + a1nAin, onde Ay, = (—1)FF Ay, sendo Ay, 0
determinante da matriz de orde n — 1 que se obtén de A 6 suprimir a fila i-ésima e a columna
k-ésima.

Seguindo coa notacién da anterior definicién, A;; denominase adxunto do elemento a;j, mentres
que A recibe 0 nome de menor complementario de a;y.

Definicion 1.37 Sexa A € M, xn. A matriz Adx(A) = (Aix) formada polos adxuntos de cada un
dos elemento a;;. de A, chdmase matriz adxunta de A.
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a1 aiz  a13
Exemplo 1.38 Se A = | as1 age ass |, o determinante de A é o ndmero real:
asy ag2 a3s3

det(A) = ay; det @22 023 — aqa det @21 a2 + a3 det d21 22
az2  as33 az1  ass az1 as2

Proposicion 1.39 Enumeramos, a continuacion, algunhas das propiedades dos determinantes:

1. Un determinante pode desenvolverse por calquera fila (ou columna).
2. O intercambiar diias filas (ou columnas), o determinante cambia de signo.
3. Un determinante con dias filas (ou columnas) iguais é nulo.

4. Un determinante é nulo se, e s6 se, as suas filas (ou columnas) son vectores linealmente
dependentes.

5. O determinante non varia se a unha fila (ou columna) se lle suma unha combinacion lineal
das restantes.

6. O determinante dunha matriz coincide co da sta trasposta.
7. O determinante do produto de diias matrices é o produto dos determinantes.

8. Se B ¢ unha matriz que se obtén de multiplicar sé unha fila ou columna dunha matriz A por
un niimero A, enton det(B) = Adet(A).

9. Desta propiedade temos que det(AA) = A" det(A), onde n é a orde da matriz A.

Proposicion 1.40 Para que A € M, ., sexa invertible é necesario e suficiente que det(A) # 0.

1
det(A)

Se A ten inversa, entén A~ = (AL), onde A, son os adxuntos da matriz A’.

Exemplo 1.41 Vexamos algtins exemplos de ciculo do determinante e da inversa dunha matriz:

1 2 3
1.SeA=[1 —5 4|,det A=0e, polo tanto, non existe AL
2 -3 7
1 3 3
2. Como o determinantede A = |1 4 3| vale 1, podemos calcular a sta inversa:
1 3 4
1 1 1 7T -3 -3 7T -3 -3
At=13 4 3|, Adz(A)=|-1 1 0], Alt=|-1 1 0
3 3 4 -1 0 1 -1 0 1
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3. Podemos utilizar as propiedades dos determinantes para simplificar os calculos:

L L I I
2 04 3/_[0 4 2 -5
- =6 -2 —15=|-10 0 —20
4 22 "o 6 -2 15" |7 "5 T 9 0 29
-3 132 [0 7 6
~10 —20
= (2)’ 1 29 ‘ = —180.

Proposicion 1.42 O rango dunha matriz coincide coa orde do determinante de maior orde distinto
de cero contido na matriz.

1.2.2. Matriz de cambio de base

Daremos a definicién de matriz de cambio de base en R3, que ¢é facilmente xeneralizable a R".
Observemos, en primeiro, lugar que:

1. Ddas bases C = {e1,e2,e3} e B = {v1,v2,v3} en R? poden ser consideradas como diias
matrices C' = (e1 ez e3) e B = (v1 vz v3), onde a columna i-ésima de cada matriz
contén as coordenadas do vector i-ésimo da base correspondente.

2. Un vector calquera x € R3 que ten como coordenadas X = (z1,z2,23) e Y = (y1,%2,¥3)
nas bases C e B, respectivamente, pode escribirse,
X =z1e1 + 2262 + 2303 = (61 €s 63) Xt =Xt
Y =y1v1 + 4202 + ysv3 = (1 v2 v3)Y' = BY'

3. Como det(C) # 0 # det(B), e tendo en conta que C X! = BY*, por exemplo, se cofiecemos
as as coordenadas do vector x nabase C, X = (x1, x2, x3), podemos obter as coordenas deste
vector na nova base B, mediante a operacién Y! = B~1C X!,

4. Se C é abase canénica de R3, entén C' é a matriz identidade e a expresion anterior simplificase
aY? = B~1X". Se as coordenadas coflecidas fosen na base 3, entén X* = BY'?.

Definicion 1.43 A matriz B~'C denominase matriz de cambio de base de C a B e dendtase por

Meg = B~ 1C.

Exemplo 1.44 Consideremos as bases C = {e1,es,e3}, By = {(1,—-1,1),(-1,1,0),(0,—1,1)} e
By ={(1,1,1),(1,0,1),(1,1,0)} en R3. Entén

-1 1 1 1 -1 0 -1 2 0
. Mg,p,=B;'Bi=[1 -1 0 -1 1 -1|=(2 -2 1
1 0 -1 1 0 0 -1 -1

1 1 1 111

2. MCBIZBflz 0 1 1) e Mpye=By=1|1 0 1

-1 -1 0 110
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3. Se (1,—3,2) son as coordenadas de z¢ respecto da base candnica C, na base B valen zg, =

1 1 1 1 0
Bi'ze=10 1 1 —3 ] = | —1]. As coordenadas deste mesmo vector na base
-1 -1 0 2 2
-1 1 1 1 -2
Bysonazp, =Bylze=| 1 -1 0 3] =14
1 0 -1 2 -1
. Se rotamos no plano os eixes coordenados 7 radidns no sentido contrario s agullas do reloxo
(Figura 1.6), entén o vector e; da base candnica pasa a ser o vector unitario (%, %) e es
pasa a ser o vector (—g, g) Asfi, a matriz de cambio de base serd
(2 e\ (2
Mes=B"=\} 4] =%z &
2 2 2 2

. En xeral, se rotamos # radidns no mesmo sentido, entdn a matriz de cambio de base serd,

me=07 = (0 ) = (a0 )

. Se en R? fixamos o eixe x (ou sexa e;) e, sobre este eixe, facemos rotar os outros dous
0 radians no sentido das agullas do reloxo (Figura 1.6), entén o vector es pasard ¢ vector
(0, cos(0), —sen(f)) e e pasaré 6 vector (0,sen (), cos(f)). Neste caso, a matriz de cambio

1 0 o\ " /1 o0 0
debase é, Mcg =B 1= [0 cos(d) sen(d) = |0 cos(d) —sen(f)
0 —sen(f) cos(0) 0 sen(d) cos(d)
(cos(0),sen(6)) z
y K (0,sen(6), cos(6))
(—sen(#), cos(0)) /// /,//
\\\\\\ ///'\0 \\\ y
x x \‘\ (07 008(0)7 - Sen(e))

Figura 1.6: Rotaciéns de dngulo 6

Exercicios
1 0 3 1 2 -1 1 0 -1
16. Sexan A = 1 4 3 |,B= 01 2 eC = -1 2 . Calcula
0 3 4 1 1 2 1 1 0
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a)det(A) edet(B) b)det(AB) ¢)3A+7B—-C d)B* e C' f)(CB)

17. Para que valores de m tefien inversa as matrices:

-2 m 0 m 2 0 m -1 =5
ay| 0 0 m b0 1 1 cof10 4 -1
1 -1 0 1 0 m 4 2m 9

18. Calcula o rango das seguintes matrices:
1 4

1 4 -1 3 1 9 0 4 -3 5
a2 5 3 by[1 4 ) (5 0 3> dl 6 -7 -2 =5
1 10 -11 5 =2 4 -1 -1 0
19. Estuda o rango das seguintes matrices, segundo os valores de m.
-1 0 —-m m 3 1 m 1 3 2
al-1 0 0 b) (3 1> o1l 1 -1 1
2 m m " 3 2 m 3

cos(d) —sen(6)

20. Sexa R = < sen(d)  cos(d)

matrices?

). Obtén R~ e R", para n € N. Que representan esas

21. Consideremos en R3 a base B = {(1,-1,1),(0,1,0), (0, —1,1)}.

a) Calcula as matrices Mpge e Mg, sendo C a base canénica de R3.

b) Se x ten coordenadas (—2, 1, 3) respecto da base B, determina as sdas coordenadas res-
pecto da base candnica.

c¢) Obtén as coordenadas na base B do vector v € R® que ten por coordenadas (x,, 2)
respecto da candnica.

1.3. Formas cuadraticas

1.3.1. Autovalores dunha matriz cadrada

Definicion 1.45 Diremos que o niimero real \ é un autovalor (ou valor propio) da matriz A €
M« se existe un vector © € R", x # Ogn, de maneira que Ax = Ax.

Ainda que outros casos non serdn do noso interese, realmente non € preciso que A sexa un nimero
real, poderia ser un nimero complexo calquera.

Exemplo 1.46 Comezamos cun exemplo sinxelo. A = 3 é un autovalor da matriz A = (g _21)

porque, por exemplo, (; _21> (?) = (g) =3 (?) Ademais, —2 tamén € un autovalor de A

s (5 %) ()= (3) =2 (%)
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Proposicion 1.47 ) € R é un autovalor da matriz A € M, x, se, e 56 se, det(A — A\I) = 0, sendo
I a matriz identidade de orde n x n.

Demostracion. A € R € un autovalor de A € M, «, Se, € sO se, existe un vector x € R"”,
x # Orn, de maneira que Ax = Ax (€ dicir, se existe un vector non nulo, z € R", de maneira
que (A — M)z = O~ ). Daquela, A € R é un autovalor de A € M,,«,, se, e s6 se, 0 sistema
(A — M)z = Og~ ten solucidn distinta da trivial (é compatible indeterminado) o cal, polo teorema
de Rouché- Frobenius, é equivalente a dicir que det(A — AI) = 0. ]

Corolario 1.48 )\ = 0 é un autovalor de A se, e s6 se, A non é invertible.

Definicion 1.49 Chdmase polinomio caracteristico de A = (a;) € My xn 6 polinomio seguinte:

ail — A ai2 . A1n
as1 ag29 — AL agn 1
det(A—\I) = det , , , , = (=1)" A" by A" by A+bg.
An1 An2 e Qpp — A

Os autovalores de A € M,,«,, son, pois, as raices reais do polinomio caracteristico de A. Da-
quela, unha matriz A € M,, «,, ten, 6 sumo, n autovalores reais.

Exemplo 1.50 Vexamos un par de exemplos de célculo do polinomio caracteristico.

2 -1

2 2 1 0\ _ 2-x 2\ _ s
(2 2) A () D) a5 2 ) -

Os autovalores de A son aqueles valores A € R tales que A2 — X\ — 6 = 0, é dicir, A = 3 e

. . s . 2 2,
1. O polinomio caracteristico da matriz A = ( ) é

A= -2
1 2 3
2. O polinomio caracteristicodamatrizA= |3 1 2| ¢
2 31
1 2 3 100 1—A 2 3
det 31 21-X10 1 0 = det 3 1—A 2
2 3 1 0 0 1 2 3 1—A

= -2 4+3\2 + 15\ +18.

Os autovalores de A son aqueles niimeros reais A € R tales que —A% 4+ 3A% 4+ 15\ + 18 = 0.
Ent6n, A\ = 6 é o tnico autovalor real desta matriz.
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Exercicios

a 0 0
22. Se a, b, c € R, calcula os autovalores das matrices A= |0 b 0| eB= <2 8)
0 0 ¢

23. Proba que, se A é un autovalor de A, entén A2 é un autovalor de A2. E certo o reciproco?

24. Calcula o polinomio caracteristico e os autovalores das seguintes matrices:

2 1 0 320 2 0 0 -7 5 5
al 0 3 0 | -1 0 0 ol 1 1 -1 | -5 3 5
10 2 00 1 1 -1 1 -5 5 3
100 1 2 -2 3 -1 0 -1 2 4
ol 01 1 Hl o 1 -2 ol -1 30 | -1 2 2
00 2 00 -1 1 1 4 11 3

1.3.2. Formas cuadraticas. Clasificacion

Definicion 1.51 A forma cuadrdtica en R™ asociada d matriz A = (a;;,) € My xn € a aplicacion
Q: R™ — R definida por

n
Q(x1,.ywn) = (w1, .., 20)A(T1, .y 2n) = Z ik LT

ik=1

-3 7 0
Exemplo 1.52 A matriz | 2 5 1| € Msy3 determina a forma cuadritica, Q: R? — R,
6 -3 0
-3 7 0 x
Qlz,y,2)=(ryz) | 2 5 1 y | = =322 +5y° + 9zy — 2yz + 622
6 -3 0 z

Cémpre observar que calquera matriz cadrada de orde n dd lugar a unha tinica forma cuadratica
en R”, mais distintas matrices poden determinar unha mesma forma cuadrética.

-3 T

Exemplo 1.53 Q(z,y) = (z y) ; 5 = 222 + 5y? — 2y é a tinica forma cuadratica en

_ _1
R? determinada pola matriz (; 53>. As matrices ( 21 g) e ( 21 52> determinan, tamén,
- 2

esa mesma forma cuadratica Q).

Debemos ter presente que, dada unha forma cuadrética, existe unha Unica matriz simétrica que a
determina.
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Exemplo 1.54 Se Q(x,y,2) =
9

3 2 3

-1

-1 0

—322 + 5y? + 92y — 2yz + 622, a Gnica matriz simétrica asociada

aQéamatriz [ 3§

3

Definicion 1.55 Unha forma cuadrdtica Q en R™ (ou a matriz simétrica asociada) dise que é
1. definida positiva se Q(x) > 0, para todo x € R™, x # Ogn.

semidefinida positiva se Q(x) > 0, para todo = € R™.

definida negativa se Q(x) < 0, para todo x € R", x # Ogn.

semidefinida negativa se Q(x) < 0, para todo x € R™.

S

non definida ou indefinida se existen x,y € R™ tales que Q(xz) < 0e Q(y) > 0.

Exemplo 1.56
1. A forma cuadrética Q: R® — R, Q(x,y, z) = 22% + 5y? + 322 é definida positiva.

2. A forma cuadritica Q: R? — R, Q(z,y) = x? — y? é non definida porque, por exemplo,
Q(1,0) > 0e Q(0,1) < 0.

3. A forma cuadritica Q: R? — R, Q(z,y) = 2% — 2xy + y? é semidefinida positiva porque
Q(z,y) = (x —y)? > 0, para todo (z,y) € R2. Esta forma cuadratica non é definida positiva
pois, por exemplo, Q(1,1) = 0.

Proposicion 1.57 Sexan A € M, «,, a matriz simétrica asociada a @ e \1, \a, ..., \, 0s autova-
lores de A. Verificase:

1. Q é definida positiva se, e 56 se, Ay > 0, o > 0,..., A, > 0.
2. Q é semidefinida positiva se, e s6 se, A1 > 0,22 > 0,..., A, > 0.
3. Q é definida negativa se, e s6 se, A\ < 0,2 <0,..., A\, <O0.
4. Q é semidefinida negativa se, e sé se, \1 < 0,2 <0,..., A, <0.

5. Q é non definida se, e s6 se, existen i,k € {1,...,n} tales que \; > 0 e A\, < 0.

Proposicion 1.58 Sexa A = (a;) € My,xn a matriz simétrica asociada d forma cuadrdtica @Q e

ail o Qyp
denotemos por D, =det | . 1 |, paratodor =1,---  n. Verificase:
Qr1 o Gpp
1. Q é definida positiva se, e sé6 se, D,. > 0, para todor =1,...,n.

2. Q é definida negativa se, e s6 se, (—1)"D,. > 0, paratodor =1, ... ,n.
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3. Se D, >0, paratodor =1,....,n—1e D, =0, entén Q é semidefinida positiva.
4. Se (-=1)"D, > 0, paratodor =1,...,n—1e D, =0, entdn Q é semidefinida negativa.

5. Se Q non é definida positiva nin definida negativa e det(A) # 0, entdn Q) é non definida.

Exemplo 1.59 Vexamos como se aplica na practica este ultimo resultado:

1. A forma cuadritica Q(z,y, z) = —22 — 2y? — 422 — 22y — 22z ten como matriz simétrica
-1 -1 -1

asociada a matriz A = [ —1 —2 0 |. Neste caso, os determinantes que precisamos son
-1 0 -4

-1 -1

Dy = —1, Dy = det (1 72

) = 1le D3 = det(A) = —2. Polo tanto, ) é definida

negativa.

2. A tnica matriz simétrica que determina a forma cuadritica Q(z,y) = 2% + 3y% + 4ay é a
matriz A = <; §> e os determinates que necesitamos son D; = 1; Dy = det(A) = —1. Q

€, pois, non definida.

Exercicios
25. Comproba que, se r € Re z € R™, entén Q(rz) = r?Q(z).
26. Sexa @ : R? — R tal que Q(1,1) = 2 e Q(4,4) = 4. Pode ser () unha forma cuadrética?
27. Se Q : R?* — R é unha forma cuadrética tal que Q(1, —2,5) = 3, calcula Q(—2, 4, —10).

28. Clasifica, segundo o seu signo, as seguintes formas cadraticas:

a) Q(x,y,2) =5z% +y? + 922 + 4oy + 1222 + 6y2
b) Qz,y) = —22% — y* + ay
¢) Qz,y,2) = 2% +2y? + 22 + 2oy + 22
d) Q(x,y,2) = —x? — 4y? — 22 + 2xy
x y)—y + 2zy

x,y) = 22 + 3y + 4wy
g)Qx,
h) @
@

2) =2 +y? + 2zy — 2yz — 222

(
(,
(,
(,

e) Q(
Q(
(z,y,2
(2,y,2) = 422 — y% + 22y + 2yz
(2,9, 2

2) = —a? — 2y? — 422 — 22y — 222

29. Estuda, segundo os valores de a € R, o signo de Q(z,y, z) = 222 + 2y? + 22 + daxy.
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1.4. Introducion a MATLAB. Vectores e matrices con MATLAB

Imos, en primeiro lugar, repasar algins dos comandos que mdis empregaremos cando usemos
MATLAB para resolver os problemas propostos en cada un dos capitulos deste libro.

1.4.1. Introducion a MATLAB. Comandos basicos

Comezamos con algtins comandos bésicos relacionados coa axuda do programa:

Comando MATLAB | Funcionamento do comando

help comando resume o funcionamento do comando indicado

lookfor clave listado de comandos que conteOen na stia axuda a palabra “clave”
format formato de saida das variables (short, long, rat...)

E, para poder empregar xa MATLAB como unha calculadora, resumimos, a continuacidn, algun-
has das sentencias que, probablemente, mdis utilizaremos:

Comando MATLAB | Funcionamento do comando
sin funcién seno

asin funcidén arcoseno

cos funcién coseno

acos funcién arcocoseno

tan funcién tanxente

atan funcién arcotanxente

exp funcién exponencial

log funcién logaritmo neperiano
sgrt raiz cadrada

abs valor absoluto (mddulo no caso de nimeros complexos)

Coémpre sinalar que cando traballamos con MATLAB sempre debemos expresar os dngulos en
radidns. Vexamos agora exemplos que nos axudardn a entender como se empregan estes comandos:

Exemplo 1.60 Para calcular unha aproximacién de e~ tan s6 temos que introducir a sentenza:

>> exp (-5)

( 3 +sen(%) )
6

Mentres que para obter o valor aproximado de In procedemos do seguinte xeito:

>> log ((3+sin(pi/2))/6)

1.4.2. Vectores e matrices con MATLAB

Os vectores en MATLAB escribense como unha fila de nimeros ordenados e encerrados entre
corchetes. Por exemplo:

>> x=[1 2 -11, y=I[4, 2, -3]
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As operacions habituais de suma e produto por un escalar realizanse do seguinte xeito:
>> suma=x+y, produto=3*x

MATLAB indicanos que a suma x + y é (5,4, —4) e o produto 3z vale (3,6, —3).
O comando dot (x, y) devolve o produto escalar dos vectores x e y. Se x e y son vectores fila,
dot (x,y) é omesmo cay’ *x, onde y’ é o vector y°.

Exemplo 1.61 O produto escalar dos vectores z = (1,2, —1) e y = (4,2, —3) calcilase, pois, dun
dos dous xeitos seguintes:

>> x=[1 2 -11, y=I[4, 2, -3]
>> prod=dot (x,V)
>> prod=xx*y’

O resultado que nos devolve o programa é prod=11.

Para calcular a norma dun vector x utlizaremos norm (x) . Para obter distancia entre dous vec-
tores x e y ou o dngulo formado por eles podemos, pois, empregar as sentenzas

>> distxy=norm(x-y)
>> angulo=acos (x*y’/ (norm(x) *norm(y)))

O segundo resultado vird, por suposto, expresado en radidns.
As filas dunha matriz en MATLAB son vectores e as distintas filas van separadas por un punto e
coma. As sentenzas

>> A=[1 4 2; 3 -1 -2; 0 -1 2],B=[1 3 -1; 2 -1 1; 6 4 0],X=[1;2;3]

1 4 2 1 3 -1 1
introducen as matrices A= |3 -1 —-2]|,B=[2 -1 1 |eX=|2
0o -1 2 6 4 0 3

Exemplo 1.62 As matrices A + B, 34, AB e AX calcilanse coas sentenzas
>> SUMA=A+B, PROD=3%A, AB=A%B, AX=A*xX

Na seguinte tdboa recollemos algunhas sentenzas bésicas relacionadas co célculo matricial:

Comando MATLAB | Funcionamento do comando

size (A) devolve a orde da matriz A

rank (A) devolve o rango da matriz A

det (4) devolve o determinante da matriz A

inv (A) devolve a inversa da matriz A

eig () devolve os autovalores da matriz A

eye (n) xera a matriz identidade de orde n

a:t:b comezando en a, xera elementos espaciados t unidades, acotados por b
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A trasposta dunha matriz, M, dada obtense tecleando M’ na fiestra de comandos.

Exemplo 1.63 Para a anterior matriz A, calculamos o determinante, a inversa,a trasposta e os auto-

valores:

>> DETERM=det (A), INVA=inv (3),

TRASPA=A’,

AUTOVALORESA=eig (A)

1.5. Solucions dos exercicios propostos

1. a) Linealmente independentes
l.c¢)(1,1,2) = (0,2,1) + (1,—-1,1)
1. e) Linealmente independentes

6.b) [[b]] = 2v/2: b = (L, =)

6.e) le]| = VIT; 2

0 = (o

1l.u-v=cos(6 — @)

16. a) det(A) = 16, det(B) =5

9 14 3
16.0)[ 3 20 21
6 15 26
1 0 1
16.e)[ 0 -1 1
-1 2 0

17. a) Param # 0, m # 2

17. ¢) Param # 3, m # 29

)

cos(6)
—sen(0)

20. R~ = (
22.ParaA: A\=a, A\=0b, A\=c
24.2) (A —2)2(A—3)

24.¢) (A — 2)2A

1. d) Linealmente independentes

2.-5,2,6

6.0) |lcll = 5 57 = (3 3)
6. 1) [[hl] = V6; iy = (=
12.a-b=8v2cos (% — %)

16.b) det(AB) = 80

1 4 8
16.d) | 8 13 16
8 16 17
0 2 1
6.H 1 1 3
-3 2 1

17.b) Paratodo m € R

18.2)2 b)2 ¢)2 d) 3

20. B — ( cos(nd)

sen(nd) . >

cos(nd)
22.ParaB: A=ae )\ = —a.
24.b) A= 1)2(A—2)

24.d) (A +2)2(A—3)
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24.e) A —1)2(A—2)
24.9) (A —4)2(A—2)
27.Q(—2,4,—-10) = 12
28. a) Semidefinida positiva

28. ¢) Definida positiva

24. ) (A =122 +1)

24.h) (A — 1)2(A — 2)

28. b) Definida negativa

28. d) Definida negativa




 
 
    
   HistoryItem_V1
   InsertBlanks
        
     Dónde: detrás de la última página
     Número de páginas: 1
     igual a la actual
      

        
     1
     1
            
       D:20120209163218
       841.8898
       a3 normal apaisado
       Blank
       1190.5512
          

     26
     Wide
     95
     448
            
       CurrentAVDoc
          

     SameAsCur
     AtEnd
      

        
     QITE_QuiteImposingPlus2
     Quite Imposing Plus 2.1c
     Quite Imposing Plus 2
     1
      

   1
  

    
   HistoryItem_V1
   InsertBlanks
        
     Dónde: antes de la primera página
     Número de páginas: 2
     igual a la actual
      

        
     2
     1
            
       D:20120209163218
       841.8898
       a3 normal apaisado
       Blank
       1190.5512
          

     26
     Wide
     95
     448
            
       CurrentAVDoc
          

     SameAsCur
     AtStart
      

        
     QITE_QuiteImposingPlus2
     Quite Imposing Plus 2.1c
     Quite Imposing Plus 2
     1
      

   1
  

    
   HistoryItem_V1
   TrimAndShift
        
     Intervalo: todas las páginas
     Recortar: fijar tamaño 6.693 x 9.449 pulgadas / 170.0 x 240.0 mm
     Desplazar: ninguno
     Normalizar (opción avanzada): 'mejorada'
      

        
     32
            
       D:20161230125311
       680.3150
       17x24
       Blank
       481.8898
          

     Tall
     1
     0
     Full
     664
     318
    
     None
     Up
     0.0000
     0.0000
            
                
         Both
         225
         AllDoc
         225
              

       CurrentAVDoc
          

     Uniform
     14.1732
     Top
      

        
     QITE_QuiteImposingPlus2
     Quite Imposing Plus 2.1c
     Quite Imposing Plus 2
     1
      

        
     5
     264
     263
     264
      

   1
  

 HistoryList_V1
 qi2base





