Modelado e Simulacion
de Sistemas Biomedicos

l
N

N
s
B

W\

X

N\ \
\

o

"

ais didacticos

Alejandro Fernandez Villaverde

7 W



Alejandro Fernandez Villaverde

Alejandro Fernandez
Villaverde é enxefiei-
ro industrial superior
(2004) e doutor
europeo (2009) pola
Universidade de
Vigo. Tras un breve
paso pola empresa
privada encamifiou
a sUa carreira cara

a investigacion,
especializandose en
enxefarfa de control.
Desde 2005 a 2009
foi investigador
predoutoral FPI na
Universidade de
Vigo. Entre 2009-
2015 e 2016-2020
foi investigador
posdoutoral no
CSIC, participando
en varios proxectos
europeos de bioloxia
de sistemas, biotec-
noloxia e biomedici-
na computacional.
Entre ambos perio-
dos desfrutou dunha
axuda do plan 12C

da Xunta de Galicia.
Ten realizado tamén
estadias breves

nas universidades
de Groningen, MIT,
Stanford, Minho e
Oxford.

Desde 2021 é inves-
tigador Ramon y Ca-
jal na Universidade
de Vigo, onde realiza
labores docentes no
departamento de
Enxefiaria de Siste-
mas e Automatica.
E membro do Grupo
de Control Non
Linear, dentro do cal
dirixe un subgrupo
dedicado ao estudo
dos biosistemas e

a sua identificacion,
control e optimiza-
cién. E tamén inves-
tigador vinculado ao
Centro de Investi-
gacion e Tecnoloxia
Matematica de
Galicia (CITMAga).
A sua investiga-

cion céntrase no
desenvolvemento
de metodoloxias
para o modelado e
andlise de sistemas
dindmicos non
lineares, con énfase
en aplicacions bio-
|6xicas, biomédicas
e biotecnoldxicas.
Ten dirixido varios
proxectos de [+D+i
e publicado mais de
70 artigos nestas
tematicas, parti-
cularmente sobre
identificabilidade e
observabilidade.




Servizo de Publicacions

UniversidagaVigo

S ﬁ/



Manuais

Serie de manuais didacticos

n.° 084

Edicion

Universidade de Vigo

Servizo de Publicaciéns

Rua de Leonardo da Vinci, s/n
36310 Vigo

Deseiio da portada

Tania Sueiro Grafna

Area de Imaxe

Vicerreitoria de Comunicacions e Relacions Institucionais

Maquetacién
Torculo Comunicacion Gréfica, S. A.

Fotografia da portada
Adobe Stock

Impresion
Torculo Comunicacion Gréfica, S. A.

ISBN (Libro impreso)
978-84-1188-001-5

Depésito legal
VG 112-2024

© Servizo de Publicacions da Universidade de Vigo, 2024
© Alejandro Fernandez Villaverde

Sen o permiso escrito do Servizo de Publicacions da
Universidade de Vigo, queda prohibida a reproducién ou a
transmision total e parcial deste libro a través de ningun
procedemento electrénico ou mecanico, incluidos a fotocopia,
a gravacion magnética ou calquera almacenamento de
informacion e sistema de recuperacion.

Ao ser esta editorial membro da uhe garantense a

difusion e a comercializacion das suas publicaciéns no ambito
nacional e internacional.

Servizo de Publicacions

UniversidaaVigo




Este volumen publicase co financiamento da

ER XUNTA
B4 DE GALICIA






Modelado e Simulacion
de Sistemas Biomédicos

Autor

Alejandro Fernandez Villaverde






Indice xeral

Limiar 1
1. Introducién 5
1.1. Motivacion e historia do modelado matemadtico en biomedicina 5
1.2. Modelado dindmico: compofientes e paradigmas . . . . .. . . 9
1.3. Tipos de modelos dindmicos . . . . . . ... ... ........ 11
1.3.1. Grafos . . . . ... . 11

1.3.2. Ecuaciéns diferenciais . . . . ... ... ... ...... 14

1.3.3. Combinaciénsde modelos . . . . . ... ... ...... 16

1.4. Exemplo: modelando un biosistema con varios formalismos . . 17
1.4.1. Modelos do exemplo baseados en grafos . . . . ... .. 19

1.4.2. Modelos do exemplo baseados en ecuaciéns diferenciais 20

1.5. Panoramadamateria . . . . . . . . ...t e e 22

2. Modelos de biosistemas 23
2.1. Sobre os tipos de biosistemas de interese . . . . . ... ... .. 23
2.2. Cinética das reacciéns bioquimicas . . . .. ... ... ... .. 25
2.3. Nivelcelular. . . . . . ... ... ... . 27
2.3.1. Metabolismo . .. ... ....... ... . . ..... 29

2.3.2. Sinalizaciéncelular. . . . . ... ... ... ... 31

2.3.3. Expresionxénica . . ... ... .. ... ... 34

2.4. Nivelorgdnico . . . .. . . . . . .. i 36
2.4.1. Electrofisioloxia . . . . . ... ... ... ... ... ... 36

2.4.2. Regulaciéonda glicosa . .. ... ... .......... 37

2.4.3. Farmacocinética e farmacodindmica . ... ... .. .. 39



Indice xeral

2.5.

. Simulacion
3.1.

3.2

3.3.

3.4.

3.5.

. Calibracion

4.0.
4.1.
4.2.
4.3.

4.4.
4.5.
4.6.
4.7.
4.8.
4.9.

Nivel de poboaciéns . . . . . ... ... ... ... ....... 41
2.5.1. Epidemioloxia . .. .. ... ............... 41
2.5.2. Comunidades microbianas . . . . ... ... ....... 43

51
Integracién de EDOs lineares . . . . . .. ... ... ...... 52
3.1.1. Transformada deLaplace. . .. ... ........... 52
3.1.2. Funcién de transferencia (FT) . . . . . . .. .. .. ... 58
Integracién de EDOs nonlineares . . . . .. ... ... ..... 61
3.2.1. Métodosdepasofixo. ... ... ............. 61
3.2.2. Métodos de paso variabel . ... ... .......... 65
3.2.3. Concluindo: como facer a integracién? . . . .. ... .. 67
Integracion de ecuaciéns estocasticas . . . . . . . ... ... .. 69
3.3.1. Algoritmo de Gillespie . . . ... ... .......... 70
Software de simulacién . . . ... ... ... oL 72
3.4.1. Entornos de programacién de propdsito xeral . . . . .. 72
3.4.2. Ferramentas de simulacion especializadas . . . . .. .. 74
Estandares, formatos e repositorios . . . . . ... ... ..... 75

79
PASO 0: obter as ecuaciéonsdomodelo . . . . ... ....... 81
PASO 1: analizar observabilidade e identificabilidade estrutural 84
PASO 2: definir a funcién obxectivo . . . . . ... ... ... .. 92
PASO 3: optimizacién dos pardmetros . . . ... ... ... .. 96
4.3.1. Métodoslocais . . . ... ... ... ... ... 96
4.3.2. Métodos globais. . . .................... 99
4.3.3. Definicidn do problema de optimizacién. . . . . . . . .. 100
PASO 4: andlise da bondade do axuste . . . ... ... ..... 102
PASO 5: cuantificacién da incerteza dos pardmetros . . . . . . . 103
PASO 6: cuantificacién da incerteza nas prediciéns . . . . . . . 107
Desefio de experimentos . . . . . . . . . . v vt v v ..., 108
Selecciondemodelos . . . . . . . .. ... oL 109

Recursos software



Indice xeral

5. Dinamica 113
5.1. Sistemas lineares e linearizacién . .. ... ... ........ 114
5.2. Equilibrio e estabilidade . . . . ... ... ... .. ....... 116

5.2.1. Caracterizacién matematica da estabilidade . . .. . .. 117
5.3. Bifurcacions . . . . . . . .. ... e 121
5.3.1. Diagramasdefase .. ... ................ 121
5.3.2. Graficas de bifurcaciéon . . . . .. .. .. ... ... ... 122
5.4. Oscilacions . . . . . . . . . e 126
55. Robustez. . . . . . . . .. .. e 127
55.1. Redundancia . .. .. ... ... ...« .u.u.... 129
5.5.2. Insensibilidade paramétrica. . . . . . ... ... ... .. 129
55.3. Realimentacién . . . . . . . . .. .. ... . 131
5.5.4. Prealimentaciéon . .. .. .. .. .. ... ........ 132

5.6.

Reduciondemodelos . . . . . . . . . . . . . . . ... 133






Limiar

STAS NOTAS foron creadas como material docente para a materia “Mode-
lado e Simulacién de Sistemas Biomédicos”, do Mestrado en Enxefaria
Biomédica (MEB) da Universidade de Vigo. O seu obxectivo é compendiar os
cofiecementos necesarios para construir modelos dinamicos de biosistemas en
diferentes contextos, con énfase nos procesos e sistemas de interese na enxe-
fiaria biomédica.

Ainda que empregamos a palabra “biosistema” nun senso amplo, non trata-
remos todos os tipos de “sistema” que se poden encontrar na enxefiaria biomé-
dica. Asi pois, este texto non aborda a simulacion biomecanica nin o modelado
de dispositivos médicos, temas que se estudan noutras materias do MEB. Po-
la contra, adoptamos o marco conceptual do que se cofiece como bioloxia de
sistemas, disciplina que naceu aproximadamente co século XXI e que xa conta
por tanto cunha certa tradicion, polo que estudaremos sistemas bioloxicos que
van desde redes de reacciéns bioquimicas que tefien lugar a nivel intracelu-
lar, até interaccions entre organismos — como por exemplo as estudadas en
epidemioloxia.

En canto ao formalismo matematico, centramonos fundamentalmente en
sistemas descritos por ecuacidns diferenciais ordinarias. Isto é asi por dous mo-
tivos. En primeiro lugar, é un tipo de descricion adecuado para unha ampla
variedade de procesos, e a maioria dos modelos dindmicos usados en enxe-
fiaria biomédica adoptan este formalismo. En segundo lugar, as ecuaciéns en
derivadas parciais vense con detalle noutras materias do MEB.

Para que a lectura do texto sexa o mais proveitosa posibel, compre contar
cun minimo de familiaridade con conceptos basicos de bioloxia e matematicas,
pero non son precisos coflecementos avanzados previos. O texto pretende ser
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autocontido, polo que non deberia ser preciso ler bibliografia adicional, ainda
que naturalmente se proporcionan as referencias pertinentes. Dito isto, se al-
guén quixer profundar na materia recoméndanse especialmente os seguintes
libros:

O “Dynamic systems biology modeling and simulation”, de Joseph DiSte-
fano III (Academic Press, 2015).

[0 “Systems biology: a textbook, 2nd Edition”, de Edda Klipp, Wolfram Lie-
bermeister, Christoph Wierling & Axel Kowald (Wiley-Backwell, 2016).

O “Mathematical Modeling in Systems Biology: An Introduction”, de Brian
Ingalls (MIT Press, 2013), dispofiibel gratuitamente en:
https://www.math.uwaterloo.ca/"bingalls/MMSB/.

0 “Biomolecular feedback systems”, de D. del Vecchio e R.M. Murray (Prin-
ceton University Press, 2014), dispoiiibel gratuitamente en:
http://www.cds.caltech.edu/ murray/BFSwiki/index.php/Main_Page
(principalmente para a Leccion 5, “Comportamento dindmico”).

En caso de encontrar erratas no texto, agradécese que se envien a afvillaverde@
uvigo.gal. Calquera suxestién ou comentario serd tamén benvido.

Finalmente, quero dar as grazas a Elba, Mari Carmen, e toda a mifia fami-
lia polo seu apoio incondicional.

Vigo, 20 de outubro do 2023.
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Dedicado a Julio Rodriguez Banga, pioneiro da bioloxia de sistemas con quen
tiven a sorte de traballar e aprender durante dez anos no CSIC.
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Introducion

‘All models are wrong, but some are useful.”
— George E. P. Box

Para introducir e motivar o estudo desta materia, comezaremos por de-
finir o concepto de modelo, veremos que tipos de modelos hai, e como
se aplican no contexto da enxefiaria biomédica.

1.1. Motivacion e historia do modelado matematico en
biomedicina

UE E UN MODELO? Nun sentido amplo, calquera representacién da reali-

dade — por ambigua ou imprecisa que sexa — que facilite a sia compren-

sion € un “modelo”. Segundo esta definicién todas as persoas usamos modelos

continuamente, mesmo de forma inconsciente (ao facermos unha predicién
estamos a executar algiin modelo mental).

Nés estamos interesados especificamente en modelos biomédicos. Nun in-
forme de 1998, o National Research Council dos EUA daba a seguinte defini-
ciéon de modelo biomédico [41]: “un substituto do ser humano ou dun sistema
bioléxico humano, que pode usarse para comprender o funcionamento nor-
mal e anormal do xenotipo ao fenotipo, e para proporcionar unha base para
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a intervencion terapéutica ou preventiva en doenzas humanas”. Nese sentido
(o modelo como substituto total ou parcial do ser humano) os modelos poden
ser de tres tipos:

= Modelos in vivo: animais que presentan semellanzas co ser humano.

» Modelos in vitro: cultivos de laboratorio, tanto celulares como de outro
tipo.

= Modelos in silico: modelos matemdticos implementados computacional-
mente.

O devandito informe centrabase no primeiro tipo. En contraste, nds usaremos
a palabra “modelo” para referirnos ao terceiro tipo: a modelos matemadticos,
computacionais ou in silico; € dicir, modelos representados por ecuaciéns, que
implementaremos e simularemos nunha computadora. Nesta materia traballa-
remos con modelos dindmicos. Ditos modelos estan formados por ecuacions
diferenciais que describen a evolucidon temporal dun sistema. Xa que logo, de
aqui en adiante ao falarmos de “modelos” estaremos a referirnos especifica-
mente a modelos matemdticos dindmicos, salvo que se especifique o contrario.

Para que serven os modelos matematicos? Os modelos dindmicos son
unha ferramenta fundamental en moitas ramas da ciencia e da enxefiaria.
Entre as suas utilidades podemos salientar as seguintes [20]:

1. Explicar o mecanismo polo que acontece un fenémeno.

2. Describir os aspectos madis importantes da sia dindmica.

3. Suxerir analoxias.

4. Dar lugar a novas preguntas.

5. Fomentar o razoamento cuantitativo e baseado en evidencia.
6. Guiar o desefio de experimentos e a recollida de datos.

7. Permitir reproducir resultados ou invalidar hipdteses.
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8. Proporcionar rangos de resultados posibeis.
9. Identificar e cuantificar as incertezas.
10. Facer predicidns cuantitativas.

A derradeira é a que se adoita mencionar como razon principal do uso de mo-
delos matemadticos en bioloxia: a necesidade de obter predicidns cuantitativas
sobre sistemas dindmicos complexos, cuxo comportamento non € predicibel a
través do razoamento intuitivo. Esta capacidade posibilita, por exemplo:

» identificar o mecanismo bioldxico mdis plausibel de entre varias alterna-
tivas para explicar un comportamento;

» predicir o resultado dun tratamento;

= optimizar o desefio de dito tratamento (seleccién de medicamento, dose,
periodicidade...);

= monitorizar o estado dun paciente;
= desefiar estratexias de control.

Na lifia do aforismo de Box que abre este capitulo, poderiase argumentar
que a utilidade dun modelo non provén da exactitude con que represente a
realidade, senén en como pode ser usado para xerar, comprobar, e refinar
hipéteses [19,51]. Esta visién enfatiza o valor do proceso de modelado, maéis
que o seu resultado (o modelo en si). Valérase que este proceso é unha forma
de pensar sobre o sistema (o cal é dinamico, xeralmente non linear, e con
frecuencia complexo), e que, ainda que a abstraccién inherente a un modelo
implica necesariamente unha simplificacién, tamén leva a definir de forma
explicita as suposicions introducidas, o que permite interpretar as predicidns
en funcion delas.

Perspectiva histérica do modelado de sistemas bioldxicos. En compara-
cion cos problemas tratados noutras ramas da enxefiaria, que son o resultado
do desefio humano, os sistemas bioldxicos evoluiron de forma non dirixida,
polo que adoitan ter unha elevada complexidade e estdn mal caracterizados.
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Isto ten dificultado a aplicacidn directa de métodos de modelado desenvolvi-
dos noutras enxefiarias a procesos bioléxicos.

Na década de 1940 varios autores fixeron contribuciéns desde perspectivas
moi diferentes (Fig. 1.1). Por exemplo, Erwin Schrodinger propuxo o estudo
dos procesos celulares desde o punto de vista das leis fisicas. O bidlogo Ludwig
von Bertalanffy visualizou unha teoria xeral dos sistemas (sociais, tecnoléxi-
cos, bioléxicos). Pola stia parte, o matematico Norbert Wiener cufiou o termo
“cibernética” para referirse aos procesos de control e comunicacién tanto en
organismos vivos como en maquinas, lifla que foi continuada por Ashby e ou-
tros.

What is Life?
with Mind and Matter
and Autobiographical
Sketches

ERWIN SCHRODINGER

(LTI
BEVELOPNENT
APPLIEATIONS

Ludwig von Bertalanffy

Figura 1.1: Nos anos 40 do século XX colle pulo o modelado matematico de
biosistemas, grazas a autores como Schrodinger, Bertalanffy ou Wiener.

Ao comezo, estas propostas foran maiormente tedricas, pero axifla come-
zaron a aplicarse a problemas concretos. Un fito importante produciuse en
1952, cando Hodgkin e Huxley propuxeron un modelo dinamico para descri-
bir como se inician e transmiten os potenciais de accién nas neuronas [26].
Este traballo valerialles o Premio Nobel de fisioloxia e medicina, e abriria o ca-
mifio a modelos computacionais como os de Guyton [25] ou Denis Noble [43].
Na década de 1960 temos exemplos como o modelado de sistemas oscilato-
rios de Goodwin [24], o estudo da autoorganizacién de Kauffman [32] ou o
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desenvolvemento das ideas de Bertalanffy a cargo de Mesarovic.

Nos anos 70 existe xa unha comunidade de enxefiaria biomédica que usa
o modelado dindmico como ferramenta fundamental, en areas como fisioloxia
ou farmacocinética. Os retos metodoloxicos que presentan os sistemas bio-
l16xicos deron lugar a novos desenvolvementos en identificacién de sistemas,
con conceptos como a identificabilidade estrutural [5]. Nesta época destacan
investigadores como Claudio Cobelli ou Joseph DiStefano III. A finais de dé-
cada, esta drea atopabase xa relativamente establecida; un estudo das aplica-
cions destas metodoloxias a sistemas bioloxicos recollia exemplos de modelos
cardiovasculares, respiratorios, neuronais, renais, metabdlicos e esqueléticos,
entre outros [4].

O modelado bioldxico no século XXI: bioloxia de sistemas. Arredor do
ano 2000 os avances experimentais en bioloxia molecular dan lugar a incre-
mentos moi rdpidos da cantidade de datos “6micos” dispoiiibeis. Isto propicia
a aparicion dun novo paradigma, a chamada bioloxia de sistemas [33], que
se caracteriza por un enfoque holistico (¢ dicir, centrado nas interconexions
entre diferentes elementos, ou subsistemas, e en caracterizar as propiedades
emerxentes que xorden das suas relacions) en contraposicion a enfoques re-
ducionistas que se centran na caracterizacién de compoiientes por separado.
Para realizar predicidns cuantitativas sobre sistemas complexos, a bioloxia de
sistemas baséase no modelado computacional. O termo biomedicina de siste-
mas Usase para referirse a este enfoque no contexto biomédico.

1.2. Modelado dinamico: componentes e paradigmas

A Figura 1.2 ilustra a visiéon do modelado dindmico tipica de teoria de sis-
temas. O estado dun sistema vén dado en todo momento polo vector z(t) =
x1(t), ...,z (t), cuxos elementos son as varidbeis de estado, ou simplemente
estados. Como regra xeral, os estados non deben ser redundantes (por exem-
plo, se z; = 1—x;, s6 unha das duas, x; ou x;, debe ser escollida como variable
de estado). O seu nimero (n) determina a dimensién do sistema.

A evolucién temporal do estado é determinada pola resposta dinamica
do sistema a entradas externas (tanto cofiecidas, u(t), como descofiecidas,
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PERTURBACIONS RUIDO

w(t) e(t)

ESTADOS
x(t)

MEDIDAS

ENTRADAS | DINAMICA DO
=~
u(t) SISTEMA

MODELO DE
OBSERVACION

Figura 1.2: Unha posibel clasificacién dos compoiientes dun modelo dindmico.
Todas as variabeis — representadas en cursiva — son en xeral vectoriais

w(t)), a partir da condicién inicial (x(¢y)). As entradas cofiecidas u(t) poden
ser controis, se o sistema € controlado; nese caso, polo xeral son calculadas
nun lazo de realimentacién. Un sistema sen entradas dise que é auténomo. As
entradas descofiecidas w(t) son perturbacidns.

Polo xeral non somos capaces de medir ou acceder a todos os estados do
sistema, senén s6 un subconxunto deles (ou unha funcién dun subconxunto),
que se chaman saidas (y(¢)). O mapa dos estados &s saidas é o modelo de
observacion. Ademais, en xeral existird ruido experimental, e(t), polo que as
medidas obtidas, z(t), diferirdn das saidas tedricas.

As cantidades mencionadas son en principio varidbeis no tempo. Un mo-
delo pode ter tamén cantidades de valor fixo, chamadas pardmetros (). Os
parametros coflecidos chdmanse constantes (k).

E frecuente diferenciar entre dous paradigmas de modelado: “top-down”
e “bottom-up”. O modelado “top-down” adopta un enfoque holistico. Parte
dunha concepcién global do sistema, enfocandose nas stias caracteristicas xe-
rais, e a partir delas vai engadindo detalles. O modelado “bottom-up” é consi-
derado reducionista. Comeza por caracterizar os subsistemas e despois inter-
conectalos para obter o sistema xeral. A distincién entre ambas concepcidns
é até certo punto unha simplificacion filoséfica, xa que na practica pddense
adoptar enfoques intermedios.
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1.3. Tipos de modelos dinamicos

Podemos clasificar os modelos en funcion de se son cualitativos ou cuanti-
tativos, estatisticos ou mecanisticos, continuos ou discretos, deterministas ou
estocdsticos. A continuacién describense varias clases de modelos, clasificados
en duas grandes familias: modelos baseados en grafos e modelos en ecuacidns
diferenciais.

1.3.1. Grafos

Muitos sistemas de interese en biomedicina poden modelarse naturalmen-
te como grafos. Unha rede ou grafo consiste nun conxunto de nodos e un
conxunto de ligazdéns entre eles. Nas redes celulares os nodos son entidades
moleculares como xenes, proteinas ou metabolitos. Os enlaces ou ligazéns son
as interacciéns ou relacions entre nodos; p.ex., as reacciéns quimicas nas que
estan presentes as moléculas, ou unha regulacién que implica varias reaccions.

Os grafos son formalismos moi adecuados para construir modelos de in-
teraccions a partir de datos (“data-driven approach”). Para cuantificar a aso-
ciacién entre variables pédense usar medidas de correlacidn, teoria da infor-
macion, ou inferencia bayesiana (ver Fig. 1.3). O calculo de ditas medidas a
partir de datos experimentais (por exemplo, da concentraciéon de cada enti-
dade correspondente a un nodo) permite determinar as relacidns existentes
entre nodos. Este procedemento cofiécese como inferencia de redes.

Podemos clasificar os grafos en funcion do nivel de detalle co que especifi-
can as interaccions entre os seus nodos:

Grafos non orientados. Son o tipo mais simple. Limitanse a representar se
existe unha relacién directa entre ddas varidbeis (nese caso, unense cunha
ligazén) ou non. Este tipo de redes son estaticas, non posuen dinamica. Un
exemplo amodsase na parte superior dereita da Fig. 1.3.

Grafos orientados. Inclien ademais informacion sobre a direccién da liga-
zon, as cales se representan como frechas. A direccién pode representar causa-
lidade, fluxo, etc. Por tanto, tefien un certo caracter dinamico, ainda que mais

11
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(1) Obter datos experimentais (2) Cuantificar dependencias entre pares de variabeis  (3) Inferir interaccions

m) Correlacion

1 |0.47|0.11]067|0.950.27 TLK - -1
r(X,Y) =

2 |0.36|0.12|0.66 | 0.86 | 0.26 JZ?:l(Xi—X)Z\/Z?:l(Yz—Y)Z
3 [0.30[0.13 |0.60 | 0.80 | 0.20
4 |0.42]015]062 072022
5 |041]017 061071021

- Teoria da informacion #
6 |0.37[0.20/067 067027 1G4, Y) = HOO) — HX|Y)
7 1035023065 065|025
8 [028]0.21]058 058 |0.38
9 |0.24]020]0.54 054|040 | wgb rferencia Bayesiana -
10 |0.22 |0.20 |0.52 | 0.52 | 0.42 p(XIY)p(X)

pX|Y) =—F—

11 |0.15 [0.20 | 0.55 | 0.45 | 0.43 p(Y)

Figura 1.3: Inferencia de rede a partir de datos experimentais [52].

ben implicito. Un exemplo amdsase nos grafos medio e inferior da dereita da
Fig. 1.3.

Redes 16xicas ou booleanas. Poden considerarse un tipo particular de gra-
fos orientados. Nelas, cada nodo pode ter un valor binario (0 = falso, 1 =
verdadeiro), que indica se a actividade esta por enriba ou por baixo dun li-
miar. Bioloxicamente, un compofiente estd activo cando o seu nivel de acti-
vidade € suficiente alto para influir nos niveis de actividade dun compofiente
obxectivo. As interaccidéns entre nodos son relacidns l6xicas (AND, OR, etc).
As redes booleanas son sistemas dindmicos. Foron introducidas por Kauffman
en 1969 [32] para representar redes de regulaciéon xenética. Como exemplo,
o panel A da Fig. 1.4 mostra unha rede booleana formada por tres nodos, e a
sua evolucién ao longo do tempo. Cada paso temporal estd representado por
unha frecha grosa. O estado global da rede en cada instante temporal esta for-
mado polos estados dos seus tres compoifientes. O sistema do exemplo evolie
de forma ciclica entre seis estados globais, de acordo coas regras definidas nas
tdboas da dereita.
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Figura 1.4: (A) Rede booleana. (B) Rede de Petri. Fonte: [30]; Wikimedia
Commons (https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Nrm2503-f1. jpg),
licenza CC-BY-SA-4.0.

Redes de Petri. Formalismo moi similar ds redes booleanas (ver Fig. 1.4.B).
Ademais de nodos (“lugares”) e ligazdns orientadas (“arcos”) contefien “mar-
cas” para especificar o estado do sistema (puntos azul escuro na figura), e
“transiciéns” (t1, to, ... na figura) para determinar a stia evolucién dun estado
a outro. Unha transicion ten lugar (“disparase”) se os estados necesarios que
apuntan a ela contan con suficientes marcas, e a condicién que representan se
cumpre. Nese caso, o marcado dos lugares que apuntan 4 transicién decrece, e
o dos lugares aos que apunta increméntase. As redes de Petri son moi usadas
en enxeflaria automatica para o modelado de sistemas concorrentes. O seu
uso en bioloxia non é tan comun, ainda que existen exemplos sobre todo para
a descricion de redes de sinalizacién celular.

Grafos de ligazon (“bond graphs”). Son representacions de sistemas dina-
micos nos que os arcos representan intercambio de enerxia. Foron inventados
por Henry Paynter en 1961 e son utilizados en fisica e enxefiaria, sobre todo
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para modelar sistemas eléctricos e mecanicos. Raramente se usan para repre-
sentar biosistemas, con algunhas excepcions de sistemas de reaccidns bioqui-
micas nas que se lle concede moita importancia a aspectos termodindmicos.

1.3.2. Ecuacions diferenciais

Ecuacions diferenciais ordinarias. As ecuacidns diferenciais ordinarias (EDOs)

son a forma mais habitual de modelar sistemas dindmicos. Un modelo en EDOs
vén dado por:
_ {x(t) = f(x(t),0,u(t),w(t)) (1.1
y(t) = h(x(t),0,u(t), w(t)) (1.2)
onde f e h funciéns analiticas (en xeral non-lineares) dos estados z(t) € R"=,
das entradas cofiecidas u(t) € R+, dos pardmetros (constantes descofiecidas)
0 € R", e das entradas descofiecidas / perturbacidns / pardmetros variantes
no tempo w(t) € R™. A saida y(¢) € R"™ representa as funciéns medibeis das
variabeis do modelo. As expresiéns (1.1-1.2) son moi xerais e poden repre-
sentar un amplo abano de estruturas.
—— Os sistemas lineares son un caso particular de modelos en EDOs. Se —
como ¢ habitual — non consideramos entradas descoilecidas, as ecuaciéns dun
sistema linear podense escribir como:
_ {:ic(t) = A(0)-x(t)+ B(0) - u(t) (1.3)
y(t) =C0) - z(t) + D) - u(t) 1.4
Onde A, B, C, D son matrices que poden conter parametros descofecidos (6).
Nétese que estas ecuacions son lineares respecto aos estados, pero serian non-
lineares se consideramos as relacions entre parametros e estados. A notacién
(1.3) cofiécese como representacion en variables de estado, ou no espazo de
estados.

Os modelos compartimentais son unha clase particular de modelos
lineares. Ditos modelos baséanse na idea de compartimentalizar varidbeis en
entidades homoxéneas. Por exemplo, cada compartimento pode representar
un érgano, dentro do cal suponse que a concentracién dunha sustancia esta
homoxeneamente distribuida. Muitos sistemas de interese en biomedicina po-
den ser representados por modelos compartimentais, como se vera no proximo
capitulo.
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Exemplo de sistema linear: modelo farmacocinético. O modelo compar-
timental farmacocinético mostrado na figura 1.5 ten as seguintes ecuacions:

&1 = — (k12 + ko) - 1 + k21 - 22 + K1y - 1, (1.5)
M =< &9 =kig- 21 — ka1 - 22, (1.6)
Y = x2; 1.7)

as cales poden pofierse da forma (1.3)-(1.4), facendo:

— (k12 + k10 ko1 k1w
A= ( ) ,B = ,C=1[0 1],D=0 (1.8)
k12 —ko1 0

klZ

ky, —_—

u —> y
kZl
k10

Figura 1.5: Modelo farmacocinético de dous compartimentos (= estados),
unha entrada e unha saida.

Modelos de efectos mixtos. Nun modelo en EDOs, os pardmetros # consi-
déranse fixos, é dicir, tefien un tnico valor real (ainda que sexa descofiecido).
Os modelos de efectos mixtos consideran que cada parametro ten un compo-
fiente fixo e outro aleatorio. Asi, poden representar a variabilidade existente
nos valores do pardmetro nunha poboacién. Por exemplo, en lugar de consi-
derar que un pardmetro ten un valor real § = 2, considérase que cada membro
da poboacién ten un valor diferente, cuxa media é 2 e cuxa desviacion tipica é
por exemplo 0.5. Este formalismo de particular utilidade en dreas como a far-
macocinética, nas que estes modelos son moi comtns. Os modelos de efectos
mixtos son mais dificiles de calibrar.
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Ecuacions en diferenzas. As EDOs describen a evolucion temporal dun sis-
tema en todo momento, € dicir, son sistemas en tempo continuo. Un tipo dife-
rente de ecuaciéns, as ecuacions en diferenzas (EDs), representan un sistema
en tempo discreto.

Ecuacions en derivadas parciais. As ecuacions en derivadas parciais (EDPs)
contefien unha ou mais varidbeis dependentes, e polo menos duas variabeis
independentes. Por exemplo, as duas varidbeis independentes poden ser o
tempo ¢ e unha dimension espacial x; deste xeito, as EDPs permiten incor-
porar variacién espacial a un modelo. As EDPs tamén son chamadas modelos
distribuidos, ou modelos de parametros distribuidos.

Ecuacions estocasticas. As reaccions quimicas tefien lugar de forma deter-
minista se hai nimeros suficientemente elevados de moléculas e estas ato-
panse ben mesturadas, pero nalguns casos estas hipdteses non se cumpren.
Mentres que para modelar a heteroxeneidade espacial se poden usar EDPs,
para describir relacions entre nimeros pequenos de moléculas tisanse mode-
los estocasticos. Neles, as varidbeis de estado son aleatorias. A suia simulacion
baséase no algoritmo de Gillespie [23]; para mais detalles ver o capitulo 3.

Multiaxentes. O paradigma de modelado baseado en axentes (“agent-based
modeling”, ABM) permite usar regras, ecuacions alxébricas ou EDOs para de-
finir como os axentes responden ao seu contorno. Permite incorporar hetero-
xeneidade, o que pode ser til para modelar sistemas como cultivos celulares.

1.3.3. Combinacions de modelos

Modelos hibridos. As veces resulta conveniente combinar varios tipos de
modelos, obtendo un modelo hibrido. Por exemplo, pédese combinar partes
continuas en EDOs con eventos discretos, ou ben partes deterministas con
estocdsticas. Para un panorama recente dos moitos tipos de combinaciéns po-
sibeis véxase [35]. Como exemplo de aplicacion, en [48] usouse unha com-
binacién de modelado baseado en axentes (ABM) e en ecuacions diferenciais
(EDOs) para modelar a progresion da diabetes tipo 1. Considerdronse varios
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axentes correspondentes a diferentes tipos de entidades (antixenos, células f3,
linfocitos T, etc), e establecéronse regras para modelas as sdas interaccidns.
Adicionalmente, usaronse ecuacions diferenciais para describir a dindmica in-
terna de alguins axentes.

Conxuntos de modelos ou “ensemble modelling”. Con frecuencia, a infor-
macion dispofiibel sobre un sistema non é suficiente para inferir con detalle
a sua estrutura, dindmica e/ou parametros de forma inequivoca. Nestes casos
existen varios modelos consistentes cos datos. Nestas circunstancias pddese
usar un enfoque de modelado por conxuntos (“ensemble modelling”). En lu-
gar de considerar un sé modelo, considéranse todos os plausibeis. Polo xeral,
todos os modelos do ensemble son do mesmo tipo (por exemplo, un ensem-
ble de modelos en EDOs, ou de redes booleanas). Unha posibel utilidade do
modelado por conxuntos € cuantificar a incerteza nas predicions feitas polos
modelos: se as prediciéns de todos os modelos no ensemble presentan un alto
grao de consenso, podese ter confianza nelas; pola contra, se difiren conside-
rabelmente, presentan un alto grao de incerteza.

1.4. Exemplo: modelando un biosistema con varios for-
malismos

Este exemplo ilustra como un mesmo sistema pode ser representado por
varios modelos. Usase como caso de estudo un modelo de regulacién xénica.
Este tipo de biosistemas describirase con mdis detalle na seccién 2.3.3. A figura
1.6 mostra un circuito de regulacién xénica simple [33]. Estd formado por
catro xenes, representados en rectdngulos a—d. Cada xene € “transcrito” no seu
correspondente ARN mensaxeiro (mRNA), representado en évalos a—d, o cal
¢ “traducido” nas proteinas correspondentes (hexdgonos A-D). As proteinas A
e B poden formar un heterodimero que activa a expresién do xene c. A figura
mostra outros mecanismos de activacion e inhibicidn.
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Figura 1.6: Parte superior (a): exemplo dunha pequena rede reguladora da
expresion xénica. Parte inferior (b—d): varios modelos da rede tipo grafo.
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1.4.1. Modelos do exemplo baseados en grafos

Hai varios xeitos de modelar o sistema da figura 1.6 como un grafo, segun-
do se describiu no apartado 1.3.1.

O subpanel 1.6.(b) mostra un grafo orientado. O xene a non esta regulado
por ningtin outro, pero activase a si mesmo. Xunto con b, activan c. A sta
vez, b é inhibido por ¢, polo que a interaccidon entre ambos € bidireccional. En
canto a d, é inhibido por ¢ e activa a b. Matematicamente, o grafo orientado
da figura represéntase polo conxunto dos seus vértices (V) e o conxunto de
ligazdns entre eles, co signo correspondente (L):

V = {a,b,c,d}

L ={(a,a,+),(a,c,+),(b,c,+),(c,b,-),(c,d,-),(d,b,+)}

Outro tipo de grafo é o mostrado en 1.6.(c). As redes bayesianas non con-
tefien bucles, e estan totalmente definidas polas stas distribucions de proba-
bilidades:

p(xq)

p(xp)

p(xc‘xm xb)

p($d|$c)

Outra opcidén é unha rede booleana. Este formalismo incorpora mais infor-
macion que o grafo orientado, xa que permite especificar o sentido das inter-
accidéns (activacion ou inhibicion). As transicions definidas pola rede booleana
do panel 1.6.(d) son as seguintes:

a(t+1) = a(t)

b(t+1) = (NOT c(t)) AND d(t)
c(t+1) = a(t) AND b(t)
d(t+1) = NOT c(t)

Representando o estado de cada xene como 1 (expresado) ou O (non ex-
presado), temos un vector [a,b,c,d] que pode ter 2* = 16 estados. A Téboa
1.1 mostra todos os estados iniciais posibeis e os estados sucesivos aos que se
accede desde eles. As regras booleanas determinan as posibeis traxectorias do
sistema. Existe un numero finito de traxectorias posibeis. En concreto, a partir
da taboa vese que esta rede ten dous tipos de comportamento estacionario,
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dependendo do estado inicial do xene a: se a(t) = 0, a rede acaba no estado
[0101], é dicir, cos xenes b e d expresados e a e ¢ sen expresar. Se a(t) = 1,
chégase a un comportamento ciclico: 1000 — 1001 — 1101 — 1111 — 1010 —
1000.

0000 — 0001 0100 — 0001 1000 — 1001 1100 — 1011
0001 — 0101 0101 — 0101 1001 — 1101 1101 — 1111
0010 — 0000 0110 — 0000 1010 — 1000 1110 — 1010
0011 — 0000 0111 — 0000 1011 — 1000 1111 — 1010

Cadro 1.1: Estados sucesivos da rede booleana da Fig. 1.6.(d).

Utilidade destes modelos. O grafo orientado e a rede bayesiana non ca-
racterizan a dinamica da rede, pero poden proporcionar outro tipo de infor-
macion ttil. Por exemplo, cuantificar a stia conectividade, identificar lazos de
realimentacion, ou comparar a topoloxia das redes en diferentes organismos
para inferir relaciéns evolutivas. Un modelo como a rede booleana propor-
ciona madis informacion, por exemplo para indicar posibeis dianas terapéuti-
cas. Asi, se quixésemos suprimir a expresién do xene ¢, poderiamos bloquealo
(“gene knockout™”); se dito bloqueo non fose préctico, unha alternativa seria
bloquear a, xa que como vimos, se a = 0 chégase a un estado estacionario no
que ¢ = 0.

1.4.2. Modelos do exemplo baseados en ecuacidns diferenciais

Construir un modelo en ecuaciéns diferenciais ordinarias do sistema da
Fig. 1.6 implica definir as ecuacidns (1.1). Definimos un vector de estado co-
rrespondente ao nivel de expresién de cada xene en cada momento: z(t) =
[a(t),b(t), c(t),d(t)]; para simplificar a notacién, omitimos a dependencia tem-
poral: x = [a, b, ¢, d]. Para obter ecuaciéns diferenciais hai que asignar un tipo
de cinética a cada interaccion. Veremos as posibeis cinéticas que se poden usar
na seccion 2.2. Para este exemplo escolleremos a cinética tipo Hill (2.8), que
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da lugar as seguintes ecuacions (a sua deducién explicase embaixo):

O = vg—kg-a (1.9

; Vo - (d/Kp)™

h = —ky-b (1.10)

(1+ (d/Kp) ) (1+ (e/Kpoe)
. ‘/C . (a.b/Kc)nab
_ —k,- 1.11

¢ 1+ (a-b/K.)ra ¢ (1.11)
i Vi (1.12)

1+ (¢/Kjc)ne

Cada ecuacion conta cun termo de degradacion, polo que o mRNA decae pro-
porcionalmente (k; - i); este termo introduce un parametro constante k; por
cada estado. O xene a ten unha taxa de expresion constante, v,, € 0s restantes
xenes activanse mediante unha cinética tipo Hill. O xene b é activado por d,
0 que escribimos como: %‘ Esta expresion introduce tres parametros:
V, (velocidade méaxima), K, (taxa de disociacidén) e n, (coeficiente de Hill).
Como b estd tamén inhibido por ¢, engddese o termo (1 + (¢/Kj.)™) no de-
nominador. No caso de ¢, s6 ten termo de activacién (polo complexo ab). No
caso de d, so ten termo de inhibicién (por c).

As EDOs (1.9)-(1.12) asumen que a regulacién xénica é determinista e
en tempo continuo, o que € unha simplificacién. Debido ao baixo numero
de copias de cada molécula presente no proceso, é mais realista modelalo
como un proceso estocdstico. A integraciéon de modelos estocasticos verase no
capitulo 3.3.

Utilidade destes modelos. As ecuaciéns (1.9)-(1.12) permiten simular o
comportamento dindmico da rede a partir dun estado inicial. Non é preci-
so asumir (como no caso das redes booleanas) que cada estado ten un valor
igual a cero ou a un; a simulacién pode tomar valores continuos. Para inte-
grar as ecuacions € necesario coflecer os valores dos parametros, o que en
xeral se fai mediante calibraciéon con datos experimentais. A esta tarefa estd
dedicado o capitulo 4, e en particular la seccion 4.3. Por agora, simplemen-
te suporemos que os pardmetros tefien os seguintes valores: v, = 1, k, = 1,
Vi =3, K, =01, Kjep. =04k, =2, V. =3, K, =01, ke = 2, Vy = 3,
kg = 1, ng = n. = ng = 4, obtendo as simulacidons da Figura 1.7: Nétese
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concentracién (unidades arbitrarias)

5 6 7 8 9 10
tempo (unidades arbitrarias)

Figura 1.7: Simulacién das EDOs (1.9)-(1.12)

que para simular a dindmica mediante o modelo booleano (Tdboa 1.1) non
foi preciso determinar ningin parametro. Asi pois, ainda que os modelos en
EDOs proporcionan mdis informacién que os booleanos, tamén precisan mais
datos para a suia simulacion.

1.5. Panorama da materia

Na Leccion 2 veremos distintos tipos de biosistemas de interese en me-
dicina e, de forma anéloga ao modelo de regulacion xénica que acabamos de
ver na seccion 1.4, aprenderemos como modelalos.

Na Leccidn 3 cofieceremos os métodos numéricos relevantes para a simu-
lacién dos modelos, € dicir, para integrar as stas ecuacions diferenciais.

Na Leccion 4 aprenderemos a construir e identificar un modelo, € dicir,
a estimar os seus parametros cun grao de certeza aceptdbel e que asi as stas
simulaciéns tefian caracter preditivo.

Na Leccion 5 analizaremos o comportamento dindmico dos modelos, cen-
trandonos en certos comportamentos de particular interese.
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Modelos de biosistemas

“The best material model of a cat is another, or preferably the same,
”

cat
— Norbert Wiener

“Don’t model bulldozers with quarks.”
— Leo Kadanoff

Nesta unidade veremos as caracteristicas dos sistemas dindmicos mais
estudados no dmbito biomédico, e cales son os enfoques madis apropia-
dos para construir modelos deles.

2.1. Sobre os tipos de biosistemas de interese

s procesos bioloxicos de interese en biomedicina son de moi diversos ti-
O pos, e teflen lugar nun rango moi amplo de escalas espazo-temporais
(Fig. 2.1). Nesta leccion veremos as caracteristicas de algins dos mais rele-
vantes, clasificindoos en tres niveis:

= Nivel celular. Son os tipicamente estudados en bioloxia de sistemas.

= Nivel organismo. P.ex., regulacién fisioléxica ou farmacocinética.
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Figura 2.1: Distintas escalas espazo-temporais nas que teflen lugar os procesos
bioldxicos. Elaborado a partir de [33].

= Nivel comunitario. Fenémenos que involucran a varios individuos dunha
especie ou de varias.

Veremos cales son os enfoques madis apropiados para modelalos. Por regra
xeral, o “mellor” modelo sera o madis simple de entre os capaces de respon-
der as preguntas que se lle quere formular. Por exemplo, se queremos coflecer
a distribucién de fluxos dunha rede metabdlica en estado estacionario, non
precisamos detalles cinéticos: un modelo estequiométrico sera suficiente. Pola
contra, se queremos predicir o tempo no que se alcanza dito estado, necesi-
tamos un modelo dindmico. E importante ter en conta que a dificultade e o
custo computacional de identificar e simular un modelo aumenta rapidamente
co seu tamafo. Por iso, un modelo non debe ser innecesariamente complexo.

Muitos dos biosistemas que imos ver incluen reaccidns bioquimicas, ou
poden ser modelados de forma andloga as redes bioquimicas. Por iso, antes de
entrar nos detalles dos diferentes tipos de biosistemas, imos ver as cinéticas
mais comunmente usadas para describir ditas reaccions.
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2.2. Cinética das reaccions bioquimicas

Existen diferentes formas de modelar a cinética das reaccidons bioquimicas.

Lei de accién de masas. Supofiamos unha reacciéon quimica na que m; subs-
tratos, cuxas concentracions se denotan por S;, reaccionan para dar m; produ-
tos de concentracions P;. As molecularidades de cada substrato e cada produto
(é dicir, o nimero polo que aparecen multiplicados na reaccion) son n; e n;
respectivamente. Dita reaccion ten a seguinte expresion:

an P = Zn] ) 2.1

A velocidade 4 que ten lugar esta relacién € proporcional 4 probabilidade de
colision dos reactivos, é dicir:

v:v+—v_=k+ﬁ5fi—k_ﬁzﬂfj (2.2)

No equilibrio v = 0, polo que a constante de equilibrio K., é:

k’+ Hmjl Pﬁj
Keg= 7 = S—ant 2.3
q k_ Hml Snz ( )

i,eq
Cando non se esta en equilibrio, as concentracidons das especies participantes
na reaccion varian segundo a seguinte dinamica:

d

%P] =n;-v 2.9

d

%Si =—n;-v,
A evolucién temporal das concentracions das especies calculase integrando as
ecuacions dindmicas. Isto non € trivial porque n; e n; son constantes pero a
velocidade de reaccién v non o é, senén que é funcién das concentracions e
outros parametros.
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S-systems. O chamado “S-systems approach”, ou “Biochemical Systems Theory”,
¢ unha xeneralizacién da cinética de accidon de masas desenvolvida por Sava-
geau [46]. Para reflectir o feito de que na prdctica a velocidade non sempre
depende linearmente das concentracions, introduce potencias (“power law ki-
netics”), que poden ter valores fraccionais e mesmo negativos:

n+m n+m

dX; b
d—tl:aiHX;”—ﬁiHij (2.5)
=1 i=1

As reacciéns bioquimicas son catalizadas por enzimas (proteinas especifi-
cas), e a expresion de v depende do tipo de cinética enzimdtica. Hai dous tipos
principais, Michaelis-Menten e Hill, que se describen a continuacién:

Michaelis-Menten. Este tipo de cinética asume que hai un substrato e un
produto, e que a reaccidn € irreversible:

k
E+S—=—pgs* pip (2.6)
k_1

Baixo determinados supostos, a velocidade de reaccion ven dada pola expre-

sioén:

v = m 2.7
na que aparecen dous parametros: a velocidade maxima, Vimax = k2Fiotal,
e a constante de Michaelis, K, = (k_1 + k2)/k1, que é a concentracién de

substrato & cal v = Vax/2.

Cooperatividade: a ecuaciéon de Hill. Moitas moléculas bioloxicamente im-
portantes, incluindo algiins enzimas, tefien multiples sitios de unién. Nas mo-
léculas cooperativas, a uniéon dun ligando nun sitio altera a afinidade doutros
sitios de unién polos seus ligandos. Este fenémeno € cofiecido tamén como
regulacion alostérica.

Un exemplo de molécula cooperativa é a hemoglobina, a molécula porta-
dora de osixeno nos glébulos vermellos, que une catro moléculas de osixeno,
cada unha nun sitio de unién distinto. A hemoglobina recolle catro molécu-
las de O, nos pulmoéns, nun ambiente rico en osixeno, e entrégaas en tecidos
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cunha concentracién de osixeno muito menor. Ao ser cooperativa, a unién
dunha molécula de O nun sitio aumenta a afinidade dos outros sitios por Os,
facilitando a unién de madis Os. Pola contra, a medida que cada molécula de
O, € liberada nun tecido, a afinidade dos sitios restantes por O, diminte, fa-
cilitando a disociaciéon de mais moléculas de O,. Asi pois, a cooperatividade é
fundamental para a funcién da hemoglobina.

Unha cinética cooperativa modélase mediante a ecuacién de Hill:

v — Vmaxsn _ Vrnax(S/K)n
K+ 5" 1+ (S/K)"

(2.8)

A respecto da cinética Michaelis-Menten (2.2), a de Hill introduce un parame-
tro adicional, n, que é chamado coeficiente de Hill e indica o grao de coope-
ratividade.

= Se n = 1 non existe cooperatividade, a ecuacién de Hill redicese a de
Michaelis-Menten.

= Sen > 1 a cooperatividade é positiva: a union dunha molécula de subs-
trato aumenta a velocidade de unién doutros substratos.

= Se n < 1 a cooperatividade é negativa (a velocidade diminue).

A grafica 2.2 mostra curvas de velocidade fronte a substrato para varios tipos
de cooperatividade. Se a cooperatividade é positiva as curvas son de tipo sig-
moide. Valores tipicos son n = 2, n = 3. A cooperatividade moi alta tamén
se lle chama ultrasensibilidade. Canto maior € n, mdis se aproxima o compor-
tamento a un interruptor: para concentraciéns baixas de substrato a reaccién
(case) non ten lugar, mentres que a partir dun certo valor a reaccién pasa a
producirse a velocidade maxima (ou case). Un exemplo deste comportamento
¢ a via MAPK que veremos en 2.9.

2.3. Nivel celular

Dentro dunha célula tefien lugar distintos tipos de procesos quimicos:

= Producién e degradacion de substancias.
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Figura 2.2: Curvas de velocidade de reaccién fronte a concentracién de subs-
trato, para cinética de Hill con diferentes tipos de cooperatividade.

» Modificacions moleculares como fosforilacién ou metilacién.
m Activacion e inhibicién de reaccidns.

Estes procesos son executados por redes de reacciéns bioquimicas, clasifica-
beis segundo a sua funcién. Por exemplo, as redes metabdlicas encarganse de
asegurar a enerxia e os materiais de construcion que as células precisan para
sobrevivir e reproducirse. A sinalizacion celular encargase de detectar sinais
externas e procesar a stia informacién, permitindo a toma de decisions.

Nas ultimas décadas téfiense producido importantes avances no modelado
dindmico de redes celulares individuais. Ditas redes non funcionan por separa-
do, sendén que estdn conectadas entre si. Por tanto, seria desexdbel integrar os
distintos modelos individuais para obter un modelo de célula completa (“who-
le cell model”), capaz de predicir o seu comportamento [50]. Non obstante, a
pesar de que se tefien publicado algiins modelos deste tipo (sendo o primeiro
o modelo de E. coli de [31]), as suias capacidades preditivas son moi limitadas,
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polo que ainda estamos lonxe de conseguir este obxectivo.

2.3.1. Metabolismo

Descricion xeral. O metabolismo celular é o conxunto de procesos mediante
os cales as células obtefien enerxia e constrien os seus compofientes. Consta
de reaccidns catabdlicas, que producen enerxia a partir da degradacion de
compostos complexos, e reacciéns anabdlicas, que producen compoiientes ne-
cesarios para o funcionamento celular. Nestas reacciéns adoitan participar en-
zimas, sen as cales as reaccions serian extremadamente lentas.

Os procesos metabdlicos estan altamente organizados en rutas metabdlicas
especificas. A fig. 2.3 mostra parte dunha destas rutas, a glicélise. Estas rutas
ou vias metabdlicas basicas tefien un alto grao de semellanza incluso entre
especies moi diferentes. Por exemplo, o ciclo de Krebs é comun a bacterias
unicelulares como a Escherichia coli e a organismos pluricelulares.

O metabolismo é a rede celular méis préxima ao fenotipo. E o resultado
da multitude de capas de regulacién intracelulares. E actualmente o tinico
sistema celular suficientemente caracterizado como para ser modelado e si-
mulado a escala xenémica [1], mediante os chamados “genome-scale models”
ou GEMs. Simtlanse en base 4 stia estequiometria, adoptando un enfoque
baseado en restricions. Polo seu interese, este enfoque describese a seguir.

Modelado estequiométrico baseado en restricions: FBA. A andlise do flu-
x0 de equilibrio — cofiecido polas suas siglas en inglés, FBA (“Flux Balance
Analysis”) — é un método para calcular os fluxos metabdlicos dun sistema
bioléxico. O método asume que o sistema estd en estado estacionario. Esta
suposicidn permite prescindir de detalles sobre a sia dindmica, polo que non
precisa cofiecer a cinética enzimatica do sistema nin as concentracions de me-
tabolitos. A cambio, proporciona menos informacién que outros métodos mais
detallados, xa que s6 calcula os fluxos en estado estacionario.

En FBA os cambios de concentraciéns dunha rede metabdlica describense
como o produto da matriz estequiométrica S e o vector dos fluxos v. A matriz
S contén os coeficientes estequiométricos dos metabolitos participantes nas
reaccidns bioquimicas. O resultado do produto S x v é un vector de ceros,
Xa que o sistema estd en estado estacionario. O calculo do vector de fluxos
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Figura 2.3: FBA. O grosor das lifias na figura da dereita representa os valores
dos fluxos metabdlicos calculados. Imaxe: Thomas Forth — Own work, CC BY-
SA 3.0 https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=9709978.

v € un problema indeterminado, ten infinitas soluciéns. Para resolvelo hai
que introducir algtin suposto adicional, tipicamente que os fluxos metabdlicos
maximizan a velocidade de crecemento do organismo. Isto implica definir a
composicién da biomasa e as reaccidons que a forman. Unha vez definida, tsase
programacion lineal para calcular unha solucién de fluxos correspondente ao
estado estacionario. A Fig. 2.3 mostra un exemplo, no cal os valores dos fluxos
obtidos se representan graficamente en funcién do grosor das lifias.

As simulacions realizadas usando FBA son computacionalmente eficientes,
podéndose calcular os fluxos para modelos con millares de reacciéns en pou-
cos segundos en ordenadores persoais modernos. Un exemplo notable do éxito
do FBA ¢é a capacidade de predicir con precisién a taxa de crecemento da E.
coli cando se cultiva en diferentes condiciéns.

Caracteristicas principais dos sistemas metabdlicos:

m Relevantes en: doenzas metabdlicas, como diabetes ou sindrome meta-
bédlica; tamén noutras como oS cancros.

» Escala temporal: minutos, horas.
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» Formalismos adecuados: EDOs (para modelos de rutas curtas ou media-
nas), modelos estequiométricos baseados en restriciéns (para modelos
grandes, até escala xenémica).

» Tamafios dos modelos: desde ~ 10s compoiientes até escala xendmica
con ~ 1000s.

= Tipos de datos relevantes: transcriptdmica, proteémica, metaboldémica.

= Exemplos: glicdlise, gliconeoxénese, ciclo de Krebs.

2.3.2. Sinalizacion celular

A sinalizacién celular é o intercambio de informacién entre unha célula e
o seu entorno, incluindo outras células. Esta comunicacién realizase mediante
receptores de membrana, que detectan a presenza de moléculas especificas
(informacién entrante), e mediante a liberaciéon de moléculas (informacion
sainte). Dentro da célula a informacion é procesada mediante redes de reac-
cions bioquimicas chamadas vias de sinalizacion ou transducion de sinal.

O cofiecemento actual das rutas de sinalizaciéon é incompleto. Polo xeral,
nin se cofiecen todos os compofientes dunha ruta en particular, nin as interac-
cions entre eles (ou con compoiientes de outra ruta, “crosstalk”).

Cualitativamente, os procesos involucrados na sinalizacién celular son os
mesmos que no metabolismo: producion e degradacién de substancias, modi-
ficacions moleculares (fosforilacién, metilacidn, etc), e activacion e inhibicién
de reacciéns. Porén, cuantitativamente son moi diferentes (para mais infor-
macidn, consultar a seccién 3.4 de [33]).

Caracteristicas principais dos sistemas de sinalizacion celular:
= Relevantes en: multitude de doenzas.
= Escala temporal: (segundos), minutos, (horas).
» Formalismos adecuados: grafos orientados, redes booleanas, EDOs.

» Tamafios dos modelos: de < 10 a ~ 100s compoientes.
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= Tipos de datos relevantes: transcriptémica, protedmica, fosfoproteémi-
ca.

= Exemplos: JAK-STAT, MAPK, NF-xB...

Exemplo 1: un modelo da cascada MAPK. A proteina quinase activada por
mitéxeno (“mitogen-activated protein kinase”, MAPK) é unha rede de sinali-
zacién moi estudada. Unha proteina quinase é un enzima que modifica outras
proteinas engadindolles grupos fosfato (fosforilacién). A fosforilacién provoca
un cambio funcional na proteina. As MAPK intervefien nas respostas celula-
res a un conxunto diverso de estimulos, como os mitéxenos, estrés osmotico,
shock térmico e citrocinas proinflamatorias.

A Fig. 2.4 mostra unha cascada de tres capas que se atopa na ruta de si-
nalizacion MAPK/ERK. Incltie un lazo de realimentacién negativo, asi como
realimentacion positiva. Consta de tres especies, S1, So, S3, € as suas corres-
pondentes fosforilaciéns pSi, pSs, pSs. Como a cantidade total de cada espe-
cie (fosforilada, pS;, e non fosforilada, S;) é constante (S;;), o sistema podese
modelar con s6 3 estados en lugar de 6, xa que pS;(t) = Sz — S;(t). As stas
ecuaciéns dindmicas son:

K"

pSy = k1 (S1e — pS1) - (W) - an;pSh
¥ a-pS.
pSZ = kS : (SQt _pSZ) ']751 : (1 + W) — k‘4 'pSQ, (29)

pSs = ks - (S3, — pSs) - pSa — kg - pSs,

onde se modelan dtas interaccions con cinéticas tipo Hill.

Este modelo da cascada de sinalizacion MAPK foi presentado en [42] e a
sua identificabilidade estrutural analizouse en [54]. Como veremos na Lec-
cién 5, ten un comportamento dindmico interesante que inclte oscilaciéns e
biestabilidade.

Exemplo 2: uso dun modelo para evitar efectos adversos en tratamento
anticanceroso. O IGF1R (“Insulin-like Growth Factor type 1 Receptor”, ou
receptor do factor de crecemento similar 4 insulina tipo I) esta ligado ao cre-
cemento e propagacion do cancro. Inhibindo a actividade de IGF1R retdrdase
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Figura 2.4: Esquema dunha cascada de sinalizacién MAPK con 3 capas.

o crecemento do cancro. Desafortunadamente, as moléculas que se unen ao
IGF1R tamén se unen ao receptor de insulina (InsR), que esta moi relacio-
nado co IGF1R, perturbando asi o metabolismo dun xeito similar & diabetes.
Para conseguir alterar a actividade do IGF1R sen afectar 4 do InsR hai que
determinar as diferenzas entre os mecanismos de sinalizacién Ins e IGF1. No
artigo [21] construiuse un modelo computacional para responder esta pregun-
ta. Dito modelo conta con 38 estados e 66 parametros. O modelo suxeriu que
a proteina ribosémica S6 quinase (RPS6K) xoga un papel critico na regulacién
dos niveis de activacion MAPK e Akt en resposta 4 estimulacion con Ins e IGF1.
Para validar experimentalmente esta predicién perturbouse a quinase RPS6K,
obténdose que a estimulacion con Ins provocou unha maior activacion de Akt
que a estimulacion con IGF1. Este descubrimento proporciona oportunidades
para mellorar as terapias contra o cancro, ao posibilitar inhibir a actividade de
IGF1R sen interromper a sinalizacién InsR.
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2.3.3. Expresion xénica

A expresion xénica € o proceso polo que a informacién codificada nos xenes
se utiliza para sintetizar produtos funcionais (frecuentemente proteinas). A
informacién xénica almacénase no ADN. O chamado “dogma central” [13] da
bioloxia molecular sostén que o ADN fai o ARN (transcricion) e o ARN fai
as proteinas (traducion), e non hai fluxo de informacién xenética en sentido
inverso. Esta vision simplificada iltustrase na Fig. 2.5.

replicacién
(ADN > ADN)

ADN polimerase

DOTVDAOWA AN

transcricion
(ADN > ARN)

ARN polimerase

WA ARN

traducién

Ribosoma

0-0-0-0-0-0-0 proteina

Figura 2.5: O “dogma central da bioloxia molecular”. Fonte: Wikime-
dia Commons, licenza CC BY-SA 3.0 (https://upload.wikimedia.org/
wikipedia/commons/6/6b/Central_Dogma_of_Molecular_Biochemistry_
with_Enzymes_gl.png).

En realidade, o proceso é mdis complexo e consta de mais fases. En células
eucariotas considérase que a expresién xénica é controlada en seis pasos. O
proceso comeza cando certas proteinas, chamadas factores de transcricién, se
unen a secuencias de ADN para iniciar o proceso de transcricion. Este mecanis-
mo chdmase control transcricional, e é o mdis importante dos que intervefien
na expresion xénica.

Mentres que a transcricion de ADN a ARN ten lugar no nucleo, a tradu-
cion de ARN a proteina ten lugar en ribosomas localizados no citoplasma. Por
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tanto, € necesario que o ARN sexa transportado do nucleo aos ribosomas, a
través de poros da membrana nuclear (un paso que, como 0s outros, tamén €
regulado). Este ARN é denominado ARN mensaxeiro ou ARNm. Un paso clave
é a regulacion post-transcricional, pola que pequenas moléculas de ARN cha-
madas micro-ARNSs se unen a secuencias de ARNm, actuando como represores
da traducidn.

Como os xenes deben expresarse en funcién do estado da célula e as con-
diciéns ambientais, hai intercambios de informacion con rutas de sinalizacién
(para compilar informacién do ambiente-véxase seccién 2.3.2) e con vias me-
tabdlicas (para obter informacién sobre o estado da célula—véxase seccion
2.3.1). E dicir, a expresién xénica é regulada por redes nas que intervefien
moléculas de ADN, ARN, proteinas, e outras. Un operdn é unha unidade fun-
cional do ADN que contén un grupo de xenes que estan baixo o control dun
s0 sinal regulador ou promotor.

Caracteristicas principais dos modelos de expresion xénica:

» Relevantes en: ciclo celular, mantemento da vitalidade das células, res-
posta a estimulos.

= Escala temporal: minutos.

» Formalismos adecuados: grafos (orientados), redes booleanas, EDOs.
» Tamaiios dos modelos: de < 10 a ~ 100s de compofientes.

= Tipos de datos relevantes: transcriptomica.

= Exemplos: un exemplo clésico é o operon Lac, o cal regula — en E. coli
e outras bacterias — a producién dos enzimas necesarios para aproveitar
lactosa como fonte de enerxia en lugar de glicosa, en contextos nos que
esta ultima escasea.

Exemplo 3: un sistema, varios modelos. Na Seccién 1.4 vimos como cons-
truir varios modelos diferentes dun sistema de expresién xénica.
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2.4. Nivel organico

2.4.1. Electrofisioloxia

A electrofisioloxia cardiaca é unha das dreas da biomedicina onde mais se
emprega o modelado matematico e computacional. Os modelos electrofisio-
16xicos describen como as correntes idnicas producen o potencial de accién
e dan lugar a propiedades emerxentes en tecidos enfermos e sans. As canles
ionicas regulan o fluxo de iéns a través das membranas celulares. A sia con-
dutancia pode ser descrita polos modelos en EDOs, de Hodgkin-Huxley (HH)
e de Modelos de procesos de decision de Markov (MM). Os MM son da forma

& = M(p,u)- =,
) :Z?:l1xi

onde u € o potencial de membrana, x € o vector de n estados condutores nor-
malizados (abertos) ou non condutores (fechados), a observacion y é a suma
de todos os estados condutores de n; , e M é unha matriz n x n, normalmen-
te dispersa. A matriz M conserva a masa, é dicir, ) ;" , z;(t) é constante. En
experimentos, a condutancia y(¢) cambia co paso do tempo a medida que o
potencial de membrana forzado, u(t), é variado polos experimentadores, alte-
rando asi as velocidades de reaccién. A influencia do potencial da membrana
nas velocidades de reacciéon pode modelarse como:

(2.10)

MZ](u(t)) = e:z:p(aij + bi]’ . U(t)) (2.11)
Os MM son unha xeneralizacién dos modelos HH que son mdis versdtiles gra-
zas ao uso de mais parametros. Non obstante, esta maior flexibilidade tamén
os fai mais propensos a problemas de identificabilidade.
Caracteristicas principais dos modelos electrofisiol6xicos (MM ou HH):
= Relevantes en: estudo de doenzas cardiacas, p.ex. arritmias.

= Escala temporal: milisegundos, segundos.

m Formalismos adecuados: EDOs (son fortemente non-lineares).
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» Tamafios dos modelos: de < 10 a ~ 10s de compofientes.
= Tipos de datos relevantes: eléctricos (intensidades e voltaxes).

= Exemplos: modelos de células ventriculares cardiacas.

Exemplos:
= O modelo cldsico de Hodgkin-Huxley (ex. 8.6.4 do libro de Ingalls, [28]).

= Un exemplo recente dun modelo electrofisioloxico complexo: https://
doi.org/10.1371/journal.pcbi.1009137.

= Modelo electrofisioléxico para ondas peristalticas: https://doi.org/
10.1371/journal.pcbi.1009644.

2.4.2. Regulacidén da glicosa

A insulina, a hormona que regula o nivel de glicosa en plasma, é segregada
nas células 8 do pancreas. En pacientes de diabetes tipo 1, a destrucién auto-
inmune das células (3 traducese en elevadas concentraciéns de glicosa, o que
ten efectos prexudiciais que poden ser graves a longo prazo. Entre os esforzos
dedicados nas tultimas décadas a tratar a diabetes destacan os enfocados no
desenvolvemento dun pancreas artificial (AP). Un AP é un sistema de control
de glicosa en circuito fechado, que dispensa insulina automaticamente. Para
levar a cabo o control, é crucial ser capaz de estimar e predicir correctamente a
concentracién de insulina [7]. Un compoiiente basico dos APs son os sistemas
de seguimento continuo de glucosa (CGM). En 2016, a FDA (a administra-
cién estadounidense para os alimentos e medicamentos) aprobou o primeiro
sistema de AP.

Caracteristicas principais dos modelos de glicosa-insulina:

= Relevantes en: tratamento da diabetes, desenvolvemento de sistemas de
pancreas artificial.
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» Escala temporal: minutos, horas.

» Formalismos adecuados: tipicamente modelos en EDOs, compartimen-
tais (lineares).

» Tamafios dos modelos: de < 10 a ~ 10s de compofientes.
= Tipos de datos relevantes: concentracions en plasma.

= Exemplos: tres modelos cldsicos, en nivel de complexidade ascendente,
son os de [6], [27], e [14].

Exemplo: modelo 5IG. O diagrama (A) da figura 2.6 representa a regula-
cién do nivel de glicosa en plasma mediante insulina [29].

(A) Sistema dinamico (B) Modelo mecanicista en EDOs

G=u+(c+s)G
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Figura 2.6: Circuito de regulacion da glicosa en sangue: modelo “SI1G” [37].

A entrada (u) € a inxestion de glicosa. A concentracién de glicosa (G) afec-
ta as células 3, as cales segregan insulina (I) a velocidade p, e a insulina fai
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baixar a concentracién de glicosa a velocidade s;. Este sistema dinamico pode
describirse cun modelo compartimental con EDOs non-lineares, mostradas no
panel (B). A gréfica (C) mostra a simulacién da curva de glicosa, e a (D) a de
insulina. Nas Leccions 4 (Seccion 4.1) e 5 (Secciéns 5.5.3 e 5.6) revisitaremos
este modelo.

2.4.3. Farmacocinética e farmacodinamica

A farmacocinética (pharmacokinetics, PK) é a parte da farmacoloxia que
estuda os procesos aos que é sometido unha sustancia desde que € inxerida
até a sua eliminacién. Estes procesos cofiécense como LADME (Liberacion,
Absorcién, Distribucién, Metabolismo e Excrecién). As veces os dous primei-
ros agrupanse nun so. A farmacocinética cuantifica a variacién ao longo do
tempo da concentracion da sustancia (un medicamento, un aditivo, etc) en
diferentes compartimentos do corpo humano. A complexidade dos modelos
varia en funcion do nimero de compartimentos considerados, que soen ser
poucos (xeralmente non mais de dous), do nivel de detalle con que se mode-
lan os procesos, e do tipo de cinética considerada.

Pola stia banda, a farmacodindmica (pharmacodynamics, PD) estuda o efec-
to das drogas no corpo humano (ou, en xeral, nun organismo). E dicir, mentres
que a PK estuda o efecto do corpo nunha sustancia, a PD estuda o efecto da
sustancia no corpo. A maioria das drogas causan efectos nas células debido a
que son detectadas por receptores situados na superficie celular. Asi, ao igual
que os PK, os modelos PD tamén describen reaccions bioquimicas: neste caso,
as reaccions entre ligando (droga) e receptor.

E posibel combinar ambos tipos de modelos, o que da lugar a modelos
PKPD.

Caracteristicas principais dos modelos PK / PD:

m Relevantes en: desefio de farmacos e tratamentos.
» Escala temporal: minutos, horas.

= Formalismos adecuados: modelos en EDOs (para individuo), tipicamen-
te compartimentais; e modelos non-lineares de efectos mixtos (NON-
MEM, para poboacidns).
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= Tamafios dos modelos: pequenos (< 10 estados e pardmetros).
= Tipos de datos relevantes: medidas de concentracions en plasma, etc.

= Exemplos: modelos PK de 1 ou 2 compartimentos, como o seguinte:

Exemplo. Consideremos o seguinte modelo de dous compartimentos: (1)
o compartimento central x;, formado polo plasma e outros tecidos onde o
medicamento se distribie de forma case instantdnea, e (2) o compartimento
periférico x2, no que a distribucién do medicamento é mais lenta:

i) = —(k12 + kio)z1 + ka1 - 22,

T = k12 - 21 — k21 - 22,

Y = T, (2.12)
x1(0) = dose,

.Z'Q(O) =0

Astmese que se mide a concentraciéon do medicamento no plasma.

‘ perlferlco

k10

Figura 2.7: O modelo PK de 2 compartimentos das ecuacién (2.12). Os proce-
sos de distribucion-metabolismo-eliminacién modélanse con cinéticas de pri-
meira orde k.. A liberacidn-absorcion considérase instantdnea ao recibir a do-
se. Poderiase modelar de forma explicita con certa cinética, o cal engadiria
outra frecha entrante ao compartimento 1.
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2.5. Nivel de poboacions

2.5.1. Epidemioloxia

O modelado matematico de epidemias cofieceu o seu momento de gloria
en 2020, mais xa contaba cunha longa tradicién. Os modelos mais usados
en epidemioloxia son os compartimentais. Estes modelos clasifican a poboa-
cién en compartimentos homoxéneos, cada un dos cales se corresponde cunha
fase da doenza. A varidbel de estado asociada cuantifica o nimero de indivi-
duos que estan nesa fase. A sia dindmica modélase cunha ecuacion diferencial
(normalmente unha EDO). As ecuacions contefien parametros que describen
as velocidades ds que os individuos pasan dunha fase a outra.

Hai ddas grandes familias de modelos compartimentais epidemioléxicos,
segundo inclian ou non un compartimento para individuos expostos: SIR e
SEIR.

Modelos SIR. No modelo epidemioléxico bésico, o SIR, a poboacién dividese
en tres clases:

» Susceptibles (S): individuos que non tefien inmunidade e poden infectar-
se se estan expostos.

» [nfectados e infecciosos (I): individuos que contraeron a enfermidade e
poden transmitila.

» Recuperados (R): individuos inmunes & enfermidade e que non afectan a
suia transmision.

As persoas susceptibles inféctanse cunha incidencia de:
—pSI

onde 3 = p-c é a taxa de transmision, ¢ € a taxa de contacto e p a probabilidade
de que un contacto cun individuo susceptible produza unha transmisiéon. Os
individuos que se recuperan abandonan a clase infecciosa a velocidade -, onde
1/~ é o periodo infeccioso medio. O tamafio total da poboacion é cofiecido
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(N). O conxunto de ecuaciéns diferenciais que describen o modelo SIR basico
vén dado por:

(t) _ _BS(}‘/\)[I(t)

(1) = 2R — 1)

R(t) =~I(t)

sl

Modelos SEIR. Outra clase de modelos epidemioldxicos, os SEIR, incltien
un compartimento adicional para ter en conta a existencia dun periodo de
latencia despois da transmisién:

= Expostos (E): individuos vulnerabeis a contraer a doenza, que entraron
en contacto con ela mais ainda non son infecciosos.

En comparacion cos modelos SIR, o compartimento adicional £ permite unha
descriciéon madis precisa das enfermidades nas que o periodo de incubacién e
o periodo latente non coinciden, é dicir, o tempo no que un infectado se fai
infeccioso. E por iso que os modelos SEIR son en principio méis axeitados para
epidemias cun longo periodo de incubacién como COVID-19.

Os individuos susceptibles pasan & clase exposta cunha taxa (I(t), onde
B é o parametro da taxa de transmision. Os individuos expostos inféctanse
a razén de x, onde 1/x € o periodo latente medio. Os individuos infectados
recupéranse a un ritmo -, onde 1/~ é o periodo infeccioso medio. O conxunto
de EDOs que describen o modelo SEIR é:

S(t) /35(}5\)71( )
B(t) = 22010 — wp(t)
I(t) = ( VI(t)

) -
R(t) = 71 (t)

Tanto os modelos SIR como os SEIR son simplificaciéns que non consideran
algtins aspectos importantes. Para facelos mais realistas tefien sido propostas
moitas extensiéons. Por exemplo, a consideraciéon de compartimentos adicio-
nais para modelar, entre outros: individuos asintomaticos, hospitalizados, ou
en corentena; o efecto de nacementos e mortes na poboaciéon (en lugar de
considerala constante); ou os efectos de medidas como a obrigatoriedade da
distancia social ou o confinamento.
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Caracteristicas principais dos modelos epidemioléxicos:

= Relevantes en: predicion da evolucién dunha epidemia, e para avaliar o
efecto de posibeis medidas paliativas.

= Escala temporal: dias.

» Formalismos adecuados: tipicamente modelos en EDOs, compartimen-
tais.

» Tamafios dos modelos: pequenos (< 10 estados e pardmetros)

= Tipos de datos relevantes: numero de individuos hospitalizados, mortes,
infecciosos detectados (hai que ter en conta que en muitos casos sé se
detecta unha porcentaxe).

= Exemplos: modelos de COVID-19 (p.ex. os do review [38]).

2.5.2. Comunidades microbianas

Os microorganismos dominan case todos os nichos ecoléxicos do noso pla-
neta. Recentemente comezamos a obter informacién detallada sobre a com-
posicion das comunidades microbianas, grazas aos avances experimentais en
bioloxia molecular (secuenciacién de ADN). Nestas comunidades danse dife-
rentes tipos de interaccidéns, como a competencia, o mutualismo, o comensa-
lismo ou o amensalismo (Fig. 2.8).

Relevancia en biomedicina. As comunidades microbianas xogan un papel
importante na microbiota intestinal, cuxa estabilidade € crucial para a saude
humana. Neste contexto, o modelado matematico xa posibilitou descubrimen-
tos contraintuitivos, como que a estabilidade se beneficia polo predominio de
interaccions competitivas en lugar de cooperativas. Existe un potencial inex-
plorado na aplicaciéon de modelos dindmicos en problemas como o desefio de
intervencions optimas (composicién e administraciéon de subministraciéns nu-
tricionais) ao longo do tempo, para restablecer o funcionamento normal da
microbiota minimizando os efectos nocivos.
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Unha aplicacién emerxente é o desefio de cécteis de fagos. Os virus bac-
teriéfagos, ou simplemente fagos, son un tipo particular de virus que infecta
bacterias. Son moi abundantes: o seu nimero € superior ao de calquera outro
microorganismo existente na terra. Pola stia capacidade de infectar e matar
bacterias con alta especificidade, os fagos son unha alternativa ao uso de an-
tibidticos.

Neutralismo Mutualismo Cooperacion Comensalismo

v
| =< PR 4
A -\\\:\ ____—’::/
S SNy m—_-—-— -
\A*
Competicion Depredacion Especie A
4 ," 4 —"interactuando
4
Y Especie B

interactuando

v EspecieA
individual

~---% EspecieB
individual

v
v
v

Figura 2.8: Alguns tipos de interaccidéns presentes nas comunidades micro-
bianas [45]. As lifias a trazos mostran a evolucion temporal de cada micro-
organismo en solitario; as lifias continuas a evolucién en presenza de outros
microorganismos.

Modelos de dinamica de poboaciéns. As dindmicas das comunidades de
microorganismos poden describirse con modelos de poboaciéns en EDOs. Po-
demos clasificalos en funcién de se consideran as interaccions directas entre
diferentes especies, ou se modelan ditas interaccions como competiciéns polos
mMesmos recursos.

= Modelos de especie—especie. Un exemplo clasico de modelos deste ti-
po son os de Lotka-Volterra; inicialmente introducidos en ecoloxia co-
mo modelos de presa-predador, representan dinamicas competitivas que
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poden aparecer en aplicaciéns biomédicas. O modelo bdsico de Lotka-
Volterra representa a interaccion entre 2 especies, unha presa (z1) e un
depredador (z-):

1 =a-x1—b 1129,

. (2.13)
To =cCc-T1 -T2 —d- X9

Un comportamento tipico méstrase na Fig. 2.9.

2.0

15

1.0

Pop. Presas e Predadores

— Presas
05 — Predadores

0 5 10 15 20
tempo

Figura 2.9: Comportamento dun modelo de Lotka-Volterra basico (2.13),
con a = b = ¢ = d = 1 (por Rsoaresp - Obra do propio, CC BY-SA 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=18088284).

Se consideramos n especies (1, ..., 1, ...,n) que poden interactuar daas a
duas (¢ dicir, sen considerar interaccidns nas que intervefian 3 ou mais
especies) obtemos o modelo de Lotka-Volterra xeneralizado (que ds veces
se denota por “gLV” polas suas siglas en inglés):

T; = .CC,‘(CLZ‘ + Zbij . (L‘j) (214)
j=1

onde os a; son os pardmetros de crecemento, a;/b;; é a capacidade de
carga — € dicir, a maxima poboacién da especie i que o medio ambiente
pode soportar — e os pardmetros b;;,7 # j cuantifican as interaccions
entre unha especie e todas as demais. E posibel xeneralizar ainda mais



Modelos de biosistemas

este modelo, considerando interaccions non-lineares:
n
& = fiws) + Z hij(xi, x;) (2.15)
=1

Modelos de competicion por recursos. Outros modelos describen a in-
teraccion entre especies en base 4 competicién por recursos, non pola
predacion. Existen argumentos a favor de que este tipo de modelos re-
produce de forma mais fiel a realidade [9]. Un modelo SMI (“species-
metabolite interaction”) xeral seria:

. m y

T =iy i fi (@i y5),

Ui =21 i (@i )
onde z; ¢ a masa de cada un dos n microorganismos, e y; a concen-
tracion de cada un dos m metabolitos (ou, en xeral, a abundancia de

cada recurso). As funciéns de interaccién f() e h() poden ser de tipo
cuadrdtico:

Ty = T4 - Z;n:lwij'yj—dz)a

(2.16)

. N . . m (2.17)
Ui =y (= 2im kij - @i — dj) + 95+ i 2o Py i
ou describir un crecemento tipo Monod:
b = o (S w4,
. ‘/Z*zz i i Y
Yi =Yi- (— > Ky d; ) + 95+ 2 2 Kll+xz o
(2.18)

En ambos casos hai termos de dilucién, d, e de fluxo de entrada cons-
tante, g, asi como outras constantes cinéticas.

Caracteristicas principais dos modelos de comunidades microbianas:

= Relevantes en: analise da microbiota intestinal, desefio de suplementos
nutricionais, tratamentos antibacterianos baseados en fagos.



2.5. Nivel de poboaciéns 47

= Escala temporal: depende do sistema: poden ser horas/dias para comu-
nidades microbianas na microbiota, ou meses para interaccions entre
outras especies.

» Formalismos adecuados: tipicamente modelos en EDOs.
» Tamafios dos modelos: varidbel, tipicamente uns poucos estados (< 10).

» Tipos de datos relevantes: abundancia (relativa ou absoluta) das diferen-
tes especies. O tipo de medida depende da aplicacién (concentraciéns,
numero de individuos, etc).

= Exemplos: véxase por exemplo o [9].
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Cuestions e problemas do Tema 2

C2.1. Supofiamos que unha reaccion se produce con cinética Michaelis-Menten.
Cal é a velocidade de reaccidén cando a concentracién do substrato é a metade
da constante de Michaelis?

C2.2. Nunha reaccién que se produce con cinética Michaelis-Menten, cal é a
velocidade de reaccion cando a concentracién do substrato tende a infinito?

C2.3. A partir da seguinte grafica, determinar se un enzima ten cooperativi-
dade, e que valor aproximado pode ter o seu coeficiente de Hill:

10

velocidade de reaccion, [v]

0 2 4 6 8 10
concentracion de substrato, [S]

C2.4. Definicidéns de modelo farmacocinético e modelo farmacodinamico.

C2.5. Que formalismo de modelado se usa normalmente en epidemioloxia?
Dentro del, cales son as duas grandes familias de modelos epidemioléxicos?

C2.6. Ecuaciéns dun modelo SIR. Describir os seus estados e pardmetros.

C2.7. Ecuaciéns dun modelo SEIR. Describir os seus estados e parametros.
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C2.8. Tipos de interaccions posibeis en comunidades microbianas.

C2.9. Escribir as ecuacidns de Lotka-Volterra. Que tipo de sistemas bioléxicos
poden modelarse con elas?

C2.10. Escribir un sistema de EDOs adecuado para modelar o sistema de
expresion xénica representado no seguinte diagrama. Describir as activacidns
e represions con cinéticas tipo Hill, excepto a auto-activacion do xen ‘a’ que
se supora cunha taxa constante v,. Incluir un termo de degradacién para cada

mRNA.
}/ % J—> transcricion

LU B » traducién
\
AY

\ __[* represion

— activacién

/> formacion

dun dimero

G mRNA

proteina

C2.11. Escribir un sistema de EDOs adecuado para o modelo compartimen-
tal representado no seguinte diagrama:
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3
Simulacion

“Everything should be made as simple as possible, but no simpler.”
— Albert Einstein

No tema anterior aprendemos a representar un sistema de interese bio-
médico mediante ecuaciéns diferenciais. Para simular o seu comporta-
mento € preciso integrar ditas ecuaciéns. Nesta lecciéon aprenderemos
como levar a cabo esta integracion de forma precisa e computacional-
mente eficiente.

omezaremos por ver a integracion de sistemas de EDOs lineares, que se
C pode facer de forma analitica, para o que resulta util a transformada
de Laplace. Despois introduciremos a base tedrica dos métodos de integra-
cién numérica “clasicos”. Mencionaremos tamén o algoritmo de Gillespie para
integrar ecuaciéns estocasticas. A continuacién veremos entornos de progra-
macion nos que se poden implementar os métodos anteriores; para este fin
podense empregar linguaxes de programacion de propdsito mdis xeral, ou ben
ferramentas software especializadas en modelos bioldxicos. Por ultimo vere-
mos outros aspectos relacionados coas implementacidons computacionais e a
reproducibilidade: formatos, bases de datos, repositorios, etc.

Neste capitulo suporemos que todos os parametros das ecuacions son co-
fiecidos. En realidade, o mais habitual é ter que estimar os valores dalguns
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deles previamente 4 simulacion. A estimacién de parametros verase no capi-
tulo 4.

3.1. Integracion de EDOs lineares

Lembremos que os sistemas lineares se poden representar en varidbeis de
estado como:

M_{jc:A-m—{—B-u (3.1)
N y=C-z+D-u (3.2)

3.1.1. Transformada de Laplace.

Para resolver algiins problemas en enxeflaria recorrese & substitucién de
funciéns dunha varidbel real (xeralmente o tempo ou a distancia) por funcions
dunha varidbel complexa que depende da frecuencia. (Un exemplo é o uso
da transformada de Fourier para resolver problemas de enxefiaria eléctrica,
como o calculo da corrente nun punto dunha rede.) Na andlise de sistemas
dindmicos lineares en tempo continuo usase a transformada de Laplace, que se
define como:

LIFOI = F(s) = [ et - at, (33)
0
onde s = 0 + jw; o € w son numeros reais e j = y/—1.
A funcidn orixinal f(t) pode obterse de F'(s) mediante a transformada in-
versa de Laplace:

o+joo
f(t) ! / ! F(s)-e*t-ds. (3.4)

B % —joo

Transformada de Laplace de funcidns tipicas. Nas taboas 3.1 e 3.2 pro-
porciénanse as transformadas de Laplace de funcidns tipicas.

Propiedades da transformada de Laplace. A taboa 3.3 presenta as princi-
pais propiedades da transformada de Laplace.
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: 1
n—1
Slnv (n=1,2,3, (;_1)!
! I
Ve Vi
k-1
sik, (k> 0) ;(k)
! eat
Ss—a
(s—la)2 te®t
(s_la)nv (n=1,2,3..) (n_ll)' n—1 at
(5_1a)k7 (k> 0) ﬁ k=1 at
ey @Y | e ()
S

. = sen(uwr)
o ” sen(w
s
o cos(wt)
1 1
o . senh(at)
s
m COSh(CLt)
L —e* sen(wt)
(s —a)>+w? w
s—a o
m e t COS(wt)
1 1
S5 w?) (1~ cos(w))
1 1
m E(wt — sen(wt))
1 1
[EErr Sud (sen(wt) — wt cos(wt))
S t
[EErIr 0 sen(wt)

Cadro 3.1: Tédboa de transformadas de Laplace - parte 1
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F(s) = L{f(t)}

Ft) = L7{F(s)}

2

(sg_iw i(sen(wt) + wt cos(wt))
m, (a® #£b°) m(cos(at) — cos(bt))
m ﬁ(sen(at) cosh(at) — cos(at) senh(at))
m ﬁ sen(at) senh(at))
(51 ! ah) 2fi?)(senh(at) —sen(at))
(s‘lfsa‘l) T;(cosh(at) — cos(at))
—a—\Vs— #ebt_eat
Vs—a—v b 2\/@( )
1 —(atd)t a—>b
NETVEY e (450)
1
Ve +a? Jo(at)
(s ja)% \/%eat(l + 2at)
1 T t k=3
(52 — a2)k’ (k>0) % (%> Ik_%(at)
%6{ (k>0) Jo(2Vkt)
%eik \/% cos(2Vkt)
%e# \/% senh(2v/kt)
kv k ef%
; (k>0) PN
éln(S) —In(t) -7,  (y~0,5772)

1(bt at)
—le —e€
t

(1 = cos(wt))

F I o

(1 — cosh(at))

% sen(wt)

Si(t)

Cadro 3.2: Tdboa de transformadas de Laplace - parte 2
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Linearidade

LA{af(t) +Bg(t)} = aL{f()} +BL{g(1)}

Transformada da derivada

L{fO)} =sL{f()} = £(0)
L")} = sL{f()} = sf(0) = £(0)

Deslocamento no eixo s

L{e”f(t)} = F(s—a)

Deslocamento no eixo ¢

L{u(t —a)f(t —a)} = e " F(s)

LA{u(t —a) }—

Transformada da integral

2

Transformada da Delta de Dirac

L{6(t—a)} ="

Teorema da Convolucién

LA(f*g)(t)} = F(s)G(s),
onde (f=g)(t /f gt —T7)d

Transformada de funcidns periddicas

CUW) = —r [ s

Derivada da transformada

L{tfB)} = -

Integral da transformada

ﬁ{ff)} = /:OF(é)dé

Cadro 3.3: Propiedades da transformada de Laplace




56

Simulacion

Utilidade da transformada de Laplace. A transformada de Laplace pddese
usar para resolver ecuacions diferenciais lineares con coeficientes constantes.
Para iso, séguense estes pasos:

1. Facer a transformada de Laplace das funcidéns temporais presentes nas
ecuacions de #(t) (consultar tdboas) — obtemos ecuaciéns en funcién
de s.

2. Despexar as incognitas, e descompoiier as expresions que son funcién de
s en fracciéns simples.

3. Facer a transformada inversa das funcions resultantes (consultar taboas)
— obtemos expresions dos estados, z(t) (en lugar das suias derivadas
como antes), en funcién de ¢.

Con este procedemento podemos integrar as EDOs dun modelo linear, obtendo
asi a expresion analitica de x(¢).

Exemplo 1: solucién das ecuacions diferenciais dun modelo. Na Figura
4.3 do Tema 4 mdstrase o modelo dun proceso de traducién de mRNA a unha
proteina. O modelo consta de dous estados e as sdias ecuaciéns son:

| mRNA(t) = —y - mRNA(t); mRNA(0) = mRN Ay, (3.5)
| GFP(t) = —6-GFP(t) + k-mRNA(t); GFP(0)=0. (3.6)

A saida do modelo é y(t) = s; - GFP(t), onde modificamos a notacién orixi-
nal, substituindo o pardmetro “s” por “s;” para evitar confusién coa varidbel
frecuencial “s”. Para calcular a evolucién temporal da saida, y(¢), temos que
resolver as ecuaciéns diferenciais, obtendo a expresién de GF'P(t). Para iso,
aplicamos a transformada de Laplace do xeito indicado no punto anterior:

1. Facemos as transformadas de Laplace das ecuacions diferenciais:
s-mRNA(s) —mRNAy = —v-mRNA(s)

s-GFP(s)=—0-GFP(s)+k-mRNA(s)
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2. Despexamos GFP(s) da segunda ecuacion:

k-mRNA(s
GFP(S)ZSM()

E substituimos nela expresién de mRNA(s) que obtemos da primeira

ecuacion, é dicir, nRN A(s) = mfﬁ Ao o que nos da:

GFP(s)=k-mRNA - GroGTy)

3. Facemos a transformada inversa de Laplace, consultando as férmulas
nas taboas, e obtemos:

676-t — et

FP(t)=k- NAg -
G (t) k-mR 0 7—5

Por tanto:

=6t _ o=t

y(t) = s, - GFP(t) = s1 - k- mRN Ay - = :
-

Exemplo 2: solucién con descomposicidon en fraccidns simples. Dada a
seguinte ecuacion:
d%y dy du dy

W+2E+yza—0.5~u; y(0) = 0; E(O):O; u(t) = e > parat > 0.

Tomando transformadas de Laplace, temos:

s—0.5

s?Y (s) +25Y () + Y(s) = sU(s) — 0.5U (s) = Y (s) = Ziost1

Uls),

Por outra banda, a transformada de Laplace da entrada é:

1

U(s) = Llu(t)] = 5[6_%] = st
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€ por tanto:
s—0.5 1

8242541542
Para facer a transformada inversa de Laplace desta funcién, hai que descom-
pofiela en fracciéns simples:

Y(s)

s—0.5 1 s-05 1  a . b . c
24+2s+1s+2 (s+1)2s+2 s+2 s+1 (s+1)2
5—05 1 a(s +1)? b(s+1)(s+2) c(s+2)

(s4+1)2s5+2 (s+1)2(s+2) (s+1)2(s+2) (s+1)2(s+2)
Paras=—-1=c=—1.5
Paras = -2 =a=-25
Paras=0= —-05=a+2b+2c=—-55+20=b=2.5.

L2525 L5
s+2 s+1 (s+1)?

y(t) =L = —25¢ %" +25¢7" — 1.5te”"

3.1.2. Funcion de transferencia (FT)

A funcién de transferencia (FT) dun sistema linear é o cociente entre as
transformadas de Laplace da stia saida e da sua entrada, supofiendo condi-
ciéns iniciais nulas. As FT son unha ferramenta fundamental da enxefaria
de control; Usanse para a andlise de sistemas dindmicos e para o desefio de
controladores.

Se lle chamamos H (s) & FT dun sistema linear, a sia saida pédese escribir
como Y (s) = H(s)-U(s) (+ os termos correspondentes ds condiciéns iniciais,
se son non nulas). Como a transformada de Laplace dun impulso unitario é
U(s) = 1, H(s) representa a transformada de Laplace da resposta do sistema
a unha entrada impulso unitario. Ademais, a FT podese usar para obter a
resposta a outras entradas, multiplicando H (s) pola transformada de Laplace
de ditas entradas U (s).

Pofiamos a FT en funcién do seu numerador e denominador: H(s) = N(s)

D(s)

= O denominador D(s) dunha FT € o polinomio caracteristico. A ecuacion
caracteristica € D(s) = 0.
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= As raices do denominador (soluciéns da ecuacidn caracteristica, D(s) =
0) chamaselles polos.

= As raices do numerador (soluciéns de N (s) = 0) chamaselles ceros (xa
que anulan a FT).

Exemplo de funcién de transferencia: modelo farmacocinético. A partir
das ecuacions do modelo compartimental farmacocinético da Fig. 1.5, obter a
sta funcién de transferencia de u(t) a y(t).

A saida do modelo é y(t) = z2(t), por tanto temos que calcular a FT de
U(s) a Xa(s).

A transformada de Laplace da ecuacion (1.5) é:

s+ X1(8) = —(k12 + k10) - X1(8) + ko1 - Xo(8) + k1 - U(s)
= (s+ k12 + k10) - X1(8) = ko1 - Xo(s) + k1o - U(s)

A transformada de Laplace da ecuacion (1.6) é:
S - XQ(S) = k12 . Xl(s) — k‘gl . XQ(S) == (S + kgl) . XQ(S) = k?12 . Xl(s)

Na 2?2 ecuacién podemos despexar X(s) = %Xﬂs), e substituindo esta
expresiéon na 12 ecuacién obtemos:

(s + k12 + ko) - (s + k21)
k12

XQ(S) = ko1 - XQ(S) + K1y - U(S)

Reordenando:

s2 + (ko1 + k12 + k10) - 5 + kor—k12 + k10 - k21 — kor—F12
k12

Xo(s) = ki - U(s)

Despexando X5 (s) nesta ultima ecuacién, chegamos a:

k12 - K1y

X = .
2(s) 82 + (ko1 + k12 + k10) - s + k1o - ka1

Ul(s) 3.7

Cando y(t) = x2(t), a FT de u(t) a y(t) — isto é, o cociente Y (s)/U(s) = H(s)
— € a expresion resaltada en vermello.
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Paso de VE a FT e viceversa. Un sistema en variabeis de estado (VE), dado
por

M_{ZEZA'I'—I-B'U (3.8)
N y=C-x+ D -u, (3.9)

ten unha tnica FT dada por
H(s)=C-(s-I— A" B+D.

A correspondencia inversa non € unica, € dicir, para unha FT hai infinitas re-
presentacions en VE posibeis. Loxicamente, o significado fisico das variabeis
de estado variard dunha representacién a outra. Porén, a relacién entre a en-
trada e a saida do sistema (a stia resposta dinamica) é a mesma, de ai que a
FT sexa Unica.

Paso de VE a FT do modelo farmacocinético. O modelo da Fig. 1.5 esta
descrito polas ecuacions (1.5)-(1.6), que se poden pofier en VE como (1.8).
Calculamos a sua FT mediante a férmula:

H(s)=C-(s-I—A)"'B+D

Substituindo as matrices A, B, C e D dadas na ecuacién (1.8):

—1
1 0 — (k12 + k k k1w
) = [0 1] (s- B (k12 + ko) k2 L o
0 1 k12 —ko1 0
_ o 1] s+ (ki2 + ko)  —ka1 ! k1y B
—k12 s + ko1 0
k12 - k1u

$2 4 (ko1 + k12 + kio) - s + ko - ka1

Comprobamos que a FT obtida desta forma coincide coa que calculdramos a
partir das transformadas de Laplace na ecuacién (3.7).



3.2. Integracion de EDOs nonlineares 61

3.2. Integracion de EDOs nonlineares

Para o caso xeral de modelos nonlineares non € posibel obter a solucion
analitica das ecuacidns, tendo que recorrer & integracion numérica. Lembre-
mos que un sistema nonlinear descrito por EDOs ten a forma:

fa= f(z,0,u) (3.10)
M= {yzh(x,e,u) (3.11)

Neste capitulo non modelamos de forma explicita a existencia de entradas
descofiecidas, polo que, a diferenza de (1.1), o modelo non inclte w.

Queremos integrar @(t) = f(x(t),t) para obter os valores de z(¢) nun in-
tervalo temporal ¢t <t < ty, partindo dos valores das varidbeis de estado no
instante inicial, x(¢¢). Este é un problema de valor inicial. Resélvese iterativa-
mente, calculando en cada instante ¢ os valores no seguinte instante temporal,
isto é, x(t + At). Podemos distinguir dias grandes clases de métodos, depen-
dendo de se usan un paso At fixo ou varidbel ao longo da integracion.

3.2.1. Métodos de paso fixo

Método de series de Taylor. A forma clasica de realizar a integracién nu-
mérica baséase na expansién da expresién de z(t) en series de Taylor. Para iso,
o valor de z(¢) nun instante temporal distanciado At obtense como:

wevan = 3 B0 4 (312)
k=0
dx 1 d*x 1 d’x
_ SPlApe = 2 2 At ... (3.1
() + dt |, T dt? |, 31 dt? |, 519
d 1 d*x
— () + d%: AH5 @z, A2 + O(AL%) (3.14)

onde O(At3) indica que os termos restantes son no peor dos casos de orde
At3. Este termo, O(At?), representa o erro de truncado. Para valores pequenos
de At, os termos de orde superior seran desprezabeis. (Notese que = depende
de t, mais non sempre o explicitamos para simplificar a notacién.)
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O valor de 7 € cofiecido, xa que por deﬁn1c1on = f(x,t). Por tanto,
podemos calcular o primeiro paso na solucion de (¢ ) f(z(t),t) como
z(t+ At) = z(t) + f(z(t), t) At + WA# + O(A) (3.15)

A solucion da ecuacién diferencial orixinal pode calcularse de forma recur-
siva. E dicir, dado un instante temporal ¢,,, a férmula anterior pode aplicarse
para obter o valor en t,,,1, e asi sucesivamente. Escribindo, para simplificar,
2(ty) = 2™, 2(tmy1) = 2™, e f(2(tn), tm) = f™, a ecuacién anterior que-
da:

Ll m + fmAt + ?AtQ 4 O(At3) (3.16)

Para poder calcular (3.16) hai que calcular a derivada de f a tempo ¢,,. Pola
regra da cadea,

o [8fdx 8fdt} _8fmfm afm (3.17)

Ox dt Ot dt

Por tanto, a seguinte ecuacion proporciona unha solucion algoritmica recursiva
para a integracion de i:

3
= ﬂ +O(AB) (3.18)

A avaliaciéon de (3.18) require calcular derivadas parciais de f. Poden obterse
de forma analitica, mediante cdlculo simbélico (dispoiiibel en programas co-
mo Matlab, Mathematica, Maple, etc), ou por aproximacions numéricas, como
se describe a continuacion.

Célculo numérico de derivadas. Aproximaciéon numérica polo método de
diferenzas finitas cara atrds (“backwards-difference”, BD):

f(tm) - f(tmfl) + EBD ~ f(tm) — f(tmfl)

(3.19)
tm - tmfl tm - tmfl

fm =
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Este método sé require cofiecer un valor anterior. Outra férmula, a da diferenza
central (“central-difference”, CD), require de dous valores anteriores:

f(tms1) = f(tm=1) C Epe f(tm+1) = f(tm-1) (3.20)

tm+1 - tm—l tm+1 - tm—l

fr =

Ambas férmulas incorren en erros de truncado, Egp e Ecp.
Coa expresion de BD, podemos calcular:

ofm Ftm)—=f(tm—1)

% m m .21
8(13 Tm—Tm—1 ) (3 )
Of™  _ Fltm)=f(tm) (3.22)

8t ~ tm—tm—1

Co que a solucion de Taylor queda:

2t = gm L At [fm + % (f(tgiz:i:ill—l)fm + f(tzj:{yitj;_l))} + O(At3) + Egp
(3.23)
A férmula (3.23) pddese usar para resolver iterativamente o problema de valor
inicial, pero ten un inconveniente. Para o cdlculo do valor no instante ¢,,:1
precisa cofiecer os dous valores anteriores de x, en t,, e t,,_1. Por tanto, para
calcular o primeiro punto x(1) precisariamos z(0) e x(—1), e este ultimo non
estd definido. Se tentdsemos evitar o problema calculando directamente z(2),
precisariamos cofiecer z(1) e z(0), mais z(1) non estaria dispoiiibel xa que
non foi calculado previamente. Dise que (3.23) non é auto-iniciabel.
A seguir describense dous métodos auto-inicidbeis para obter soluciéns
aproximadas de sistemas de EDOs: o de Euler e os de Runge-Kutta.

Método de Euler. E o algoritmo auto-inicidbel mais simple. Aproximacién a
ecuacion (3.23) como:
e ™ 4 fAL (3.24)

Como s6 precisa do valor das varidbeis no instante anterior ao que se calcula,
¢ auto-inicidbel. Por tanto, pode usarse para integrar unha EDO a partir das
condicidns iniciais. Pero pode dar lugar a erros de truncado grandes, xa que
aproxima unha curva pola stia pendente. Para diminuir eses erros poderia
pensarse en empregar un At moi pequeno, mais se se escolle pequeno demais
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aumentan os erros de redondeo. Por iso é preferibel utilizar outros métodos,
como os de Runge-Kutta.

Erros numéricos e estabilidade.
Na resolucién numérica das EDOs cométense erros de dous tipos:

= Erro de truncado, E7: son erros deste tipo o do truncado da serie
de Taylor (3.14), e o da aproximacion da derivada (3.19 ou 3.20).
Na ecuacién (3.23) vese como ambos erros se suman.

= Erro de redondeo, Er: son causados pola necesidade de represen-
tar os numeros nun computador cunha lonxitude de palabra finita
(por exemplo, ao representar 1/3 = 0.3333... cun numero finito
de dixitos).

O erro relativo total a tempo ¢ é:

B(t) = erro computacional total  Er + Eg
N valor real Tzt

(3.25)

A integracién dun sistema de EDOs é numericamente estdbel se E(t)
permanece acoutado a medida que progresa a simulacidn, isto é, para
t — oo. Ainda que un sistema tefia un comportamento dindmico esta-
bel, a stia integracion pode ser numericamente inestabel. Os problemas
de inestabilidade numérica poden aparecer especialmente en sistemas
“stiff”, descritos na seccién 3.2.2.

Métodos de Runge-Kutta (R-K). Os métodos R—K son métodos auto-inicidbeis
mais sofisticados que o de Euler, e dan o mesmo resultado que o método de
Taylor da mesma orde. Fan unha expansion en series de Taylor de f en duas
variabeis, x e t, en lugar de so en ¢. Isto permite evitar avaliar derivadas de
f, xa que as derivadas de f que aparecen na expansién son substituidas por
valores intermedios de x entre (z™, t,,) e (™1, tm1)-

O método de R-K madis popular é o de cuarta orde. Fai a seguinte aproxi-
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macion: At
o™ g™ ?(k:l + 2k + 2ks + k) (3.26)
kr =f(z™, tm) (3.27)
At At
At At
ks =f(a™ + 7kz,tm + ?) (3.29)
ky :f<l‘m + Atks, ty, + At) (3.30)

Para cada m = 1,2, ..., o algoritmo computa primeiro as k;, e despois calcula
(3.26).

3.2.2. Métodos de paso variabel

Os métodos de Taylor, Euler e Runge-Kutta usan un paso de integracién
fixo At, que é preciso especificar. Un At menor permite en principio maior
precision (erros de truncado menores), pero require de mais pasos e implica
maior custo computacional. Por outra banda, un At moi pequeno pode ser
contraproducente para a precision: se a dindmica € moi lenta, a variacién
do estado Az nun A{ moi pequeno serda tamén moi pequena, o que pode
aumentar os erros de redondeo. Por tanto a lonxitude de paso ideal depende
do problema, e é dificil de saber a priori.

A alternativa é usar métodos de paso varidbel. Ditos métodos estiman en
cada paso o erro de truncado absoluto e relativo, e permiten especificar tole-
rancias absolutas e relativas, que fan de limites superiores de ditos erros. Asi,
a lonxitude do paso At vaise adaptando en cada iteracidn; se a estimacion
do erro absoluto ou do relativo supera a tolerancia correspondente, repitese o
paso cunha lonxitude inferior.

Métodos para ecuacions rixidas (“stiff”). Un sistema de EDOs non lineares
€ dinamicamente estdbel en f(x,t) se os autovalores \;(z,t) da sua matriz
Jacobiana (%) tefien partes reais negativas. O cociente entre o maior e menor
autovalor € o “stiffness ratio”. Se este ratio é moi grande (p.ex., > 1000), o
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sistema de ecuacions é rixido (“stiff”). Fisicamente, isto correspdéndese con
sistemas que tefien algins modos ou partes da sia dinamica moi rapidos e
outros moi lentos. Este é o caso de algins modelos multi-escala, que incltien
procesos que tefien lugar ao longo de diferentes escalas temporais.

A integracion deste tipo de sistemas é problemadtica, xa que cada modo re-
quiriria de pasos de integracién diferentes. Nestas circunstancias, un método
de paso variabel estandar tende a baixar o tamafio do paso até un valor esa-
xeradamente pequeno, mesmo en rexiéns onde a curva de soluciéon € suave.
Con estes tamafios de pasos, os métodos estandar poden precisar millons de
avaliaciéns mesmo para percorrer un curto intervalo de tempo, polo que re-
sultan inaceptabelmente lentos. Ademais, a resoluciéon dun sistema de EDOs
rixido pode ser numericamente inestabel mesmo se o sistema é dinamicamen-
te estabel.

Existen métodos desefiados expresamente para EDOs rixidas, chamados
integradores rixidos (“stiff solvers” en inglés). Ditos métodos fan célculos adi-
cionais en cada por paso, pero a cambio son capaces de dar pasos moito mais
grandes e mellorar a estabilidade numérica en comparacion cos métodos es-
tandar (non rixido)s. Os entornos de simulacion modernos adoitan incluir
integradores adecuados para sistemas stiff. Matlab conta con varios, sendo
ode15s o que mellor funciona na maioria das aplicaciéns.

Exemplo: sistema rixido. Considérese un sistema coa seguinte solucién ana-
litica:
x(t) = ¢ 1000t _ 01 (3.3D)

N—— N~
xr1 (t) x2 (t)

A figura 3.1 mostra a evolucion temporal de z;(t) e z3(t). O primeiro ter-
mo varia moi rapidamente ao comezo da simulacién (requirindo un paso de
integracion moi pequeno), mentres que o segundo varia moi lentamente (re-
quirindo un paso moito maior). Neste caso xa cofilecemos a solucioén x(t¢) (é un
exemplo trivial para ilustrar o problema), pero en xeral, se temos un sistema
de comportamento similar do cal cofiecemos a stia dindmica #(¢), deberemos
integralo cun método apropiado para sistemas “stiff”.
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r = =x,0]
— (1)
o5k i
|
n
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Figura 3.1: Simulacién do sistema da ecuacién (3.31).

3.2.3. Concluindo: como facer a integracion?

Idealmente, débese escoller un integrador que proporcione a solucién co-
rrecta no minimo tempo posibel. Como non sabemos cal é a solucién correcta,
escolleremos polo menos dous métodos diferentes; se as soluciéns son iguais,
¢ probabel que sexan correctas.

Hai que ter en conta que o tempo de célculo da integracion pode ter mais
ou menos importancia, dependendo da finalidade. Por exemplo, se simple-
mente queremos simular o sistema unha vez, ou unhas poucas veces, a di-
ferenza entre que tarde unha centésima ou unha décima de segundo non é
importante. Pola contra, se queremos facer unha estimacion de parametros —
o que implica un procedemento de optimizacion que require de milleiros de
simulaciéns — o tempo de cada simulacién pasa a ser relevante.

Unha boa practica é a seguinte:

1. Escoller un integrador de paso variabel, e adecuado para sistemas rixidos
— por exemplo, en Matlab, comezar por ode15s.

2. Axustar as tolerancias absoluta e relativa a valores moi estritos — por
exemplo, 107!° ou 10~!?; en Matlab, isto faise con: odeset('RelTol’,1e-
10,’AbsTol’,1e-12).
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3. Simular o modelo, gardando o resultado da simulacién e o tempo de
calculo requirido.

4. Probar con outro integrador, usando tamén tolerancias moi estritas.

5. Comparar os resultados dos pasos (3) e (4); se coinciden, podemos ter
a certeza razoabel de que a solucidn obtida é correcta. En tal caso pasa-
remos ao paso seguinte (6). En caso contrario, probamos con outro(s)
integrador(es) e tolerancias mais severas, até chegar a un certo consen-
SO.

6. Relaxar as tolerancias para baixar o tempo de cdlculo. Se a soluciéon
comeza a variar apreciablemente, € sinal de que se relaxaron en exceso.
Como regra xeral, non se deben baixar de 10~%, pero moitas veces son
precisos valores madis estritos (é dicir, 1075, 1078...).

Exemplo: integracion dun sistema con varios solvers. A seguinte ecuacion
describe, dunha forma simplificada, a auto-regulaciéon do factor de transcri-
cion dunha proteina x, sen ter en conta o retardo (adaptado de [16], pax.
101):

22
(.7}2 + kg)
A figura 3.2 mostra o resultado da integracién desta ecuacion con diferen-
tes métodos: o método de Runge-Kutta de cuarta orde (3.26), con tres pasos
diferentes de integracién (At = [0.05;0.5;3]); e o método de paso varidbel
odel5s, con duas tolerancias diferentes (tolerancia absoluta = tolerancia re-
lativa = [1072;107°)).

Obsérvase que as integracidns coinciden para os métodos R-K con pasos de
integracion baixos (0.05 e 0.50) e o método de paso varidbel con tolerancias
precisas (107%). As curvas correspondentes superpdfiense, e aproximan ben
a solucion verdadeira. Pola contra, se integramos o modelo con tolerancias
demasiado relaxadas (10~2) ou, no caso de de paso fixo, cun paso demasiado
grande (At = 3), as curvas obtidas afastanse da realidade.

En canto ao custo computacional, odel5s é mais lento que R-K por ser
aplicabel a sistemas stiff. Dentro de cada método, maior precisién implica ma-
ior tempo de calculo. Os valores aproximados en segundos son:

T=b+ k- — kdeg - T (3.32)
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2000 r
—6—o0de15s, tolerancias = 1e-2
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78 --—RK, paso = 0.50
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Figura 3.2: Integracién dun sistema dindmico con métodos de paso fixo
(Runge-Kutta, 'RK’, con diferentes pasos), e de paso varidbel (odel5s, con
diferentes tolerancias).

odel5s, tolerancias = 107% — 0.02 s.
odel5s, tolerancias = 1072 — 0.01 s.
R-K, paso = 0.05 — 0.006 s.

R-K, paso = 0.50 — 0.002 s.

R-K, paso = 3.00 — 0.0002 s.

3.3. Integracion de ecuacidns estocdsticas

Algtins procesos requiren de ecuacidns estocdsticas para seren modelados
con precisién. Isto acontece cando as entidades representadas polas varia-
beis de estado son pouco numerosas. E o caso, por exemplo, de reacciéns
quimicas nas que participan poucas moléculas (como nalguns procesos intra-
celulares), ou de sistemas ecoléxicos nos que intervefien poucos individuos
de cada especie. Por exemplo, as flutuacidns nas concentraciéns de especies
quimicas escalan cun factor de 1/,/(N); asi, para N = 1000 ditas flutua-
ciéns son de ~ 3% (1/+/1000 (x100 %)), mentres que para N = 10 teriamos
1/4/10 (x100%) =~ 32 %. No primeiro caso é razodbel usar unha aproxima-
cion determinista (describindo o proceso cunha EDO), pero no segundo seria
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desexdbel usar un modelo estocdstico.
Un proceso dindmico estocdstico definese por tres elementos:

= O seu estado, que vén dado polo conxunto das suas varidbeis de estado
(X1, X9, ..., X) nun determinado momento.

» As posibeis transicions entre estados, que vefien dado pola topoloxia e a
dinamica, é dicir polas reaccions Ry, Ro, ..., Ryy.

= As propensions, aj,as, ...,apr, ou probabilidades de cada transicion por
unidade de tempo.

Nunha reaccién quimica as propensions indican a probabilidade de colision de
dous reactantes. Considérase que as reaccions son unidireccionais; unha ecua-
cién reversibel represéntase mediante duas reaccions, unha en cada sentido.
Tamén se considera que son elementais, isto é, s6 poden intervir duas especies,
xa que a colisién simultdnea de tres ou mdis especies ten unha probabilidade
desprezabel.

3.3.1. Algoritmo de Gillespie

O clasico algoritmo de Gillespie [23] proporciona a resposta (aleatoria) a
duas preguntas: que reaccién terd lugar, e cando. Para determinalo, en cada
paso céllense dous niumeros aleatorios:

= Un numero aleatorio r;, extraido dunha distribucién uniforme en [0, 1].
Con el determinase o tempo 7 que pasard até a seguinte reaccién: 7 =

%/”)_. (Isto € equivalente a extraer 7 dunha distribucién exponencial

j=19j
de probabilidades, pero mdis simple.) As a; son as propensions de cada
unha das M reaccidns, as cales se determinan a partir de principios de
accion de masas. O algoritmo de Gillespie é un método de paso varidbel,

no que o paso é o tempo 7.

= Qutro numero aleatorio ry, extraido ao igual que r; dunha distribucién
uniforme en [0, 1]. Con el determinase a reaccién R; que se producird no
tempo ¢+ 7. A reaccion depende das propensions a;: escéllese a reaccion

Rjtalque Y0 ai <ro X i ai < S a4



3.3. Integracion de ecuacions estocasticas

71

Despois de ter lugar a reaccién, o numero de moléculas z; € actualizado e
executase o seguinte paso, e asi até chegar ao tempo final. Un diagrama do
algoritmo mostrase na Figura 3.3. Como o resultado do algoritmo € aleatorio,
tipicamente se executa muitas veces, obtendo asi un conxunto de traxecto-
rias das cales se adoita calcular estatisticas como a media, varianza, etc. O
algoritmo de Gillespie pode resultar moi custoso computacionalmente, espe-
cialmente para modelos rixidos. Existen outros algoritmos posteriores mais

eficientes.

j2j+l

DATOS DE
ENTRADA

Ecuaciéns: dx/dt=...,

NON

CALCULAR

ap=agt..+ay,

t=1In(1/r,)/a,

Figura 3.3: Algoritmo de Gillespie.
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3.4. Software de simulacion

3.4.1. Entornos de programacion de propdsito xeral

MATLAB (https://es.mathworks.com/
products/matlab.html) é a linguaxe mais
comunmente usada para simular, calibrar e
analizar modelos biomédicos. Proporciona un
amplo abano de toolboxes especializadas. O

MATLAB' seu principal incpnveniente é que é de pago;
existe unha versién aberta, Octave, pero que
non posue tantas funcionalidades.

Mathematica
(https://www.wolfram.com/mathematica/),
ao igual que Matlab, é un software cientifico
comercial de propdsito xeral. A sta principal
vantaxe respecto a Matlab é no campo do
calculo simbdlico. O seu uso non estd tan
estendido na comunidade de modelado
bioldxico.

Python (https://www.python.org/) é unha
linguaxe de programacion de proposito xeral,
cuxa popularidade entre a comunidade do
~ modelado bioldxico vai en aumento. A

ﬁ pg’[hOﬂ diferenza de Matlab, é de codigo aberto.
Conta con muitas librarias que proporcionan
funcionalidades especializadas. Un exemplo €é
SciPy, con integradores de EDOs, métodos de
optimizacidn, etc.
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clear;

% Opcions de integracidn:

tfin = 15;

tspan = [0:0.5:tfin];

my_optsl = odeset('RelTol',1le-2,"'AbsTol"',1le-2);
my_opts2 = odeset('RelTol',1le-6, 'AbsTol’',1le-6);
Xzero = 200;

% Integrar o sistema de diferentes formas (medindo o tempo con tic-toc):
tic, [tlb,ylb] = odel5s(@dxtdt,tspan,xzero,my_opts2); toc

tic, [tla,yla] odel5s(@dxtdt,tspan,xzero,my_optsl); toc

tic, [tlc,ylc] runge_kutta_4(@dxtdt,tfin,xzero,0.05); toc

tic, [tid,yld] runge_kutta_4(@dxtdt,tfin,xzero,0.5); toc

tic, [tle,yle] runge_kutta_4(@dxtdt,tfin,xzero,3); toc

% Crear figura:

figure()

hold on

my_line_width = 1.0;

plot(tia,yla,'-o', 'Color','b", "LineWidth',my_line_width);

plot(tib,ylb,"'*", 'Color','b", 'LineWidth',my_line_width);

plot(tic,ylc,':", 'Color',[@0.5 @0.5 ©.5], 'LineWidth',my_line_width);

plot(tid,yld,"'--", 'Color',[0.5 0.5 ©.5], 'LineWidth',my_line_width);

plot(tle,yle,'-0', 'Color',[0.5 0.5 0.5], 'LineWidth',my_line_width);

xlabel('t (minutos)','FontSize',14)

ylabel('concentracién', 'FontSize',14)

legend('odel5s, tolerancias = le-2','odel5s, tolerancias = le-6',...
'RK, paso = 0.05','RK, paso = 0.50','RK, paso = 3.00','Location', 'NW")

set(gca, 'FontSize',14);

xlabel('t (minutos)")

set(gca, 'FontSize',14);

xlim([@ tfin])

% Funcién que define a dindmica do sistema (EDO):

function dxdt = dxtdt(t,x)
b = 20; ki1 2000; k2 = 400000; kdeg = 1;
dxdt = b + k1*x72/(x"2+k2) -kdeg*x;

end

Figura 3.4: Exemplo de programacion en Matlab: integracién dun sistema con
varios solvers. Cédigo que integra un sistema dindmico e crea a Figura 3.2.

Julia (https://julialang.org/) é unha
linguaxe de programacion cientifica de cédigo
P aberto, orientada ao modelado dindmico. E
o o0 mais recente que Matlab e Python (foi creado
u Ia en 2009), e tamén mdis inmaturo. Ainda que
J conta con muitos defensores entre a
comunidade de modelado bioléxico, ainda

non proporciona tantas utilidades como as
alternativas anteriores.
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3.4.2. Ferramentas de simulacion especializadas

Matlab, Mathematica, Python, Julia — e outros — son entornos moi po-
tentes, pero que esixen unha aprendizaxe por parte do usuario que pode ser
lenta. Por outra banda, existen ferramentas mais especializadas, que posuen
menos funcionalidades pero a cambio permiten traballar de forma mais intui-
tiva, sobre todo para persoas con limitada experiencia computacional. Unha
das mellores é COPASI:

COPASI (http://copasi.org/) é un
programa que permite a simulacién, andlise,
calibracidn, visualizacion de sistemas
bioquimicos. Proporciona integradores
continuos e estocdsticos. Conta cunha longa

7 traxectoria (desde 2006) e é gratuito. Un

COPASI inconveniente & que as ecuacions dos modelos
non poden ser introducidas directamente,
sendén que o modelo debe ser definido a partir
de reacciéns quimicas; as ecuacions
correspondentes son deducidas polo
programa.

Na actualidade existen ducias de ferramentas de simulacién con moi di-
ferentes caracteristicas. Algunhas delas listanse e describense no libro de Ed-
da Klipp [33] (na seccion 2.4.2 e no capitulo 17). Unha panoramica actua-
lizada en 2021 encéntrase en [40]. Un recurso desenvolvido recentemente é
https://biosimulators.org/, que serve como directorio de ferramentas de
simulacion e proporciona interfaces para algunhas delas.
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3.5. Estandares, formatos e repositorios

“The nice thing about standards is that you have so many to choose

from.”

— Andrew S. Tanenbaum

Un problema que presenta o uso de ferramentas especializadas é que fre-
cuentemente € preciso usar varias delas, ao non existir unha soa que leve a
cabo todas as tarefas necesarias. Xorde entén o problema da incompatibili-
dade de formatos: a forma en que se especifica o modelo ou as simulaciéns,
a forma en que se gardan os resultados, etc. A solucién (en teoria) seria o
estabelecemento de estdndares para ditas especificacions, o que simplificaria
(e idealmente automatizaria) o intercambio de informacion entre ferramen-
tas. No ambito da bioloxia de sistemas existen muitos esforzos neste sentido,
pero infelizmente ainda se estd lonxe de alcanzar a estandarizacion existente
en disciplinas mdis maduras como a enxeflaria eléctrica e electrénica. Nesta
seccién mencidénanse algtins dos avances mais significativos.

COMBINE. E a principal iniciativa (https://co.mbine.org/) para coordi-
nar o desenvolvemento de formatos para modelos computacionais en bio-
loxia, fomentando a stia interoperabilidade. Para iso, COMBINE define una
serie de especificacions que deben cumprir ditos formatos para seren consi-
derados “estdndares”. Os que COMBINE considera como tais estdn listados en
https://co.mbine.org/standards. Entre eles destacamos os seguintes:

= SBML, Systems Biology Markup Language (http://sbml.org/), é un
formato de ficheiros tipo XML para especificar modelos. E seguramente
o formato mdis usado na comunidade, ainda que o seu uso dista de ser
sistematico. Existen toolboxes que facilitan o seu uso xunto con outras
ferramentas. Outro formato similar é CellML (https://www.cellml.
org/).

= SED-ML, Simulation Experiment Description Markup Language (https:
//sed-ml.org/), é un formato que define como especificar simulacions.

= SBGN, Systems Biology Graphical Notation (https://sbgn.github.io/),
describe como representar diagramas de procesos bioléxicos.
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Cémpre mencionar tamén PEtab [47], actualmente candidato a estandar de
COMBINE. E un formato para especificar problemas de estimacién de para-
metros (tarefa que se estudard no proximo capitulo), baseado en SBML e en
ficheiros de datos separados por tabulacions (.TSV).

Existen numerosas ferramentas que procuran facilitar o intercambio de in-
formacién basedndose nestes formatos. Un exemplo recente é a Systems Bio-
logy Simulation Core Library (https://draeger-lab.github.io/SBSCL/),
unha libraria de Java para a simulacién numérica de modelos que soporta os
estandares SBML e SED-ML [44].
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Cuestions e problemas do Tema 3

C3.1. Definicidén e utilidade da transformada de Laplace.

C3.2. Mediante o uso da transformada de Laplace, obter a solucién das ecua-
ciéns (1.5)-(1.6), que describen un modelo de dous compartimentos, para
unha entrada «(¢) impulso unitario e k12 = 2, k19 = 1, ko1 = 3, k1, = 4.

C3.3. Obter a funcién de transferencia do modelo dado polas ecuacions
(1.5)-(1.6), cando y(t) = z1(t).

C3.4. Describir a solucién algoritmica recursiva para a integraciéon de 7 ba-
seada en series de Taylor. Este método € auto-iniciabel?

C3.5. Que significa que un método de integracién de EDOs é auto-inicidbel?
Dicir dous métodos auto-iniciabeis de paso fixo.

C3.6 Que inconveniente presentan os métodos de integracion de paso fixo?

C3.7. Que tipos de erros se cometen na resolucién numérica de EDOs, e cales
son as suas causas?

C3.8. Método de Euler para integraciéon de EDOs. Deducién a partir do de-
senvolvemento en series de Taylor.

C3.9. Sistemas de ecuacions “rixidos” (stiff): como se caracterizan matema-
ticamente, e con que tipos de fendmenos fisicos se corresponden?

C3.10. A solucion obtida ao integrar numericamente un modelo dindmico
estd influida polo integrador escollido e as opcidéns usadas. Como a solucién
correcta non € coflecida, que procedemento podemos usar para tentar obter
unha boa solucién nun tempo razoabel?
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C3.11. Que elementos hai que definir para caracterizar un proceso estocas-
tico?

C3.12. Que algoritmo se usa para integrar ecuaciéns estocasticas? Describi-
lo.
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“With four parameters I can fit an elephant, and with five I can
make him wiggle his trunk.”

— John von Neumann

No tema 2 aprendemos a obter as ecuaciéns diferenciais dun modelo
dindmico, e no tema 3 vimos como integralas para simular o compor-
tamento do sistema. Pero ainda non tivemos en conta que polo xeral
as ecuacions contefien parametros descoiiecidos, cuxo valor é preciso
estimar. Esta tarefa é mais dificil do que parece a primeira vista. Nesta
unidade aprenderemos como se fai.

construcién de modelos matemadticos de sistemas dindmicos a partir de

datos chamase identificacién de sistemas. E un proceso consistente
nunha serie de subrutinas, que pode requirir de varias iteracidns até com-
pletarse satisfactoriamente. O estudo da identificacién de sistemas é propio
da enxefiaria de sistemas e control [36] e conta cunha longa tradicion de apli-
cacion a sistemas bioldxicos [4]. O groso dos esforzos destinanse a determinar
os valores dos parametros descofiecidos do modelo [58]. A Figura 4.1 mostra
un ciclo tipico de modelado, segundo o protocolo proposto en [55].
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Figura 4.1: O ciclo de modelado, ou identificacién de sistemas [55].
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4.0. PASO 0: obter as ecuacions do modelo

PASO 0.1. O punto de partida é formular a pregunta que debe responder o mo-
delo. Como vimos no Capitulo 2, isto determina o nivel de detalle necesario.
En base a isto debemos escoller o tipo de modelo, de entre os descritos no
Capitulo 1. A clase de modelos mdis comunmente usada serd o de ecuacions
diferenciais ordinarias.

PASO 0.2. Unha vez decidido isto, podemos determinar as stias ecuacions.
Para iso comezamos por buscar o coftecemento bioléxico (ou bioquimico, etc)
dispofiibel. No dmbito da bioloxia molecular isto implica determinar as re-
acciéns bioquimicas relevantes para o proceso, e as especies que intervefien
nelas. Para este fin, ademais da literatura cientifica pédense consultar bases
de datos como a KEGG (Kyoto Encyclopedia of Genes and Genomes, https:
//wuw.genome. jp/kegg/), STRING (https://string-db.org/), ou REACTO-
ME (https://reactome.org/). O seguinte paso € asignar cinética s reac-
ciéns, como se explicou na seccion 2.2.

PASO 0.3. Deste forma obtense un modelo matemadtico dindmico, que xeral-
mente terd algtins parametros descofiecidos. Pode arrecadar informacion so-
bre os parametros en bases de datos como Sabio-RK (http://sabio.h-its.
org/) ou BRENDA (https://www.brenda-enzymes.info/statistics.php),
mais en xeral serda preciso estimalos a partir de datos experimentais — nou-
tras palabras, habera que calibrar o modelo (véxase a seccién 4.3).

Nétese que as veces o modelo que nos interesa pode estar dispofiibel nun
repositorio como BioModels (https://www.ebi.ac.uk/biomodels/) ou JWS
Online (https://fair-dom.org/jws-online/), ainda que non sempre se co-
rresponderan exactamente coas nosas necesidades, e ademais en xeral teran
que ser (re)calibrados.

Exemplo do paso 0: a ruta de sinalizacién Akt. Supoflamos que queremos
esclarecer o comportamento temporal da ruta de sinalizacién Akt, involucrada
no crecemento celular en mamiferos. A Akt é cofiecida tamén como proteina
quinase B (PKB). A sua activacién depende do factor de crecemento epidérmi-

81
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co (“epidermal growth factor”, EGF, e o seu receptor EGFR). O resultado final
¢ a fosforilacion da proteina ribosémica S6, que regula o tamafio celular. Co-
mo nos interesa o comportamento temporal deste sistema, e queremos obter
resultados cuantitativos, precisamos un modelo dindmico. Para obtelo, procu-
ramos informacidén na literatura cientifica. Buscando “agf akt pathway model”
nalgun buscador especializado (p.ex. Google Scholar) atopamos, entre outros,
o artigo [22]. No artigo non vefien as ecuacions, pero proporcionase o modelo
en COPASI e SBML como informacién suplementaria. As EDOs son as seguin-
tes:

EGFR =68190 - p13 — EGF - EGFR -p1 + EGF_EGFR -py — EGFR - p13,

EGF EGFR = EGF-EGFR-p, — EGF_EGFR-p, — EGF_EGFR - p3

pEGFR = EGF_EGFR-p3s —pEGFR -ps + pEGFR_Akt - (ps + ps) — Akt - pEGFR - py,
pEGFR_Akt = Akt-pEGFR - p; — pEGFR_Akt - (ps — ps),

Akt = pAkt - ps + pEGFR_Akt - ps — Akt - pEGFR - pr,

pAkt = pAkt_S6 - pg — pAkt - pg + pAkt_S6 - p1o + pEGFR_Akt - pg — S6 - pAkt - p11,
S6 = pAkt_S6 - pg + pS6 - p1a — S6 - pAkt - p11,

pS6 = pAkt_S6 - p1o — pS6 - p12,

pAkt_S6 = 56 - pAkt - p11 — pAkt_S6 - p1g — pAkt_S6 - py,

4.1
EGF ¢é a entrada externa (estimulo), e hai 9 estados dindmicos e 13 parametros
cinéticos, ademais dunha constante coflecida. Sé duas reaccidéns se consideran
enzimadticas, para modelalas incluense dous estados adicionais. A Fig. 4.2 re-
presenta as interacciéns entre as varidbeis do modelo.

Na definicién das saidas do sistema aparecen 3 parametros adicionais:

y1 =p1a- (PEGFR+ pEGFR_Akt),
y2 = p15 - (PAkt + pAkt_S6), (4.2)
y3 = pie - pS6

Implementamos as ecuaciéns (4.1)—(4.2) nun script de Matlab para proce-
der ao paso seguinte (andlise da observabilidade e identificabilidade estrutu-
ral), que se describe a continuacion.
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EGF_EGFR

pEGFR_Akt

S6

Figura 4.2: Diagrama da ruta de sinalizacién Akt.
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4.1. PASO 1: analizar observabilidade e identificabili-
dade estrutural

Conceptos. A identificabilidade é unha propiedade dun modelo que di se é
posibel determinar os valores dos parametros descofiecidos a partir do coiie-
cemento das suas entradas e saidas, asi como das suas ecuacions.

= A identificabilidade estrutural responde a pregunta asumindo medidas
da saida libres de erros e con infinita resolucion. Baixo estas circuns-
tancias, se hai non-identificabilidade é debido a simetrias ou redun-
dancias na estrutura do modelo, que son consecuencia dunha sobre-
parametrizacion: o modelo contén madis parametros dos que se poden
estimar medindo a saida.

= Qutro tipo de falta de identificabilidade é a numérica ou prdctica, cuxa
causa é a mala calidade ou cantidade dos datos experimentais; verémola
na seccion 4.5.

Unha propiedade andloga & identificabilidade estrutural é a observabilidade,
que nos di se é posibel determinar os estados non medidos a partir das entra-
das, saidas e ecuaciéns do modelo. A falta de observabilidade soe estar ligada
a falta de identificabilidade: a excesiva flexibilidade do modelo dificulta a stia
capacidade de predicir.

Relevancia. Se un modelo non é estruturalmente identificabel...

= non serd posibel determinar o valor verdadeiro dos seus pardmetros. Isto
€ perigoso, porque en ocasions estes parametros tefien un significado
mecanistico, e un valor erréneo pode levarnos a conclusions erroneas.

= Ademais, é frecuente que a falta de identificabilidade provoque falta de
observabilidade, o que quere dicir que as simulacidons do modelo sobre
os estados non observabeis seran incorrectas.

En conclusién, é fundamental analizar estas propiedades para evitar extraer
conclusions que nos poden levar a tomar decisiéns equivocadas. A Fig. 4.3
ilustra cun exemplo moi simple varias causas posibeis de falta de observabili-
dade e identificabilidade estrutural, e mostra os seus efectos adversos.
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Figura 4.3: Analise de observabilidade e identificabilidade estrutural. (A) Dia-
grama dun proceso de traducién de mRNA a unha proteina. (B) Modelo en
EDOs [2] con dous estados, mRNA e GFP. (C) A saida do modelo é a in-
tensidade da fluorescencia, que é proporcional ao nivel de GFP. O modelo
ten 5 pardmetros descofiecidos: a concentracion inicial mRNA, tres parame-
tros cinéticos (v, d, k) e un de escalado (s). Dada a sua sinxeleza, é posibel
calcular analiticamente y(¢), que é funciéon do produto de tres pardmetros
(s - k- mRN Ap) mostrados en laranxa, e contén outro termo que inclie §
e v en verde. Esta ultima expresion é simétrica a respecto de 0 e ~: poden-
se intercambiar os seus valores sen alterar o resultado. Por tanto, estes dous
parametros non son estruturalmente identificdbeis globalmente, senén sé lo-
calmente, con duas soluciéns. O produto (s - k- mRN Ap) ten o mesmo valor
para infinitas combinacions de valores dos tres pardmetros, polo que son es-
truturalmente non-identificabeis. (D) Falta de identificabilidade estrutural: a
saida do modelo é idéntica para un numero infinito de vectores de parametros.
(E) A falta de identificabilidade provoca falta de observabilidade: méstranse
tres vectores diferentes de parametros que, ainda que producen a mesma sai-
da (GFP(t)), dan lugar a diferentes simulacions de mRNA(t); por tanto, ese
estado non pode ser determinado. (F) Correlacion entre os 3 parametros non
identificabeis: a lifia indica combinacions dos parametros para os cales a saida
¢ idéntica.
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PASO 1.1. Anélise: métodos. A andlise destas propiedades realizase sim-
bolicamente. Para analizar as propiedades dun punto de vista local pddese
adoptar o enfoque resumido na caixa “Observabilidade e identificabilidade
estrutural local”. Para analizalas desde o punto de vista global, hai que usar
alxebra diferencial (que non veremos). En xeral, ambos métodos resultan ex-
cesivamente complexos para facer os calculos a man, polo que son precisas
ferramentas computacionais. Entre o software de cédigo aberto capaz de ana-
lizar ambas propiedades temos,

= en Matlab, GenSSI (https://github.com/genssi-developer/GenSSI)
ou STRIKE-GOLDD (https://github.com/afvillaverde/strike-goldd);

= en Maple, SIAN (https://github.com/pogudingleb/SIAN, tamén dis-
pofiibel sen necesidade de instalacién en https://maple.cloud/app/
5710317752942592/SIAN) ou ObservabilityTest (https://github.com/
sedoglavic/ObservabilityTest).

= en Julia, SIAN (https://github.com/pogudingleb/SIAN) e Structurall-
dentifiability (https://github.com/SciML/Structuralldentifiability.

j1).

Observabilidade de modelos lineares

Modelos lineares. Sexa un modelo no espazo de es-
tados, representado na nosa notacién habitual como:

_{ﬂﬂ:Am@+Bnﬂ%
L=

y(t) =C - =),
C
C-A
A matriz de observabilidade é O = C - A? , € 0 modelo é obser-
O . Atn=1)

vdabel se rango(O0) = n.
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Observabilidade e identificabilidade estrutural local de modelos
non-lineares

Consideremos un modelo non-linear, con pardametros des-
cofiecidos 6 e (posibelmente) entradas descofiecidas w(t):

My — d Q) = ((2),0,u(t), w(?)
NL =
y(t) = g (x(t), 0, u(t), w(t))
Incluimos 6 e w(t), asi como as suas derivadas até orde [, nun vector de
T
estados aumentado, Z(t) = <m(t)T o wt)t .. w(t)(l)T> . Asi, a
dindmica aumentada de orde [ é:

f(x(t), 8, u(t), w(t))
On9><1

#(t) = f (@(t), u(t)) = (t)

w(l+1) (t)
A matriz de observabilidade construese con derivadas de Lie:

= Derivada de Lie de orde O: é a saida do sistema, L?;g =g.

» Derivada de Lie de orcle 1:
Lig(%,u) = 3¢ (&,u) f (&,u) + 32 (&,u) @.
= Derivada de Lie de orde superior (3):
i—1 i—1

S g ~ . 0L g .
L}' (:L’,’LL) = # (IE,U)f(l‘,U) +E;:%)% (m,u) u(j+1)'

A matriz de observabilidade e identificabilidade é:
L(}g (Z,u)
L:g(z,u
oy =g |
L7 g (&,u)
O modelo é observabel e estruturalmente identificabel (localmente) se
rango (Oy (Zg,u)) = nz = ng + ng + ny. Se rango (Or) < nz, pode
haber variabeis identificabeis / observabeis. Para determinar a obser-
vabilidade da varidbel j-ésima, quitamos a columna j-ésima de O; e
recalculamos o rango. Se o rango diminue, a varidbel é identificabel /
observabel; se o rango permanece constante, non.
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Adicionalmente, como software fechado existe DAISY (https://daisy.

dei.unipd.it/) en REDUCE, ou EAR (http://www.fcc.chalmers.se/software/

other-software/identifiabilityanalysis/) en Mathematica.

Como alternativa ao calculo computacional, é posibel aplicar un método
simple que se pode facer a man [10], o cal non presenta garantia total de exac-
titude pero dd o resultado correcto en muitos casos. Consiste en comprobar
se a saida do modelo poste simetrias respecto a transformaciéns de escalado.
En caso afirmativo, os parametros e variabeis involucrados en ditas simetrias
non son identificabeis / observabeis. O problema é que pode haber modelos
que non posuan simetrias de escala, pero si de outro tipo; neste caso o método
clasificaria erroneamente o modelo como identificdbel e observabel.

PASO 1.2. Accidons post-andlise. Se hai parametros estruturalmente non
identificdbeis ou varidbeis de estado non observabeis, é aconselldbel adoptar
unha das seguintes medidas:

a. Reformular o modelo fusionando os pardmetros non identificabeis e/ou os
estados non observabeis en combinaciéns que si o sexan. Isto non sempre
é factibel, e cando o é, non sempre resulta tutil. Por exemplo, o modelo
da Figura 4.3 podese reformular usando a funcién AutoRepar do softwa-
re STRIKE-GOLDD (https://github.com/afvillaverde/strike-goldd/
tree/master/STRIKE-GOLDD), obtendo unha reparametrizacién estrutural-
mente identificable cuxas novas variabeis son M = k-s - mRNA, P =
s-GFP, My = k-s-mRNAy. As novas ecuaciéns son M = -y - M,
P =—6§-P+ M,y = P.Nétese que, ainda que o modelo resultante é es-
truturalmente identificabel e observabel, as stias variabeis xa non tefien o
seu significado orixinal. Isto é moi frecuente, ainda que en ocasioéns é posi-
bel obter manter certas variabeis de interese inalteradas. En calquera caso,
o usuario do modelo debe decidir se a transformacién obtida é aceptabel
para os fins do modelo.

b. Fixar os pardmetros non identificdbeis a valores tomados da literatura ou de
bases de datos de cofiecemento bioldxico. De tomar esta decisidn, hai que
telo en conta ao analizar posteriormente a incerteza nas prediciéns do mo-
delo (xa que ao fixar o valor dun parametro que en principio é descofiecido
estamos a diminuir artificialmente a incerteza do modelo).
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c. Realizar experimentos adicionais, se é posibel, con novas condicidns expe-
rimentais e/ou medidas adicionais. Na maior parte dos casos, desta forma
podese mellorar a identificabilidade e observabilidade, pero ten un custo
adicional e non sempre € posibel ou practico.

Un exemplo do paso 1: modelo 5IG. O modelo da figura 4.4 foi introduci-
do na Seccién 2.4.2, e representa a regulacion do nivel de glicosa en plasma
mediante insulina [29]. Lembremos que a entrada u(¢) é a inxestién de gli-
cosa, G(t) a concentracién de glicosa, I(¢) a de insulina, e 3(¢) a masa de
células . Este sistema, mostrado graficamente no panel (A), pode describirse
cun modelo compartimental con EDOs non-lineares, mostradas en (B), que
conteflen 5 parametros descofecidos (p, s;, ¢, a, 7).

(A) Sistema dinamico (B) Modelo mecanicista en EDOs

G=u—-(c+sDG

B j- 1.4583-107° 1.7361-1075
= 8.4\ - G \8°
(57 1+ (5)
. G2
I=pB g =V

y=G;
G(0) coniecido; B(0) e 1(0) descofiecidos

(C) Saida medida: G (glicosa) (D) Predicion: / (insulina)
10 80 T
9 ¥ 60| ", ]

£ 4013 o .
r T, o
6 20F e

0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
t (minutos) t (minutos)

Figura 4.4: Circuito de regulacion da glicosa en sangue: modelo “SIG” [37].

Este modelo presenta falta de identificabilidade e observabilidade: medindo a
concentracién de glicosa ao longo do tempo (y(t) = G(t)), dous pardmetros
(p, s;) son estruturalmente non identificables. Hai un ntimero infinito de pares
de valores (p, s;) que xeran o mesmo curso temporal de glicosa. A gréfica (C)
mostra que as simulacions do modelo de G para varios destes pares son idénti-
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cas, polo que non é posible inferir os valores correctos (s; = 0,0005,p = 0,03)
das medicions da glicosa. Ademais, esta falta de identificabilidade esta ligada
a unha falta de observabilidade das varidbeis de estado non medidas (I, beta),
polo que as prediciéns dos seus cursos temporais son erréneas. A grafica (D)
mostra as curvas de insulina simuladas cos pares (p, s;) do panel C, que difi-
ren considerabelmente da curva verdadeira (mostrada en verde) incluso para
valores razoables de (p, s;). A causa desta ambigiiidade é estrutural.

Posibeis solucidns:

a. Reformular o modelo: aplicando o método AutoRepar [37], incluido na
toolbox de Matlab STRIKE-GOLDD (https://github.com/afvillaverde/
strike-goldd), obtense a seguinte transformacién das varidbeis de estado:

Desta forma é necesario transformar todos os estados non observabeis (I(t),
B(t)). Asi, ainda que se obtén un modelo totalmente identificdbel e obser-
vabel, non podemos empregalo para inferir ditas varidbeis, o que limita a
sua utilidade.

Non obstante, hai un xeito de acadar este obxectivo: aproveitando a fle-
xibilidade adicional que da supofier que se descofiece a entrada externa.
Se supofiemos que u(t) é descoflecida, existe unha reparametrizacién que
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volve observébel a insulina, /(t), sen transformala:

C?(t) =u(t) + (c+ 1(t)G(1),
B(t) = BN — A7),

I(t) = B(t)pe — vI(1),

y(t) = G(t)

onde:

b. Fixar o valor de algtin(s) pardmetros: neste caso, require fixar (p, s;). Mais
tampouco € unha solucién moi util, xa que a menos que se poda cofiecer o
seu valor verdadeiro, dard lugar a erros na predicion de (I(¢), 5(t)).

c. Realizar experimentos adicionais: se podemos medir (I(t),3(t)), todos os
parametros son estruturalmente identificabeis. Notese que isto implica ter
que medir todos os estados.

Neste caso, se o que se quere € inferir o curso de I(¢), a mellor solucién é
a reparametrizacién asumindo u(¢) descofiecido. Alternativamente, tamén se
obtén unha solucién préactica combinando a 22 e 32 opcions: fixando o valor de
p, e tomando medidas de G(t) e 3(t) (o que pode ser practico xa que /3(t) varia
moi lentamente, polo que chega con tomar medidas “offline” ocasionalmente),
obtense un sistema observdbel e identificabel.

Outro exemplo do paso 1: a ruta de sinalizacion Akt. A observabilidade e
identificabilidade estrutural deste modelo foron analizadas en detalle en [55],
usando a toolbox STRIKE-GOLDD [54]. Na seguinte ligazén hai un live script
de Matlab que leva a cabo ditas andlises, e unha version en pdf: https://
github.com/afvillaverde/model_calibration_protocol/blob/main/stepl_
structural_identifiability/. Temos as seguintes condicions experimen-
tais:
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= A entrada EGF non pode ser manipulada en tempo continuo, asi que se
considera constante durante un experimento.

m Podense realizar varios experimentos, cada un deles con diferentes ni-
veis de EGF.

= As condicidns iniciais de seis estados son sempre cero.

Con estas restricions, o resultado das andlises é que hai 4 parametros non
identificabeis (p7, ps, P9, p16) € un estado non observabel (pS6). Esta falta de
identificabilidade e observabilidade é debida as condicidns iniciais iguais a
cero: se fosen distintas, o modelo seria totalmente observabel e identificabel.
O tempo de computacién necesario para levar a cabo as andlises é de varios
minutos nun PC estandar.

Posibeis solucidns:

a. Reformular o modelo (non resulta practico para este caso).

b. Fixar o valor de 2 dos 4 pardmetros non identificabeis, asigndndolles valo-

res plausibeis sacados da literatura ou de bases de datos.

c. Realizar experimentos adicionais: por exemplo, realizando dous experimen-
tos con condicions iniciais distintas de cero, o modelo é estruturalmente
identificabel e observébel.

4.2. PASO 2: definir a funcion obxectivo

Os valores dos parametros descoflecidos estimanse mediante un proceso
de optimizacién computacional que se describird no PASO 3, consistente en
minimizar unha funcion obxectivo ou funcién de custo.

Compoiientes das funcions obxectivo. Unha funcién de custo pode constar
de un ou madis dos seguintes termos:

1. Termo de probabilidade, p(D|f): cuantifica a bondade do axuste entre a
saida do modelo e os datos experimentais. Mide a probabilidade de me-
dir os datos D para uns valores dos parametros 6. Este termo encapsula
as caracteristicas das medidas do proceso.
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2. Distribucion a priori, p(f): encapsula o coflecemento previo (ou mellor
dito, as crenzas preexistentes) sobre os valores dos parametros.

3. Outras consideracions que se queiran introducir.

Tipos de funcidns obxectivo. Todas as funciéns de custo deben incluir un
termo de probabilidade. A depender do que inclian adicionalmente, podemos
ter os seguintes tipos de funcions:

1. Funcions frecuentistas: sé usan a funcién de probabilidade. As mais
comuns son:

= Funcidn de verosimilitude logaritmica (log-likelihood). Asumindo me-
didas independentes con ruido normalmente distribuido, a funcién
de verosimilitude logaritmica (“negative log-likelihood”) é

Ny  ng mie) A p )
T0) = ;;; log (2ﬂ032(tk)) + (y] ( k()J'j(tZ)( k )) 7

(4.3)
onde yj"(t;) son os valores medidos e y;(t,¢) € o resultado da si-
mulacién da j-ésima saida no instante t;. A desviacién tipica do
ruido de medida, o;(t;), pode ser cofiecida (p.ex. calculdndoa a
partir de multiples medidas replicadas) ou ser funcién dos para-
metros. As transformacidns logaritmicas isanse por ser mais faciles
de avaliar numericamente e facer que o optimizador converxa mais
rapidamente.

» Funcion de minimos cadrados ponderada (weighted least squares). Se
as desviacions tipicas son cofiecidas, os sumandos log(27ra]2~(tk)) son
independentes do vector de parametros, e poden ignorarse, dando
lugar a funcién de minimos cadrados ponderada:

J(0) = Z Z w;(te) (y7 (t) — y;(tr, 0))° 4.9

j=1 k=1

_ 2 tef

onde wj(ty) = o; " (tx). Se os pesos w; tefien outro valor, esta fun-
cién tamén pode usarse, mais non ten unha interpretacién frecuen-
tista rigorosa.
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2. Funcidns Bayesianas: consideran tanto a funcién de probabilidade co-
mo a distribucidn a priori, o que dé lugar ao log-posterior negativo non-
normalizado, J(0) = —logp(D|6) —log p(#). A stia avaliacién é mais cus-
tosa que a das funcions frecuentistas, xa que require estimar unha distri-
bucién de probabilidade, o que se adoita facer con métodos de mostraxe
como Markov chain Monte Carlo methods (MCMC).

As veces tisanse funciéns con regularizacion, para tentar reducir o niimero
de parametros distintos de cero. Outra posibilidade é a optimizacién multi-
obxectivo, na que se quere minimizar simultaneamente varios obxectivos, pro-
curando un balance entre eles.

Implementacion. Unha vez escollido o tipo de funcién obxectivo, é preciso
implementala computacionalmente. Isto implica:

1. Escribir un cdédigo que simule o modelo para as condiciéns experimen-
tais. (Lembrar que os métodos de simulacién foron descritos no Capitulo
3.) Se se dispon de datos de varios experimentos en condicidns diferen-
tes, hai que simular o modelo tantas veces como experimentos.

2. Alifiar as saidas do modelo cos datos experimentais dispofiibeis para a
optimizacién. Esta tarefa pode non ser trivial, especialmente se hai va-
rios conxuntos de medidas obtidas en diferentes experimentos e o mapeo
das saidas do modelo cos datos varia dun experimento a outro. Formatos
como PEtab (https://github.com/PEtab-dev/PEtab) axudan a siste-
matizar a estrutura dos ficheiros de datos experimentais, o que permite
automatizar a construcién da funcién obxectivo.

Exemplo do paso 2: funciéon de custo en Matlab do modelo SIG. O se-
guinte codigo calcula en Matlab a funcion de custo “log-likelihood” (4.3) deste
modelo:
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% Funcién obxectivo:
function custo = fun_obx_log_likelihood_BIG(params)

end

% Integrar o modelo:

tsim = [0:1:100];

opcions = odeset('RelTol’',le-6, 'AbsTol’',1le-6);

cond_inic = [@.5, @, params(3)];

[t,xsim] = odel5s(@(t,x) edos_BIG(t,x,params),tsim,cond_inic,opcions);

% Cargar datos experimentais:
load( 'experim_data.mat', 'tempos', ‘medidas’, ‘desv')

% Alinar simulaciéns e dados:

indices_tempos = [0,5,20,50];
indices_estados = 1;

xsim = xsim(indices_tempos,indices_estados);

% Calcular funcién de custo:
custo = 0;
for j=1:size(medidas,2)
custo = custo+0.5*sum(sum(log(2*pi*desv.”2)+((medidas(:,j)-xsim(:,3))./desv).”2));
end

% Funcion que define a dindmica do sistema (EDOs):

function dxdt = edos_BIG(t,x,params)

end

% Ler parametros:

u = params(1);
¢ = params(2);
Si = params(3);
p = params(4);
alpha = params(5);
gamma = params(6);
muplus = params(7);

muminus = params(8);

% EDOs:

dxdt = [u-(C+Si*x(2))*x(1);
p*x(3)*(1/(1+(alpha/x(1))"2))-gamma*x(2);
x(3)*(muplus*(1/(1+(8.4/%(1))*1.7))-muminus*(1/(1+(x(1)/4.8)"8.5)))];
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4.3. PASO 3: optimizacion dos parametros

Unha vez definida a funcién de custo, é preciso minimizala usando un
método de optimizacion. Para resolver este problema tsanse algoritmos ite-
rativos, que parten dun punto inicial e van refinando a solucién. Hai mui-
tos algoritmos deste tipo dispoiiibeis, que podemos clasificar en dias grandes
categorias: locais e globais. Os métodos de optimizacién locais encontran o
optimo local mais préoximo ao punto de partida. Na practica, as funcidns ob-
xectivo que se encontran na calibracién de modelos biol6xicos son tipicamente
non-lineares e non-convexas, polo que presentan multiples 6ptimos locais. Pa-
ra encontrar o éptimo global é preciso usar unha estratexia global. Porén, é
comun usar métodos locais en combinacién con estratexias globais, para apro-
veitar os puntos fortes dos primeiros. Por iso, veremos en primeiro lugar cales
son os métodos locais mais ttiles.

4.3.1. Métodos locais

Podemos clasificar os métodos locais en funcién da informacién sobre a
funciéon obxectivo que usan. Muitos métodos explotan informacion sobre a
curvatura da funcién obxectivo, tanto de 12 orde (gradiente) como de 22 (Hes-
siano). Dita informacion permite acelerar a converxencia, mais non sempre re-
sulta produtiva xa que non adoita estar dispofiibel e é preciso estimala, o que
ten un custo computacional asociado e pode resultar pouco fidbel dependendo
do método empregado.

Métodos que avalian o gradiente. Os métodos baseados en gradientes ex-
plotan o cofiecemento sobre o gradiente da funcién obxectivo para guiar a
procura. Ademais de diferenciarse por como utilizan (o que da lugar a diver-
sas variantes de métodos), un aspecto importante é como obtefien esa infor-
macion, xa que polo xeral o gradiente non se cofiece de forma analitica, senén
que o hai que aproximar numericamente. Isto pode facerse de tres formas
diferentes:
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1. Diferenzas finitas. E a forma mais simple de calcular o gradiente, e tamén
a menos fidbel. A sensibilidade da funcién .J respecto ao parametro i-
ésimo é:

oJ JO+a-e)—J0O—0b-e;)

00, a+b ’
onde a, b son constantes positivas e e; € o vector unitario do compofien-
te i-ésimo. O problema que presenta esta aproximacion € elixir valores
adecuados para a, b, o que depende dos pardmetros.

2. Forward sensitivities. Con este método, primeiro obtéfiense as expresions
das sensibilidades do estado e da saida diferenciando as ecuaciéns do
modelo, (1.1)-(1.2), respecto a cada parametro 6;. Despois, as expre-
siéns obtidas avalianse na traxectoria do estado, z(¢). Os gradientes asi
obtidos son mais precisos que con diferenzas finitas, pero o seu calculo
resulta ineficiente para modelos grandes, xa que o nimero de sensibili-
dades se incrementa linearmente co nimero dos parametros.

3. Adjoint sensitivities. Este método é menos intuitivo que os dous anterio-
res. Baséase en calcular a traxectoria dun estado adxunto (que é con-
tinuo a intervalos e cero a tempo final) cara atrds no tempo, mediante
unha secuencia de ecuacidns diferenciais cara atras. Este estado adxunto
usase para calcular o gradiente. Desta forma, o tempo de cdlculo do gra-
diente é maiormente independente do numero de parametros. Por ser
mais preciso que as diferenzas finitas e mais eficiente que as “forward
sensitivities”, este método soe ser a mellor opciéon para modelos de ta-
mafio mediano e grande.

Métodos que avalian o Hessiano. Estes métodos non s6 aproveitan a infor-
macion sobre a primeira derivada da funcién obxectivo (o gradiente, que nos
da a direccion de maior descenso) senon tamén a da segunda derivada, € dicir
o Hessiano, que nos dé a curvatura e pode permitir unha converxencia mais
rapida (ver Fig. 4.5).

Dous dos principais son:

1. Método de Newton. Baséase en aproximar a funcién J(#) mediante series
de Taylor de 22 orde. Se na iteracion k se ten o vector , no seguinte
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Figura 4.5: Gradiente vs Hessiano. Comparativa do descenso do gradiente
(verde) e do método de Newton (vermello) para minimizar unha funcion.
O método de Newton utiliza informacién de curvatura para tomar unha ruta
mais directa. (Fonte: Oleg Alexandrov, Wikimedia Commons)

paso obtense:
Ore1 = O — [J"(00)) T (61)

E dicir, usase informacion do gradiente, .J’, e da inversa do Hessiano,
[J"]~!, da funcién obxectivo.

2. Métodos de punto interior. E unha familia de métodos para optimizacién
con restricions. Os problemas de estimacién de pardmetros son proble-
mas deste tipo, xa que polo xeral é posibel especificar valores maximos e
minimos admisibeis para os parametros. Baséanse en percorrer a rexion
de valores admisibeis. Unha implementacién moi usada é a da funcién
de Matlab “fmincon”.

Métodos que avalian sé o valor da funcion obxectivo. Esta familia de mé-
todos inclie métodos de interpolacién, busca directa, procura de patréns, e
heuristicas como “Hill climbing” ou o de Nelder-Mead.
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4.3.2. Métodos globais.

Existen varios tipos de estratexias de optimizacién global. Unha clase son
os métodos deterministas, que proporcionan garantias tedricas de que a so-
lucién encontrada é efectivamente a real, dentro dunha certa tolerancia. Sen
embargo, na practica estes métodos tefien un custo computacional moi eleva-
do, polo que o seu uso non resulta viabel.

No seu lugar tsanse outras estratexias, que non garanten alcanzar o 6p-
timo global, mais permiten obter solucions suficientemente boas en tempos
razoabeis. As estratexias globais mdis comuns na practica son de dous tipos:

Multi-start: consiste en levar a cabo varias optimizaciéns locais, comezando
desde diferentes puntos do espazo de parametros. Débese escoller un niime-
ro suficientemente elevado de puntos iniciais, e deben estar distribuidos no
espazo. A idea iltstrase na Fig. 4.6.

Metaheuristicas: as heuristicas son técnicas desefiadas para encontrar unha
solucién aproximada cando os métodos cldsicos non son capaces de encontrar
unha solucién exacta nun tempo razodabel. Sacrifican precisién (a solucién ob-
tida pode non ser exactamente a éptima) a cambio de velocidade de conver-
xencia. Muitos destes métodos inspiranse na forma en que a natureza atopa
solucions optimas, por exemplo:

= Métodos evolutivos, como os algoritmos xenéticos.

= Algoritmos inspirados no comportamento animal, como enxames (“swarm
optimization”), formigas (“ant colony optimization”), etc.

» “Simulated annealing”, ou recocido simulado.

E frecuente combinar unha heuristica cun método de optimizacién local, o que
a veces se denomina metaheuristica. Tanto o multi-start como as metaheuris-
ticas son métodos hibridos, pois combinan estratexias locais (para acelerar a
converxencia no entorno dun 6ptimo) e globais (para procurar explorar todo
o espazo de parametros, evitando ficar atrapado nun éptimo local).
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Figura 4.6: Optimizacion de pardmetros. (A) A optimizaciéon multi-start cons-
ta de multiples procuras locais, lanzadas desde diferentes vectores iniciais dis-
tribuidos no espazo de pardmetros. En problemas con muitos éptimos locais
poden precisarse muitas procuras para encontrar o éptimo global. Na figura,
as traxectorias seguidas durante a optimizacidn sindlanse con frechas, e os
puntos iniciais con “x”. As curvas de nivel indican valores da funcién de cus-
to, con lifias mais escuras canto mellor (é dicir, menor) sexa o valor. (B) Un
“grafico de cascada”, onde a existencia de (multiples) chairas denota conver-
xencia, xa que indica que a mesma solucion é encontrada de forma repetida
desde diferentes puntos iniciais. A sia ausencia pode solucionarse lanzando
procuras adicionais. seleccionando outros puntos iniciais, ou usando métodos
de optimizacion diferentes.

4.3.3. Definicidon do problema de optimizacidn.

Ademais de escoller un método de optimizacién é preciso indicar diversas
opcions, como:

= rangos de valores admisibeis para os parametros,

» escolla de puntos iniciais / forma de samplear aleatoriamente o espazo
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de parametros,

= algun(s) criterio(s) de terminacion do algoritmo:

* por tempo maximo de computacion,
* por nimero maximo de avaliaciéns da funcién obxectivo,

* tolerancias numéricas para a terminacién: se se realiza unha pro-
cura local, esta tolerancia especifica cando se considera que xa non
se estd a mellorar a solucion.

Un exemplo do paso 3: modelo 5IG. O seguinte codigo define o en Matlab
o problema de optimizacién dos parametros deste modelo, e lanza unha opti-
mizacion coa toolbox MEIGO:

clear all

% Engadir directorios ao path de Matlab:
addpath(genpath(pwd));
addpath(genpath('K:\example_folder\MEIGO_toolbox'));
addpath(genpath('K:\example_folder\model_data_files'));

% Vector inicial de pardmetros (guess) e rango de valores admisibel (escala logaritmica):
u0=0.03; C=0.001; Si=0.0005; p=0.03; alpha=7.85; gamma=0.3; mup=0.000015; mum=0.000017;
init_guess_p = [u®,C,Si,o0,alpha,gamma,mup,mum];

problem.x_© = logl@(init_guess_p);
problem.x_L = problem.x_©0-2; % Limite inferior dos valores dos parametros
problem.x_U = problem.x_0+2; % Limite superior dos valores dos parametros

% Funcion obxectivo a minimizar:
problem.f = 'fun_obx_log_likelihood_BIG';

% Algoritmo de optimizaciédn:
optim_algor = 'multistart’; % multi-start de procuras locais

% Opciéns do optimizador:

opts.local.solver = 'fmincon'; % Método de optimizacién local escollido
opts.ndiverse = 500; % n2 de vectores iniciais (aleatorios)
opts.maxtime = 2*3600; % Limite de tempo

opts.maxeval = le6; % N2 max. de avaliaciéns da f. obx.

% Chamar ao algoritmo
Results = MEIGO(problem,opts,optim_algorithm);

% Gardar os resultados:
save('results_eSS_alpha_pinene')
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4.4. PASO 4: analise da bondade do axuste

Unha vez concluida a optimizacion, sempre hai que comprobar a bondade
do axuste aos datos mediante inspeccion visual. Adicionalmente, pédense usar
métricas cuantitativas para este fin. Se o axuste non € bo, isto pode indicar que
a optimizacién non tivo éxito ou que o modelo é inadecuado. Dependendo do
caso, podemos modificar o algoritmo de optimizacién ou o modelo.

Métricas cuantitativas

m RMSE e NRMSE. Se se coflece o nivel de ruido, a raiz cadrada do erro ca-
drado medio (RMSE nas suas siglas en inglés, “root mean square error”),
proporciona unha métrica da bondade do axuste:

RMSE — \/ijl e (Y () — 5 (L, 0))?

Toy = Mg

O erro cadrado medio normalizado de raiz (NRMSE) obtense (polo xe-
ral, ainda que hai outras normalizaciéns posibeis) dividindo o RMSE
polo rango das medidas, e adoita ser mais util xa que permite unha
comparacion directa entre diferentes observabeis.

= chi-cadrado (x?). Para avaliar se o valor da funcién obxectiva alcanzado
¢ plausibel, pédese comparar co valor esperado. Para certos problemas
(de regresion linear, con ruido de medida normalmente distribuido e
desviacion estandar coflecida), a suma de residuos cadrados segue unha
distribucién chi-cadrado con np — ny graos de liberdade, onde np =
ny - ny € o numero de datos e ny é o nimero de pardmetros estimados.
Isto tamén se usa a miido como aproximacion para modelos en EDOs.

Overfitting. Pode acontecer que o valor obtido da funcién obxectivo sexa
moito menor do esperado. Este é un sinal de sobreaxuste ou overfitting, o que
significa que non sé se axusta o sinal dos datos de medicion, senén tamén o
ruido. Isto é unha posibel causa de predicidns incorrectas, e debe evitarse.
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Validacion. Un xeito de controlar o overfitting é realizar unha “validaciéon
cruzada” (cross-validation). Para iso, é preciso reservar no PASO 3 un sub-
conxunto dos datos experimentais, que non usamos na optimizacion. Despois,
utilizaremos o modelo calibrado para realizar prediciéns acerca deste dltimo
subconxunto de datos. Se o modelo consegue un bo axuste no primeiro sub-
conxunto, pero non no segundo (€ dicir, non consegue xeneralizar as predi-
ciéns para condiciéns experimentais coas que non foi adestrado), significa que
existe overfitting. Hai moitas formas de repartir os datos orixinais entre sub-
conxuntos para estimacién e para validacién. Por exemplo, é comun reservar
0 30 %-40 % dos datos para a fase de validacion, pero a eleccién depende en
gran parte do problema.

Exemplo do paso 4: a ruta de sinalizacion Akt. No artigo https://doi.
org/10.1093/bib/bbab387 (seccion “Examples”, subseccidon “Akt pathway mo-
del”) mostranse os detalles deste paso.

1. Por inspeccidn visual, advertimos que o resultado da optimizaciéon non
reproduce ben os datos.

2. Para conseguir un mellor axuste, primeiro probamos a repetir as esti-
macions co mesmo método de optimizacion, L-BFGS-B, pero diferentes
settings. Non o conseguimos.

3. Probamos cun método diferente, Fides, que consegue mellorar a cali-
dade das soluciéns obtidas a cambio dun maior custo computacional.
Encontramos asi unha solucién de calidade similar 4 reportada na publi-
cacién orixinal do modelo.

4.5. PASO 5: cuantificacion da incerteza dos parame-
tros

O andlise de identificabilidade practica consiste en cuantificar a incerteza
existente nas estimaciéns dos parametros. O obxectivo € obter intervalos de
confianza para os valores dos pardmetros. Hai varios tipos de métodos que se
poden usar para este fin.
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PASO 5.1. Analizar a identificabilidade practica con algin dos métodos des-
critos nos recadros seguintes. Se as incertezas son grandes, proceder ao PASO
5.2. Se son aceptdbeis, proceder ao PASO 6.

Andlise de identificabilidade practica coa FIM

Para n; medidas, a Matriz de informacién de Fisher (FIM) calculase

como: .
Ny o 9
ZZ ay] w® Ay, (ti) (4.5)
00
7j=1i=1
onde % son as sensibilidades das saidas do modelo respecto dos

pardmetros, e W) é unha matriz diagonal con Wj(;) =1/ a?(ti), onde
o;(t;) é a desviacion tipica.

Segundo o teorema de Cramér-Rao [12], se § é unha estimacién non
nesgada de 6 (¢ dicir, E(d) = ), a inversa da FIM proporciona un
limite inferior para a matriz de covarianza:

Cov(d) > FIM~}(0)

A suta vez, a matriz de covarianza proporciona informacién sobre a va-
riabilidade dos parametros — individualmente e en pares — para diferen-
tes realizacions dos datos experimentais:

o?(61) - cov(fi0n,)
cov=p|(6-0)(0-0)"|| i 4.6)

~

cov(Bpy01) - 2(Ony)

Os intervalos de confianza calculados coa FIM son sempre simétricos
e poden ser excesivamente optimistas en presenza de nonlinearidades,
xa que se basean nunha linearizacién do modelo. Existen alternativas
mais exactas, ainda que con maior custo computacional:
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Andlise de identificabilidade practica con métodos de sampleado

» Frecuentistas. Estes métodos baséanse en xerar datos artificiais,
con diferente ruido, e usalos para resolver o problema de estima-
cién de parametros moitas veces. Obtense asi unha nube de so-
luciéns, da que se extrae informacién estatistica como intervalos
de confianza. Hai diversas variantes desta idea. Na suia definicién
clasica, chamada bootstrap [18], obtéiiense diferentes conxuntos
de datos (S, Ss, ...) mediante a mostraxe aleatoria (sampleado)
con reemprazo do conxunto orixinal, S. Alternativamente pddese
resolver o mesmo problema de estimacion varias veces, cos mes-
mos datos pero comezando desde diferentes puntos iniciais (de
forma andaloga a optimizacién “multi-start”) [3]. Noutra técnica
de resampleado, chamada jackknife, cada mostra quitase do con-
xunto de datos unha vez [17].

» Bayesianos. Os enfoques bayesianos consideran os pardme-
tros como varidbeis estocdsticas cunha certa distribucidon previa
(prior), e calculan a distribucion de probabilidade posterior tendo
en conta os datos experimentais. Isto faise mediante sampleado
por Markov chain Monte Carlo (MCMC), o que ten un alto custo
computacional para modelos grandes [34].

Perfil de probabilidades (PL). A idea deste método ¢ a seguinte: ca-
da pardmetro 6; fixase a un valor lixeiramente diferente do dptimo,
0; = Qgpt + Ay, e re-estimanse os restantes parametros. Facendo o mes-
mo para varios valores de A, (k = 1,2,...), obtemos unha serie de
valores (perfil) da funcién de custo. Se o parametro é identificabel, os
demais parametros non seran capaces de compensar a stia desviacion
do 6ptimo, e a optimizacion resultara nun valor superior da funcién
obxectivo, polo que o perfil terda un minimo no éptimo. Pola contra,
se non € identificabel, a optimizaciéon dara o mesmo valor, obtendo un
perfil plano. Se hai falta de identificabilidade practica, o perfil tera un
minimo con pouca curvatura, polo que o intervalo de confianza serda
grande. A figura 4.7 ilustra as casuisticas.
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Figura 4.7: Perfil de probabilidade. A figura mostra catro casuisticas diferen-
tes. En todas elas, o perfil de probabilidades € a lifia azul, e o limiar do valor
de confianza a lifia vermella. O intervalo de confianza do pardmetro é o limi-
tado polas lifias verticais negras discontinuas. De esquerda a dereita: o rango
de valores probabeis do parametro 6; é finito e relativamente estreito, polo
que é practicamente identificabel. Pola contra, #; e #3 son practicamente non
identificabeis. O perfil de 6, é plano, polo que é estruturalmente non identi-
ficabel. Compre sinalar que estas graficas foron xeradas artificialmente para
ilustrar a metodoloxia. Na practica, non sempre € posibel obter resultados tan
claros.

PASO 5.2. En caso de incertezas elevadas:

1. Se é posibel realizar novos experimentos — engadir mais datos expe-
rimentais. Idealmente, os experimentos adicionais deberian ser desefia-
dos de forma 6ptima, para maximizar a informacién que proporcionan.
O desefio éptimo de experimentos describese no 4.7.

2. Se non resulta prdctico realizar novos experimentos — considerar se é
posibel reparametrizar o modelo, reducindo o nimero dos seus parame-
tros mantendo a interpretacion bioldxica.

3. Se non se pode facer (1) nin (2) — usar cofiecemento previo sobre os
valores dos parametros, ou sobre o rango de valores, en repositorios
publicos.

A continuacion, volver ao PASO 3.
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No caso en que non sexa posibel reducir as incertezas nos valores dos seus
parametros, é posibel que o modelo ainda tefia utilidade. Hai que comprobar

se é capaz de realizar prediciéns con precisiéon aceptdbel. Isto analizase no
PASO 6.

Exemplo do paso 5: a ruta de sinalizacion Akt

PASO 5.1: Realizamos a analise de identificabilidade practica co método
MCMC. Na Fig. 6.D do artigo https://doi.org/10.1093/bib/bbab387 vemos
que os intervalos de confianza de algtns pardmetros son moi amplos, € dicir,
que son practicamente non identificabeis.

PASO 5.2: neste caso non ¢ posibel reparametrizar o modelo. Tampouco
podemos realizar experimentos adicionais, polo que pasamos ao PASO 6.
4.6. PASO 6: cuantificacidon da incerteza nas predicions

Neste paso calctlanse intervalos de confianza nas prediciéns temporais
producidas polo modelo. A idea ildstrase na Figura 4.8.

Datos experimentais

P
= Incertezas nos Incertezas nas
3 E parametros predicions
HEER!
€ E =
© &
o =
‘© E } o ° o
» Q: > o
} o 3 z
= 2 7]
® K] o
= c [}
tempo ¢ ® ‘ g o
g N : 2
intervalo de T
o confianza dos & intervalo de confianza
Modelo matematico parametros > das predicions
X =f(x,0,1) parametro 6, tempo ¢
y = h(x,6,1)

Figura 4.8: Incerteza das prediciéns. As limitaciéns nos datos experimentais

levan a estimaciéns incertas dos parametros, que a sua vez se trasladan as
predicidns.
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Para isto poden usarse variantes dos métodos usados no PASO 5, modifi-
cados para calcular intervalos de confianza dos estados en lugar de dos pa-
rametros [56]. O custo computacional é superior para os estados que para
os parametros, polo que métodos como o PL poden non ser aplicabeis. Unha
alternativa é o modelado por conxuntos (ensemble modelling).

Exemplo do paso 6: a ruta de sinalizacion Akt. Os intervalos de confianza
obtidos a partir da mostraxe de MCMC indican que as incertezas nas traxecto-
rias observables son razoablemente baixas. Non obstante, as traxectorias dos
estados tefien maiores incertezas, o que fai que este modelo non sexa adecua-
do para facer prediciéns que involucren estes estados.

4.7. Deseho de experimentos

Os desefios experimentais alternativos poden aumentar o contido de infor-
macion dos datos, mellorando asi as estimacidéns dos parametros. Se se busca o
mellor experimento posible mediante optimizacién, o procedemento chamase
desefio experimental éptimo (OED nas suas siglas en inglés). O OED formu-
lase como un problema de optimizacién dindmica, no que as varidbeis que se
poden modificar son as condiciéns experimentais (perturbacions permitidas,
observabeis medidos, niumero de experimentos, duracién dos experimentos,
numero e localizacion dos tempos de mostraxe...), e 0 obxectivo a maximizar
¢é algunha medida do contido de informacién dos datos. As restriciéns son a
dindmica do sistema e as limitacions experimentais.

O OED poddese realizar con varios propositos, como diminuir a incerteza
nas estimacions dos pardmetros, diminuir a incerteza nas prediciéons do mo-
delo, ou discriminar entre varios modelos alternativos. A funcién obxectivo a
optimizar depende deste obxectivo final. Co propédsito de diminuir a incerteza
dos pardmetros é comun empregar funcidéns obxectivo baseadas na FIM. As
opciodns tipicas son os criterios D-6ptimo e E-6ptimo, que maximizan o deter-
minante da FIM e o seu valor propio minimo, respectivamente. O criterio D
minimiza a media xeométrica dos erros dos parametros, mentres que o criterio
E minimiza o maior erro.
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4.8. Seleccion de modelos

As veces a estrutura do modelo non estd totalmente definida, existindo
varias alternativas correspondentes a diferentes hipoteses bioldxicas.

Unha forma sinxela de comparar modelos é ver se a calidade dos seus axus-
tes difire dun xeito estatisticamente significativo. Isto cofiécese como proba
de razén de verosimilitude. Un modelo con mais parametros € mais flexibel,
polo que é mais facil conseguir un mellor axuste. Non obstante, un modelo
sobreparametrizado pode presentar sobreaxuste (overfitting), o que non € de-
sexable. Para ter isto en conta, ao seleccionar un modelo hai que buscar un
equilibrio entre a complexidade do modelo e a bondade de axuste. Medidas
como o criterio de informacion de Akaike (AIC) [8] e o criterio de informacion
bayesiano (BIC) [57] tefien en conta a bondade do axuste e unha penalizacion
baseada no numero de parametros estimados, polo que poden ser usados para
cuantificar esta compensacion. Unha definicién do AIC é:

AIC=2-ng —2-In(J(0)) 4.7)

onde ny é o numero de pardmetros a estimar, e J(¢) o valor éptimo da funcién
de custo. Existen outras versions, por exemplo para casos con poucos datos.
Pola sua parte, o BIC é:

BIC = In(np) -ng — 2 - In(J(0)) (4.8)

onde np é o numero total de datos.

Se é factible realizar novos experimentos, pddense desefiar especificamen-
te para a discriminacién de modelos, aplicando un procedemento de desefio
experimental (OED) que busque maximizar a diferenza entre os resultados dos
modelos candidatos.

Cando non sexa posibel discriminar entre os modelos candidatos, unha
posibilidade é telos en conta todos. Isto pddese facer construindo un conxunto
de modelos (ensemble modelling) que contefia non s6 modelos con diferentes
vectores de pardmetros, senén tamén con diferentes ecuacions.

Se varias modelos con estruturas diferentes poden producir a mesma sai-
da, dise que son estruturalmente indistinguibeis (de xeito similar a como un
parametro se chama estruturalmente non identificibel se pode ter un nimero
infinito de valores que conducen 4 mesma saida do modelo).
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4.9. Recursos software

A Téboa 4.1 mostra algunhas ferramentas dispofiibeis para levar a cabo
diferentes tarefas relacionadas coa calibracién de modelos.

Nome Pasos Website Entorno
STRIKE-GOLDD 1 https://github.com/afvillaverde/strike-goldd MATLAB
SIAN (web) 1 https://maple.cloud/app/5710317752942592/SIAN web

SIAN 1 https://github.com/pogudingleb/SIAN Maple
IdentifiabilityAnalysis 1 http://www.fcc.chalmers.se/software/other-software/identifiabilityanalysis/ Mathematica
DifferentialEquations.jl Simulacién https://github.com/SciML/DifferentialEquations.j1 Julia
AMICI Simulacién https://github.com/AMICI-dev/AMICI Python
COPASI Simulacién, 3,5 http://copasi.org/ stand-alone
MEIGO 3 https://bitbucket.org/jrbanga_/meigo64/src/master/ Matlab
AMIGO2 3,5, OED https://sites.google.com/site/amigo2toolbox/home Matlab
pyPESTO 3,5,6 https://github.com/ICB-DCM/pyPESTO Python
Data2Dynamics 3,5, 6, OED http://www.data2dynamics.org MATLAB

Cadro 4.1: Alguns recursos software dispofiibeis para a calibraciéon de modelos
dindmicos.

No referente ao hardware necesario, compre ter en conta que muitos al-
goritmos usados na calibracion son paralelizdbeis. Por tanto, se se dispén dun
clister de computacion ou unha computadora multi-core, a paralelizacion per-
mite diminuir os tempos de cdlculo.
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Cuestions e problemas do Tema 4

C4.1. Definicions de identificabilidade estrutural e practica.

C4.2. Determinar se o modelo dado polas seguintes ecuacions ten pardme-
tros non identificables. En caso afirmativo, dicir cales.

(NOTA: usamos notacion estandar, ¢ dicir, x, son variabeis de estado, y é a
saida (medida), u € unha entrada cofiecida, e os k, son parametros descofie-
cidos.)

56.1 =u— (k?l + kz)ﬂfl,
To = (lﬁ + kz)xl — (kg + k5)x2,
23 = koxy + k3wo — kyws,

Yy =T2.

C4.3. As seguintes ecuaciéns representan un modelo de infeccién de gripe
A, onde T son as células non infectadas, I; as células expostas (nas cales a in-
feccion € latente), I as células infectadas de forma efectiva, e V' € a carga vi-
ral [39]. As restantes varidbeis que aparecen no modelo son parametros desco-
fiecidos. Supofiamos que o tinico estado medido é a carga viral. Cales varidbeis
de estado son non observabeis? E cales parametros son non-identificabeis?

T =—BTV, (4.9)
I = BTV — kI, (4.10)
Iy = kI — 615, (4.11)
V =pl, — V. (4.12)

C4.4. Que podemos facer se un modelo presenta falta de observabilidade
e/ou identificabilidade estrutural?

C4.5. Formula da funcion de verosimilitude logaritmica (log-likelihood). Di-
ferenza coa de minimos cadrados ponderada.



112

Calibracion

C4.6. Tipos de algoritmos de optimizacidén usados para estimacién de para-
metros. Vantaxes e inconvenientes.

C4.7. Que métricas se poden usar para cuantificar a bondade de axuste cos
datos?

C4.8. Foérmula da matriz de informacién de Fisher. Como se pode usar para
cuantificar incertezas nos parametros? E nos estados?

C4.9. Que métodos existen para cuantificar a incerteza nas estimaciéns dos
pardmetros, e que vantaxes e inconvenientes presentan?

C4.10. Que métodos existen para cuantificar a incerteza nas predicions, e
que vantaxes e inconvenientes presentan?

C4.11. Como podemos formular un problema de desefio 6ptimo de experi-
mentos?

C4.12. Criterios para a seleccion de modelos.
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“This model will be a simplification and an idealization, and con-
sequently a falsification. It is to be hoped that the features retained for
discussion are those of greatest importance.”

— Alan Turing

Unha vez construido un modelo do noso sistema bioldxico, podemos
usalo para simular e analizar o seu comportamento. Se o modelo foi
desenvolvido correctamente, serd capaz de reproducir os aspectos rele-
vantes da dinamica do sistema.

ESTE tema caracterizanse algtins comportamentos de particular interese
N nos sistemas biomédicos.

Ao analizar o comportamento dos sistemas dindmicos é comtn diferenciar
entre transitorio e estacionario. Cando un sistema dindmico é sometido a unha
perturbacién ou entrada exterior, producese inicialmente unha resposta tran-
sitoria, que ao cabo dun tempo da lugar a un estado estacionario. Este estado
final pode ser idéntico ou diferente ao inicial, dependendo de como responda
o sistema a perturbacions.

En ausencia de perturbacidns, os sistemas bioléxicos encontranse con fre-
cuencia nun punto de equilibrio, asociado a un estado estacionario. As carac-
teristicas dese estado conforman o fenotipo do sistema. Chamaselle fenotipo a
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calquera caracteristica detectabel dun organismo, determinada pola interac-
cién entre o xenotipo e o medio. Ditas caracteristicas poden ser estruturais ou
relativas ao comportamento.

Comunmente asdciase a idea de fenotipo a unha caracteristica estdtica,
ligada 4 existencia dun dnico punto de equilibrio e dun estado estacionario.
Pero un sistema tamén pode ter multiples puntos de equilibrio; no caso mais
sinxelo podemos ter biestabilidade, na que hai dous puntos de equilibrio. De-
pendendo das condiciéns iniciais e das entradas externas, un determinado
sistema pode acabar preto dun ou doutro punto de equilibrio, dando lugar
a dous fenotipos distintos. Un modelo dindmico con biestabilidade (ou mul-
tiestabilidade) representa unha forma de modelar a memoria nun sistema: a
célula ou organismo lembra a stia historia en virtude do punto de equilibrio ao
que converxeu. Tamén poden existir comportamentos (fenotipos) mais com-
plexos, lonxe do réxime estacionario, nos que existan patréns temporais como
ciclos limite (6rbitas periddicas) ou respostas de entrada/saida afastadas do
equilibrio.

Outra caracteristica importante nun biosistema é a robustez do seu com-
portamento en condicions variabeis, que debe combinarse coa capacidade de
responder a determinados estimulos externos.

Para estudar estes aspectos poderemos traballar con modelos nonlineares,
pero tamén usaremos as veces modelos lineares, que son mais faciles de ana-
lizar, ou versiéns linearizadas de modelos nonlineares.

5.1. Sistemas lineares e linearizacion

Como se viu ao longo deste libro, os sistemas biomédicos son con cardcter
xeral nonlineares. Un sistema nonlinear descrito por EDOs ten a forma:

{:'c = f(z,0,u) (5.1)

M= y=h(z,0,u) (5.2)

Neste capitulo non modelamos de forma explicita a existencia de entradas
descofiecidas, polo que, a diferenza de (1.1), o modelo non inclie w.
Os sistemas lineares son un caso particular dos nonlineares. Pddense re-
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presentar como:

M:{:'C:A~x+B'u (5.3)

y=C-x+D-u 5.4

As ecuacions (5.3)-(5.4) usan a representacion en variabeis de estado, xa vista
no Tema 1 (1.3), e da que volveremos falar en seguintes subsecciéns.

Para a andlise de sistemas lineares existen técnicas mais desenvolvidas que
para os nonlineares. Por iso ds veces é util aproximar un sistema nonlinear por
un linear (linearizacion). Nalguns casos, a linearizacién dun sistema nonline-
ar nas proximidades do equilibrio proporciona unha boa aproximacién do seu
comportamento. Neste apartado imos ver como linearizar un modelo nonline-
ar.

Supofiamos que un sistema posue un estado estacionario z, e que nel u = 0
por simplicidade. Podemos escribir x(t) = = + Z(¢), onde #(t) é a desviacién
respecto do estado estacionario. A stia ecuacion dinamica é:

d d

i(t) = f(@ +3() = Z(T+ (1) = Za(t). (5.5)

A variacién temporal de cada estado é

d

@jl = fi(Z1 + &1, ..., Tp + Tp)-

Omitindo a dependencia de ¢ por simplicidade, a expansién en series de Taylor
da:

d. .. _ ~0fi . I~ Pfi
£$Z = fl(.fEl, ,LUn) + Z; ijfl'] + = Zkz ﬁxjxk + ... (56)

Desprezando os termos de orde 2 e superior, e tendo en conta que no estado
estacionario f;(z1,...,Z,) = 0, obtemos a seguinte aproximacién linear:

d . (3 i
@xi /i ac] = Za”% (5.7)
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onde os coeficientes a;; son as derivadas parciais % avaliadas no estado es-
J
tacionario, sendo por tanto constantes. Estes coeficientes forman o Jacobiano,

que é a seguinte matriz:

rofi 0h Of17
ox1 Oxo Oxn
gﬁ gﬁ gﬁ
J=A{ay}= 7" 7 o (5.8)
Ofn  Ofn dfn
L Ox1 0o Oxp 4
Por tanto, a ecuacién (5.7) podese escribir en forma matricial como:
e —b=J- (5.9)
—x=x=J-1I. .
dt

Lembremos que, para sistemas lineares, © = A - x + B - u. Comparando
esta expresién con (5.9) vemos que o Jacobiano coincide coa matriz A, J = A
(lembremos que u = 0).

Para o caso mais xeral de sistemas nonlineares, o Jacobiano xoga un papel
similar ao da matriz A.

5.2. Equilibrio e estabilidade

Se o estado estacionario dun sistema linearizado é estabel, o estado esta-
cionario do sistema nonlinear tamén é estibel. En caso contrario, é inestabel.
A analise do sistema linear é mais sinxela que a do nonlinear.

Equilibrio(s). Consideremos un sistema dindmico que, por simplicidade, non
ten entradas (u) nin parametros descofiecidos (6), polo que a sua dindmica se
pode representar por & = f(x). O sistema ten un punto de equilibrio en z. se
f(z.) = 0. Se non existe ningun tipo de entrada externa (incluindo perturba-
cions), unha vez que o sistema se encontra no punto de equilibrio nun instante
t. permanece nel para todo ¢t > t.. Un sistema pode ter 0, 1, ou mais puntos
de equilibrio.
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Estabilidade: definicidons. A estabilidade dun punto de equilibrio determina
se as solucions proximas a el permanecen proximas, se aproximan a el, ou
se afastan. Para cada unha destas nocidns existe a correspondente definicién
matematica, como veremos a continuacion.

» FEstabilidade no sentido de Lyapunov. Un punto de equilibrio z,. é estabel
no sentido de Lyapunov se as soluciéns do sistema que parten da sua
proximidade se mantefien préximas a el. Formalmente, x. é estdbel se:

l|z(to) — wel| < 0 = ||2(t) — ze|| <€ VE> 1

Nétese que esta definicion non implica que as soluciéns se vaian aproxi-
mando ao punto de equilibrio, senén s6 que non se afastan indefinida-
mente del.

» Estabilidade asintética. E unha propiedade mais forte que a estabilidade
de Lyapunov. Un punto de equilibrio z. é asintoticamente estdbel se é
estabel no sentido de Lyapunov, e ademais x(t) — x. para t — oo, para
x(tp) suficientemente proximos a x. (estabilidade asintética local) ou
ben para calquera z(ty) (estabilidade asint6tica global).

» [nestabilidade. Un punto de equilibrio z. é inestabel se, dado un ¢, non
existe ningdn ¢ > 0 tal que, se ||z(tg) —ze|| <, ||2(t) — x| < € VE > 1.

Exemplo: tres sistemas con diferente estabilidade. A Figura 5.1 mostra a
evolucion temporal de tres sistemas que ilustran diferentes tipos de compor-
tamento estabel.

5.2.1. Caracterizacion matematica da estabilidade

Caracterizacion das solucions de EDOs lineares. No capitulo 3 vimos co-
mo simular EDOs nonlineares. Como en xeral non é posibel resolvelas anali-
ticamente, a suia integracién faise numericamente, existindo varios métodos
para ese fin. En contraste, no caso de EDOs lineares si é posibel achar unha
solucion analitica, para o cal é til a transformada de Laplace, como xa vi-
mos. Nos exemplos vistos até agora, a dependencia temporal das soluciéns
vifia dada por termos do tipo e**. De feito, este resultado é xeneralizdbel. O
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Ty =Ty, Ty = —T1 Ty =Ty, Ty = —T1 — T2 T = 2T — Ty, Ty = —T1 + 272
1 1 6e+12
—X1 —X1 —X1
—X, —X, 4e+12 —X,
0.5
0.5 2e+12
0 0
0 -2e+12
-0.5
de+12
-1 0.5 -Be+12
0 5 10 0 5 0 0 5 10
tempo tempo tempo

Figura 5.1: Estabilidade: tres exemplos. Os tres paneis mostran a evolucién
temporal dos seguintes sistemas desde o mesmo punto inicial (1 = 1, zo =
0):

(1) Esquerda: i1 = w9, &9 = —11
(2) Centro: &1 = x3, o = —T1 — T2
(3) Dereita: @1 = 21 — x9, 9 = —x1 + 229

Os tres sistemas tefien un punto de equilibrio en z; = 0, zo = 0, pero a sua
estabilidade é diferente: o primeiro sistema mantense no entorno do equilibrio
(é estabel no sentido de Lyapunov); o segundo converxe ao punto de equilibrio
(é asintoticamente estdbel); e o terceiro escapa cara o infinito (é inestabel).

feito de que as soluciéns sexan desta forma ten consecuencias para a estabili-
dade. Neste apartado imos ver cales son, e o papel que xogan os coeficientes
tipo a que aparecen no expofiente. Consideremos en primeiro lugar sistemas
homoxéneos (é dicir, nos que v = 0) dun s6 estado (n = 1). Para eles, temos
simplemente

L1 = 1171,

cuxa solucion é
x1(t) = 21(0)e*? (5.10)

Analogamente, para modelos con n > 1 estados a solucion é:

x(t) =Y ebVeMt (5.11)
1=1
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onde os \; son os autovalores da matriz A, e b; 0s seus correspondentes vecto-
res propios. (Nétese que en 5.11 escribimos x e b en negrita, ao contrario do
que facemos habitualmente, para explicitar que son vectores.) Os coeficientes
¢; calculanse a partir das condicions iniciais, resolvendo o seguinte sistema de
ecuacions:

Até agora asumimos, por simplificar a exposicién, que o modelo non tifia
entradas u, polo que o sistema de EDOs era homoxéneo. En caso de que haxa
entradas constantes, o sistema & = A -z + B - u pode facerse homoxéneo
mediante un cambio de coordenadas arredor do equilibrio z, é dicir, & = 2 —Z:

d d d
£i':ﬁx—£:i:A-w+B-u—A~:f—B~u:A-(x—:i):A~i’
Asi, resolvemos para Z da forma xa vista, e despois obtemos = sumando Z a

solucién (z = —B-u/A,xaque 2 =0=A-Z + B -u).

Analise da estabilidade asintdtica local. Pddese determinar a estabilida-
de dun sistema a partir dos autovalores do sistema linearizado. Para ver isto
comezamos polo caso de sistemas de un sé estado, n = 1. A sua evolucién
temporal ven dada pola ecuacion (5.11), na que o coeficiente a1; coincide co
Unico autovalor do sistema (\; = a;1). Claramente, se \; < 0, o termo e%11!
e t—o00 s qs e ;o
diminte no tempo, co que z1(t) —— z1(0), é dicir, o estado volve & stia
condicién inicial (o equilibrio): o estado é asintoticamente estabel. E dicir:

= Se \; < 0, o estado estacionario € asintoticamente estdbel.
= Se A\ > 0, 0 estado € inestdbel (xa que crece indefinidamente).

= Se \; = 0, poderiamos pensar que existe estabilidade no sentido de
Lyapunov; porén, en realidade neste caso non podemos determinar a
estabilidade a partir do sistema linearizado, xa que esta aparente “esta-
bilidade neutra” pode verse afectada polos termos de orde superior que
foran desprezados.
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Para sistemas de varios estados (n > 1), se todos os autovalores tefien parte
real estritamente negativa, o sistema ¢é estdbel. Se algtin autovalor ten parte real
estritamente positiva, ¢ inestdbel. Nétese que un s6 autovalor positivo implica
inestabilidade, ainda que existan varios autovalores negativos. Se un sistema
ten autovalores complexos, a sua solucion x(t) conterd compofientes oscilato-
rias. A sua estabilidade vird dada pola parte real dos seus autovalores. Notese
que a estabilidade dun sistema linear depende s6 da matriz A, a cal é funcién
dos parametros pero non do punto de equilibrio. Polo tanto, no caso linear
podemos falar de estabilidade do sistema en lugar de estabilidade dun punto
de equilibrio especifico.

Célculo dos autovalores dun sistema linear(izado)

Sexa un sistema # = A - x (que pode resultar da linearizacién dun sis-
tema nonlinear # = f(z)), cuxo Jacobiano € (5.8). Os seus autovalores
calculanse en funcién do numero de estados n:

1. Sen =1, o sistema ten un sé autovalor, A = A.

2. Se n = 2, o sistema ten dous autovalores, que se obtefien como
solucidns da seguinte ecuacion:

A2 —Tr(A) - A + Det(A) - A =0,

é dicir:

Ao = % (Tr(A) + \/Tr(A)2 —4. Det(A)) , (5.12)

onde Tr(A) = a11+ags € a traza do Jacobiano, e Det(A) = aj1ag—
ai12a91 € 0 seu determinante.

3. Se n > 3, pédese usar o criterio de Routh-Hurwitz.

Na practica, a estabilidade pddese calcular de forma sinxela en Matlab
co comando isstable().
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Exemplo: analise da estabilidade dun biosistema. O seguinte modelo
describe a expresién dun xene con realimentacion negativa, onde x; é con-
centracion de mRNA e x5 concentracidn de proteina:

d 1 d
—_— = — — —_— = — 5.13
T T, o T (5.13)

7

O Jacobiano arredor dun estado estacionario xenérico, . = (e, Z2.), €:

1
A T T (5.14)
Orl,, |1 ~1

Como Tr(A) = -2 < 0, e Det(A) =1+ m > 0, os dous autovalores tefien
parte real negativa, independentemente do valor de x.. Por tanto, o punto de

equilibrio z. € asintoticamente estdbel.

5.3. Bifurcacions

Alocalizacion dos puntos de equilibrio dun modelo, asi como a stia estabili-
dade, dependen non s6 da forma das EDOs, sen6n dos valores dos parametros
. A analise de bifurcacién determina como varia o comportamento dindmico
a medida que cambian os parametros. Se o comportamento varia cualitativa-
mente para un vector de parametros especifico § = 6*, o sistema ten un punto
de bifurcacién en # = 6*. Por exemplo, un punto de equilibrio x. pode pasar
de estabel a inestabel, ou viceversa; ou o numero de puntos de equilibrio pode
cambiar.

5.3.1. Diagramas de fase

Os diagramas de fase son unha forma de visualizar bifurcacions. Ditos dia-
gramas mostran a evolucion temporal de dous estados dun sistema, cada un
dos cales corresponde cun eixo (X e Y).

Consideremos como exemplo o sistema dado polas seguintes ecuacidns:

d d
2 = —xo =~k 31 — ) 5.15
dth‘l xa, dt T2 ]{2 X1 9:1)2 ( )
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con k,# > 0. En notacion matricial, este sistema escribese asi:

. 0 1
X = X. (5.16)
—k 0

Este sistema ten un punto de equilibrio na orixe (x1. = 0, x2. = 0). Aplicando
a férmula (5.12), os seus autovalores son:

Mg = = (~0+ Vo2 —1k).

2

Os autovalores poden tomar valores positivos ou negativos en funcién dos
valores do parametro 6.

A parte esquerda da figura 5.2 mostra os diagramas de fase do sistema
dado por (5.15), para k = 5 e catro valores diferentes de 6. A parte dereita da
figura 5.2 representa cada estado en funcién do tempo.

Se 6 é positivo e ten valores altos (fila superior), os autovalores do sistema
son reais negativos, polo que o sistema € estabel e a resposta temporal non é
oscilatoria, sen6n sobreamortecida. Para valores de 6 positivos pero de inferior
magnitude (fila 2), os autovalores pasan a ser complexos con parte real nega-
tiva; o sistema segue a ser estdbel pero a resposta € oscilatoria subamortecida.
Se 0 = 0 (fila 3), o sistema é estabel no sentido de Lyapunov, cun comporta-
mento puramente oscilatorio; e se § < 0 (fila inferior), o sistema vira inestabel
e as traxectorias afastanse do punto de equilibrio.

5.3.2. Graficas de bifurcacion

As grdficas de bifurcacion mostran como varia un punto de equilibrio .
en funciéon dun determinado pardmetro #. Ao igual que os diagramas de fase,
calctlanse seguindo estes pasos:

1. Calcular o(s) punto(s) de equilibrio dun sistema, igualando as stias EDOs
a cero (#; = 0). O nimero de equilibrios pode ser funcién de algun
pardmetro.

2. Calcular o Jacobiano en torno ao(s) punto(s) de equilibrio.

3. Deducir a estabilidade a partir dos autovalores.
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5 X,
T tempo «
2
5 10
T tempo

x tempo
6 <0
100 | ' 100 |
~ OF 0
8 -100 ¢t -100 ¢
-200 | ‘ -200 | ‘
-200 -100 0 100 0 5 10
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Figura 5.2: Diagramas de fase (columna da esquerda) e comportamento tem-
poral (columna da esquerda) do sistema definido polas ecuaciéons (5.15) para
varios valores do pardmetro 6.



124

Dinamica

Unha vez obtida esta informacién, debuxase nunha grafica a localizacién
do(s) punto(s) de equilibrio (eixo vertical) en funcién dos valores do parame-
tro relevante (eixo horizontal), en trazo continuo ou discontinuo dependen-
do de se o equilibrio é estabel ou inestabel, respectivamente. Por exemplo, a
grafica de bifurcacién do sistema dado por (5.15) e analizado na subseccion
seguinte € a representada no panel (A) da figura 5.3. Esta € a bifurcacion mais
sinxela: a localizacién do punto de equilibrio non varia, simplemente pasa de
inestabel a estdbel a partir dun certo valor do parametro. En concreto, o seu
equilibrio é sempre x1. = x2. = 0, e é inestdbel para # < 0 e estdbel para
6 < 0. Os restantes paneis da figura 5.3 (B-E) mostran outros catro tipos de
bifurcaciéns mais complexas:

» Bifurcacion de sela-né (“saddle-point”). O punto de bifurcacién separa un
equilibrio estabel doutro inestdbel. Este comportamento cofiécese como
histérese. A estabilidade para un valor do parametro depende da direc-
cion de cambio do seu valor. A figura 5.3 mostra un exemplo no que s6
hai un punto de bifurcacion, e a transicion € irreversibel. Noutros casos,
a curva ten forma de “S” e hai dous puntos de bifurcacién que separan
unha rexion central inestabel de duias rexions estabeis. Neste tltimo caso
a transicion € reversibel e o sistema € biestdbel; un exemplo tipico seria
un “switch” ou interruptor xenético.

» Bifurcacion transcritica. Nesta bifurcacion, dous puntos de equilibrio (un
estabel e outro inestdbel) aproximanse a medida que varia 6, e na inter-
seccién intercambian a sta estabilidade.

» Bifurcacion tridente. Ao chegar ao punto de bifurcacién, un equilibrio es-
tabel convértese en inestdbel e aparecen dous novos equilibrios estabeis
(biestabilidade).

» Bifurcacién de Hopf. Un equilibrio estdbel pasa a inestdbel cando un par
de autovalores complexos conxugados cruzan o eixo imaxinario, dando
lugar a un ciclo limite (os ciclos limites veranse na Sec. 5.4).
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(A) (B) (€) (D)
Bifurcacion de sela-né Bifurcacion transcritica Bifurcacion tridente
A A A
X X X X
- B x B >
(C] ‘e (C] ‘.0‘ 6 (C]
“tenan “o‘
*
X1 = Xp, x=0—x? x=0x—x? X =60x—x3
X, = —kx; — 6x,

(E)

Bifurcacion de Hopf

(E.1) Hopf supercritica: (E.2) Hopf subcritica:

6| 6@ |90 @

X X
60<0 0=0 6>0 0<0 0=0 0>0

Figura 5.3: Tipos de bifurcaciéns. Os catro paneis superiores (A-D) mostran
diferentes tipos de bifurcacions e as ecuacions correspondentes. As lifias conti-
nuas representan equilibrios estédbeis, e as lifias a trazos inestdbeis. Os paneis
inferiores (E) mostran dous tipos de bifurcacion de Hopf [15]: no caso super-
critico (E.1), a medida que aumenta # aparece un ciclo limite estabel. No caso
subcritico (E.2) aparecen Orbitas periddicas inestabeis.
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5.4. Oscilacions

Moitos fendmenos bioldxicos presentan oscilaciéns. Un exemplo cldsico
son os ritmos circadianos, cun periodo igual 4 lonxitude do dia, que afectan a
moitos procesos. Nese caso, existen sinais externos periodicos (luz, temperatu-
ra) que contribtien a xerar dito ritmo (a maiores, existen mecanismos internos
que tamén xogan un papel no seu mantemento). Outro tipo de oscilaciéns son
auto-sostidas, é dicir, son xeradas internamente polo sistema. Un exemplo son
os modelos de Lotka-Volterra, cuxo comportamento periédico se mostrou na
Fig. 2.9.

Os ciclos limite son un tipo de oscilacidns auto-sostidas, caracterizadas por
curvas fechadas no espazo de estados. Todas as traxectorias proximas a un ci-
clo limite son solucions periddicas que, a medida que ¢ — oo, poden achegarse
a el (ciclo limite estibel) ou afastarse (inestabel). Os ritmos circadianos ou os
procesos de diferenciacién celular en mamiferos presentan ciclos limite.

Os modelos dindmicos con comportamento oscilatorio son notabelmente
dificiles de calibrar. Un motivo é a posibilidade de confusién de frecuencias:
para poder reconstruir un sinal, o teorema de Shannon di que € necesario to-
mar medidas cunha frecuencia como minimo igual ao duplo da frecuencia de
oscilacién. Como os biosistemas frecuentemente presentan limitacions impor-
tantes para a toma de medidas, é posibel que isto non se cumpra. Ademais, o
problema de optimizacién asociado 4 estimacion de parametros dun sistema
oscilatorio soe ser numericamente complicado e é facil obter como solucién
un minimo local, en lugar do éptimo global.

Oscilacions glicoliticas: exemplo de ciclo limite e bifurcaciéon de Hopf.
(Sacado de [15], pp. 119-121 e 127.) Na seccion 2.3.1 falouse da glicdlise,
unha rede de reacciéns metabdlicas coas que os organismos obtefien enerxia.
Neste proceso téfiense observado oscilaciéns, tanto amortecidas como sosti-
das. Un mecanismo involucrado neste proceso € o seguinte: un substrato S
transférmase nun produto P, o cal acttia como un enzima, catalizando a con-
versién de S a P. Este mecanismo chamase autocatéalise e pode modelarse con
cinética Hill como:

a(P/K)? Peg a(P/K)?

S =~ ST (P/K)?’ 1+ (P/K)?

— ko P. (5.17)
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_ oP/K)? aP? :
Se K >> P, o termo F(P) = (PR < ez € o sistema correspondente
admite un ciclo limite estdbel para valores apropiados dos parametros, como

se mostra na seguinte figura para vo = 1,a/K? = 1, ks = 1.00001:

2.2

Vexamos se este sistema presenta unha bifurcacién de Hopf. Para iso, calcula-
mos os seus autovalores coa férmula 5.12, obtendo:

Tr(J) = ko — kl(vo/kfg)Q,Det(J) =k - U(Q)/kig

onde usamos k; = a/K?2. Os autovalores son imaxinarios se Tr(J) = 0, é
dicir, se k; = k3 /v. Por tanto, cando k; se aproxima a este valor, o sistema
pasa por unha bifurcacién de Hopf. Cando k; ~ k3 /v aparece unha oscilacion
sinusoidal, cuxa frecuencia é w = /4Det(J) = 2vg+\/k1/k2.

5.5. Robustez

Para sobrevivir, os organismos deben ser capaces de tolerar cambios exter-
nos (producidos no seu entorno) e internos (imperfecciéns ou variabilidade
nos seus compoilentes). O termo robustez alude & capacidade dun biosistema
de seguir funcionando en condiciéns variabeis, sen alterar substancialmente o
seu comportamento. Isto implica:
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1. Preservar a estabilidade.
2. Que o comportamento dindmico sexa o mesmo cualitativamente.

3. Que o comportamento dindmico se desvie pouco do nominal en termos
cuantitativos: que o transitorio sexa parecido, que se chegue a un estado
estacionario similar...

Pero, ademais de exhibir este comportamento robusto, os biosistemas de-
ben ser capaces de detectar e responder adecuadamente a estimulos externos
(é dicir, deben ser sensibeis a certos sinais). Por tanto, existe un balance en-
tre sensibilidade e robustez; un biosistema debe ser sensibel a certas entradas
e robusto fronte a outras. Pensemos na analoxia cun filtro paso baixo: estd
desefiado para eliminar altas frecuencias, que se consideran ruido, e deixar
pasar sinais de baixa frecuencia, que se consideran relevantes. A analoxia con
sistemas eléctricos € interesante porque, ao igual que neles, reducir o ruido a
certas frecuencias pode implicar aumentalo para outras frecuencias: a sensi-
bilidade e robustez perfectas non existen. A evolucién selecciona organismos
capaces de adaptarse a perturbacions frecuentes, ainda que non respondan
tan ben a perturbaciéns extremas que tefien lugar esporadicamente.

Tipos de robustez bioldxica. A robustez implica insensibilidade fronte a
cambios. Dependendo da natureza do que cambie, podemos distinguir entre
diferentes tipos de robustez:

= Homeostase: capacidade de manter aproximadamente constante unha
cantidade de interese en presenza de perturbacions externas.

» Canalizacion: capacidade de alcanzar o mesmo estado final, indepen-
dentemente das condicidns iniciais.

» [nsensibilidade paramétrica: capacidade de manter o0 mesmo comporta-
mento cualitativo para pequenas variacions dos pardmetros internos.

= Tolerancia a fallos: capacidade de seguir funcionando se un ou varios
compofientes fallan.



5.5. Robustez 129

Mecanismos para conseguir robustez. Existen varios tipos de mecanismos
que tenden a facer robusto o comportamento dos biosistemas a todos os niveis,
desde células a organismos. Nas seguintes subseccidéns veremos os principais.

5.5.1. Redundancia

Se un sistema postie elementos duplicados, pode seguir funcionando se un
deles falla. Este mecanismo é moi comun nas redes celulares. Por exemplo,
mediante a existencia de dous ou mais xenes que codifican a produciéon do
mesmo enzima. OQutro exemplo son as rutas metabdlicas ou de sinalizacién
redundantes. Por exemplo, moitas células prefiren producir enerxia en forma
de ATP mediante fermentacién da glicosa. Este proceso (glicdlise) é rapido
e eficiente. Porén, en ausencia de glicosa esta ruta metabdlica non funciona,
polo que moitas células pasan a usar outra ruta, o ciclo TCA, que produce
enerxia mediante respiracidn, o que resulta menos eficiente.

5.5.2. Insensibilidade paramétrica.

Neste apartado vese como varian a saida e os estados dun sistema en fun-
cién de 6. Para isto poderiamos tentar resolver as EDOs dun modelo analitica-
mente, obtendo asi z. para despois obter y = h(z., 6y, ug). Porén, con cardcter
xeral isto non € posibel, excepto para casos particulares. Por iso, obteremos no
seu lugar a resposta linearizada, isto é,

_dze

520 = g

_ dye
- de

Sy (5.18)

Y 9y
6o o
que son os cambios infinitesimais no estado e a saida no equilibrio debidos a
un cambio no vector de parametros.

Sexa y. (6o, up) a saida dun modelo correspondente a un punto de equili-
brio estabel, z., para uns vectores de parametros fy e ug. Por ser un punto
de equilibrio, f(ze,00,u9) = 0. Supofiamos que u = 0 e escribamos, para
simplificar a notacién, f(x,#) en lugar de f(z,0,u).

Asi, calculamos a matriz de sensibilidade dos estados como:

df  dfdr. Of Cdwe  (Of\ ' Of
@ oz do T 0= ap <ax) 9

(5.19)

(:Be,eo)
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Do mesmo xeito, podemos obter a sensibilidade fronte a cambios na entrada

como: »
(e - - (af> o1 (5.20)
du (uo,00) Oz u (2e,00,u0)
Analogamente, obtemos a matriz de sensibilidade das saidas como:
_dye Ohdz, Oh  (0h (9f\'Of oh
%0 =40 ~or do T 90~ \ o <8m) 9690 ) | O

Estas expresions poden ser avaliadas numericamente, cuantificando asi o efec-
to de pequenos cambios dos pardmetros no estado e na saida no equilibrio.

As versidns normalizadas das matrices de sensibilidades dividen os para-
metros polos seus valores nominais, e reescalan as saidas e os estados polos
seus valores de equilibrio:

Sy = (diag{z.}) 'S, ¢ diag{6}, (5.22)
Syo = (diag{yc}) 'S, diag{6}. (5.23)

Implicacions para a calibracion. Se a saida do modelo é pouco sensibel a
un parametro, o parametro sera pouco identificibel na prdactica. Poderiamos
pensar que isto ten pouca importancia, xa que as prediciéons do modelo non
se ven moi afectadas polo valor do pardmetro. Porén, hai que ter coidado,
xa que as sensibilidades definidas anteriormente son locais, é dicir, validas
no entorno dun punto de equilibrio determinado. Un modelo pode ser pouco
sensibel a un pardmetro nun punto determinado do espazo de estados, e moi
sensibel noutro punto. Se calibramos o modelo con datos obtidos no entorno
do primeiro punto, e despois simulamos o modelo no entorno do segundo
punto, poderemos cometer erros importantes.

Metabolic control analysis (MCA). O MCA é un formalismo particular pa-
ra estudar a resposta dunha rede metabdlica en estado estacionario fronte
a perturbaciéns nos valores de pardmetros ou concentraciéns. Emprega pa-
ra tal fin matrices similares as presentadas nesta seccién, e define unha serie
de coeficientes (de elasticidade, de control de fluxo, de resposta). Para mais
informacién pddese consultar a Seccion 2.3.2 de [33].
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5.5.3. Realimentacion

A realimentacién negativa (feedback) é unha forma moi potente de man-
ter unha cantidade - tipicamente, a saida dun sistema — en torno a un valor
desexado (consigna) fronte a perturbacions. A idea bésica é aplicar ao sistema
unha entrada que sexa funcién do erro (diferenza entre a saida e a consigna).
A figura 5.4 (baseada na 1.2) representa esta configuracién.

PERTURBACIONS

CONSIGNA _ ENTRADA ESTADOS SAIDAS

DINAMICA DO
SISTEMA

MODELO DE
OBSERVACION

Figura 5.4: Realimentacion negativa. O controlador aplica unha lei de control,
como p.ex. a da ecuacion (5.24), que calcula a entrada u(t) ao sistema en
funcién do erro e(t), definido como a diferenza entre a consigna ou sinal de
referencia y,.¢(t) e a saida real y(t).

Na stia forma mais sinxela, a entrada pode ser unha funcién proporcional,
isto é,

u=K-e= Kt — V) (5.24)

onde e € 0 erro, e y.ef € a consigna ou saida de referencia. Tamén se poden em-
pregar entradas que sexan funcions da derivada do erro (control derivativo)
ou da sua integral (control integral). O control integral, en particular, ten a ca-
pacidade de eliminar o erro en estado estacionario en certo tipo de sistemas.
A combinacion dos tres tipos dd lugar a un controlador PID (proporcional-
integral-derivativo), amplamente usado na industria. Moitos biosistemas po-
sien mecanismos de realimentacién negativa, tanto a nivel celular como fisio-
16xico.
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5.5.4. Prealimentacion

A prealimentacion (feedforward) é un mecanismo moi frecuente en re-
des de transcricién e sinalizacion. Nelas, a entrada « acttia acttia na saida y
de duas formas: unha directa e outra indirecta (a través dun estado interme-
dio, o que introduce un retardo). Se ambas interaccions tefien 0 mesmo signo
(p.ex., se ambas tefien un efecto positivo na varidbel final) dise que o lazo é
coherente. Se tefien signo diferente, dise que é un lazo incoherente. Por exem-
plo, se a interaccién directa é positiva — aumenta o nivel da variabel final —
e a indirecta é negativa — tende a diminuir o nivel da variadbel final, a través
dun estado intermedio, o que introduce un retardo — temos un lazo de feed-
forward incoherente, como o representado na Fig. 5.5. Esta combinacion de
efectos positivos e negativos pode dar lugar, baixo condicidons apropiadas, a
unha adaptacion.

.

1
)Cl 1 X2

Figura 5.5: Lazo de prealimentacion incoherente ou incoherent feedforward
loop. A varidbel u ten dous efectos contraditorios en z,: por unha banda, po-
sitivo (rama inferior, directa) e por outra, negativo (rama superior, indirecta
mediante x1).

De feito, algtins lazos de feedforward incoherentes son capaces de propor-
cionar unha propiedade de invarianza chamada fold-change detection, que
é como segue: Supofiamos un sistema que se encontra en equilibrio cunha en-
trada u = a. Ao modificar a entrada a v = a + b, o sistema responde cunha
saida y; (t). Supofiamos que ao mesmo sistema se lle aplica unha entrada p - a,
e se lle deixa tempo para adaptarse a ela. Unha vez en equilibrio, aplicaselle
unha entrada p - (a + b), o que ocasiona unha saida y»(¢). Se a nova saida é
igual 4 antiga, é dicir y; (t) = y2(t), o sistema ten a propiedade de “fold-change
detection”. Noutras palabras, os sistemas que presentan este comportamento
responden da mesma forma — despois dun periodo de adaptacién — ante en-
tradas cambiadas polo mesmo factor multiplicativo.
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Outra propiedade similar é a chamada compensacién dindmica (dyna-
mical compensation, DC) [49]. A DC consiste caracterizase porque, fronte a
cambios no valor dun parametro 6, a saida do sistema é exactamente igual
despois dun periodo de adaptacién. (Nétese que, de non ser pola existencia
dun periodo de adaptacidn, esta propiedade consistiria simplemente nunha
sensibilidade de saida nula respecto a dito parametro.)

En canto aos lazos de feedforward coherentes, poden actuar como filtros,
contribuindo desta forma a asegurar un comportamento robusto nun entor-
no ruidoso [11]. Por este motivo, este tipo de lazos abundan nas redes de
sinalizacion. Outro mecanismo capaz de atenuar o ruido € a realimentacién
negativa.

Exemplo de “compensacion dindmica”. Un dos modelos que temos visto
neste curso, o SIG (véxanse as Figs. 2.6 e 4.4), foi presentado orixinalmente
en [29] para ilustrar o fendmeno da compensacién dindmica. Esta propiedade
estd relacionada coa falta de identificabilidade estrutural [53], e de feito, na
Fig. 4.4 do presente texto usouse para ilustrar a falta de identificabilidade es-
trutural. Na Fig. 5.6 este modelo tsase como exemplo de compensacién dina-
mica. O diagrama da esquerda mostra o esquema de interconexiéns das varia-
beis de estado do modelo (en circulos azuis) e dos seus pardmetros. Obsérvase
que a entrada u ten un efecto inmediato de incrementar a concentracion de
glucosa (frecha directa v — &), pero tamén outro efecto, indirecto, median-
te o que reduce dita concentracién (camifio formado polas frechas vermellas,
sendo a ultima inhibitoria). Asi, este modelo conta cun tipo de prealimenta-
cién, que posibilita a adaptacion descrita na figura.

5.6. Reducion de modelos

O obxectivo da reducion de modelos é obter un novo modelo que mantefia
as propiedades esenciais e o comportamento dindmico do modelo orixinal —
ou polo menos, de certas varidbeis de interese — pero con menos ecuacions
e/ou parametros. Existen varios métodos de reducion de modelos.

Un tipo de técnicas baséanse na separacion de escalas temporais, e podense
aplicar se un modelo conta con procesos que tefien lugar a escalas temporais
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®) 0 ©
e pre-adaptacion, con s,
7 9{|= — post-adaptacien, cons2 | |
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|

/
e s

0 500 1000 o 5 10 0 500 1000
tempo (minutos) tempo (minutos) . 10% tempo (minutos)

Figura 5.6: Compensacion dindmica. As graficas (A-B-C) ilustran a propie-
dade da compensacion dindmica co modelo SIG, mostrado & esquerda. (A)
Dindmica de glicosa anterior 4 adaptacion, en resposta a inxestions periddi-
cas. (B) En t = 100000, o valor de s; cambia (s; — s;/2), provocando unha
lenta adaptacion do valor basal de glicosa. (C) Compensacion dindmica: des-
pois da adaptacion ao novo valor do parametro, o comportamento fronte as
inxestions de glicosa é idéntico ao previo & adaptacion.

moi diferentes. Se estamos interesados na dindmica madis lenta, os procesos
de dinamica rapida poden ser aproximados polas stias solucions de equilibrio.
Se estamos interesados na dinamica mais rapida, os estados de dindmica mui-
to mais lenta poden considerarse constantes e iguais & sua condicion inicial
durante o periodo de tempo de interese.

Outro tipo de simplificacién é a omisién de elementos que tefien pouca
influencia nas prediciéns do modelo, como parametros con baixa sensibilidade
ou especies cuxa concentracion é moi baixa e non afecta apreciabelmente as
reaccions de interese.

A linearizacion, que temos visto para analizar a estabilidade, é tamén en si
mesma un método de reduciéon de modelos, xa que un modelo linear é menos
complexo que un nonlinear.

Exemplo: reducién do modelo SIG. Obsérvese na Fig. 5.7 a diferenza de
valores dos tres estados do modelo (lifias de trazo negro continuo) nos ei-
X0s verticais: mentres que a glicosa e a insulina varian substancialmente en
cuestiéon de poucas horas, a masa das células (3 varia apenas un 0.3 % no mes-
mo tempo (de 322 a 323). Por tanto, unha posibel simplificaciéon do modelo
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seria considerala constante, o que reduciria os estados do modelo de 3 a 2.
As simulaciéns correspondentes do modelo asi reducido méstranse en trazos
vermellos discontinuos, sendo para G(t¢) e I(t) indistinguibeis na prdctica das
traxectorias do modelo orixinal. Por tanto, se estamos interesados nas predi-
cidéns sobre G(t) e I(t), podemos usar esta simplificacion.

Glicosa (G) Insulina (I) Masa de células g
10 18 323.2

322.8

14 322.6

322.4

322.2

5 10 322
200 400 600 800 1000 1200 200 400 600 800 1000 1200 200 400 600 800 1000 1200
tempo (minutos) tempo (minutos) tempo (minutos)

Figura 5.7: Modelo SIG. Traxectorias das varidbeis de estado do modelo ori-
xinal (trazo negro continuo) e do modelo reducido mediante a consideracion
da masa das células 8 como constante (trazo vermello discontinuo).
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Cuestions e problemas do Tema 5

C5.1. O seguinte modelo representa un posibel mecanismo para implemen-
tar o lazo de prealimentacion incoherente da Fig. 5.5. A varidbel intermedia,
x1, promove a degradacién da varidbel final, xs.

1 = au — yxy, (5.25)
M == .fg = ﬁu - 5$1$2, (5.26)
Y = xo. (5.27)

Pidese:

= Calcular o Jacobiano do sistema en torno a un punto de equilibrio para
unha entrada constante u # 0.

= Dicir se o punto de equilibrio é estabel.
C5.2. O seguinte modelo representa outra forma de implementar un lazo de
prealimentacion incoherente. Pidese:

= Calcular o Jacobiano do sistema en torno a un punto de equilibrio para
unha entrada constante u # 0.

= Dicir se o punto de equilibrio é estdbel.

i = au — yxy, (5.28)

M= ig=B2L — 6uo, (5.29)
x1

Y = T1; (5.30)

C5.3. Definicions de estabilidade asintética e estabilidade no sentido de Lya-
punov.

C5.4. Como podemos determinar a estabilidade asintética dun modelo de
EDOs nonlineares?

C5.5. Sensibilidade: concepto e férmulas das matrices de sensibilidade dos
estados e das saidas.
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C5.6. Tipos de bifurcacidns.
C5.7. Prealimentacion: en que consiste, e que dous tipos hai?

C5.8. De que formas se pode reducir a dimension dun modelo?
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Modelado e Simulacion
de Sistemas Biomédicos

O uso do modelado matemadtico en bio-
loxia e medicina conta cunha longa tradi-
cion, cuxas orixes podemos rastrear como
minimo até a Idade Media. No século XX
a utilizacion de métodos procedentes da
enxenaria tornouse practica comun en
biomedicina. Polas stias caracteristicas
especificas, os procesos biomédicos pre-
sentan retos diferentes aos encontrados
nas enxenarias “clasicas”, o que motivou
o desenvolvemento de novas técnicas e a
adaptacion das existentes. Creouse asi un
fluxo bidireccional de ideas, que fertilizou
ambas disciplinas cientificas e preparou
0 camino para a aparicion da moderna
bioloxia de sistemas no século XXI. Na
actualidade, o modelado e simulacion de
sistemas dindmicos ¢ unha ferramenta fun-
damental na enxenaria biomédica.

Este manual foi concibido orixinalmen-
te como material docente para a materia
“Modelado e Simulacion de Sistemas Bio-

Servizo de Publicaciéns

médicos”, impartida no primeiro curso do
Mestrado en Enxenaria Biomédica da Uni-
versidade de Vigo. Nel compéndianse os
conecementos necesarios para construir,
analizar e aplicar modelos dindmicos de
biosistemas, facendo énfase nos mais rele-
vantes para a enxenaria biomédica.

O libro estrutirase en cinco capitulos,
cada un dos cales inclie multiples exem-
plos e cuestions. Comeza cunha introdu-
cion e unha panoramica dos distintos tipos
de modelos, centrandose nos baseados en
ecuacions diferenciais ordinarias. A seguir,
o segundo capitulo describe como mode-
lar biosistemas de distintos tipos, desde
redes de reaccions bioquimicas a nivel in-
tracelular até sistemas de interaccions en-
tre organismos. O terceiro capitulo mostra
como simular ditos modelos, e o cuarto
describe un protocolo para calibralos. Fi-
nalmente, o derradeiro capitulo ensina a
analizar aspectos clave da sua dinamica.
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