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Introduccion

La teoria de juegos modeliza situaciones conflictivas en las que existen varios agentes, comunmen-
te llamados jugadores, que buscan diferentes objetivos, habitualmente independientes unos de otros,
y con la propiedad de que las decisiones o preferencias de cada jugador afectan a lo que consiguen
todos los demads. En este sentido, la teoria de juegos puede dividirse en dos bloques: los juegos
estratégicos, también llamados juegos no cooperativos, y los juegos coalicionales, también llamados
juegos cooperativos.

En contraposicion a los juegos estratégicos, en los que todas las posibles acciones (asi como su
temporalizacién) estén especificadas, en los juegos coalicionales este conjunto de acciones no se indica
explicitamente, sino que solo se consideran los resultados posibles de una hipotética cooperacion.
De esta forma, en un modelo coalicional, se debe especificar cudles son los beneficios de cooperacién
ya no solo de todos los jugadores, sino también de cada posible coalicién de ellos (de ahi el nombre
de juegos coalicionales).

Dada esta premisa, es relevante tener en cuenta la capacidad que tienen los jugadores de compen-
sarse mutuamente con el objetivo de alcanzar acuerdos de cooperacién. Aun cuando la cooperacién
es posible, puede ocurrir que la utilidad pueda repartirse de cualquier modo entre los jugadores o
bien que existan ciertas restricciones que no permitan cualquier reparto. Es por ello que la teoria
de juegos coalicionales esta dividida en dos partes (al igual que estd configurada esta monografia):
juegos coalicionales con utilidad transferible (juegos TU) y juegos coalicionales con utilidad no nece-
sariamente transferible (juegos NTU). Cabe reseniar que el modelo NTU recoge como caso particular
al modelo TU tal y como se estudiara en la Parte II. La razon de tal divisién es meramente didactica.
La comprensién de los principales conceptos en la parte TU (Parte I) facilita el aprendizaje de los
correspondientes en la parte NTU (Parte II).

Un primer objetivo de esta monografia es presentar los juegos coalicionales desde una perspectiva
formativa e instructiva, pero sin renunciar al formalismo matematico. Por ello, hemos demostrado
muchos de los resultados presentados, mientras que para aquellos enunciados sin demostracién
hemos intentado dar indicaciones suficientes como para que el lector interesado pueda encontrar
la demostracién en la bibliografia. Un segundo objetivo es el de lograr que el lector adquiera las
habilidades necesarias para aplicar la teoria de juegos coalicionales. Este proceso es, sin duda, mas
complejo. Dado un problema de decisiéon concreto, es determinante estudiar en detalle todos los
elementos que intervienen en el problema y seleccionar aquellos que son relevantes antes de elaborar
el modelo de juego coalicional, dado que la eleccién de estos condicionard todo el anélisis posterior.

Dos de las palabras clave que apareceran repetidamente son las de cooperacion y coalicion.
La primera decisién a tomar ante un problema es decidir si puede modelizarse mediante un juego
coalicional o mediante un juego no cooperativo. En el primer caso, muchas de las ideas expuestas
aqui pueden ser utiles. En el segundo caso, el juego no cooperativo puede tener determinados
elementos que permitan aplicar la teoria de juegos coalicionales. Asi, en determinadas ocasiones a
partir de un juego estratégico o no cooperativo, se puede definir un juego coalicional. Generalmente,
en el proceso de pasar al juego coalicional se pierde informacién (no se tiene en cuenta) del juego
no cooperativo. Una situacion de este tipo se estudia con mayor detalle en las secciones dedicadas



2 Introduccion

a los mercados de intercambio y los juegos asociados TU y NTU.

También existen relaciones en sentido inverso entre juegos no cooperativos y coalicionales en lo
que se conoce como programa de Nash. Dada una solucién coalicional se trata de describir un proceso
no cooperativo que conduzca a la soluciéon cooperativa, en el sentido de que ésta se corresponda
con los pagos asociados a algun tipo de equilibrio, como por ejemplo el equilibrio de Nash (Nash
(1950)). Esta parte no sera estudiada en esta monografia dado que implicarfa introducir también
los juegos no cooperativos.

Estudiaremos distintas soluciones que han aparecido a lo largo de los afios desde la aparicién de
la teorfa de juegos (von Neumann y Morgenstern| (1944)). Una pregunta que suele plantearse uno
cuando termina un curso de juegos coalicionales es la siguiente: ante un juego dado que proviene
de un problema concreto, jqué solucion es la mejor para resolverlo? Contestar a esta pregunta de
manera Unica es casi imposible en la mayor parte de las situaciones. En general, podemos aconsejar
estudiar el problema original, que dio origen al modelo, y luego examinar las propiedades de cada
solucién para comprobar cudl de ellas es mas apropiada al problema concreto.

Tampoco podemos dejar al margen el problema computacional de calculo inherente a la mayor
parte de los conceptos de solucién. La mayor parte de los ejemplos presentados en esta monografia
son de menos de cinco jugadores, aunque las definiciones siempre se refieren al caso més general
de n jugadores. En general, para méas jugadores tenemos que utilizar programas de cédlculo, aunque
tampoco son capaces de resolver cualquier juego. Con el paso de los afios los problemas computacio-
nales irdn disminuyendo y es de esperar que algunas soluciones de dificil calculo sean abordadas por
algoritmos eficientes y por maquinas mejoradas, pero siempre tendremos el problema del input ex-
ponencial en la complejidad computacional. Por otro lado, existen clases de juegos que disponen de
féormulas explicitas (algunas polinémicas) para el cdlculo de alguna solucién concreta. Esto implica
que el calculo de algunas de las soluciones aqui presentadas sea posible aun cuando el nimero de
jugadores sea grande. Ademads, el andlisis inteligente del juego en cuestién hard que, en determinados
casos, se puedan identificar tipos de jugadores como titeres, nulos o simétricos que simplifiquen los
calculos considerablemente.

La caracterizacién axiomatica de las soluciones tiene especial trascendencia en teoria de juegos,
y también en esta monografia. La tinica manera de poder discernir entre las distintas soluciones que
existen en la literatura de juegos coalicionales es mediante el estudio de las propiedades matemati-
cas que, adecuadamente interpretadas, permiten poder elegir entre uno u otro concepto de solucién.
Con el estudio axiomético de las distintas soluciones va a ser posible entender por qué una solucién
beneficia o perjudica a cierto grupo de jugadores (por ejemplo, cuando comparamos empresas pe-
quenas con empresas grandes). El trabajo de la teoria de juegos consiste en mostrar las distintas
posibilidades existentes siempre respaldadas con criterios racionales, que son los que sustentan las
soluciones.

A lo largo de la monografia veremos cémo los juegos se agrupan en clases (TU, NTU, mondétonos,
superaditivos, convexos,...) y que hay una serie de resultados (proposiciones y teoremas) relacionan-
do las distintas soluciones en base a esta forma de agrupar. Esta clasificacion facilita el estudio de
distintos tipos de juegos y permite (en muchos casos) simplificar demostraciones.

Se puede completar lo aqui expuesto con distintos libros de teoria de juegos, entre los que
destacamos, por recoger extensivamente lo que aqui exponemos, Aumann y Hart| (1992} (1994, 2002).
De interés son también [Maschler y otros| (2013)), recientemente publicado, y |Gonzalez-Diaz y otros
(2010).

Para finalizar, queremos anadir que esta monografia es consecuencia de la colaboracién de los
autores tras varios afios compartiendo la asignatura de Juegos Cooperativos en cursos de doctorado
y de méster en la Universidade de Vigo.

La estructura de la monografia es la siguiente: la Parte I estd dedicada a juegos TU y la Parte II
a juegos NTU. En la primera parte se presenta el modelo TU (Capitulo 1), los conceptos de solucién



tipo conjunto (Capitulo 2), los conceptos de solucién puntuales (Capitulo 3) y algunas aplicaciones
concretas (Capitulo 4). En la segunda parte se introduce el modelo NTU (Capitulo 5), una revisién
de la teoria de la utilidad (Capitulo 6), las soluciones a los problemas de negociacién (Capitulo
7), v las soluciones a los juegos NTU generales (Capitulo 8). Para cada uno de los capitulos se
ha propuesto una pequena coleccién de ejercicios para que el lector trabaje los conceptos bésicos
introducidos en cada uno de ellos. La notaciéon bésica se presenta después del indice general y
anadimos un pequeno apéndice al final con algunas definiciones y teoremas necesarios que no son
propios de la teoria de juegos y que se enuncian sin demostracién.

Los autores agradecen los comentarios recibidos de dos revisores anénimos que contribuyeron
a mejorar la primera versién de esta monografia. Ademas hacen constar la financiacién recibida a
través de los proyectos del Ministerio de Ciencia e Innovacion EC0O2011-23460, MTM2011-27731-
C03-03, y de la Xunta de Galicia, 10PXIB362299PR.

En la pagina web http://webs.uvigo.es/vidalpuga/jc.html se irdn anadiendo las erratas y otras
consideraciones que puedan surgir tras el envio a imprenta de esta monografia. Cualquier comentario
al respecto por parte de los lectores sera bienvenido.






Notacion

>zt <

N|

,_
8
—

BiNn N =

Para todo.

Existe.

No existe.

Conjunto de los nimeros naturales. Habitualmente
identificado con el universo de jugadores.
Conjunto finito de jugadores. Habitualmente N =
{1,...,n}.

Cardinal del conjunto finito N.

Parte entera de x € R.

Conjunto de los niimeros reales.

Subconjunto.

Subconjunto propio.

Semirrecta real no negativa, Ry = {z € R: 2 > 0}.
Semirrecta real positiva, Ry = {z € R: z > 0}.
Vectores de RNV indexados por el conjunto N:
RN = {(xi)ie]v cx; €R,i € N}

Vector cuyas coordenadas valen 1 en los elementos
de A y 0 en otro caso.

Conjunto de partes del conjunto N (subconjuntos
de N).

Conjunto de aplicaciones de A en [0, 1].

Conjunto vacio.

Elementos de S que no pertenecen a 7.

Envoltura convexa del conjunto S.

Ordenaciones de los elementos del conjunto S:
% = {r:S = {1,...,|S|} : m biyectiva}.
Predecesores de i € N en 7 € IT'V: Pre™(i) = {j €
N :m(5) <7(i)}.

Juego TU con funcién caracteristica v.

Juego de costes con funcién de costes c.
Cobertura superaditiva del juego (N,v).

Conjunto de todas las particiones del conjunto S.
Reparto de contribuciones marginales de = € IIV.
Conjunto juegos TU con jugadores en N.
Conjunto de juegos NTU con jugadores en N.
Conjunto de juegos TU con estructura coalicional
P.

Conjunto de juegos TU con comunicacién restrin-
gida por C.
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I*(N,v)
I(N,v)
I"(N, ¢)

C(N,v)
C"(N,c)
C(N, v)
LC(N,v)
DC(N,v)
CC(N,v)
W(N,v)
Sh(N,v)
(N, v, P)
g(N)
M(N,v, A)
7(N,v)
n(Nv)
PreNu(N,v)
Nu(N,v)
S(N,v)
B(N,v)
B(N,v)
(N, V)
(D, d)

Nash(D,d)
KS(D,d)
Eqg(D,d)
RD(D,d)
RC(D,d)
SC(N,V)
WC (N,V)
PN, V)
NN, V)

o(N,V)

Conjunto de preimputaciones del juego (N, v).
Conjunto de imputaciones del juego (N, v).
Conjunto de imputaciones del juego de costes
(N, c).

Core del juego (N,v).

Core del juego de costes (IV,c).

e-core del juego (N,v).

Least core del juego (N, v).

D-core del juego (N, v).

Core-cover del juego (IV,v).

Conjunto de Weber del juego (N, v).

Valor de Shapley del juego (N, v).

Valor coalicional del juego (N,v, P) € GY.
Conjunto de grafos no orientados en N.

Valor de Myerson del juego (NV,v, A).

T-valor del juego (N, v).

Core-center del juego (N, v).

Prenucleolus del juego (N, v).

Nucleolus del juego (N, v).

Indice de poder de Shapley-Shubik del juego simple
(N,v).

Indice de poder de Banzhaf del juego simple (V,v).
Indice de poder de Banzhaf absoluto del juego sim-
ple (N,v).

Juego NTU con funcién caracteristica V.
Problema de negociacién con punto de desacuerdo
d.

Solucion de Nash del problema de negociacion
(D,d).

Solucién de Kalai-Smorodinsky del problema de ne-
gociacién (D, d).

Solucién igualitaria del problema de negociacion
(D, d).

Solucién de Raiffa discreta del problema de nego-
ciacién (D, d).

Solucion de Raiffa continua del problema de nego-
ciacién (D, d).

Strong core del juego NTU (N, V).

Weak core del juego NTU (N, V).

Solucién de Harsanyi del juego NTU (N, V).
Valor de Shapley A-transferible del juego NTU
(N, V).

Valor consistente de Maschler-Owen del juego NTU
(N, V).



Dados z,y € RS,

r € R (74);eg con x; € R,

zp € RT (%4);ep si T C S con la convencién de que zy = 0.
z(S)eER  z(S) =, cgwisiz e RS

x+y €RY  Vector suma de coordenadas (z; + y;) ics-
x—y€RY Vector resta de coordenadas (z; — i);cg-
ry € RS Producto vectorial (z;1;);cg-

x-yeR Producto escalar ), ¢ x;y;.

0g € RY Vector con todas sus coordenadas 0.

lg € R® Vector con todas sus coordenadas 1.

% € Rfur Vector de coordenadas (%@_)ies siz € Rf_Jr.
7€ RS Vector de coordenadas (% s siy e RY,.
az € RY Vector de coordenadas (ax;);cg, @ € R.
<y x; < y; para todo i € S.

r<y r<yyzr#y.

Ty x; < y; para todo i € S.

> Relacién de preferencias (>=;)ies.

- Relacién de preferencia estricta (>;);cs-

~ Relacién de indiferencia (>;);es.

Dados dos conjuntos A, B C R® y 2 € R,

0A Frontera de A.

A+B ={a+b:acAbec B} CR".
A-B ={a—b:acAbec B} CR.
zA ={za:a € A} C R

x A ={x-a:a€ A} CR.

Por simplicidad, y cuando no haya posibilidad de confusién, escribiremos los subconjuntos (coa-
liciones) de un tnico jugador sin llaves, por ejemplo, i en lugar de {i}. En ocasiones también lo
haremos con las de dos jugadores, por ejemplo, 7, j en lugar de {3, j}.

En las propiedades que asi lo precisen, cuando comparamos una solucién en juegos con distinto
nimero de jugadores, definimos el posible universo de jugadores como el conjunto de niimeros
naturales N, el conjunto de juegos TU como G = UNCN:|N\<oo G y el conjunto de juegos NTU
como § = UNCN:\N|<00 gN

En el Capitulo de la teorfa de la utilidad utilizamos la notacién [ta, (1 — t)b] siendo t € [0, 1]
y a,b € A para indicar la loteria en la que con probabilidad t ocurre a y con probabilidad (1 — ¢)
ocurre b. No debe confundirse con un intervalo cerrado.






Parte 1

Juegos coalicionales con utilidad
transferible






Capitulo 1

El modelo TU

El modelo con utilidad transferible, o modelo TUEL se utiliza para modelizar situaciones en las
que la cooperacién beneficia a los agentes (en términos de ganancias o en términos de costes). La
distintas soluciones planteadas para el modelo proponen repartos de los beneficios obtenidos tras la
cooperacion. Los siguientes ejemplos son una pequena muestra de distintas situaciones de aplicacién:

= Construccién de una autopista en la que distintos agentes estdan involucrados.

= Comunidades de vecinos que deben sufragar gastos derivados de ascensores, cableados de
electricidad, gas, antenas, etc.

» Cooperacién entre paises (Unién Europea, ONU, etc.) o entre partidos politicos para formar
gobiernos (gobiernos en coalicién).

A las situaciones donde surgen conflictos de intereses se les llama juegos y a los agentes que par-
ticipan en el juego se les denomina jugadores, que pueden ser personas, naciones, partidos politicos,
companias, empresas, etc. En estos modelos se supone que los jugadores pueden llegar a acuer-
dos vinculantes, de forma que se comprometen con ellos. Ademds, los jugadores son capaces de
compensarse mutuamente mediante la transferencia de utilidad, por ejemplo, a través de un bien
perfectamente divisible, que habitualmente se identifica con dinero. Esta capacidad para transfe-
rir utilidad es la que distingue a los modelos TU de los modelos con utilidad no transferible que
estudiaremos en la Parte II.

Analizamos a continuaciéon un ejemplo introductorio que ilustra el problema de reparto de los
beneficios de la cooperacién entre distintos agentes y que da pie a la consiguiente formalizacién de
la teoria y andlisis axiomatico de las distintas soluciones propuestas en la literatura.

Ejemplo 1.1 (Cooperacién entre municipios (Rafels i Pallarola y otros| (1999))) En este
problema el objetivo es la construccion de una depuradora para abastecer a tres municipios, A, B y
C, situados en este orden siguiendo el curso de un rio. Ademds, el municipio B demanda la mitad
de agua que el A y el C. Los costes (en miles de euros) de las distintas coaliciones que se pueden
formar aparecen detallados a continuacion.

Si se construyese la depuradora de manera individual y, dado que B necesita un depdsito mds
pequeno porque demanda menos agua, tendriamos los siguientes costes:

c(A) = 5000
¢(B) = 3000
¢(C) = 5000.

'TU son las siglas del término en inglés Transferable Utility.
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Tras un estudio, también se estima que el coste de abastecer a los tres municipios es de 8000, el
coste de la canalizacion de A a B es de 1000 y la canalizacion de B a C es de 1500.
De esta forma, podemos construir el coste de abastecer a los tres municipios:

c(A, B,C) = 8000 + 1000 + 1500 = 10500.

Obsérvese que c¢(A, B,C) < ¢(A) + ¢(B) + ¢(C).

Supongamos ahora que disponemos de mds informacion: el coste de construir la depuradora para
A y B es de 5500 (para B y C es también de 5500) y de canalizar de A a B es de 500 (de B a
C es de 1500). Ademds, construir la depuradora para abastecer a los municipios A y C' no supone
reduccion de costes. La informacion la podemos resumir de la siguiente forma:

c(A, B) = 6000
c(A,C) = c(A) + ¢(C) = 10000
¢(B, C) = 7000.

Algunas posibles soluciones al repart(ﬂ de costes y algunas objeciones:

= Reparto igualitario

Objecion: El municipio B podria argumentar que: xp = 3500 > ¢(B) = 3000 con lo que no
estd interesado en la cooperacion.

s Proporcional a las demandas de agua

zA=2zc = 2c(A, B,C) = 4200
TR = % (A, B,C) = 2100.

Figémonos en que x4 < c¢(A), xp < ¢(B) yzc < ¢(C). Sin embargo, la coalicion (A, B) podria
no estar de acuerdo con el reparto, dado que:

r4 + xp = 4200 + 2100 = 6300 > 6000 = c¢(A, B).

= Proporcional al uso del bien: Tenemos que tener en cuenta que B demanda la mitad de
agua, que la canalizacion de A a B la usardn los municipios B y C y que la canalizacion de
B a C sdlo afecta al municipio C. Todo ello nos proporciona el siguiente reparto:

x4 = 28000 = 3200, zp = $8000 + 31000 = 1933.33
xc = 28000 + 21000 + 1500 = 5366.67.

Objecion: El municipio C podria argumentar que xc > ¢(C) = 5000 con lo que no tendria
incentivos para cooperar.

= Proporcional a los costes individuales

Los costes individuales de los municipios son ¢(A) = 5000, ¢(B) = 3000 y ¢(C) = 5000, con
lo que el reparto proporcional seria:

5.¢(A, B,C) = 4038.5

TA=TC =13
=2 (ABC)_2423

B

De nuevo, la coalicion (A, B) podria objetar que x4 + xp > c¢(A, B).

2Un reparto es, simplemente, un vector = (x4, zg,zc) en el que cada componente representa la cantidad que
debe pagar cada municipio.
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= Proporcional a los costes marginales

Los costes marginales vienen dados por las siguientes diferencias:

ma = c(A,B,C) — ¢(B,C) = 3500
mp = c(A, B,C) — ¢(A,C) = 500
me = ¢(A, B,C) — ¢(A, B) = 4500.

De esta forma, el coste marginal del municipio A representa el pago adicional que habria
que hacer para proveer de agua al municipio A una vez que ya conocemos que los municipios
restantes (en este caso, B y C), van a construir la depuradora de manera conjunta.

Observamos que la suma de los costes marginales ma+mp+me = 8500 < ¢(A, B, C) = 10500,
con lo que podemos recurrir al siguiente reparto proporcional:

x4 = 220010500 = 4323.5
rp = ﬁmoo = 617.65
= 25510500 = 5558.82.

Ic

Una vez mds, xc > ¢(C) con lo que el municipio C no tendria incentivos para cooperar.

1.1. La forma caracteristica

Asumimos que la utilidad es transferible, es decir, que los jugadores negocian con un bien
perfectamente divisible. En caso de que los jugadores negocien con un bien que no sea perfectamente
divisible, podemos asumir que tienen acceso a otro bien compensatorio (en inglés se habla de side
payments) que si lo sea. Habitualmente, este bien perfectamente divisible se identifica con dinero.

Los elementos clave para definir el modelo TU son los siguientes:

N CONJUNTO FINITO DE JUGADORES
2N CONJUNTO DE TODOS LOS SUBCONJUNTOS DE N.

Los elementos de 2%V se llaman coalicionesEl

Definicién 1.2 Un juego coalicional, o cooperativo, con utilidad transferible (o juego TU) es un
par (N,v), siendo N un conjunto finito y v una funcion

v:2V SR

tal que v(Q) = 0. Los elementos de N se llaman jugadores, los subconjuntos de N coaliciones y v
se denomina funcién caracteristica.
Denotamos por GV a la clase de todos los juegos con conjunto de jugadores N .

Operaciones con juegos coalicionales

En el conjunto GV podemos definir una operacién interna, la suma de juegos, y una operacién
externa, el producto de un juego por un escalar.

Sean vi,v2 € GV, SC Ny XeR:

= Suma de juegos: (v1 + v2)(S) = v1(S) + v2(9).

» Producto de un juego por un escalar: (Avy)(S) = Avy(5).

3En particular, el conjunto vacio () es también una coalicién, aunque no existe un criterio estandar y en muchos
textos se define coalicién como subconjunto no vacio de N.
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La clase de juegos GV con las dos operaciones anteriores tiene estructura de espacio vectorial
de dimensién 2/N! — 1. El juego v(S) = 0 para todo S C N es el juego nulo y es el elemen-
to neutro para la suma. Asi, podemos identificar G112 con R3, G123} con R7, GI1234} con
R, etc. A lo largo de esta monograffa, para facilitar la introduccién del juego, también usare-
mos la notacién vectorial. Asi, en juegos de tres jugadores con N = {1,2,3}, podremos escribir
v = [v(1),v(2),v(3),v(1,2),v(1,3),v(2,3),v(1,2,3)], y con 4 jugadores, la correspondiente exten-
sién “lexicografica” ordenando siempre por tamano de la coalicién.

De forma natural surge el concepto de subjuego de una coalicién como aquel que involucra a la
coalicién y a todas sus subcoaliciones.

Definicién 1.3 Sea (N,v) € GV. Un subjuego de (N,v) es un par (R,vg) tal que R C N y
vr(S) = v(S) para cada S € 2%.

1.1.1. Definiciones basicas

Definicién 1.4 Sea (N,v) € GN. Diremos que (N,v) es
» Superaditivo si v(SUT) > v(S) +v(T) para todo S, T C N, SNT = 0.
» Subaditivo si v(SUT) < wv(S)+v(T) para todo S,T C N, SNT = 0.
» Aditivo si v(SUT) = v(S) +v(T) para todo S, T C N, SNT = 0.

Observacién 1.5 Un juego (N,v) es subaditivo si y solo si el juego (N, —v) es superaditivo.

Si un juego (N, v) es superaditivo, entonces para cada coaliciéon S C N, v(N) > v(S)+v(N\S5).
Aplicando repetidamente la condicién de superaditividad, se obtiene que, para cada S C N, v(S) >

> ies V(D).

Proposicién 1.6 Un juego (N, a) es aditivo si y solo si existe un vector a € RN tal que a(S) =
> ics @i para todo S C N. En particular, a; = a(i) para todo i € N.

Demostracién: Basta con aplicar repetidamente la condicién a(S) = a(S \ i) + a(i) para todo
1€ S ytodo SCN. n

Las anteriores condiciones expresan que en la subclase de los juegos superaditivos, los jugadores
tienen incentivos para formar la gran coalicion. Esta es la razén por la que en muchos libros o
trabajos de investigacion se toma como punto de partida la clase de los juegos superaditivos.

Definicién 1.7 (N,v) es estratégicamente equivalente a (N, w) si existe k > 0 y (N, a) juego aditivo
tal que
w(S) = kv(S) + a(S)

para todo S C N.

Ser estratégicamente equivalente define una relacién de equivalencia en GV, y por tanto, ge-
nera una particién del conjunto de juegos. De algiin modo podriamos decir que si dos juegos son
estratégicamente equivalentes deberian ser tratados del mismo modo. La constante k es el factor
de cambio de escala. Simplemente se cambian las escalas de utilidad para todos los jugadores. La
parte aditiva a(S) = >, g a; supone simplemente agregar los recursos de los jugadores. Si a; > 0 se
puede interpretar como que el jugador i recibe un bono antes de que comience el juego, y si a; < 0,
el jugador ¢ paga un impuesto o tasa.

Definicién 1.8 Sea (N,v) € G. Diremos que (N,v) es
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0-normalizado si v(i) = 0 para todo i € N.

0-1 normalizado si v(i) =0 para todo i € N yv(N) = 1.

0.

0-0 normalizado si v(i) = 0 para todo i € N y v(N)

0-(-1) normalizado si v(i) = 0 para todo i € N y v(N) = —1.

Dado un juego (N, v) se puede obtener su juego O-normalizado (N, w) definiendo w(S) = v(S) —
> icgv(i) para cada S C N.

Proposicién 1.9 (N,v) € GV es estratégicamente equivalente a:
a) Un juego (N,w) 0-1 normalizado si y solo si v(N) > > .. v(i).
b) Un juego (N,w) 0-(-1) normalizado (con w(N) = —1) si y solo si v(N) < >,y v(i).
c) Un juego (N, w) 0-0 normalizado (con w(N) = 0) si y solo si v(N) = .. v(i).
Ademds, esta equivalencia es inica en los casos a) y b).

Demostracién: Sea (N, w) un juego 0-normalizado estratégicamente equivalente a (N, v). Enton-
ces,
v(i)+a;=0,ieN

v(N) —I—Zai

1EN

w(i) =

k
w(N) =k

para algin k > 0y a € RY. Sea n = |N|. Escribimos el sistema lineal de n + 1 ecuaciones con n + 1
incognitas en forma matricial:

v(1) 1 0\ [/ k 0
v(2) 0 1 ol [ a 0
o ' - | (L1)
v(n) 0 1 ap—1 0
vo(N) 1 1 1 an w(N)

El sistema es compatible determinado si v(N) # > .oy v(i) y w(N) # 0, y es compatible
indeterminado si v(N) = > ,cy v(i) y w(IN) = 0 (en este caso el rango de la matriz de coeficientes
y el de la matriz ampliada es n).

En el primer caso la solucién es:

L w()
v(N) = 2 ien v(i)
0= v(i)w(N) ienN

v(N) — ZieN v(i)

y solo necesitamos k > 0 para que (N,v) y (N, w) sean estratégicamente equivalentes. Por tanto:

a) Siw(N) =1, ambos juegos son estratégicamente equivalentes si y solo si v(N) > >y v(i).

b) Siw(N) = —1, ambos juegos son estratégicamente equivalentes si y solo si v(N) < > . v(i).
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En el segundo caso, cualquier eleccién arbitraria de k > 0 es vélida (tomando a; = —kv(i) para
todo ¢ € N). Por tanto:

c) Siw(N) =0, ambos juegos son estratégicamente equivalentes si y solo si v(N) =),y v(i).

Definicién 1.10 Sea (N,v) € GV. Diremos que (N,v) es
= Mondétono si v(S) < v(T) para todo S, T C N tal que S CT.

= (J-mondtono si el juego 0-normalizado w es mondtono o, equivalentemente, si para todo S C T,

v(S) + Z v(i) < o(T).

i€T\S
En juegos monétonos, anadir jugadores a una coalicién no supone disminucién de la utilidad.

Observacién 1.11 Fdacilmente se puede comprobar que:

1. Si (N,v) es mondtono, entonces v(S) > 0 para todo S C N, y v(SUi) —v(S) > 0 para todo
S C N \i.

2. Todo juego superaditivo es 0-mondtono.
Definicién 1.12 Sea (N,v) € GV. Diremos que (N,v) es

» Convezo siv(S)+v(T) <v(SUT)+v(SNT) para todo S,T C N.

Estrictamente convezo si v(S) +v(T) < v(SUT)+v(SNT) para todo S,T C N.

Concavo si (N, —v) es convero.

Estrictamente concavo si (N, —v) es estrictamente convexo.

Observacion 1.13 Facilmente se comprueba que si un juego es convexo entonces es superaditivo,
pero el reciproco no es cierto.

Las condiciones de convexidad pueden reformularse de un modo maés intuitivo, en términos de
las contribuciones marginales de los jugadores a las coaliciones. Con esta caracterizacién, un juego
es convexo si la contribucién de cada jugador a una coalicién no decrece cuantos més jugadores
tenga la coalicién (efecto bola de nieve).

Proposicién 1.14 (N,v) € GV es convezo si y solo si v(SUi) —v(S) > v(T Ui) —v(T) para todo
S, T 2N tal que T C S C N\i.

Demostracién: Supongamos que el juego (N, v) es convexo y, por tanto, v(S)+v(T) < v (SUT)+
v(SNT) para todo S,T C N. Consideremos T'C S C N\i, A=TUiy B = S. Entonces, AUB = SUi
y AN B =T. Aplicando la definicién de convexidad a las coaliciones A y B obtenemos la condicién
v(SUL) —v(S) >v(TUi)—v(T).

Para probar el reciproco, consideremos |S\ T'| > 1 (el caso S C T es trivial). Entonces, S\ T =
{i1,...,ix}, siendo k > 1.
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Si k=1, tomemos Ay = SNT y By =T. Claramente observamos que A; C By C N\ {i1}. Por
hipétesis,
?}(Al U {11}) — U(Al) < T}(Bl U {21}) — ’U(Bl), (1.2)

y dado que v(S) = v(A; U{i1}), v(SNT) = v(A41), v(SUT) = v(ByU{i1}) y v(T) = v(By), se
tiene directamente que
v(S)—v(SNT) <v(SUT)—v(T).

Sik = 2, definimos Ay = A1U{i1} y Bo = B1U{i1}. De forma andloga al caso anterior obtendriamos
que v(S) —v(A2) < v(T) — v(B2) o, equivalentemente, v(S) — v(T) < v(A2) — v(B2). Aplicando
la desigualdad se llega a la relacién buscada. Un proceso iterativo hasta terminar el nimero
finito de jugadores completa la demostracién. [

1.1.2. Ejemplos

Ejemplo 1.15 (El juego del délar) Tres amigos se plantean el problema de repartirse un ddlar.
Pero solo podrdn conseguirlo los grupos de dos o los tres conjuntamente, en ningun caso indivi-
dualmente. Podemos plantear esta situacion como un juego coalicional TU con tres jugadores (los
amigos) y la funcion caracteristica que no asigna ganancia alguna a las coaliciones individuales
mientras que a las coaliciones de dos jugadores y a la gran coalicion de los tres jugadores les asigna
una ganancia de 1 ddlar.

» Conjunto de jugadores: N = {1,2,3}.

s Funcion caracteristica:

Ejemplo 1.16 (El paso del ganado (en inglés, The cattle drive)) Un ganadero A tiene ga-
nado para vender en el mercado a un precio de 1000 ddlares. Para acceder al mercado debe cruzar
por los terrenos de al menos uno de sus dos vecinos, también ganaderos, B y C, que pueden negarse
a permitirle el paso. Esto es, A necesita la colaboracion de al menos uno de sus vecinos para ven-
der su ganado y obtener el beneficio esperado. ;Como podemos modelizar esta situacion mediante
un juego coalicional? De nuevo, tenemos tres jugadores y una funcion caracteristica que mide la
ganancia obtenida por la cooperacion.

» Congunto de jugadores: N = {A, B,C}.

s Funcion caracteristica:

v(B,C) =0.

Ejemplo 1.17 (El juego de los guantes) Supongamos que tenemos n = |N| jugadores de los
cuales ¢ = |L| tienen un guante izquierdo y r = |R| tienen un guante derecho. Por cada pareja de
guantes (derecho e izquierdo) obtenemos una unidad de utilidad.

= Conjunto de jugadores: N = LU R.
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s Funcion caracteristica:
v(S) =min{|LNS|,|RN S|}

para todo S C N.

Como caso particular consideremos que el jugador 1 tiene un guante izquierdo y los jugadores 2
y 3 tienen, cada uno, un guante derecho. En este caso, el juego de los guantes es andlogo al juego
del paso del ganado, descrito en el Ejemplo . En efecto, si escribimos L = {1} y R = {2,3}
entonces

v(l)=v(2)=v(3)=0
v(1,2) = v(1,3) = v(1,2,3) = 1
v(2,3) =0

1.1.3. Juegos de unanimidad

Los juegos de unanimidad son un tipo importante de juegos TU porque constituyen una base
de GV considerado como espacio vectorial.

Definicién 1.18 Sea () # T C N. El juego de unanimidad de la coalicion T, (N,ur) se define para
cada coalicion S C N,
1 ssT'CS
ur(S) = {
0 en otro caso.

La siguiente proposiciéon prueba que cada juego (N, v) se puede expresar de forma tnica como
una combinacién lineal de juegos de unanimidad. Esto demuestra que, efectivamente, estos juegos
forman una base de GV como espacio vectorial.

Proposicién 1.19 Sea (N,v) € GV, entonces, los coeficientes (er)orren € R2V\{0} definidos por

er = 3 (=) ()

T'CT

v = E crur

TCN,T#0

son tales que

de forma tunica.

Demostracién: Ya sabemos que GV es un espacio vectorial de dimensién 2V — 1 y exactamente
hay 2V — 1 juegos de unanimidad. Tenemos que probar que son linealmente independientes en
R2M -1, Supongamos que fuesen linealmente dependientes, entonces existen numeros reales, no
todos nulos, (ar)gLrcn tales que para todo S C N,

Z aTuT(S) =0. (1.3)

Sea A={0 #T C N : ar # 0}. Claramente A # (). Sea Sy una coalicién minimal de A, es
decir, ar = 0 para todo T' C Sp. Entonces,

Z arur(So) = Z arur(So) + as,us,(So) + Z arur(So) = as,us,(So) = as, #0
0£TCN 0£TCSoy 0£T2So

lo que contradice la ecuacién (|1.3]). Por tanto son linealmente independientes.
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Para demostrar ¢y = ZT,CT(—1)|T‘*|T/|U(T'), es suficiente comprobar que, para todo S C N,

= > > ()ITl(T)ur(s).

0#TCN O#T'CT

Sea S C N. Por definicién de los juegos de unanimidad, tenemos

Z Z IT\ 7’| o(T")ur(S Z Z \T| 7’| o(T")

0ATCN Q#T'CT 0ATCS 0AT'CT
Z Z DIT=Ty (1) + Z DSy (T + ()
PDATCS OAT' CT PAT'CS

= Y S ()T ()BT (1) 4 u(S).

0#T'CS \OATCS:T'CT

Por tanto, basta probar que Z@#TCS:T/cT(—l)m_lT" + (=)I¥I=IT"1 = 0 para todo @ £ T" C S.

Sea () £ T" C S. Entonces:

D ) LA 5 S B R B e P Y 1)

0ATCS:T'CT QCTS\T’ QCS\T

Dado cualquier i € S\ 7", podemos escribir:
> (—plel = Y ocs\rric(= DM+ Xoco\rrigo(—DI!
QCS\T
= Lo (=D + Eocar (-1

= =Y ocerni (DI + Yo sy (—DI!
=0.

Los coeficientes cp tienen importancia por si mismos ya que se pueden interpretar como la

influencia de cada juego de unanimidad en el juego original.

Definicién 1.20 Para cada (N,v) € GV, los coeficientes

er= 3 (~)IT-Ty(1)

T'CcT

para todo T C N \ {0}, se llaman dividendos de Harsanyi .

1.1.4. Clases especiales de juegos

En esta seccién describimos mediante ejemplos concretos dos clases particulares de juegos: el
juego de un Parlamento (juego simple) y un juego de costes. Esta iltima clase, atin teniendo grandes
analogias con los juegos de ganancias, tiene ciertos matices que conviene tener en cuenta para

entender la obtencion de las principales soluciones en los capitulos siguientes.

Posteriormente, sin entrar en detalles, estudiamos en qué consiste un problema de bancarrota y
un problema de asignacion. A partir de estos problemas, la teoria de juegos coalicionales asocia a
tales situaciones juegos TU, que serdn tratados mas adelante. Ahora, el propédsito es simplemente
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mostrar con distintos ejemplos situaciones que pueden ser abordadas desde la teoria de juegos
coalicionales. Bancarrota y asignacion son dos clases de problemas elegidos de una amplia clase de
las que podrian formar parte de esta seccién. Estos problemas surgen en campos diversos tales como
la economia, la investigacion operativa, la biologia, la ingenieria o las ciencias en general.

Ejemplo 1.21 (El juego de un Parlamento) Imaginemos un Parlamento con 130 escanos en
el que las decisiones se toman por mayoria absoluta, esto es, por 66 votos o mds. Supongamos que
los escanos se han repartido entre los distintos partidos de la siguiente forma:

Partido | Escanos
A 48
B 32
C 20
D 16
E 14

Podemos describir el juego del Parlamento del siguiente modo:
» Congunto de jugadores: N = {A,B,C, D, E}.
= Funcion caracteristica:

Y=o sisew

siendo W el conjunto de las coaliciones ganadoras, entendiendo por ganadora cualquier coali-
cion que supere los 65 escanos.

{1 st Sew

En este caso, un reparto consiste en dar distribuciones del poder entre los distintos agentes
involucrados.

Ejemplo 1.22 (Juegos de costes) Los juegos de costes aparecen frecuentemente en situaciones
reales. Por ejemplo, en problemas en los que existen redes de comunicacion entre diversos agentes:
conexiones a redes eléctricas, depdsitos de agua, aeropuertos con distintos tipos de aviones, etc. En
un juego de costes (N, c), N es el conjunto de agentes entre los cuales deben ser divididos los costes
y c: 2V — R se denomina la funcion de costes. Para cada coalicion S C N, ¢(S) representa el
minimo coste en que incurren los miembros de la coalicion S.

El Ejemplo de la depuradora es un caso sencillo de un juego de costes. Estudiemos otro.
Tres empresas de un poligono industrial quieren conectarse mediante una linea de alta tension a
la central eléctrica mds cercana. En la Figura se indican los costes asociados a las lineas que
conectarian las empresas entre si y con la central.

1

100 30
Central 3

140 20

Figura 1.1: Esquema de la conexién entre las empresas y la central eléctrica.

Asi pues, el juego de costes vendria dado por:
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S [{1} {2 {3} {12} {1.3} {23} {1.2.3}
c(S)]100 140 130 150 130 150 150

Asociado a un juego de costes (N, c¢) podemos definir el juego (N,v.) que indica el ahorro de cada
coalicion si sus miembros deciden cooperar en lugar de actuar por su cuenta. Matemdticamente,

ve(S) = Zc(z) —¢(9), para todo S € 2V,
1€S
Para nuestro problema de las empresas el juego de ahorros seria:

S {1y {2¢ {38 {12} {1,3} {23} {1,2,3}
we($)] 0 0 0 90 100 120 220

Ejemplo 1.23 (Problemas de bancarrota) Los problemas de bancarrota aparecen ya en el Tal-
mudﬁ Analicemos el siguiente ejemplo recogido en el citado documento: Un hombre tiene 3 esposas.
En los contratos de sus matrimonios figura que si muere, sus mujeres deberian recibir 100, 200 y
300 unidades monetarias, respectivamente. En el momento de su defuncion su hacienda asciende
a 100. ;Cémo se divide el dinero entre sus esposas? El Talmud recomienda los siguientes repartos
dependiendo del montante total:

» Si la hacienda es de 100, recomienda division igualitaria: (33 + %,33 + %, 33 + %)
» Si la hacienda es de 300, recomienda division proporcional: (50,100, 150).
» Si la hacienda es de 200, recomienda la division: (50,75,75).

Existen distintas formas de definir un juego coalicional asociado a una situacion de bancarrota.
La mds conocida es la pesimista, que consiste en modelizar el juego de acuerdo con el siguiente
patrén: para cada coalicion S se mira lo que queda después de que los miembros de N \ S hayan
recibido sus demandas. El valor de cada coalicion es, entonces, el mdzimo entre ese numero y 0.

Ast pues, si denotamos a las esposas respectivamente como 1, 2 y 3, los juegos asociados a cada
hacienda vendrian dados por:

S {1} {2y {3y {1,2} {1.3} {2,3} {1,2,3}
vige(S) | 0 0 0 0 0 0 100
v30(S) ] 0 0 0 0 100 200 300
va0(S) | 0 0 0 0 0 100 200

De alguna forma, el Talmud anticipo la teoria moderna de juegos coalicionales, dado que las
soluciones antes mencionadas se corresponden con un conocido reparto en teoria de juegos para el
juego de bancarrota: el nucleolus.

Ejemplo 1.24 (Problemas de asignacién) Supongamos un mercado bilateral con m propieta-
ri0s o vendedores, cada uno con un bien o casa, y n posibles compradores, interesados en un Uunico
bien o casa. El vendedor i valora su casa en c¢; unidades monetarias, i = 1,...,m, mientras que el
comprador j valora la casa del vendedor i en h;; unidades monetarias, j = 1,...,n. Si, finalmente,
el vendedor i vende su casa al comprador j al precio p; se produce una ganancia o beneficio dado
por:

= p; — ¢; para el vendedor 1.

= hij — p; para el comprador j.

‘Documento de, aproximadamente, 2000 afios de antigiiedad que es el libro sagrado de la religién judia.
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Observamos que conjuntamente entre el vendedor i y el comprador j se produce un beneficio de
pi — ¢ + hij —pi = hij — ¢; unidades, que puede ser positivo, negativo o nulo.

El valor de una coalicion S formada por vendedores y compradores elegird las transacciones
dptimas que maximicen el beneficio conjunto.

Formalmente, el conjunto de jugadores es la unién de dos conjuntos disjuntos MUM', donde M
es el conjunto de compradores y M’ es el conjunto de vendedores, de forma que | M| =mn y |M'| = m.
Dados T € M y T' C M’', un emparejamiento (o asignacién) entre T y T' es un subconjunto
u CTXT tal que cada jugador pertenece como mucho a una pareja en p. Sea M(T,T") el conjunto
de emparejamientos entre T y T'. Tenemos entonces:

= Conjunto de jugadores: N = M U M'.

» Funcion caracteristica: v(S) = méx{z(ij)eu

(hij —cl-):,uE/\/l(SﬂM,SﬂM’)} para todo
SCN.

1.2. Soluciones tipo conjunto y soluciones puntuales
Dado un juego coalicional TU, de forma natural surgen dos preguntas:
., Qué coalicién o coaliciones se van a formar?
,Cémo se dividen las ganancias entre los jugadores?

Por el propio planteamiento coalicional inherente a las situaciones modelizadas mediante juegos
superaditivos, el objetivo implicito de estos juegos es que se forme la gran coalicién N y que los
jugadores se repartan entre ellos el beneficio de la cooperacién.

Definicién 1.25 Un reparto es un vector x = (x1,...,x,) € RN, donde cada coordenada x; repre-
senta la cantidad asignada al jugador i. Dado un reparto x = (x1,...,2,) € RN, la suma de las
cantidades asignadas a los miembros de una coalicion S C N se denota por x(S) =) ;g T;.

Enumeramos dos requerimientos muy comunes en teoria de juegos:

» Racionalidad individual. Un reparto z = (x1,...,2,) € RY verifica la propiedad de racionali-
dad individual si cada jugador recibe un pago que no es inferior a lo que puede garantizarse
por si mismo, es decir, z; > v(i) para todo ¢ € N.

» Eficiencia. Un reparto z = (z1,...,7,) € RY sers eficiente si distribuye el valor de la gran
coalicién v(IN) entre los jugadores, esto es, si z(N) = x1 + -+ + x, = v(N).

El primero establece que cada jugador debe llevar, al menos, lo que puede garantizarse por
si mismo. El segundo, razonable si asumimos que los jugadores van a formar la gran coalicién,
impone que se va a repartir el valor total disponible.

Los repartos eficientes que son individualmente racionales se denominan imputaciones.

Definicién 1.26 Sea (N,v) € GV .
» FEl conjunto de preimputaciones del juego (N,v) es el conjunto de todos los repartos eficientes.

I*(N,v) = {:L‘ eRY: Zajz :v(N)}.

1€EN
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» El conjunto de imputaciones de un juego (N, v) es el conjunto de todos los repartos eficientes
que verifican ademds la propiedad de racionalidad individualﬂ

I(N,v) ={x € I"(N,v) : z; > v(i),Vi € N}.

El conjunto de imputaciones I(N,v) puede ser vacio. Asi ocurre, por ejemplo, en el juego de tres
jugadores con funcién caracteristica: v(1) =1, v(2) =2, v(3) = 3, v(1,2) = v(1,3) =v(2,3) =0y
v(1,2,3) = 5.

Habra casos en los que los jugadores de N no formen la gran coalicién y formen una estructura
coalicional de jugadores.

Definicion 1.27 Una estructura coalicional del conjunto de jugadores N es una particion de N; es
decir, un conjunto B C 2V de coaliciones de N tal que para cada i € N existe una tinica coalicion
B € B tal que i € B.

En juegos superaditivos parece razonable que se forme la gran coalicion N con lo que B =
{N}, pero pueden ocurrir situaciones en las que los jugadores no formen la gran coalicién. Sea B
una estructura coalicional de jugadores de N. El conjunto de imputaciones para una estructura
coalicional B es el conjunto de vectores individualmente racionales tales que el pago total de cada
elemento coalicional de la estructura ha de ser igual a su valor coalicional.

I(N,v,B) = {z € RN : 2(B) = v(B) para todo B € B, z; > v(i), para todo i € N'}.

Definicién 1.28 Un juego (N,v) es esencial si v(N) > >,y v(i) y es degenerado si v(N) =

> ien V(i)
Proposicién 1.29 Sea (N,v) € GV.

a) El conjunto de imputaciones no es vacio, I(N,v) # (), si y solo si el juego (N,v) es esencial.

b) Si (N,v) es un juego esencial, entonces I(N,v) es la envoltura convera de f',..., f* siendo,
para cadai=1,...,n,
fi v(k) sik#1
k= ‘ .
V(N) = Xpeny; v(k) sik =i

Demostracién: a) Es inmediato por la propia definicién del conjunto de imputaciones.

b) Si el juego es esencial entonces por a) sabemos que el conjunto de imputaciones es no vacio.
Por su definicién, el conjunto de imputaciones es un subconjunto convexo y compacto de RN y, por
tanto, se puede expresar como envoltura convexa de sus puntos extremosﬁ ]

Observacion 1.30 FEl conjunto de imputaciones de un juego esencial no degenerado de n jugadores
es un subconjunto convezo (n —1)-dimensional de RN contenido en el hiperplano Y-,y xi = v(N).
Podemos representar grdficamente estos conjuntos tan sélo en el caso de juegos con menos de cinco
jugadores. Obviando el caso trivial de dos jugadores para el que se obtiene un segmento, el conjunto
de imputaciones de un juego de tres jugadores es el tridngulo equildtero de vértices (v(1,2,3)—v(2)—

5En el caso de un juego de costes (N, c) definimos
I"(N,¢)={z € I"(N,c) : z; < c(i),Vi € N}.

Se cumple que, z € I"(N,c) < —z € I(N, —c).
SEl teorema de [Krein y Milman| (1940) establece que todo subconjunto convexo y compacto se puede expresar
como la envoltura convexa de sus puntos extremos.
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v(3),v(2),v(3)), (v(1),v(1,2,3) —v(1) —v(3),v(3)) y (v(1),v(2),v(1,2,3) —v(1) —v(2)) (ver Figura
, mientras que para un juego de cuatro jugadores el conjunto de imputaciones es un tetraedro.

Es habitual representar el conjunto de imputaciones de un juego esencial no degenerado (N,v)
de tres jugadores por medio de un tridngulo equildtero de altura v(N) (aunque geométricamente la
altura en RN como espacio euclideo seria otra,).

(:El’ €2, $3)

z3

Figura 1.2: Coordenadas en el conjunto de imputaciones de tres jugadores.

Cuando el juego estd 0-normalizado, y gracias a esta convencion de que la altura del tridngulo
es v(N), dada una imputacion v = (x1,x2,23) € I(N,v), la coordenada x; es la distancia de x al
lado opuesto del vértice i (coordenadas baricéntricas).

Es trivial comprobar que se tienen las siguientes cotas para cualquier imputacion x € I(N,v):

v(i) <xz; <v(N)— Z v(j), para todo i € N.
JEN\i

A continuacion, damos algunas relaciones entre las diferentes clases de juegos que hemos definido.

Proposicién 1.31 Sea (N,v) € GV. Se verifica que:

a) Si (N,v) es un juego superaditivo no degenerado, entonces existe un unico juego 0-1 normali-
zado, (N,w), tal que v y w son estratégicamente equivalentes. Ademds, (N,w) es superaditivo
y, por tanto, 0 < w(S) < 1, para todo S C N.

b) Si(N,v) es un juego superaditivo degenerado, entonces es estratégicamente equivalente al juego
idénticamente nulo.

Demostracién: a) Teniendo en cuenta la Proposicién [1.9) tenemos que existe un tnico juego (N, w)
0-1 normalizado estratégicamente equivalente a (NN,v). Tenemos que probar que (N,w) es super-
aditivo. Para cada S C N, tenemos que

o) = ST () - 20).

1€S

Por tanto, (N,w) es la suma, multiplicada por una constante, del juego superaditivo (N,v)
y un juego aditivo, con lo que el juego (N,w) también es superaditivo. De aqui se deduce que
0 <w(S) <1 paratodo S C N.
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b) Aplicando la Proposici(’)nc)7 paracadak € Ry y S C N, w(S) =k (v(S) — > ;cqv(i)) =0,
siendo la tltima igualdad cierta porque el juego (IV,v) es aditivo (véase el Ejercicio @ y, por tanto,

el juego (N, w) es el juego idénticamente nulo. ]
Ejercicios
1. Piensa una situacién en la que la cooperacion entre los agentes sea importante y, ademas, sea

10.

11.

12.

posible la transferencia de utilidad entre ellos. Describe los elementos del problema y trata de
modelizarlo mediante un juego coalicional TU.

Demuestra que el juego del Ejemplo es subaditivo.
Encuentra dos juegos distintos que den lugar al mismo juego 0-normalizado.

Encuentra un ejemplo de juego mondtono que no sea 0-mondtono y otro ejemplo de juego
0-mondtono que no sea mondtono.

Encuentra, si existe, un juego superaditivo que no sea mondtono y uno monétono que no sea
superaditivo. jEs cierto que si (IV,v) es un juego superaditivo tal que v(S) > 0 para todo
S C N entonces es mondtono?

Demuestra que:

a) Si (N,v) es aditivo entonces el conjunto de imputaciones se reduce a un tnico punto,
I(N,v) ={(v(1),...,v(n))} para N = {1,...,n}.
b) Todo juego superaditivo es esencial.

c) Si (N,v) es un juego superaditivo, entonces (N, v) es degenerado si y solo si (N,v) es
aditivo.

Considera N = {1,2,3} y los juegos definidos mediante v(S) = |S| y w(S) = —|S|, para todo
S C N. jSon estratégicamente equivalentes? ;Son monétonos? ;Se preserva la monotonia en
juegos estratégicamente equivalentes?

Comprueba que la superaditividad y la convexidad se preservan bajo juegos estrategicamente
equivalentes.

Considera el juego v = [3,13,4,12,15,1,10]. ;Es mondtono? Encuentra un juego mondtono
que sea estratégicamente equivalente a v. Demuestra que cualquier juego es estratégicamente
equivalente a un juego monétono y concluye que, por tanto, la propiedad de monotonia no se
preserva en juegos estratégicamente equivalentes.

Escribe la funcién caracteristica de un juego de mayoria simple de 3 jugadores.

Demuestra que si dos juegos (N, v) y (IV,w) son estratégicamente equivalentes, entonces z €
I(N,v) implica que kx+a € I(N,w), siendo k > 0y (N, a) el juego aditivo tales que w = kv+a.

El Consejo de Seguridad de Naciones Unidas estd formado por 5 miembros permanentes y por
10 no permanentes. Cada miembro permanente tiene poder de veto y se necesitan al menos
9 miembros para que una ley (decisién, etc.) sea aprobada. Modeliza esta situacién como un
juego coalicional, indicando qué representa el valor de una coalicién. ;Cudntas coaliciones
pueden formarse?



26

Ejercicios

13.

14.

15.

16.

17.

18.

En el proceso legislativo de Estados Unidos para que una decisién sea adoptada tiene que ser
aprobada por:

a) El Presidente y la mayorfa simple del Senado (con 100 miembros) y la mayoria simple
del Congreso (House of Representatives, con 435 miembros).

O bien:
b) % del Senado y % del Congreso.

Modeliza la situacién como un juego coalicional, indicando quiénes son los jugadores y el valor
de las coaliciones.

Arboles de expansién de coste minimo. Modeliza el juego coalicional asociado a la red
representada en la Figura [1.3] en la que se muestran sobre cada arista los costes de cada
conexion. Para cada coalicién S C {A, B,C, D}, ¢(S) representa el minimo coste para que

todos los nodos de S se conecten.

Figura 1.3: Costes de conexion.

. Tiene sentido el juego generado? Escribe el juego correspondiente si consideramos que los
nodos quieren conectarse a una fuente (en este caso el punto central). Estudia las principales
propiedades de los juegos asociados.

Juegos de mercado bilateral. Hay 5 jugadores, 3 de ellos tienen 100 litros de ginebra cada
uno y 2 de ellos 100 litros de ténica. Un cocktail se forma con iguales partes de ginebra y
tonica. El precio del cocktail es de 100 euros por litro. Modeliza esta situacion como un juego
coalicional indicando el valor de cada una de las coaliciones.

Escribe la 0-1 normalizacién del siguiente juego v = [3,6, 8,12, 15,18, 80].

Demuestra que si un juego (IV,v) es monétono, entonces v(S) > 0 para todo S C N, y
v(SU1) —v(S) >0 para todo S C N \ i.

Escribe para n = 4 todas las posibles estructuras coalicionales.



Capitulo 2

Conceptos de solucion tipo conjunto

En la teoria de juegos coalicionales el concepto de solucion de un juego se puede estudiar desde
dos perspectivas: una consiste en indicar qué repartos son mas preferidos que otros siguiendo unos
determinados criterios, los conceptos de solucion tipo conjunto, que seran estudiados en este capitulo,
y la otra perspectiva consiste en dejar que sea un arbitro o un juez el que recomiende a los jugadores
un reparto del valor entre los jugadores, los conceptos de solucion puntuales, que seran estudiados
en el Capitulo 3.

Las soluciones tipo conjunto establecen criterios para eliminar repartos del conjunto de impu-
taciones o del conjunto inicial de partida, mientras que la metodologia cldsica de las soluciones
puntuales establece criterios, axiomas o propiedades bésicas que deben verificar las soluciones. En
general, lo que diferencia a los distintos conceptos de solucién tipo conjunto son los criterios emplea-
dos para decidir qué es beneficioso, o estable, para los jugadores. En contraposicién, lo que diferencia
los distintos conceptos de solucién tipo puntual son los axiomas que se imponen a la solucién, y que
suelen estar basados en la justicia o en las expectativas racionales de los jugadores.

Por otro lado, los conceptos de solucién tipo conjunto pueden seleccionar uno, un nimero finito,
un numero infinito, o incluso, ningin reparto, mientras que en las soluciones puntuales de juegos
TU, el reparto, si existe, es Unico.

Formalizamos de forma matematica el concepto de soluciéon de un juego coalicional que recoge
tanto los conceptos de solucién tipo conjunto como las soluciones puntuales.

Definicién 2.1 Una solucién definida en algin dominio Q@ C G, es una correspondencia ¥,
U: Q — RN, que asocia a cada juego (N,v) en Q un subconjunto W(N,v) C R,

En el caso de que la solucién sea siempre unitaria hablamos de solucién puntual o regla de
reparto (en inglés, allocation rule). En otro caso, se trata de una solucién tipo conjunto.

A continuacién indicamos las principales soluciones de tipo conjunto, indicando la referencia
correspondiente en cada caso.

» Core o nicleo (Edgeworth| (1881), Gillies| (1953))).

» e-Core (Shapley y Shubik (1963, [1966)).

» Least core o menor nicleo (Maschler y otros (1979)).
» D-core o dominance core (Gillies| (1953, 1959)).

» Conjuntos estables, soluciones de von Neumann y Morgenstern o stable sets (von Neumann y
Morgenstern| (1944)).

» Core-cover o cubrimiento del nicleo (Tijs (1981))).
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Conjunto de Weber o Weber set (Weber| (1988).

Kernel (Davis y Maschler| (1965)).

Prekernel (Maschler y otros| (1972)).

Conjunto de Harsanyi, Harsanyi set o selectope (Hammer y otros| (1977)/Vasil’ev| (1980))).

Conjunto de regateo, conjunto de negociacién o bargaining set (Aumann y Maschler| (1965)) .

FEn esta monografia, nos limitaremos a estudiar los siete primeros.

2.1. El core. Caracterizaciones

La racionalidad coalicional supone que a cada coalicién S C N debemos darle, al menos, lo que
se puede garantizar por si misma. Matematicamente, esto quiere decir que z(S) = ;g z; > v(S5),
para cada S C N. Diremos que las asignaciones seleccionadas de esta forma son estables, en el
sentido de que ninguna coalicién S tendra incentivos para desviarse y obtener un reparto mejor (en
sentido estricto) que lo que asigna un reparto en el niicleo (core, en inglés). Si z(S) < v(S) podrian
dividir, por ejemplo, el exceso v(S) — z(S) a partes iguales entre los miembros de S.

Definicion 2.2 El core o nicleo de un juego (N, v) es el conjunto:

C(N,v) ={xz € I(N,v) : z(S) > v(S), VS C N}.

Figura 2.1: Core de un juego de cuatro jugadores.

Teorema 2.3 Sea (N,v) € GV tal que C(N,v) # 0. Entonces se tiene que:

a) El core C(N,v) es un politopo convezo y compacto de RY.
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b) Existen x1,...,x; € C(N,v) tales que cualquier elemento del core x € C(N,v) puede escribirse

como
l l

T = Zx\ixi, con Z)‘i =1y X\ >0 para todo 1.
i=1 i=1

FEs decir, el core es la envoltura convexa de los puntos x1,...,x,

C(N,v) = conv ({z1,...,21}) .

Demostracién: a) Para cada coalicién S, el conjunto {z € RV : 2(S) > v(S)} es un semiespacio
cerrado. El core, por definicién es la interseccién de 21Nl — 1 semiespacios {z € RN : z(S) > v(S)}
con ) # S C N y el semiespacio {z € RV : 2(N) < v(N)}. Cada semiespacio es convexo (y cerrado)
y la interseccién de convexos (cerrados) es también convexo (y cerrado). Por tanto el core es cerrado
y convexo. Como es un subconjunto de imputaciones, estda acotado, y por tanto es compacto.

b) Como el core es convexo y compacto se puede expresar como envoltura convexa de sus puntos
extremos (Krein y Milman| (1940)). "

FEl siguiente resultado nos da una condicién necesaria para que el core de un juego sea no vacio.
Es un tipo de superaditividad, pero no implica necesariamente que el juego sea superaditivo porque
la condicién sélo se aplica a las particiones de N.

Proposicién 2.4 Si el core de un juego (N,v) no es vacio, C(N,v) # 0, entonces Zle v(P;) <
v(N), para toda particion P = {Py,..., Py} de N.

Demostracién: Dado x € C(N,v) tenemos que Zz’er x; > v(Pj) para todo P; € P. Entonces
25:1 v(Pj) < Z;?ZI 2iep; i = Xjen Ti = v(N), que es la relacién buscada. "

Observacién 2.5 La condicion de la Proposicion no es suficiente, como se puede comprobar
con el juego de dividir el dolar. Se observa facilmente que este juego tiene core vacio y, sin embargo,
se verifican las siguientes desigualdades:

v(1,2,3)

VvV IV IV IV

Ejemplo 2.6 Sea N ={1,2,3} y el juego definido como sigue:

v(1,2,3) =1
v(l,2)=v(1,3)=a, 0<a<1

(S) =0 en otro caso.

<

Se puede comprobar que:
C(N,v) = {33 eRY:z2>0n,20<1—a,23<1—a,2(N) = 1}.

Dependiendo del valor de «, tenemos que:
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s 510 < a<0.5, entonces el core coincide con

conv ({(1,0,0), («,0,1 — @), (o, 1 — @,0), (0,0, 1 — ), (0,1 — v, x) }) .
n 570.5 <a <1, entonces el core coincide con
conv ({(1,0,0), («,0,1 — @), (o, 1 — ,0),(2a0 — 1,1 —a, 1 — ) }).
En la Figura|2.9 se han dibujado los cores correspondientes a o = 0.25 y o = 0.75.

(0,0,1) (0,0,1)

(1,0,0) (0,1,0) (1,0,0) (0,1,0)

Figura 2.2: Izquierda: core con a = 0.25. Derecha: core con o = 0.75.

La dimensién del core puede ser [N| — 1 a lo sumo, dado que estéd contenido en el hiperplano
Zg'l x; = v(N). Los cores “mas completos”, técnicamente denominados por [Shapley| (1971), cores
con estructura estrictamente completa, tienen dimension maxima y, exactamente, 2INI — 9 caras de
dimensién n — 2: una por cada uno de los hiperplanos que lo definen. Los graficos de la Figura |2.3
muestran cores que no tiene dimensién méxima, lo que se denomina ser “degenerados” (un tnico
punto o un segmento en el caso de 3 jugadores; un punto, un segmento o un poliedro plano para
juegos de 4 jugadores).

o0 = N W A

Figura 2.3: Cores degenerados de juegos de cuatro jugadores.

Proposicién 2.7 Si dos juegos (N,v) y (N,w) son estratégicamente equivalentes, entonces x €
C(N,v) si y solo si kx +a € C(N,w), siendo k >0 y (N,a) el juego aditivo tales que w = kv + a.

Demostracién: Sea x € C(N,v), demostramos que kx+a € C(N,w). Dado que z(S) > v(S) para
todo S C Ny z(N) = v(N), tenemos que como k > 0, kx(S)+a(S) > kv(S)+a(S) = w(S) para todo
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SCNykax(N)+a(N)=kv(N)+a(N)=w(N), conlo que kC(N,v)+a C C(N,w). Ahora queda
por demostrar que C(N,w) C kC(N,v)+a. Haciendo uso de que la relacién de ser estratégicamente
equivalente es simétrica el resultado esta probado. El juego (IV, w) es estratégicamente equivalente a
(N,v) siendo v = % —¢%. Aplicando la primera parte de la demostracién, tenemos que 1 C(N,w)—% C
C(N,v), o lo que es equivalente, C'(N,w) C kC(N,v) + a.

Observacién 2.8 El core de un juego de costes (N, c) se define como el conjunto
C"(N,c) ={x € I"(N,c): xz(S) <¢(S), VSC N}.
Se demuestra fdcilmente que:
» 2 €C"(N,c) & —x € C(N,—c)
» (N,c) es concavo < (N, —c) es convezo.

» Si (N,v.) es el juego de ahorros asociado al juego de costes (N, c),

x = (z;)ien € C(N,v.) < (c(i) — x;)ien € C"(N,c).

El siguiente resultado determina una clase de juegos que tienen core vacio: los esenciales de suma
constante. A esta clase de juegos pertenece el juego del délar.

Definicién 2.9 Un juego (N,v) es de suma constante si v(S)+v(N\S) = v(N) para todo S C N.

En un juego de suma constante la utilidad de la gran coalicién se reparte integramente entre la
utilidad de una coalicién cualquiera y la de su complementaria.

Proposicién 2.10 Si (N,v) es un juego esencial no degenerado y de suma constante, entonces

C(N,v) =0.

Demostracién: Sea (IV,v) un juego de suma constante y supongamos, por reduccién al absurdo,
que x € C(N,v). Entonces, para cada jugador i € N,

Dy = u(N\ i) =v(N) - v(i).

FEN\G

Ademds, dado que z es eficiente, D ;cn\; 2 = v(IV) — z;i. Luego, 2; < v(i). Al ser o € I(N,v),
x; = v(1) para todo i € N y, por tanto, el juego es degenerado. [

La siguiente proposicién establece cotas para las asignaciones que pueden recibir los jugadores
en el core. Ademas, en el caso de que el vector de cotas superiores sea eficiente, el core es unitario
y proporciona a cada jugador su contribucién a la gran coalicién.

Proposicién 2.11 Sea (N,v) € GV.
a) Siz € C(N,v), entonces v(i) < x; < v(N)—v(N \ i) para cada i € N.
b) Supongamos que C(N,v) #0. Si > .cn((N) —v(N \ i) = v(N) entonces

C(N,v) = {(v(N) = v(N \'i))ien}-
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Demostracién: a) Siz € C(NN,v) entonces x; > v(i) para todo ¢ € N. Ademds, v(N) = >,y i =
2jenvi i+ i = (N \ i) + 2; con lo que z; < v(N) —v(N \ 4).
b) Inmediata por la definicién de core y el apartado a). [

Definicién 2.12 Para cualquier S C N, definimos I1° = {05 : S — {1,...,|S|} : 0g biyectiva} como
el conjunto de ordenaciones de los jugadores de S.

Dado S C N, para cada mg €19 e i € 9, ms(i) representa la posicién del jugador i en el orden
mg. Escribiremos abreviadamente 7 en lugar de 7.

Definicién 2.13 Seaw: N — {1,...,|N|} una ordenacién de los jugadores de N, es decir, 7 € IV,
Se define el reparto de contribuciones marginales asociado al orden w, m™(v) = (m7(v));en € RY,
como

my (v) = v (Pre™ (i) Ui) — v (Pre™(i))

2

para todo i € N, donde Pre™(i) = {j € N : w(j) < w(i)} es el conjunto de jugadores que preceden
al jugador i en el orden .

Proposicién 2.14 Sea (N,v) € GV y sea m € TIV cualquier ordenacion de los jugadores de N.

a) Sim™(v) € C(N,v), entonces m”™(v) es un punto extremo del core.
b) Si (N,v) es un juego convero, entonces m”™(v) € C(N,v).

Demostracién: a) Sea N = {i1,...,i,} y sea 7 € II"V definido por m(i;) = [ para todo [ €
{1,...,n}. Se verifican las siguientes igualdades.
mj, (v) = v(i1)
mfl (U) + mg(v) = U(i1) + U(il, i2) — U(il) = U(il,iQ)

> mi(v) =iy, ..., in).
=1

Es decir, todo vector de contribuciones marginales satura n igualdades linealmente independien-
tes del core y, por tanto, si pertenece al core tiene que ser un punto extremo.

b) Comprobemos que todo vector de contribuciones marginales estd en el core del juego o,
equivalentemente, que para cada m € IV y S C N, >, _¢mT(v) > v(S). Consideremos 7 € IIV.
Para cada S C N, sea mg = {i1,...,is} € I1° la ordenacién de los jugadores de S inducida en S, es
decir, la obtenida a partir de 7 eliminando de ésta los jugadores de N \ S.

mg, (v) > (i)
mi, (v) > v(iy,i2) — v(i1)

my (v) > v(S) —v(i1, ..., 05-1).

is
Las desigualdades anteriores son ciertas porque el juego es convexo. Efectuando las correspon-
dientes sumas obtenemos el resultado buscado. [

A continuacién definimos los juegos exactos. Geométricamente, un juego es exacto si todos los
hiperplanos z(S) = v(S) con S C N, tienen interseccién no vacia con el core del juego.
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Definicién 2.15 Diremos que (N,v) € GV es exacto si para cada S C N, existe v € C(N,v) tal
que z(S) = v(S).

Sea (N, v) un juego cuyo core no es vacio. Se puede demostrar que hay un dnico juego exacto
(N, 0) tal que C(N,0) = C(N,v). Este juego se conoce como la envoltura exacta de (N,v). Su
definicién es la siguiente:

= ol
para cada S C N.

Una propiedad de los juegos exactos es que si dos juegos de esta clase tienen el mismo core
entonces son el mismo juego.

Los juegos exactos también son llamados juegos con estructura completa (Shapley| (1971))). Para
esta clase de juegos la interseccién del core con cualquiera de los hiperplanos que lo definen no
es vacfa (aunque no tenga necesariamente dimensién |[N| — 2). En el citado trabajo de Shapley se
analiza la configuracién del core, de sus caras y del nimero de vértices.

Todos los juegos convexos son exactos. Si un juego es estrictamente convexo entonces todos los
vectores de contribuciones marginales son distintos y su core se dice que tiene estructura estricta-
mente completa.

Con el objeto de presentar el teorema que caracteriza los juegos cuyo core no es vacio, introdu-
cimos el concepto de familia equilibrada.

Definicion 2.16 Una familia F de coaliciones no vacias de N se dice equilibrada si ezxisten unos
pesos positivos {0s}ser, ds > 0 para todo S € F, tales que Y g-r dge® = eV, siendo 5 € RN
el vector caracteristico de S, es decir, eiS =1siie Sy elS =0sii¢ S o, equivalentemente,
Y serics0s =1 para todoi € N.

Ejemplo 2.17 Estos son algunos ejemplos de familias equilibradas:

» Cualquier particion de N, P ={P,..., P}, es una familia equilibrada con g = 1 para todo
SePp.

» Sea N = {1,2,3}. Entonces, F = {{1,2},{1,3},{2,3}} es una familia equilibrada con 5g = }
para todo S € F.

Observacién 2.18 Una familia F' de coaliciones no vacias de N se dice equilibrada minimal si
F' C FyF equilibrada implica F' = F. Las familias equilibradas minimales tienen un tinico vector
de pesos asociado. Dada F una familia equilibrada minimal, denotamos por {’}/r_-[}:}Te]-‘ el vector de
pesos. Se werifica que para cada F familia equilibrada mo minimal con pesos asociados 0, existen
Fi, ..., Fr familias equilibradas minimales con v > 2 y ty,...,t, € (0,1) con >,_, t; =1 tales que

F = U;:lﬂ Y 6R = Zle{l,...,r}:flaR tl,y]]%:l
Ejemplo 2.19 Sea N = {1,2,3,4}. Entonces:
» La familia F1 = {{1,2},{2,3},{1,3,4},{4}} es equilibrada. Para ello se deben cumplir las

stguientes ecuaciones:

012y + 0134y =1 =1
5{172} —|— 5{2’3} — 1 ’L == 2
(5{273} + 6{1’3’4} — 1 Z -

5{17374} + 5{4} =1 1 =4
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1 010 01,2 1
. .1 1.0 0 02,3 1 .
Resolvemos el sistema asociado: 011 0 siaa ] |1 que nos da la solucion
0 011 04 1
01,2 1/2
do3 | 1/2
(517374 1/2
84 1/2

w La familia Fo = {{1},{2}, {3}, {3,4},{1,3,4}} no es equilibrada. Si lo fuese los pesos deberian
cumplir las siguientes ecuaciones:

01+ 0134=1 i1=1

0o =1 1=2

03+ 034+ 0134=1 i=3
034 +0d134=1 i=4.

De la tercera y cuarta condicion obtenemos que d3 = 0, con lo que no puede ser una familia
equilibrada.

» La familia F3 = {{1,2},{1,3},{1,4},{3},{4},{2,3,4}} es equilibrada pero no es minimal. El
sistema correspondiente tiene mas variables que restricciones y tiene infinitas soluciones, por
ejemplo 54 = 0.4, 52,374 = 0.4, (5172 = 0.6, 51’3 = 0.2, (51,4 = 0.2, 53 =0.4.

d12+d013+01a=1 1=1

012+ 0234 =1 i=2
013+ 03+ 0234=1 1=3
01,4+ 04 +0234=1 1 =4

La subfamilia {{1,2},{3},{4}} es una particion y, por tanto, es equilibrada, con lo que la
familia inicial no es minimal.

Definicién 2.20 Un juego (N,v) se dice equilibrado si para toda familia F equilibrada, con pesos
asociados {0s}ser, se verifica que
> d5u(S) < v(N).
SeF
En la definicién anterior, ) g 05v(S) representa el valor esperado de v asociado a la distribu-
cién de probabilidad {ds}ser, dado que para cada i € N, } ez ;c50s = 1.
El teorema de Bondareva-Shapley (Bondareval (1963)), Shapley| (1967)) establece que los juegos
equilibrados coinciden con aquellos cuyo core no es vacio. De hecho, demostraron que es suficiente
con verificar las familias equilibradas minimales.

Teorema 2.21 El core del juego (N,v) no es vacio si y solo si el juego es equilibrado.

Demostracién: La condicién necesaria es consecuencia inmediata de la definiciéon de juego equi-
librado. Sea F una familia equilibrada. Por hipdtesis, sabemos que existe z € C'(N,v). Entonces

255’0(5) < Z(SSZ% = ZZégmi = Z Z dsx; :in =v(N)

SeF SeF 1€S SeF eS8 1€N SeFues iEN
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y, por tanto, (N, v) es equilibrado.
Probaremos la condicién suficiente utilizando el teorema de dualidad de programacion lineal.
Consideremos el siguiente programa lineal:

min ) oy T (P)
sujeto a: Y ..qx; > v(S), para todo S C N, S # 0.

Fécilmente se comprueba que C'(N,v) # ) si y solo si (P) tiene solucién y su valor es v(N).
Sea © = (x;);en una solucién factible de (P), entonces

in > v(S), para todo ) #S C N,S # N
€S
in > v(N).

1EN

Ademas, todo elemento x € C'(N,v) verifica que Y .. gx; > v(S) y >,y i = v(N). Construi-
mos el dual del problema primal (P):

et (D)
sujeto a: Eﬂ#ScN dse e
ds > 0, para todo S C N, S # (.

Comprobamos que (D) es resoluble y su valor es v(N) si y solo si (IV,v) es equilibrado.

El conjunto factible de (D) es cerrado, acotado y no vacio: g = 0si S # N y 6y = 1 es una
solucién factible de (D), para la cual 3 gy 0sv(S) = v(N). Por tanto, max 3y gy dsv(S) >
v(N).

Asi pues, (D) tiene solucién y su valor es v(N) si y solo si para todo §, con dg > 0y
D 0£SCN 6se® = eV, se cumple que > 02scn 0sv(S) < v(N). Esta tltima condicién es equivalente
a decir que para toda familia equilibrada F, ) g 7 dsv(S) < v(N). Aplicando ahora el Teorema
(ver el Apéndice) queda demostrada la suficiencia. "

Si el caracter no vacio del core de un juego se transmite a todos sus subjuegos se dice que el
juego es totalmente equilibrado.

Definicién 2.22 Un juego (N,v) se dice totalmente equilibrado si todo subjuego (R,vR), con R C
N, R #0, es equilibrado.

Ejemplo 2.23 Consideremos el juego (N,v) con N ={1,2,3,4} y funcidn caracteristica:

1
v(1,2) =v(1,2,3) =v(2,3) =v(2,3,4) =v(3,4) =v(1,2,4) =v(1,3,4) = 3
v(N) =1, v(S) =0 en otro caso.
Obsérvese que (%, %, i, i) € C(N,v) y, por tanto, el juego (N,v) es equilibrado. Ademds, (0, %, 0)
es un elemento del core de los subjuegos de las coaliciones {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4} vy {2,3,4}.
También es sencillo comprobar que todos sus subjuegos de dos jugadores tienen core no vacio. Luego,
el juego es totalmente equilibrado.

No todos los juegos equilibrados son totalmente equilibrados como se muestra en el siguiente
ejemplo.
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Ejemplo 2.24 Consideremos el juego de cuatro jugadores N = {1,2,3,4} con funcion caracteristi-
ca:
0 i |S|€{0.1} 6 5i S € {{1,4},{2,4}, {3.4}}
v(S)=4q1 si|S|=3dsiSe{{1,2},{1,3},{2,3}}
2 si|S|=4.

FEs sencillo comprobar que (%, %, %, %) € C(N,v), luego el juego original es equilibrado. Pero el

subjuego (T, vr) con T = {1,2,3} no es equilibrado (exactamente se corresponde con el juego del
délar). En consecuencia, el juego (N,v) no es totalmente equilibrado.

Proposicion 2.25 Todo juego totalmente equilibrado es superaditivo.

Demostracién: Sean S,T C N tales que SNT = (). Dado que el subjuego de la coalicién SUT es
equilibrado, existe z € RISYT! tal que 2(S) > v(S),z(T) > v(T) y 2(SUT) = v(SUT). Por tanto,

v(S)+o(T) <z(S)+x(T)=2(SUT) =v(SUT)

como queriamos demostrar. [

Trataremos ahora con una interesante clase de juegos, contenida en la de los totalmente equili-
brados, definida a partir de una propiedad que conjuga monotonia y obtencién de repartos eficientes
en subcoaliciones. Podemos pensar para motivarla que los jugadores pueden no alcanzar la eficiencia
y que podria interesar la cooperacién parcial, con lo que deberiamos de dar repartos que no sélo
distribuyan el valor de la gran coalicién sino también el valor de cada coalicién S. Una vez que
una coalicién S decide un reparto de v(S), ningtin jugador debe tener tentaciones de formar una
coalicién més pequena. Formalmente, la definicién es la siguiente:

Definicién 2.26 (Sprumont| (1990)) Sea (N,v) € GN. Una distribucién mondtona respecto a
la poblacion (“population monotonic allocation scheme”), abreviadamente PMAS , consiste en una
distribucion

(ﬂcz‘,S)(ZJ#SCN,z‘eS

verificando:
1. Para todo S C N, Y, .qxis5 = v(S) (eficiencia relativa a S).

2. Para todo S C T y todoi € S, x;5 < z;7 (monotonia).

En general, los juegos no tienen por qué tener estas distribuciones. A continuaciéon demostramos
que los juegos que las poseen forman una subclase de los juegos totalmente equilibrados.

Proposiciéon 2.27 Si un juego coalicional tiene PMAS, entonces es totalmente equilibrado.

Demostraciéon: De la propia definicién deducimos que si x es una PMAS de un juego v, entonces
s = (z;5)ics € C(S,vg) para todo S C N, siendo (5, vg) el subjuego restringido a S. n

Observacion 2.28 Si |N| < 3 se verifica que tener PMAS y ser totalmente equilibrado son condi-
ciones equivalentes. Sin embargo, para |[N| > 4, esto ya no es cierto como muestra el Ejemplo
presentado a continuacion. Se puede demostrar facilmente que los juegos convexos siempre tienen
PMAS y que, en particular, el valor de Shapley extendido (valor de Shapley en los subjuegos), es
una PMAS. En todo caso, también hay juegos que no son converos y tienen PMAS, por ejemplo
los juegos mondtonos que poseen un jugador veto. |Sprumont| (1990) demuestra que un juego tiene
PMAS si y solo si es una combinacion lineal positiva de juegos mondtonos simples con al menos un
Jugador veto.
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Ejemplo 2.29 Consideramos el juego del guante (Ejemplo en el que los jugadores 1 y 2 tienen
cada uno un guante izquierdo y el 3 y el 4 tienen cada uno un guante derecho. Un par de guantes de
pueden vender en el mercado a un precio de 1. Comprobemos que es un juego totalmente equilibrado
que no tiene PMAS.

Sea R = {1,2} y L = {3,4}. El core del juego v = [0,0,0,0,0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,2] es el
segmento que une los puntos (0,0,1,1) y (1,1,0,0). Todos los subjuegos de tres jugadores son juegos
del guante en los que el core les proporciona toda la utilidad al jugador que tiene el guante unico.
Ademds, todos los subjuegos de dos jugadores tienen trivialemente su core no vacio. Por tanto, el
juego es totalmente equilibrado. Comprobemos que no tiene PMAS. Si x fuese un PMAS, entonces
deberia verificar, como consecuencia de la monotonia y de la eficiencia relativa a S, que:

TIN > Ty(134) =1
To N > Ty (234} = 1
T3 N > T3(123) =1

TyN > Ty(124) =1

por lo que Y, i N > 4 que estd en contradiccion con la eficiencia ), TN = 2.

Una forma de generalizar el concepto de core es mediante los e-cores. Se trata de seleccionar
preimputaciones en las que ninguna coalicion tiene incentivos a desviarse cuando se le impone un
coste de €. Cuando ¢ = 0, tenemos el concepto de core clasico y a medida que € aumenta el e-core
también se hace mayor.

Definicion 2.30 Dado € € R, definimos los conjuntos,

C.(N,v) = {z € RN : 2(N) = v(N),z(S) > v(S) —e si S € 2V \ {0, N} }

C-(N,v) ={z € I(v) : z(S) > v(S) —e si 1 <|S| < n}.

La definiciéon del segundo conjunto difiere de la definicién del primero en que en el segundo
conjunto se seleccionan imputaciones, dado que no se resta € en las coaliciones individuales. No es
dificil comprobar que se cumplen las siguientes relaciones:

1. Co(N,v) = Co(N,v) = C(N,v).
2. Si g5 < &1, entonces Cs, (N, v) C Cs,(N,v) y C.,(N,v) C Cs, (N, v).

Si € es suficientemente grande estos conjuntos son, para |N| > 2, poliedros con el niimero méximo
de caras (2Nl —2).

Ejemplo 2.31 En la Figura se dibuja el core del juego v(1) = v(2) = v(3) = 0, v(1,2) =
v(1,3) = v(2,3) = 0.5 y v(1,2,3) = 1. El core se corresponde con el tridngulo invertido cuyos
vértices estan sobre los lados del conjunto de imputaciones. Ademds, se dibujan @(N, v) cone =0.1
ye=—0.1. 60‘1(]\7,1)) se corresponde con el hexdgono y a_o.l(N, v) se corresponde con el tridngulo
interior.

Ejemplo 2.32 En la Figura[2.5 se representa el core del juego v(1) = v(2) = v(3) = 0, v(1,2) =
2,v(1,3) = 3,v(2,3) =7 yv(1,2,3) = 9. También se presenta el e-core para distintos valores de
e. Observamos que si ¢ = —1 el correspondiente C.(N,v) es degenerado y, por tanto, tomando un
valor de € menor, el correspondiente C-(N,v) seria vacio.
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(0,0,1)

vV,

(1,0,0) (0,1,0)

Figura 2.4: éa(N, v) parae =0.1,e =0y ¢ = —0.1 del juego del Ejemplo m

(0,0,9)

AN

(9,0,0) (0,9,0)
Figura 2.5: C.(N,v) parae =0, —0.5, —0.9 y —1 del Ejemplom

Analizando los ejemplos anteriores es facil comprender el proceso inverso, es decir que si un
juego no es equilibrado, siempre existird un € para el que el correspondiente e-core sea no vacio. De
igual forma, si un juego es equilibrado podremos obtener el menor e-core que sea no vacio.

Definicién 2.33 Dado un juego (N,v), se define el menor core (least core) como el conjunto

LC(N,v) = N C.(N,v).
e€R:Ce(N,v)#£D

Equivalentemente, el least core coincide con

LC(N,v) = C,,(N,v), con g = zeg(i]r\lav) @;I}gééXN(U(S) —z(9)).

Si el core de un juego no es vacio, el menor core (least core) ocupa una posicién central en el

core (que puede ser un punto o no). Todos los e-cores no vacios, con excepcién del least core, tienen
dimensién |N| — 1. La dimensién del least core es menor o igual que |N| — 2.

Ejemplo 2.34 Calculamos el least core del juego del Ejemplo [2.33. Consideremos el juego v. =
0—¢,0-¢,0—-¢,2-¢3—¢,7—¢,9 y calculemos su core. De las desigualdades ©1 > —¢ y
To + w3 > 7 — ¢ obtenemos —e < x1 < 9— 7+ €. De las desigualdades xo > —c yx1 +1x3 >3 —¢
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obtenemos —e < x9 < 9 — 3 4 ¢. De las desigualdades x3 > —e y x1 + ©9 > 2 — € obtenemos
—e<z3<9—2+c¢.

Por tanto, podemos calcular qué hiperplanos colapsan antes cuando se desplazan a la misma
velocidad. Igualamos y obtendriamos € = —1 con la coalicion (1) y la (2,3); € = —3 con la coalicion
(2) yla (13); ye = —3.5 con la coalicion (3) y la (1,2). De esta forma vemos que colapsard primero
la (1) con la (2,3) y, por tanto:

LC(N,v) = C_1(N,v) = conv{(1,5,3),(1,2,6)}.

2.1.1. El core para estructuras coalicionales generales

En esta parte se proporcionan algunos resultados sobre el core de un juego cuando el conjunto
de jugadores esta dividido formando una particiéon y no se forma la coalicién total.

Definicion 2.35 Sea B una estructura coalicional de jugadores N, es decir, una particion del con-
junto N. El core de un juego coalicional con estructura coalicional B, es el conjunto:

C(N,U,B):{xERN: ©(B)=v(B), BeB }

z(S) >v(S), SCN

Definicién 2.36 Sea (N,v) € GV, la cobertura superaditiva de (N,v) es el juego (N,v*) definido
mediante:

*(S) = mé T
v*(S) Brg%)Ter( )

siendo T (S) el conjunto de todas las particiones de S.

Facilmente se puede comprobar que v(S) < v*(S) y se da la igualdad si el juego inicial es
superaditivo.

El siguiente resultado indica que para calcular el core de un juego con estructura coalicional (en
particular cuando B = {N'}) es suficiente calcular el core de la cobertura superaditiva e intersecarla
con el conjunto de imputaciones de la estructura coalicional. De este resultado deducimos que el
core de un juego coincide con el core de su cobertura superaditiva y, por tanto, es suficiente estudiar
los cores de los juegos superaditivos.

Teorema 2.37 Sea (N,v,B) un juego con estructura coalicional B, entonces
C(N,v,B) = C(N,v*)NI(N,v,B).
Demostracién: Demostramos primero que C(N,v,B) D C(N,v*)NI(N,v,B). Seax € C(N,v*)N
I(N,v,B). Necesitamos probar que z(S) > v(S) para todo S C N. Dado que z € C(N,v*), entonces,
z(S) > v*(S) > v(9).

Probamos a continuacién que C(N,v,B) € C(N,v*)NI(N,v,B). Sea z € C(N,v,B), entonces
claramente x € I(N,v,B). Demostramos que z € C(N,v*). Sea S C N. Sabemos que existe una
particion B € T(S5) tal que v*(S) = > pcgv(T). Dado que x € C(N,v*), 2(T) > v(T) para toda
coalicion T' € B y, por tanto,

2(S) =Y x(T) =Y v(T) =v*(9).
TeB TeB

De esta forma, hemos probado que z(S) > v*(S) para todo S C N. Tomando S = N, deducimos
que z(N) > v*(N). Ademds, z(N) < v*(N), con lo que z(N) = v*(N). "
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2.2. El D-core

A continuacion definimos el concepto de dominacién entre imputaciones. Una imputacién domina
a otra a través de una coalicién S si le asigna a cada jugador de S un mejor pago, en sentido
estricto, manteniendo la factibilidad, es decir, no puede repartir més de lo que la coalicién S puede
garantizarse por si misma.

Definicién 2.38 Sean z,y € I(N,v) y S C N.

= Decimos que x domina a y a través de S, y escribiremos x domy, si
S

x; >1y; para todoi €S y sz < wv(S).
€S

= Decimos que x domina a y, y escribiremos xdomy, si existe S C N, S # (), tal que x domy.
S

= Las imputaciones dominadas a través de S son aquellas que son dominadas por alguna impu-
tacion a través de la coalicion S, esto es,

dom(S) = {x € I(N,v) : ydomx para algin y € I(N,v)} :
S

El D-core selecciona aquellas imputaciones que no son dominadas por ninguna otra.

Definicién 2.39 (Gillies (1953, (1959)) El D-core, o “dominance core”, es el conjunto
DC(N,v) = {x € I(N,v) : fly € I(N,v) tal que ydomx}.

O, equivalentemente,
DC(N,v) =I(N,v)\ [J dom(s).
SCN\{0}

Ejemplo 2.40 Consideramos las siguientes imputaciones asi como las correspondientes relaciones
de dominacion en el juego del dolar (Ejemplo :
x = (0.5,0.5,0) y=(0,0.6,04) =z=(0.3,0,0.7)

z dom z zdomy ydomzx
S={1,2} 5={1,3} 5={2,3}

A la vista de este ejemplo debemos concluir que la relacion de dominacion no es transitiva.
¢Puede ocurrir que existan coaliciones S y T tales que xdomy y que ydomzx? Para responder a
S

T
esta pregunta elegimos cualquier juego de 4 jugadores tal que v(i) = 0 para todo i, v(1,2) = v(3,4) =
v(1,2,3,4) = 2. Consideremos las imputaciones x = (1,1,0,0) e y = (0,0,1,1) y las coaliciones
S ={1,2} yT =1{3,4}. Es claro que xdomy y que ydomzx, con lo que la respuesta a la pregunta
S T

planteada es afirmativa.

Los siguientes ejemplos muestran que hay juegos que tienen core vacio cuyo D-core no lo es. En
el primero, el D-core es unitario mientras que en el segundo es un conjunto infinito.
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Ejemplo 2.41 Consideremos el juego (N,v) con N = {1,2,3} y funcion caracteristica:
v(l) =v(2,3) =v(N) =1

v(S) =0, para el resto de coaliciones.
Fdcilmente comprobamos que I(N,v) = {(1,0,0)} y que C(N,v) = (. Dado que sdlo hay una

imputacion, es la unica que selecciona el D-core, puesto que no puede ser dominada por ninguna
otra, es decir, DC(N,v) = {(1,0,0)}.

Ejemplo 2.42 Consideremos el juego (N,v) con N ={1,2,3} y funcion caracteristica:
v(1,2) =2

=1,
v(S) =0, para el resto de coaliciones.
Por la Proposicidn [2.4) podemos concluir que el core es vacio. Por otra parte,
DC(N,v) ={x € I(N,v) : 23 =0} = {(z1,1 —21,0) : 0 <z < 1}.

Consideramos A = {(x1,1 — x1,0) : 0 < x; < 1}. Observamos que dadas dos imputaciones x e y
pertenecientes a A es imposible que una domine a la otra a través de la coalicion {1,2}. Ademdas, dado
que en las restantes coaliciones la utilidad es 0, tampoco se puede dar una relacion de dominacion.
Para concluir, basta considerar que cualquier imputacion con xz > 0 estd dominada por alguna
imputacion de A a través de la coalicion {1,2}.

Fl siguiente teorema prueba que el core siempre esté contenido en el D-core, y que para la clase
de los juegos superaditivos ambos conceptos coinciden.

Teorema 2.43 Para cualquier juego (N,v) € GN se tiene que:
a) C(N,v) C DC(N,v).
b) Si (N,v) es superaditivo, entonces DC(N,v) = C(N,v).

Demostracién: Sean (N,v) € GV y x € I(N,v) tal que ¢ DC(N,v). Veamos que x ¢ C(N,v).
Sabemos que existen y € I(N,v) y ) # S C N tales que y dom z, es decir,
S

v(S) > y(S) > =(S).

Por tanto, z ¢ C(N,v).
Supongamos ahora que el juego es superaditivo y sea x € I(N,v) tal que x ¢ C(N,v). Podemos
afirmar que existe ) # S C N tal que z(S) < v(S). Para demostrar que ¢ DC(N,v) construimos
la siguiente asignaciéon y = (y;)ien
z; + U siieS
Yi =

v(i) + U(N)_U(SEJ;\X‘:ST.EN\S v(j) siigs.

Veamos que y € I(N,v) y que y dom z. Sabemos que v(N) —v(S) =3y g v(d) > 0. Por lo que
S
y € I(N,v). Ademds, para todo i € S se cumple que y; > z; y que y(S) = v(S). Luego, ydom z. En
S

consecuencia, si el juego es superaditivo entonces DC(N,v) = C(N,v). "

Observacién 2.44 Dado que el juego del dolar (Ejemplo y el juego del guante (Ejemplo
son superaditivos, concluimos que, para ambos, su D-core coincide con su core.
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2.3. Los conjuntos estables

Los conjuntos estables, stable sets, o soluciones de von Neumann-Morgenstern (von Neumann y
Morgenstern| (1944)) seleccionan subconjuntos del conjunto de imputaciones en base a criterios de
dominacion. Concretamente, imponen una estabilidad interna que indica que ninguna imputacién
del conjunto es preferida por otra del mismo conjunto, y una estabilidad externa que garantiza que
cualquier imputacién no seleccionada es dominada por una del propio conjunto y, por tanto, hay
una del conjunto que es preferida por alguna coalicion.

Definicién 2.45 Dado un juego (N,v) diremos que el conjunto M C I(N,v) es estable si cumple
las siguientes condiciones:

1. M Ndom(M) =0 (Estabilidad interna,).
2. I(N,v)\ M C dom(M) (Estabilidad externa).

Equivalentemente, podemos decir que el conjunto M es estable si y solo si M Ndom(M) =01y
M Udom(M) = I(N,v).

La siguiente proposicién indica que las asignaciones del core siempre estan contenidas en cual-
quier conjunto estable. Ademas, cuando el core es un conjunto estable entonces es el inico conjunto
estable que existe.

Proposicién 2.46 Sea M un conjunto estable para el juego (N,v). Se verifica que:
a) C(N,v) C M.
b) Si C(N,v) es un conjunto estable, entonces M = C(N,v).

Demostracién: a) Sea (IV,v) un juego arbitrario. Supongamos que existe z € C(N,v) \ M.
Sabemos que M es un conjunto estable, por lo que existen y € M y S C N tales que ydomx, es
S

decir, y; > x; para todoi € Sy > gy < v(S). Asi pues, Y, .gx; < v(S), lo que supone una
contradiccién con z € C(N,v).

b) Ahora, supongamos que el core del juego (N, v) es un conjunto estable. Por a) sabemos que
C(N,v) C M.Seax € M\C(N,v). Dado que C(N,v) es estable, existe y € C(N,v) tal que y dom x.
Ello implica la existencia de dos imputaciones x e y, ambas en M, entre las que hay una relacién
de dominacién. Por tanto, obtenemos una contradiccién con la estabilidad interna de M. [

3733
estable. Se verifica trivialmente la estabilidad interna porque sélo hay una imputacion que no puede
dominarse a si misma; pero no verifica la estabilidad externa: consideremos la imputacion z =

(0.5,0.5,0), claramente el reparto igualitario no domina a z a través de ninguna coalicion.

Ejemplo 2.47 FEn el juego del ddlar (Ejemplo , el conjunto M = {(1 L 1)} no es un conjunto

Ejemplo 2.48 Consideremos el juego del délar (Ejemplo . Veamos que el conjunto
M = {(0,0.5,0.5),(0.5,0,0.5), (0.5,0.5,0) }
es estable.

1. M es estable internamente. Fdcilmente se comprueba que no es posible que una imputacion
de M domine a otra. Por ejemplo, sse cumple que (0, %, %) d%m (%, 0, %) ¢ La unica posibilidad
seria para S = {2}, pero esto es imposible dado que en el juego del délar v(2) = 0.
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2. M es estable externamente. Sea y € I(N,v)\ M, entonces existen i,j € N, i # j, tales que
yi < % ey; < 1 . Supongamos i = 1, j = 2. Es claro que la imputacion x = (0.5,0.5,0)
pertenece a M y x dom y.

5={1,2}

La Figura[2.6 representa el conjunto de imputaciones de este juego. Los vértices del tridngulo
invertido son las tres imputaciones de M, el tridngulo interior (en gris, zona D) estd formado por las
imputaciones dominadas por todos los elementos de M , el tridngulo C' son imputaciones dominadas
por (0.5,0.5,0), el tridngulo A son las imputaciones dominadas por (0,0.5,0.5) y, finalmente, el
tridngulo B son imputaciones dominadas por (0.5,0,0.5).

(0,0,1)

(1,0,0) (0,1,0)
Figura 2.6: Conjuntos dominados.

El siguiente ejemplo muestra que, en general, no hay un tinico conjunto estable.

Ejemplo 2.49 Sea 0 < c¢ <1 3 Y consideremos los conjuntos,
My ={(c,z2,23) : x2,23 > 0,20+ 23 =1 — ¢}
My = {(z1,c,23) 121,23 2 0,21 + 23 =1 —c}
Mz = {(z1,22,¢) 1 21,32 =2 0,21 + 22 =1 — c}.

Los conjuntos My, Ms y Ms, denominados conjuntos discriminatorios hacia los jugadores 1, 2
y 3, respectivamente, también son conjuntos estables para el juego del ddlar (Ejemplo .

El siguiente ejemplo ilustra cémo calcular un conjunto estable de un juego cuando tenemos otro
estratégicamente equivalente.

Ejemplo 2.50 Consideremos el conjunto de jugadores N = {1,2,3} y la siguiente funcién carac-
teristica:

v(i)=-2,i€eN  w(i,j)=2 i,jEN, i#j v(1,2,3)=0.

Este juego es estratégicamente equivalente al juego del dolar, con k = % y el juego aditivo
dado por a; = %, i = 1,2,3. Por tanto, como la relacion de dominacion se preserva bajo juegos
estratégicamente equivalentes, es trivial comprobar que st

M ={(0.33),(3:0,3),(5,3,0)}
es un conjunto estable para el juego del ddlar (Ejemplo entonces
={(-2,1,1),(1,-2,1),(1,1,—-2)}

es un conjunto estable para el juego v.
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Sharkey| (1982) estudié condiciones bajo las que el core es el dinico conjunto estable. En su
trabajo demuestra que si un juego tiene “large core”, entonces el core es el inico conjunto estable.
Definimos a continuacion este concepto y el resultado formal de [Sharkey| (1982).

Definicién 2.51 Diremos que (N,v) € GV tiene large core si para cada y € RN con y(S) > v(9)
para todo S C N, hay un elemento x € C(N,v) con x < y.

Teorema 2.52 (Sharkey| (1982)) Si un juego TU tiene large core, entonces el core es el inico
conjunto estable.

Demostracién: Vamos a demostrar que el core es un conjunto estable, con lo que, teniendo en
cuenta la Proposicion tendriamos que el core es el inico conjunto estable. Sea y € I(N,v)
tal que y ¢ C(N,v), entonces sabemos que existe S C N, S # N, tal que > ,cqy; < v(S) ¥
Sieryi > v(T) para T C S, T # S. Tomemos zg € RY tal que zg > yg con > ;.2 = v(9). Es
claro que podemos extender zg a z = (23, 2n\5) € RY tal que Y ier % > v(T) paraT C N.Dado que
(N,v) tiene large core, existe x € C(N,v) tal que z < z. Entonces, v(S) < > .cqw <) icg2i = v(95)
y g = zg. Entonces, x domina a y a través de S. [

Observacion 2.53 A pesar de que durante anos se conjetura que la existencia de conjuntos estables
estaba garantizada, |Lucas (1967) encontré un juego con diez jugadores para el que no existe ningin
conjunto estable.

2.4. El core-cover

El core-cover fue introducido por Tijs| (1981). Consiste en definir los repartos o pagos que son
admisibles. Para ello se definen dos cotas, una superior, denominada pagos de utopia, y otra inferior,
que se conoce como derechos minimos. Cuando el core-cover coincide con el core el juego, el juego
se denomina de compromiso estable, y por tanto estudiar su core-cover es equivalente a estudiar
su core. Una clase de juegos que estan dentro de esta clase son los juegos de bancarrota que seran
estudiados en el Capitulo 4.

Definicién 2.54 Dado un juego (N,v) € GN y un jugador i € N definimos:
= Fl pago de utopia del jugador ¢ como el valor

M;(N,v) =v(N) —v(N \ 7).

= El minimo derecho del jugador v como el valor

mi(N,v) = _mix §o(S) - 'EZS:\'M]'(N,U)
j i

La cota superior, o pago de utopia de un jugador, es la contribucién marginal del jugador a la
gran coalicién. Representa lo maximo que éste podria pedir, en el sentido de que si pidiera méas
entonces seria rentable para la gran coalicién no tenerlo en cuenta y pasar a formar su subjuego de
n — 1 jugadores. En cuanto a la cota inferior, parece razonable calcular para cada jugador lo que
le queda a cada coalicién a la que pertenece si el resto de jugadores de la coalicién se llevasen su
pago de utopia. Asi, como minimo, cada jugador se puede asegurar el maximo de estas cantidades
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sobre todas las coaliciones a las que pertenece. Este valor es la cota inferior o minimo derecho de
un jugador.

El core-cover se corresponde con todas las imputaciones que aseguran a cada jugador su minimo
derecho y no més que su pago de utopia.

Definicién 2.55 Sea (N,v) € GV. Se define el core-cover como el conjunto
CC(N,v) ={z € I(N,v) : m(N,v) <x < M(N,v)}.

Se puede comprobar que si el juego (IV,v) es convexo, el minimo derecho de los jugadores se
corresponde con la utilidad que pueden conseguir por ellos mismos, esto es, m;(N,v) = v(i) para
cada i € N.

A continuacién se presenta una condicién necesaria y suficiente para la existencia de asignaciones
en el core-cover cuya demostracién es inmediata.

Proposicién 2.56 FEl core-cover no es vacio, CC(N,v) # (), si y solo si se verifican las siguientes
condiciones:

1. m(N,v) < M(N,v).
2. Y ienmi(N,v) <v(N) <3 iy Mi(N,v).

Demostracion: Es inmediata teniendo en cuenta la definicién. n

Ejemplo 2.57 Consideremos el juego (N,v) con N = {1,2,3,4} y funcion caracteristica:

v(i) =0 para todo i € N
0(1,2) = 3,0(1,3) = 4,0(1,4) = 7,v(2,3) = 4,0(2,4) = 6,v(3,4) = 4
v(1,2,3) = 20,0(1,2,4) = 14,v(1,3,4) = 15,v(2,3,4) = 12
v(N) = 40.

En la Figura |27 aparece representado el core y el core-cover de este juego. Se puede comprobar
que m(v) = (0,0,0,0) y M(v) = (28,25, 26, 20).

Figura 2.7: Core (izquierda) y core-cover (derecha) del Ejemplo
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Un juego (N,v) se dice que es de compromiso admisible, o cuasi-equilibrado, si cumple las
condiciones de la Proposicién [2.56

En el siguiente teorema veremos que como el propio nombre core-cover indica, el core-cover
contiene (“cubre”) al core.

Teorema 2.58 El core de un juego (N,v) € GV estd contenido en el core-cover,
C(N,v) C CC(N,v).

Demostracién: Sea z € C'(N,v). Para cada i € N,

fBi:Z-Tk— Z xp =v(N) — Z xr <v(N)—v(N\ i) = M;(N,v).

kEN kEN\i kEN\i
Ademas, para cada coalicién S tal que i € S,

xi:Zajk— Z x> v(S) — Z M. (N,v).

kesS keS\i keS\i

Asi pues, z; > gné}ég {U(S) — 2 _kes\i Mk(N,v)}. Por tanto, para cada jugador i € N, m;(N,v) <
e
x; < M;(N,v). "

Teorema 2.59 Sea (N,v) € GV tal que CC(N,v) # (). Entonces se tiene que:

a) El core-cover CC(N,v) es un politopo convexo y compacto de RY.

b) Ezisten xq,...,x, € CC(N,v) tales que cualquier elemento del core-cover x € CC(N,v) puede
escribirse como

k k
T = Z)\il‘i, con Z)‘i =1y A; > 0 para todo 1.
i=1 i=1
FEs decir, el core-cover es la envoltura convexa de los puntos x1,...,xy,

CC(N,v) = conv ({z1,...,z1}).

Demostracién: La demostracion sigue el mismo esquema que la del correspondiente para el core
en el Teorema 2.3 "

2.5. El conjunto de Weber

El conjunto de Weber (Weber| (1988)) se define como la envoltura convexa de los }HN ‘ repartos
de contribuciones marginales (véase la Definicién . Es un conjunto que contiene al core y nunca
es vacio, dado que tenemos garantizada la existencia de los repartos de contribuciones marginales.
Ademsds, para un juego convexo, todos los vectores de contribuciones marginales son puntos extremos
del core, y por tanto, el conjunto de Weber coincide exactamente con el core del juego.

Definicién 2.60 Sea (N,v) € GV. Se define el conjunto de Weber como la envoltura conveza de
los vectores de contribuciones marginales,

W (N,v) = conv ({m™(N,v) : 7 € HN})

= Za“m”(N,v):a”ZO,WGHN, Za”zl

mellN nellN
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Proposicién 2.61 Sea (N,v) € GV. Se verifica que:

a) El conjunto de Weber es un conjunto no vacio, ) # W(N,v) C RN, que ademds es compacto
Y CONnvero.

b) C(N,v) C W(N,v).

Demostracién: a) Dado que los vectores de contribuciones marginales siempre existen, tenemos
que W(N,v) # (. Ademds, como es la envoltura convexa de un conjunto finito de puntos, es
compacto y convexo.

b) Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe z € C(N,v) tal que = ¢
W(N,v). Entonces, por el teorema de separacién (vedse el Teorem en el Apéndice), existen
a € RN y a € R tales que el hiperplano

{yGRN:Zaiyi:oz}

1EN
separa el punto z y el conjunto de Weber. Equivalentemente, para todo orden 7 € ITV,
Z xia; < Z ml (N, v)a;.
iEN iEN

Por simplicidad, y sin pérdida de generalidad, podemos suponer N = {1,...,n} y a; > ag >
.-+ > a,. Tomemos la ordenacién 7* € IV definida por 7*(i) = i para todo i € N. Entonces,

Z Tia; < Z mf* (v)a;

iEN ieN

=a1v(l) +az2(v(1,2) —v(l)) + -+ an(v(N) —v(l,...,n —1))
v(1)(a1 —az) +v(1,2)(ag —ag) + -+ v(N)ay,
z1(a; —ag) + (1 + x2)(az —ag) + - + x(N)a,
=x1a1 + -+ + Tpap

= E iy,

1€EN

IN

La primera igualdad se obtiene directamente por la elecciéon particular de n*. Para las demés
igualdades basta con reagrupar adecuadamente los términos y la segunda desigualdad se verifica
dado que z € C(N,v). Asi, llegamos a un absurdo, como consecuencia de suponer que z ¢ W (N, v).
Por tanto C(N,v) C W(N,v). n

De la proposicién anterior se deduce que todo elemento del core se obtiene por la ponderacion
de los vectores de contribuciones marginales.

El siguiente resultado indica que todos los repartos del conjunto de Weber son eficientes aunque,
en general, no tienen por que ser imputaciones. Sin embargo, para la clase de los juegos 0-monétonos
s{ son imputaciones. Ademds probamos que si un juego es convexo, su conjunto de Weber coincide
con el core del juego.

Proposicién 2.62 Sea (N,v) € GV. Se verifica que:
a) W(N,v) C I*(N,v).

b) W(N,v) C I(N,v) siy solo si (N,v) es 0-mondtono.
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¢) Sea (N,v) un juego convexo, entonces W(N,v) = C(N,v).

Demostracién: a) Es inmediato ver que para cada m € IV, 3=, _ v m7 (v) = v(N).
b) Por definicién, (N, v) es 0-mondtono si y solo si

v(S)+ Y w(i) < o(T) (2.1)

i€T\S
para todo S C T'. Veamos que estas condiciones son equivalentes a que para todoi € Ny S C N\,
v(SUL) —v(S) > v(i). (2.2)

Una vez comprobada la equivalencia, el resultado es inmediato.

Para demostrar que implica basta con tomar para cadai € N y S C N\ i la coalicién
T=SUi.

Veamos, ahora, que implica . Sea S C T, puesto que si S = T la relacién es trivial.
Supongamos, entonces, que existe k > 1 tal que T'\ S = {i1,...,ix}. Se verifica la siguiente cadena
de desigualdades:

v(SUi) —v(S) > v(i1)
’U(S Ui U iz) — ’U(S @] il) > ’U(iz)
Vg

>
v(SUU...Uip) —v(SUiU... . Uip_y) >

Sumando las desigualdades obtenemos v(T') — v(S) = 3=, cq\ g v(7).-

¢) Ya sabemos que C(N,v) C W(N,v). Si (N,v) es convexo, de la Proposicién deducimos
que todo vector de contribuciones marginales pertenece al core. Como el core es convexo (Teorema
2.3), tenemos W (N,v) C C(N,v). n

Ejemplo 2.63 Consideremos el juego (N,v) con N ={1,2,3,4} y funcidn caracteristica:

0 si|S|=1
1S = 2
o) =40 00
20 si |S|=3
30 si [S] =4

En la Figura[2.8 aparece representado el conjunto de Weber y el core del juego.

Ejemplo 2.64 Consideremos el juego (N,v) con N ={1,2,3,4} y funcion caracteristica:

0 s |S]=1
19| = 2
ws) =47 I8
12 s |S|=3
22 i |S] = 4.

En la Figura[2.9 aparece representado el core, el conjunto de Weber y el core-cover.
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Figura 2.9: Core (izquierda), conjunto de Weber (centro) y core-cover (derecha) del Ejemplo

2.5.1. Caracterizacion de los juegos convexos

La coincidencia del core y el conjunto de Weber caracteriza a la clase de los juegos convexos.

Proposicién 2.65 Sea (N,v) € GV. Se tiene la siguiente equivalencia.
(N,v) es convezxo si y solo si W(N,v) =C(N,v).

Demostraciéon: Teniendo en cuenta que si (N,v) es un juego convexo, entonces W (N,v) =
C(N,v), s6lo nos queda demostrar que si el conjunto de Weber coincide con el core entonces el
juego es convexo.

Sea T' C S C N \ i. Demostraremos que

v(SUi) —v(S) > v(TUi)—o(T).

Para ello, elegimos 7 € IV tal que 7 = (7TT, TO\Ts & TN\ ( SUi))- Es decir, 7 es cualquier ordenacién
que coloque en primer lugar a los jugadores de T', luego a los de S\ T, a continuacién coloque al
jugador 7 y, finalmente, a los demés jugadores. Sabemos que,

> mi(w)=v(T) y m(v)=uv(SUi)—uv(S).
JET
Ademss, dado que m™(v) € C(N,v),
Z mj(v) > (T U1i),

JETUi
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0 equivalentemente,

> mi(v) +mf(v) > (T Ui).
JET

De las igualdades previas se llega a
v(T)+v(SUi)—v(S) >v(TUi),
que es la condicién de convexidad buscada. [

La clase de los juegos convexos estd ampliamente estudiada por el buen comportamiento que
tiene con respecto a las distintas soluciones. Es facil comprobar que los juegos convexos son una
subclase de los totalmente equilibrados, dado que todo subjuego de un juego convexo es a su vez
convexo y, por tanto, su core coincide con su conjunto de Weber.

También se puede comprobar sin dificultad que para juegos convexos, dado una ordenacién
7 € IIV, si consideramos, para cada coalicién S C N, la ordenacién mg € II°, la distribucién dada

o . . s
por los vectores de contribuciones marginales asociados a este orden, (m; )@ £SCN,ics €S una PMAS

(ver Definicién [2.26]).

Ejercicios
1. Representa y calcula los cores de los siguientes juegos:

a) 0,0, 0,20, 30, 10, 90).
0,0,0,30, 10,80, 90).
0,0,0, 10,20, 70, 90).
]
]

[
[
[
[0,0,0, 50,50, 50, 90].
[
[

v
V2

o (=)

ISW

V3 =

0,0,0,70, 80, 60, 90].
ve = [5, 10, 20, 50, 70, 50, 90].

e) Us

1
)
)
) v4
)
)

S~

2. Representa y calcula para el juego de costes del Ejemplo

a) El core.
b) El least core.
c¢) El conjunto de Weber.

3. Considera el juego de tres jugadores v = [0, 0,0, o, o, a, 1]. Discute el core de este juego para
los distintos valores de a.

4. Encuentra juegos de tres jugadores con least core de dimension 1 6 0. Justifica la respuesta.
. Cudl es el least core de un juego con core no vacio y que no tiene dimensién maxima (es
decir, menor estrictamente que |[N| —1)?

5. Encuentra el least core de los siguientes juegos. Recuerda que si el core es vacio, entonces el
least core se obtiene con € > 0.

a) v =1[0,0,0,2,8,3,12].
b) vo = [6,5,4,2,4,3,12).
¢) v =1[0,0,0,8,8,8,12].
d) vy =1[0,0,0,3,6,2,12].
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e) vs = [0,0,0,12,15,12,12].

6. Prueba que si dos juegos (N,v) y (N, w) son estratégicamente equivalentes entonces, x domy
S
si y solo si (kx + a)dom(ky + a), siendo k > 0 y (N,a) el juego aditivo tal que w(S) =
S
kv(S) + a(S) para todo S C N.

7. Considera el juego del ddlar (Ejemplo . Demuestra que los conjuntos discriminatorios
My, My y M3 del Ejemplo son estables. Representa en el tridangulo de imputaciones estos
conjuntos e indica, fijado uno de estos conjuntos y una imputacién en él, las imputaciones a
las que domina. Indica, fijada una imputacién, por ejemplo (0.4,0.3,0.3), en qué conjuntos
discriminatorios se encuentra.

8. Justifica que el juego de cuatro jugadores dado por v = [0,2,2,0,5,5,0,5,2,2,9,5,5,5,11] es
exacto pero no convexo.






Capitulo 3

Conceptos de solucion puntuales

En este capitulo estudiaremos las principales soluciones puntuales, también llamadas valores o
allocation rules que han sido propuestas en la literatura. Si asumimos que se va a formar la gran
coalicién N, jcémo dividimos el valor de la gran coalicién entre sus miembros? Dependiendo del tipo
de situacién que queramos modelizar, esta pregunta puede replantearse como ;cudnto podria esperar
recibir cada jugador si un juez justo tuviera que dividir el beneficio conjunto entre los jugadores?
0, también, jcudl es la expectativa racional que un jugador esperaria obtener?

Para poder decidir qué concepto de solucién nos parece mas apropiado podemos optar por
desgranar cada soluciéon en unos principios bésicos 6 axiomas que servirdn para comprender en
profundidad las ideas que subyacen en los conceptos de solucién puntuales.

La Definicién recoge la definicién de solucién puntual como caso particular de solucion
genérica. La recordamos aqui: una solucién puntual, definida en algin subdominio Q € G, es una
aplicacion ¢: Q — R, que asocia a cada juego (N,v) un reparto en RV .

A continuacién presentamos algunas soluciones de tipo puntual indicando la referencia corres-
pondiente.

» Valor de Shapley (Shapley| (1953ayb)).

» Nucleolus y prenucleolus (Schmeidler| (1969)).

» 7-Valor (Tijs (1981)).

» Core-center (Gonzalez y Sanchez (2007)).

» Per capita nucleolus (Wallmeier| (1983))).

» Valor igualitario (Dutta y Ray| (1989)).

» Valor average lexicographic (alexia) (Tijs y otros (2011))).
» Valor solidario (Nowak y Radzik| (1994)).

» Valor selectivo (Vidal-Puga; (2004)).

En esta monografia, estudiaremos las cuatro primeras. Ademas, estudiaremos valores que han
surgido en torno al valor de Shapley. En concreto, los valores ponderados (Kalai y Samet| (1987))),
los valores coalicionales (Owenl (1995)) y un valor con restricciones en la comunicacién, también
conocido como valor de Myerson (Myerson| (1977))). En el siguiente Capitulo veremos cémo el valor
de Shapley aplicado a las Ciencias Politicas nos da una forma de medir el poder de los distintos
jugadores involucrados en un comité. Se conoce como indice de poder de Shapley-Shubik. Roth
(1988) es un libro monogréafico sobre el valor de Shapley que recoge éstas y otras aplicaciones.
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3.1. Propiedades de una regla de reparto

Sea G = UNcN:|N|<OO GN la unién de todos los juegos TU con N como conjunto de jugadores

potenciales y p: G — Uycn RY una regla de reparto, es decir, una aplicacién que a cada juego
(N, v) le asocia un vector | N|-dimensional cuyas coordenadas estédn indexadas por N. La definicién
puede adaptarse facilmente si la regla se restringe, o estd sélo definida, a una subclase Q c GV,
esto es, si p: Q@ — RY. En este caso, simplemente diremos que la regla de reparto ¢ verifica la
correspondiente propiedad para los juegos de la clase £2. Un tipico ejemplo de €2, que se puede aplicar
a casi todas las propiedades, es Q = G para un N fijo.

Invarianza por traslaciones Dados dos juegos (N, v), (N,w) € GV, y a € RY tales que w(S) =
v(S) 4 > ;cg @i para cada S C N, se verifica que

©(N,w) = ¢(N,v) + a.

Invarianza por cambios de escala Dados (N,v), (N,w) € GN y r € Ry, tales que w(S) =
rv(S) para S C N, se verifica que

@(Nv w) = TSO(N7 ?)).

Covarianza (bajo juegos estratégicamente equivalentes) Dados (N,v), (N,w) € GV, r €
Ryt y a € RY tales que w(S) = rv(S) + 3,cq o para todo S C N, se verifica que

©(N,w) =rp(N,v) + a.

La propiedad de invarianza por traslaciones (resp. cambios de escala) refleja que si un juego
es el trasladado por otro mediante un cambio de origen (resp. de escala), entonces la regla de
reparto también se traslada (resp. escala) de la misma forma. La covarianza es una combinacién
de ambas propiedades.

Eficiencia Para todo (N,v) € GV,

S @il v) = v(V).

1EN

La propiedad de eficiencia nos indica que la suma de las asignaciones que reciben todos los
jugadores ha de coincidir con el valor de la gran coalicién.

Racionalidad individual Para todo (N,v) € GV,

@i(N,v) > v(i), para todo ¢ € N.

La propiedad de racionalidad individual exige a una regla de reparto que asigne a cada jugador
al menos su valor individual.

Seleccién en el core Para todo (N,v) € GV con core no vacio,

o(N,v) € C(N,v).

La propiedad de seleccion en el core selecciona reglas de reparto en las que ninguna coalicién
tenga incentivos de desviarse y formar su propia coalicién, es decir, repartos estables, siempre
que estos sean posibles.
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Definicién 3.1 Un jugador i € N en un juego (N,v) € GV se llama titere si no aporta beneficio
adicional a los demds jugadores, es decir, si v(SU1i) = v(S) + v(i) para todo S C N \ i.
Si un jugador titere i € N verifica v(i) = 0, se dice ademds que es un jugador nulo.

Jugador titere Para todo (N,v) € GV y cada jugador i € N que sea titere, se tiene que
wi(N,v) = v(3).
Jugador nulo Para todo (N,v) € GV e i € N jugador nulo,
wi(N,v) =0.

La propiedad de jugador titere establece que si un jugador no realiza aportacién adicional a
los demds jugadores, entonces debe recibir su asignacién individual.

Sin embargo, la propiedad de jugador nulo es més débil, ya que permite que un jugador titere,
siempre que no sea nulo, pueda recibir algo diferente a su asignacién individual. Si el jugador
es nulo, entonces si debe recibir su asignacién individual (cero).

Definicién 3.2 En un juego (N,v) € GV, dos jugadoresi,j € N son simétricos siv(SUi) = v(SUj)
para todo S C N\ {7,7}.

Simetria Para todo (N,v) € GV y todo par i, j de jugadores simétricos,

(pi(va) = ng(N,'U).

La propiedad de simetria nos dice que si dos jugadores son intercambiables en el juego, deben
recibir el mismo pago.

Una propiedad relacionada con simetria, aunque no equivalente, es la de anonimato. Para defi-
nirla, necesitamos la siguiente notacién.

Definicién 3.3 Dados N, N’ C N, una funcion biyectiva p: N — N’ y z € RN, definimos p(zx) €
RN como el reparto resultante de cambiar las coordenadas de © segin p, es decir,
p(x)p(z) =

para todo © € N.
Andlogamente, dado S C N, definimos p(S) C N’ como

p(S)=A{p(i):ie S} CN,

es decir, p(S) representa la misma coalicion S cambiando el nombre de los jugadores segin lo
indicado por p.

Si cambiamos el identificador (o nombre) de los jugadores mediante una funcién biyectiva, una
regla andénima no se verd afectada por ello. Més especificamente, si el indice de un jugador cambia,
el pago asignado a su nuevo indice sera el mismo que el asignado al indice antiguo. Formalmente:

Anonimato Dados N, N’ C N conjuntos finitos y p : N — N’ biyectiva,

@(N', p(v)) = p(@(N,v))

para todo (N,v) € GV, donde (N’,p(v)) € GN' es el juego definido por p(v)(p(S)) = v(S)
para todo S C N.

Toda regla anénima es también simétrica, pero el reciproco no es cierto (véase el ejercicio .
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. . . ., N
Continuidad ¢ es continua como funcién de R¢" en RY.

Una regla de reparto es continua si pequenas variaciones en la utilidad que reciben los jugadores
provocan pequenas variaciones en los repartos.

Aditividad Para todo (N,v), (N,w) € GV, se verifica que
(N, v+ w) = ¢(N,v) + ¢(N,w).

La propiedad de aditividad establece que el pago que reciben los jugadores en un juego es
igual a la suma de los pagos que recibirian si el juego se descompone en suma de dos.

Monotonia fuerte (o marginalidad) Dados (N,v), (N,w) € GV e i € N tales que para cada
SCN\i,w(SUi)—w(S)>v(SUi)—v(S), entonces
(pi(Nv w) > (rDi(N’ U)'
La monotonia fuerte indica que si la contribuciéon marginal de un jugador a todas las coaliciones
en un juego dado es superior o igual a la contribucién marginal del jugador a todas las

coaliciones en otro juego, entonces no debe recibir menos asignacion en el primer juego que
en el segundo.

Monotonia coalicional Dados (N,v), (N,w) € GY y T C N tales que w(T) > v(T) y w(S) =
v(S) para S # T, entonces

©i(N,w) > ¢;(N,v), para todo i € T.

La monotonia coalicional establece que si dos juegos se diferencian exclusivamente en el valor
de una coaliciéon T' (w(T") > v(T')), entonces todos los jugadores de la coalicién T', individual-
mente, deben recibir, al menos, el mismo pago con la regla de reparto en el juego w que en el
juego v.

Monotonia en el agregado (o monotonia en la gran coalicién) Dados (N,v), (N,w) € GN
con w(N) >v(N) y w(S) =v(S) para S # N, se tiene que

wi(N,w) > ¢;(N,v), para todo i € N.
La monotonia en el agregado es un caso particular de la monotonia coalicional cuando entre

los juegos v y w la 1nica variacién esta en el valor de la gran coalicion.

Monotonia coalicional débil Dados (N,v), (N,w) € G¥ y T C N tales que w(T) > v(T) y
w(S) =v(S) para S # T, entonces

Y N w) > D @i(N, ).

€T €T

La monotonia coalicional débil es una versién debilitada de monotonia coalicional, en la que
ahora, colectivamente, la coalicion T debe recibir, al menos, el mismo pago con la regla de
reparto en el juego w que en el juego v.

Contribuciones equilibradas Para todo (N,v) € GV y cada par de jugadores 4,7 € N,

Una regla de reparto verifica contribuciones equilibradas si la utilidad que pierde o gana el
jugador 7 si j deja de participar en el juego coincide con la utilidad que pierde o gana el
jugador j si se va del juego el jugador 3.
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Estdndar para dos jugadores Para cada uno de los dos jugadores i € N se tiene que (suponiendo
N[ =2)

PN 0) = (i) + 5 (v(V) = 32 0(j)
JEN

La propiedad de ser estandar para dos jugadores indica, para juegos de dos jugadores, un
reparto de la utilidad total a partes iguales una vez se descuentan los valores individuales. Es
decir, la asignacién que recibe cada jugador se puede descomponer en dos partes o fases: en
la primera fase cada jugador recibe lo que se puede garantizar por si mismo y, en la segunda,
se divide el resto a partes iguales.

Consistencia Para cada (N,v) € GV, S C N ei € S se verifica que
Soi(sa Ug) = (pi(Nv U)
siendo (S, vg) el juego reducido a la coalicién S segin la regla .

El juego reducido (S , vg) surge cuando los jugadores de N \ S reciben el pago establecido para
ellos por la regla ¢ y abandonan el juego, permitiendo a los demés jugadores de S renegociar
su pago. Existen distintas formas de definir el juego reducido. Estas son las dos méas conocidas:

» Juego reducido de |Hart y Mas-Colell| (1989)):

vE(R)=v(RUN\S) = Y @i (RU(N\S),vpums) si RCS.
1EN\S

» Juego reducido de |Davis y Maschler| (1965):

0 si R=10
05(R) = ¢ méx{v(RUT) —p(T): TCN\S} si 0ARCS
v(N) — (N \ R) siR=S.

Veremos el primero de ellos en la caracterizacién del valor de Shapley y el segundo en la
caracterizacién del prenucleolus.

La propiedad de consistencia establece igualdad (o consistencia) entre la solucién en el juego
original y la solucién en el juego reducido a una coalicién.

3.2. El valor de Shapley

El valor de Shapley (Shapley| (1953a)) se calcula promediando los vectores de contribuciones
marginales asociados a todas los posibles ordenaciones de los jugadores.

Definicién 3.4 El valor de Shapley de un juego (N,v) € GV es el reparto
1 ™
Sh(N,v):W Z m”™ (N, v).

Podemos interpretar el valor de Shapley de la siguiente forma. Supongamos que los jugadores van
llegando a un lugar de modo aleatorio, y al llegar cada jugador recibe como utilidad su aportacion
marginal a los jugadores que ya estaban presentes. El valor de Shapley se puede ver como el vector
de utilidades esperadas de los jugadores bajo este procedimiento.

A partir de esto, la expresion de Sh;(N,v) se puede interpretar como la expectativa que el
jugador ¢ tiene por participar en el juego (N, v).
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Observacion 3.5 Las siguientes expresiones son equivalentes a la anterior:

1

Shi(N,v) = T D (u(Pre™(i) Ui) — o(PreT(i))
TeIN
= L ST SN~ 18] - DI(S U ) — ofS))
IVt SCN\i
= L, > (SI=DUINT = 1SDHw(S) = v(S\ 1))
|N" SCN:ieS

para cada i € N.

Los coeficientes en las formulas anteriores indican que todas las coaliciones del mismo tamafio
son igualmente probables. De hecho, (|S| — 1)!(|N| — |S|)! es el nimero de ordenaciones para las
cuales los predecesores del jugador i son los jugadores de S\ i.

Podemos observar que el valor de Shapley no verifica la propiedad de racionalidad individual en
el conjunto general de juegos. No obstante, en la clase de los juegos 0-mondtonos el valor de Shapley
verifica esta propiedad. Ademads, si un juego es convexo entonces el valor de Shapley esta en el core
del juego, es decir, verifica la propiedad de seleccién en el core en la clase de juegos convexos. La
demostracién de este hecho no es complicada teniendo en cuenta que el core de un juego convexo
es la envoltura convexa de los vectores de contribuciones marginales y el valor de Shapley es el
promedio de ellos.

Ademas, el valor de Shapley verifica las propiedades de eficiencia, covarianza, jugador titere,
simetria y aditividad. Veremos a continuacién la caracterizacion més clasica del valor de Shapley.

Teorema 3.6 FExiste un tinico valor en G werificando las propiedades de eficiencia, jugador nulo,
simetria y aditividad; y es el valor de Shapley. Es decir, si ¢ es una regla de reparto en G que
verifica las propiedades de eficiencia, jugador nulo, simetria y aditividad, entonces ¢ = Sh.

Demostracién: Es inmediato verificar que el valor de Shapley verifica las propiedades menciona-
das, por lo que queda como ejercicio para el lector.

Comprobemos que es la tnica regla de reparto que las cumple. Supongamos que ¢ es una regla
de reparto que verifica las propiedades del teorema. Sabemos por la Proposicién [I.19 que cada juego
(N,v) € G se puede expresar como combinacién lineal de la base de los juegos de unanimidad:

v = Z(Z);éTcN crur.
Por verificarse la propiedad de aditividad, tenemos que

p(N,v)= > (N, crur).
0£TCN

Se observa que todos los jugadores de T' son simétricos para el juego (N, crur), cualquiera que
sea la coalicion T'. Entonces, para cada i,j € T, i # j,

©i(N, crur) = ¢;(N, crur).

Ademss, todos los jugadores que no estan en una coalicién T' son jugadores nulos en el juego
(N,crur), dadoquesii ¢ Ty S C N\,

CTUT(S U Z) - CT’U,T(S) =0= CTUT(i).
Aplicando las propiedades de eficiencia, jugador nulo y simetria se deduce que
“osiqeT

@i(N, crur) = {'T' (3.1)
0 en otro caso.
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Por la aditividad de ¢, para cada i € N

N = Y aWerur)= Y L

0£TCN 0ATCN:HeT ’T‘

Ahora, dado que el valor de Shapley verifica las propiedades mencionadas, es evidente que
@ = Sh. ]

Observacion 3.7 Comprobamos que las propiedades son ldgicamente independientes, es decir, que
st eliminamos cualquiera de ellas, perdemos la unicidad del valor.

» Regla de reparto sin eficiencia. Definamos ¢(N,v) = dSh(N,v) para algin § € [0,1). Esta
regla verifica jugador nulo, simetria y aditividad, al igual que el valor de Shapley.

» Regla de reparto que no verifica jugador nulo. Definamos @;(N,v) = v|(]<[\f‘)7 i € N (la solucion

igualitaria). Esta regla verifica eficiencia, simetria y aditividad, al igual que el valor de Shapley.

» Regla de reparto que no verifica aditividad. Sea T'(v) el conjunto de jugadores titere del juego
(N,v). Tomemos

‘ I EOES 7\N|—|1T(u)| (v(N) =Y ,eyv(@) siie N\T(v)
@i(N,v) = . .
v(i) sii €T (v).
Esta regla verifica eficiencia, jugador nulo y simetria, al igual que el valor de Shapley.

= Regla de reparto que no verifica simetria. Definamos p(N,v) = m™(N,v) para algin = € TIVV.
Esta regla verifica eficiencia, jugador nulo y aditividad, al igual que el valor de Shapley.

Ejemplo 3.8 Sea (N,v) el juego con N = {A, B,C} y funcion caracteristica:

v(A)=v(B)=v(C)=0
v(A,B) =2, v(A,C) =4, v(B,C)=6
v(A,B,C)=T1.

Vamos a calcular el valor de Shapley de este juego de tres formas distintas.

1. Utilizando la descomposicion en juegos de unanimidad. Para ello calculamos los dividendos
de Harsanyi.

C{A} = U(A) C{B} = U(B) = O;C{C} = U(C) =0

cia,py = v(4, B) —v(A) —v(B) =2
ciacy = v(A,C) —v(A) —v(C) =4
cip,cy =v(B,C) —v(B) —v(C) =6
C{A,B,C} = v(A,B,C) —v(A,B) —v(A,C) —v(B,C)

+v(A)+v(B)+v(C)=7—2—-4—-6=—5.

Por tanto,

v = 2uga,py +4ugacy +6ugp oy — Suga oy
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Entonces, de acuerdo con la expresion , el valor de Shapley,
Sh(va) = (ShA(N7U)7 ShB<N7 U)7ShC(N7U))7

viene dado por:

11 1 4
Sha(N,v) =2- +4- —5- =

2 "2 "33

1 1 1 7

Nv)=2-4+6= —5- = —

ShB( ,’U) 2+62 53 3
1 1 _1 10

N,v) =4- ——bh-=—.
She(N,v) 2+62 53 3

2. Utilizando las distintas ordenaciones de los jugadores y los vectores de contribuciones margina-
les. Calculamos los vectores de contribuciones marginales, que se recogen en la tabla siguiente.

Jugador

Orden| A B C
ABC |0 2 5
ACB | 0 3 4
BAC | 2 0 5
BCA|1 0 6
CAB | 4 3 0
CBA |1 6 0

8 14 20

El valor de Shapley es la media aritmética de los vectores de contribuciones marginales, esto
es,
1 4 7 10
Sh(N,'U) = 6(8, 14, 20) = <3, g, 3> .

3. El siguiente procedimiento fue presentado por Harsanyi. Se trata de un algoritmo que divide
el valor de las coaliciones de manera igualitaria E| Se presenta a continuacion el algoritmo
que termina en menor numero de etapas dividiendo de forma igualitaria los valores de las
coaliciones desde las mds pequenias a las mayores. Procedemos por etapas:

a) Empezamos por las coaliciones individuales. Como v(A) = 0, y A es el unico jugador
de esta coalicion, al jugador A le asignamos ese valor, que denotaremos por x'(A) = 0.
Procedemos del mismo modo con los otros jugadores, que tampoco recibirian nada en este
paso, x1(B) = 21(C) = 0.

b) Ahora nos fijamos en las coaliciones de dos jugadores. Dado que v(A,B) =2 y x'(A) +
2z (B) = 0, tenemos v(A, B) — (z'(A) + 2! (B)) = 2 para repartir a partes iguales entre
A y B. Luego en este paso A y B, por formar la coalicion AB, reciben 1 unidad cada
uno, %4 5(A) = 2% 5(B) = 1. Andlogamente, para las otras coaliciones de dos jugadores,

tendriamos
Coalicion | Utilidad | Acumulado | A repartir Reparto
S v(S) 71(9) v(S) —2!(S) | 24(i), i€ S
AC 4 0 4 2
BC 6 0 6 3

'La definicién formal se estudiard en el Capitulo 8 (solucién de Harsanyi).
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c¢) Finalmente, para la gran coalicion v(A, B,C) = 7. En las etapas anteriores los jugadores
llevan acumulados los siguientes pagos:

Jugador | Ftapa 1 | Etapa 2 | Total
A 0 142 3
B 0 143 4
C 0 243 5
12
Asi pues, en este paso disponemos de v(A, B,C) — 12 = —5 unidades a repartir a partes

iguales entre los 3 jugadores que forman la coalicion. Luego cada uno percibiria —%.

El total acumulado por cada jugador en el proceso de reparto descrito nos da el valor de
Shapley del juego
ShV) = (3-34-55-8) = (L1 %),

3.3. Otras caracterizaciones axiomaticas del valor de Shapley

En la caracterizacion original del valor de Shapley la propiedad de aditividad es la mas criticada.
Por ello, se han propuesto en la literatura distintas caracterizaciones alternativas. [Young (1985)
demostré que el valor de Shapley es la Unica solucién puntual que verifica eficiencia, simetria y
monotonia fuertd?

Teorema 3.9 (Young (1985)) FExiste un tnico valor en GV que verifica las propiedades de efi-
ciencia, simetria y monotonia fuerte, y es el valor de Shapley.

Demostracién: Es claro que el valor de Shapley verifica las tres propiedades. Supongamos que
existe otra solucién ¢ que verifica las tres propiedades en GV. Sea (N,v) € G¥. Sabemos por
la Proposicion que v se puede expresar como combinacién lineal de la base de los juegos de
unanimidad: v = ) ;. y crur. Definimos el indice de v, I, como el minimo niimero de términos cr
no nulos, y procedemos por induccion sobre 1.

Para I = 0, tenemos el juego nulo vy con lo que el unico reparto eficiente y simétrico es O, que
coincide con el valor de Shapley.

Supongamos ahora que ¢ coincide con el valor de Shapley siempre que su indice sea menor que
I.Sea R =), 4T Dado i € N, debemos probar que ¢;(NN,v) = Sh;(N,v). Tenemos dos casos:

1. Sii ¢ R, definimos el juego w = ) 1 y.icr cTur. Este juego tiene indice menor que I, por
lo que sabemos que ¢;(N,w) = Sh;(N,w). Ademas, v(S U i) — v(S) = w(SUi) —w(S) para
todo S C N \ i con lo que la monotonia fuerte aplicada en las dos direcciones implica tanto
©i(N,v) = p;(N,w) como Sh;(N,v) = Sh;(N,w) y de ahi @;(N,v) = Sh;(N,v).

2. Sii € R, tenemos en cuenta que todos los jugadores de R son simétricos en v. Por la simetria
de ¢ y del valor Shapley, todos reciben lo mismo en cada uno de los dos valores. Como los
dos repartos son eficientes (suman v(NN)) y coinciden para todo j ¢ R (aplicando el caso 1),
deducimos que son iguales también en R.

En [Myerson| (1980)) el valor de Shapley se caracteriza utilizando las propiedades de eficiencia y
contribuciones equilibradas.

2Se puede comprobar que eficiencia + simetria + monotonia fuerte = jugador nulo.
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Teorema 3.10 (Myerson! (1980)) Eziste un tnico valor en GV que verifica las propiedades de
eficiencia y contribuciones equilibradas, y es el valor de Shapley.

Demostracién: Procedemos por induccién sobre el nimero de jugadores. Para |[N| = 1, este
resultado se verifica trivialmente. Supongamos, por tanto, que se verifica para juegos con menos de
|N| jugadores, con |N| > 2.

Es claro que el valor de Shapley es eficiente. Veamos que verifica contribuciones equilibradas.
Utilizamos la férmula del valor de Shapley como promedio de contribuciones marginales,

Sh(N,v) = nNy > om

rellV

Por simplicidad, dado S C N, escribimos en el resto de la demostraciéon Sh(S) en lugar de
Sh(S,vs). Debemos entonces demostrar que dados i,j € N,

Shi(N) — Shi(N \ 5) = Sh;(N) — Shy(N \ 4). (3.2)

Sea ITV = Uren H{CV donde cada H{CV es el conjunto de ordenaciones en las que el jugador k € N

estd al final. Para cada k € N, teniendo cuenta que m’ll,\k(N ) = ?{}f (N \ k) para todo 7 € II¥,
v la eficiencia de las contribuciones marginales,

1 ™
Shi(N) = [TV Zmi(N,v)+ Z'ZW(NU)
melly keN\iren1
1
= Yoomp(N\io) |+ > > mI(N\k,v)
weHN\Z keN\i kEN\i relIN\k
1
- = HN\l — 3 SN\ i) +‘HN\’“‘ S Shi(N\ k)
[T keN\i kEN\G
= Z (Shi(N \ k) — Shi(N \ 7))
| EN\i
Andlogamente:
1 .
Shi(N) = il v(N)+ D (Shj(N \ k) = Shi(N \ )

kEN\j

Restando ambas expresiones y multiplicando por |N|:

IN|(Shi(N) — Shj(N)) = 25hi(N\j)—25h;(N \1)

+ Y (Shi(N\k) = Shj(N\ k) = Shi(N \ i) + Shi(N \ 7).
kEN\i,j

Por la hipétesis de induccién, para cualquier k € N\ ¢, j, sabemos que Sh;(N \ k) — Shi(N\i) =
Shi(N \ k. j) — Shi(N \ i) y que Shi(N \ j) — Shy(N \ k) = She(N \ i,3) — Shy(N \ k, ). Eso
implica que podemos simplificar los términos dentro del sumatorio:

INI(Shi(N) = Shj(N)) = 28hi(N\j) — 25h;(N \4)

+ Y (Shi(N\k,j) — Shj(N \ k,)).
kEN\G,j
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Aplicando de nuevo la hipétesis de induccién, tenemos Sh;(N \ k,j) — Shj(N \ k,i) = Shiy(N \
j) — Shj(N \ i) y por tanto:

IN|(Shi(N) = Shj(N)) = 2Shi(N\ j)—25h;(N \1)
+ Y (Shi(N\j) — Shj(N\ i)
keN\i,j
= 2Shi(N\ j)—2Sh;(N \ 1)
+(IN| = 2) (Shi(N \ j) — Shj(N \ 7))
= [N[(Shi(N \ j) = Sh;j(N \ 7))
que implica la férmula (3.2]) que queriamos demostrar.
Supongamos que existe otra solucién ¢ que verifica las dos propiedades en G. Sea (N,v) €

GN e i € N. Por hipétesis de induccién, ¢(S,vs) = Sh(S) para todo S ¢ N. Por eficiencia y
contribuciones equilibradas:

pi(N,v) = o(N)= Y ¢j(N)

JEN\I

= o(N) = Y (pi(N,v) = Shi(N \ j) + Shy(N \ ©))
JEN\G

= o(N) —o(N\ i) = (IN] = Dpi(N,0) + > Shi(N\ ).

JEN\
Reordenando los términos para despejar ¢;(IV,v):
1 . .
@i(N,v) = 1] v(N) —v(N\i) + Z Shi(N \ j)
JEN\i
que estd univocamente determinada, por lo que necesariamente debe coincidir con Sh;(NV). [

Hart y Mas-Colell (1989) caracterizan el valor de Shapley utilizando la propiedad de consistencia
y la propiedad de ser estandar para dos. Sea ¢ una regla de reparto. Para cada grupo de jugadores
S C N se define el juego reducido (S, v?) siendo, para R C S,

vi(R) = v (R) — ig\;\scpi (R, UR> donde R = RU(N\ S).

En el juego reducido (S, vg), la funcién caracteristica de una subcoalicién R C S representa la
utilidad que queda después de que los miembros de N \ S han sido pagados mediante .

Teorema 3.11 (Hart y Mas-Colell (1989)) FEziste un tunico valor que verifica las propiedades
de consistencia y estandar para dos, y es el valor de Shapley.

3.4. Situaciones asimétricas

La simetria es una de las principales propiedades que caracteriza el valor de Shapley. Sin embargo,
en ocasiones no parece razonable exigir esta propiedad. Pensemos, por ejemplo, que no siempre los
esfuerzos de los jugadores son iguales a la hora de formar una coalicién, o bien que, a menudo, los
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jugadores tienen diferentes caracteristicas, lo que supone que inicialmente partan de una situacién
no simétrica. También podemos pensar en situaciones no simétricas cuando cada jugador representa
a su vez a otros agentes, pudiendo ser el ntimero o el tipo de agentes representados por cada jugador
distinto. En su tesis doctoral, [Shapley| (1953a)) ya introdujo los valores de Shapley ponderados y, a
partir de este momento, se han estudiado distintos valores no simétricos.

Comenzamos definiendo un sistema de pesos de un conjunto de jugadores. A continuacién, defi-
nimos los valores de Shapley ponderados de los juegos de unanimidad y, en general, los valores de
Shapley ponderados de cualquier juego.

3.4.1. Los valores ponderados

Definicién 3.12 Un sistema ordenado de pesos p = (w,()), consiste en:
1. Un vector de pesos estrictamente positivos, w € Rf_,_

2. Una particion ordenada de N, Q = {S1,...,Sn}, es decir, una particion en la que cuenta
el orden en el que se escriben las coaliciones. Diremos que los jugadores de S1 pertenecen al
primer nivel, o nivel inferior, y que los jugadores de Sy, son jugadores del nivel m, o nivel
SUPErior.

Asi pues, la particién ordenada ({1}, {2},{3}) de N = {1,2,3} es distinta de la particién or-
denada ({2},{1},{3}). Una particién ordenada permite considerar los pesos relativos a grupos de
jugadores. Si Q = { N}, consiste simplemente en considerar un sistema de pesos para los jugadores.

Definicién 3.13 Sean S C N, (N,ug) el juego de unanimidad de la coalicion S y (w,Q) con
Q= (51,...,Sn) un sistema ordenado de coaliciones. Definimos el valor de Shapley ponderado por
el sistema de pesos p del juego de unanimidad (N, ug) mediante

w; s
ShZ(W»Q)(N’ US) — Zjesnsk Wi sii €505 ,
0 en otro caso

conk=méx{j:S;NS#0} eie N.

Como podemos observar en la definicién precedente, para cada juego de unanimidad, la particién
ordenada divide a los jugadores en distintos niveles de forma que los jugadores del nivel mas alto
se reparten la utilidad proporcionalmente a sus pesos y el resto se lleva cero.

Aplicando la aditividad del valor de Shapley obtenemos la definicién de valor de Shapley pon-
derado de un juego (N,v) € GV.

Definicién 3.14 Sean (N,v) € GV y (w,Q) un sistema ordenado de pesos. Se define el valor de
Shapley ponderado con sistema de pesos (w,€2) como el valor que a cada i € N le asigna

SHED(Nv) = Y esShE Y (N, us),
SCN
siendo cg, S C N, los correspondientes dividendos de Harsanyi del juego (N,v).

Naturalmente, si w; = w; para todo i # j y = {N}, entonces Sh = Sh(w:),
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Ejemplo 3.15 Consideremos el juego del guante (Ejemplo[1.17) con L = {1} y R = {2, 3}. Calcu-
lamos el valor de Shapley ponderado para distintos sistemas ordenados de pesos.

Sistema de pesos Sh@:)
w=(1,2,3) (5,11)
Q={N} 12> 3714
Q={{1},{2,3}}] 17"
w=(2,2,2) (2 fi l)
Q:{N} 37676

Para el calculo de los valores ponderados cuando Q = {N }E] se puede proceder de la siguiente
manera. Se calculan los vectores de contribuciones marginales y se calcula su media ponderada
siendo las ponderaciones los niimeros que se describen a continuacion.

Sea ™ =11...%N| € IV, Definimos

|N|

Po(m) = [[ =

j=1 o1 Wi

Para N = {1,2,3} y el orden ™ = 123, el peso del vector de contribuciones marginales m!23(N, v)

wa wo , .
€S ST i Los demaés se construyen de modo andlogo.

Veamos el calculo en un par de ejemplos.

Ejemplo 3.16 El juego del guante considerado en el FEjemplo es v = [0,0,0,1,1,0,1]. Si
consideramos el sistema de pesos w = (1,2,3) y lo normalizamos obtenemos w' = (%, %, %)

Jugador
Orden | 1 2 8 Ponderacion
123 |0 1 O 1/3
132 [0 0 1 1/4
213 |1 0 O 1/6
231 |1 0 O 1/10
312 |1 0 0 1/12
321 |1 0 O 1/15

La media ponderada de los vectores de contribuciones marginales da el reparto (5/12,1/3,1/4),
que se corresponde con el valor de Shapley ponderado con los pesos (1,2,3).

Ejemplo 3.17 Consideremos el juego v = [0,0, 100, 100, 200,200, 300,400] y w = (3, 1, 3).
Jugador
Orden | 1 2 3 Ponderacion
123 [ 0 100 300 1/12
132 | 0 200 200 1/12
213 [100 0 300 1/6
231 [ 100 0 300 1/4
312 [ 100 200 100 1/6
321 [ 100 200 100 1/4

3Para Q # {N}, el cdlculo es andlogo operando en cada coalicién S; por separado, y calculando la probabilidad
final asociada a cada orden como el producto de las probabilidades previamente calculadas.
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El valor de Shapley ponderado se corresponde con (250/3,325/3,625/3).

A continuacién, definimos el concepto de coalicién de socios para proceder a dar dos propiedades
que, conjuntamente con eficiencia, jugador nulo y aditividad, caracterizan los valores de Shapley
ponderados.

Definicién 3.18 Una coalicion S es una coalicion de socios (partnership) en (N,v) € GN si
v(TUR) =v(R) para todo T C S yRC N\ S.

Una coalicién de socios S se comporta como si fuera un tinico jugador de tal forma que cualquier
coalicién que no contenga a ningun socio no varia su utilidad si se une a un subgrupo propio de
socios.

Definimos ahora las propiedades. Sea ¢ una regla de reparto en GV.

Positividad Para todo juego monétono (N,v) € GV, o(N,v) > Oy.

La propiedad de positividad indica que si un juego es mondtono, la regla de reparto no puede
darle valores negativos a ningin jugador.

Companerismo (Partnership) E|Dada una coalicién de socios S en (N,v) € GV, se verifica que

pi(N,0) =i [ S, [ D wi(N,0) | us
jes

para todo ¢ € S.

La propiedad de companerismo nos indica que la utilidad total que consiguen en el juego
(N, v) los miembros de cada coalicién de socios, Zje g©;j(N,v), se la reparten los jugadores
de S del mismo modo que si jugasen el juego de unanimidad ug entre ellos solos.

Teorema 3.19 (Kalai y Samet| (1987)) Un valor ¢ verifica eficiencia, jugador nulo, aditividad,
positividad y companerismo si y solo si es un valor de Shapley ponderado Sh@S) parg algun sistema
ordenado de pesos (w, ().

3.5. Uniones a priori: el valor coalicional de Owen

Puede ocurrir que, por mecanismos externos al propio juego, no contemplados en la funcién
caracteristica, se sepa que ciertos jugadores tienen afinidades (de tipo personal, politico, etc.) que
provocan una mayor tendencia a cooperar entre ellos. De esta forma, el juego se modifica sustan-
cialmente y se parte de un estado inicial en el que los jugadores que tienen afinidades aparecen
agrupados en un sistema de coaliciones “a priori”. Owen| (1977)) estudia este problema para juegos
con utilidad transferible, e introduce un valor llamado valor coalicional, o valor de Owen, que pro-
porciona un reparto de la utilidad en juego. El proceso que realiza, basicamente, es el siguiente: la
estructura coalicional induce un juego entre éstas (juego cociente), a cada coalicién “a priori” le
asigna el valor de Shapley del juego entre coaliciones y distribuye este valor entre los miembros de
la coalicién teniendo en cuenta las posibilidades de que estos entren a formar parte de otras coa-
liciones. Owen da una caracterizacion de su valor utilizando las propiedades de eficiencia, jugador
nulo, simetria entre jugadores de una misma coalicién “a priori”, simetria en el juego cociente y
aditividad. Pasamos a definir formalmente los conceptos que necesitamos.

“Nétese que el nombre en inglés (partnership) es el mismo para la coalicién de socios y para el axioma de com-
panerismo.
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Definicion 3.20 Un sistema de coaliciones “a priom”ﬂ P ={P,...,Py,} es una particion de N.
Una ordenacion © € IIN se dice admisible con respecto a P si es un ordenacion de N tal que los
elementos de las coaliciones “a priori” aparecen consecutivos. Denotaremos por Hg el conjunto de
ordenaciones admisibles con respecto a P.

Consideremos un juego (IV,v) con sistema de coaliciones “a priori” P, que lo denotamos por
(N, v, P). Definimos a continuacién el juego cociente, que desempenard un papel importante en la
definicién del valor coalicional.

Definicién 3.21 Sean (N,v) € GN y P = {Py,..., Py} un sistema de coaliciones “a priori”.
Definimos el juego cociente, o juego entre coaliciones, (M,vp), como aquel con conjunto de jugadores
M ={1,...,m} y funcion caracteristica

vp(T) = v (U Pk>

keT
para todo T € 2M |

Como observamos, el juego cociente tiene tantos jugadores como elementos hay en la particién
(representantes) y el valor que obtiene una coalicién de representantes es el valor en el juego original
de todos los jugadores que son representados por la coalicién de representantes.

Denotaremos por Gg al conjunto de juegos con sistema de coaliciones “a priori” con N como
conjunto de jugadores. Tras efectuar una serie de cuentas que aqui se omiten, se puede obtener
el valor coalicional de la siguiente forma: primero, calculamos el juego cociente inducido por la
particion de los jugadores; en segundo lugar, obtenemos el valor de Shapley del juego cociente que
realiza un reparto entre las coaliciones “a priori”; finalmente, el valor asignado a cada coalicion se
distribuye entre sus miembros teniendo en cuenta las posibilidades de que dichos jugadores entren
a formar parte de otras coaliciones.

Definicién 3.22 Para cada (N,v, P) € GY, se define el valor coalicional, o valor de Owen, como

(N, v, P) = 1 > mT(N,v).

N
‘HP TI'EHg

El valor coalicional puede ser visto como la media de las contribuciones marginales, dandoles
probabilidad cero a aquellas ordenaciones en las cuales entre dos jugadores de una coalicién “a
priori” hay jugadores de otras coaliciones “a priori”, e igual probabilidad al resto de ordenaciones,
es decir, a aquellas en las que los jugadores de cada coalicién “a priori” aparecen consecutivos.

Ademis, (N,v, P) = Sh(N,v) si P={N} 6 P ={{1},...,{n}}.

Observacién 3.23 Se puede comprobar que la expresion anterior es equivalente a

wvoep) = Yy R RE st D6 kUi - wQuK)

pilm!
SCM:j¢S KCPyi¢gK J

para todo i € N, siendo k = |K|, s = |S|, m = |M|, p; = |Pj| y P; € P la unica coalicion para la
que i € Pj y Q = Upeg Pr-

5También llamado estructura coalicional, ya que, formalmente, coincide con la presentada en la Definicién



68 Capitulo 3. Conceptos de solucién puntuales

Ejemplo 3.24 En el juego del guante (Ejemplo calculamos el valor coalicional si los dos
agentes con el guante de la mano derecha se coaligan. Es decir, consideremos el sistema P =
{{1},{2,3}}. Los vectores de contribuciones marginales de las permutaciones admisibles se recogen
en la tabla:

Jugador

Orden | 1 2 3
123 |0 1 O
132 |0 0 1
231 |1 0 O
321 |1 0 O
2 1 1

Entonces, el valor coalicional es 1 = (3,%,%). Si tomamos P = {{1},{2},{3}}, entonces el
2

valor coalicional coincide con el valor de Shapley, ¥ = Sh = (g, %, %)

Definimos ahora nuevos axiomas o propiedades basicas de una regla de reparto con el propésito
de dar una caracterizacion del valor coalicional, similar a la dada para el valor de Shapley, a través
de eficiencia, simetria, jugador nulo y aditividad.

Sea ¢ una regla de reparto en Gg .

Simetria individual Para todo (N, v, P) € G¥, 4,5 € Py, tales que v (S Ui) = v (S U j) para todo
S c N\{i,j},
©i(N,v, P) = ¢j(N,v, P).

Simetria en el cociente Para cada par Py, P, € P tales que vp(S Uk) = vp(SUI) con S C
M\ {k,1},
Z @i(N,v, P) = Z‘Pi(N’%P)'

i€P 1€l

Teorema 3.25 (Owen| (1977)) Existe un tnico valor en G wverificando las propiedades de efi-
ciencia, jugador nulo, simetria individual, simetria en el cociente y aditividad; y es el valor coali-
cional de Owen.

Observaciéon 3.26 Fuxisten otras caracterizaciones del valor coalicional de Owen, en la misma
linea que las alternativas del valor de Shapley, por ejemplo utilizando la propiedad de consistencia
o mediante la propiedad de contribuciones equilibradas.

3.6. Situaciones con comunicacion restringida: el valor de Myerson

En determinadas situaciones pueden existir limitaciones en la comunicacién que no permitan
que los jugadores cooperen libremente. Los dos principales valores estudiados en este contexto son
el valor de Myerson (Myerson| (1980))) y el valor posicional (Borm, Owen y otros| (1992)). Este tiltimo
valor no sera tratado en esta monografia.

Myerson estudia situaciones de comunicacién restringida y modeliza la restriccion en la coopera-
cién mediante un grafo. Si dos jugadores estan unidos mediante un arco del grafo pueden comunicarse
directamente y, por tanto, formar una coalicion, pudiendo también comunicarse por medio de otros
jugadores si éstos sirven de enlace en el grafo.

El valor de Myerson es el valor de Shapley del juego restringido por el grafo. Este juego representa
el valor que puede obtener cada coalicién si la restriccion en la cooperacion viene dada por un grafo.
Comenzamos, pues, definiendo el concepto de grafo no orientado.
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Definicion 3.27 Un grafo no orientado en N es un conjunto de arcos o pares mo ordenados de
elementos distintos de N . Si denotamos por [i : j| el arco que une a dos jugadores distintos i,j € N
(por lo que [i : j] = [j : i], ya que son pares no ordenados), entonces un grafo no orientado es
cualquier subconjunto del conjunto

{[i:7]: 4, € N,i#j}.

Denotamos por g(N) el conjunto de grafos no orientados en N. Para cada S € 2V y cada
A € g(N), i,j € S estin conectados en S a través de A si existe una secuencia de jugadores
distintos {nk},’z/:o C S tal quen® =i, 0k =3y [nkil : nk] € A para todo k = 1,--- ,k'. Una
componente conexa es un subconjunto mazximal de jugadores conectados a través de un grafo no
orientado. Denotamos por S|A la clase de las componentes conexas inducidas por A en S.

Ejemplo 3.28 Consideremos el grafo no orientado de la Figura para el que N = {1,2,3} y
A={[1:2],[1:3]}.

2 3

L

1

Figura 3.1: Un grafo no orientado.

Los jugadores 2 y 3 estdn conectados en {1,2,3} a través de A, pero no lo estan en {2,3}. En
el ejemplo,

{1’273}|A: {{1,2,3}}7 {2’3}|A: {{2}7{3}}

Definicién 3.29 Una terna (N,v, A), en la que (N,v) € GN y A € g(N), se denomina un juego
con comunicacion restringida. Denotaremos por Gg al conjunto de los juegos con comunicacion
restringida con N como conjunto de jugadores.

Estamos ya en condiciones de definir formalmente el valor de Myerson en la clase de los juegos
con comunicacién restringida.

Definicién 3.30 Sea (N,v,A) € Gg, se define el valor de Myerson como
M (N, v, A) = Sh(N,v™)

siendo (N, v?) el denominado juego de comunicacion, dado por

para todo S C N.

El valor de Myerson es una generalizacién del valor de Shapley, puesto que cuando la comu-
nicacién entre los jugadores es completa, ambos valores coinciden. Esto es, si todos los pares de
jugadores estan conectados, entonces

@M (N,v,A) = Sh(N,v).

Las tres propiedades que definimos a continuacién serdn claves para caracterizar el valor de
N
Myerson. Sea ¢ una regla de reparto en G .
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Eficiencia en componentes Para todo (N,v,4) € GY y S € N|A,

Zcpi(N,v,A) = v(S).

€S

La propiedad de eficiencia en componentes nos indica que cada componente conexa S del grafo
g se reparte la utilidad que puede conseguir.

Justicia (fairness) Para todo (N,v, A) € GY y para todo [i : j] € A,

(Pi(vavA) _(pi(N7U7A\[7;:j]) :(pj<N7v7A) — ;5 (N7U7A\[Z]])

La propiedad de justicia establece que si el arco que une a los jugadores ¢ y j desaparece
y, por tanto, estos jugadores no se pueden comunicar directamente, ambos jugadores se ven
afectados de la misma forma.

Estabilidad Para todo (N,v, A) € GY y para todo [i : j] € A,

Spi(vavA> > QOi(vavA\ [Z : J])
(Pj(vavA> > (Pj(vavA\ [Z : J])

La propiedad de estabilidad se refiere a que nunca puede ser perjudicial para los jugadores
comunicarse directamente.

Enunciamos, sin demostracién, una caracterizacién axiomatica del valor de Myerson.

Teorema 3.31 (Myerson| (1977)) Ewiste un tinico valor en GN que verifica las propiedades de
eficiencia en componentes y justicia, y es el valor de Myerson. Ademds, en la subclase de juegos
superaditivos, el valor de Myerson verifica estabilidad.

Ejemplo 3.32 Consideremos el grafo del Ejemplo y el juego del délar (Ejemplo . En este
caso, la funcion caracteristica del juego (N, UA) es

El juego (N, vA) es el juego del guante (Ejemplo , para el que ya hemos calculado su valor
de Shapley:

211
N,v,A) = Sh(N, vV =(2,2,=].
om(N,v, A) = Sh(N,v") <3’6’6>

3.7. El nucleolus y el prenucleolus

La nocién bésica para entender el nucleolus es la de exceso de una coalicién. El exceso de una
coalicién S para un vector x es la diferencia entre el valor de la coalicion y lo que le da la asignacion
x, matemdticamente, e(S, z) = v(S) — x(S). Si es positivo, es decir si 2(S) < v(S5), los miembros de
S no estaran contentos con lo que reciben en x porque consiguen menos que lo que pueden obtener
por ellos mismos. En este sentido, podriamos decir que el exceso mide la queja (o infelicidad) de la
coalicién frente a un posible reparto y que cada coalicién estard mejor cuanto menor sea ese nimero.
Cuanto mayor sea, mas “infeliz” estd la coalicién S. Si S = N o bien S = (), e(5, z) = 0. Por tanto,
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a cada posible reparto x le asociaremos un vector de excesos que tendra tantas coordenadas como
coaliciones (21N — 2 si descontamos la coalicién vacia y la total).

El nucleolus (Schmeidler| (1969)) es el reparto que hace que las quejas de las coaliciones sean
lo més pequenas posible en el sentido lexicografico (que describiremos més adelante). Podriamos
decir que el nucleolus se ocupa, en primer lugar, de contentar a las coaliciones méas inestables. El
prenucleolus se diferencia del nucleolus en que, en general, es una preimputacién. Si el prenucleolus
resulta ser racionalmente individual entonces va a coincidir con el nucleolus. En esto se basan muchos
algoritmos de programacién, que calculan en primer lugar el prenucleolus dado que es mas facil de
obtener.

Schmeidler demostro la existencia del nucleolus utilizando funciones continuas y conjuntos no
vacios compactos. Por su parte, Maschler y otros (1979) dieron una caracterizacién geométrica de
este valor.

En general, no hay una férmula explicita para el cdlculo del nucleolus sino que es necesario recu-
rrir a resolver un ndmero finito de problemas de programacion lineal, aunque hay clases especificas
de juegos para los que se dispone de una férmula. El criterio de Kohlberg nos permite conocer si
una imputacién dada es, o no, el nucleolus de un juego.

Antes de definir formalmente el nucleolus, recordemos, brevemente, la definicién de orden lexi-
cografico entre vectores:

Definicion 3.33 Sean x,y € R™ para algin n € N.
s Decimos que x <r, y si existe k € N, 1 < k <mn, tal que
=y, 1 <i<k
Tk < Yk-
s Decimos que x <y Six =1y 0 x <[, Y.

Dado un reparto z € RVl sea 0(x) la 2|Vl tupla cuyas componentes son los excesos, del valor

de todas las coaliciones con respecto a z, ordenados de mayor a menor, es decir,
0i(z) > 0;(x) si 1 <i<j <2l

Ahora ya estamos en condiciones de presentar el nucleolus de un juego como las asignaciones que
minimizan lexicograficamente los vectores de excesos. El nucleolus es una solucién que un arbitro
podria recomendar para dividir v(N) entre los jugadores si usa el siguiente procedimiento: primero
se buscan las imputaciones que hacen que 6;(x) sea minimo (ésta es la méxima queja en contra
de x, que se pretende minimizar). Después, entre los vectores que minimizan la maxima queja, el
arbitro busca aquellos que minimizan la segunda maxima queja, y asi sucesivamente.

Definicién 3.34 Sea (N,v) € GV.
= Definimos el nucleolus del juego (N,v) como

Nu(N,v) ={z € I(N,v) : 0(x) <r 0(y), para todo y € I(N,v)}.
» Definimos el prenucleolus del juego (N,v) como

PreNu(N,v) = {z € I"(N,v) : 0(z) <1, 0(y), para todo y € I*(N,v)}.
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Los elementos del core verifican que e(S, z) < 0 para todo S C N. Por tanto, es evidente que los
vectores de excesos de los elementos del core son lexicograficamente menores que los de cualquier
punto de fuera del core. Esto implica, directamente, que si el core de un juego no es vacio entonces
el nucleolus esta contenido en el core. El prenucleolus de un juego consiste en un tinico reparto. Si el
conjunto de imputaciones es no vacio, entonces el nucleolus existe y también consiste en una tnica
imputacién. El nucleolus y el prenucleolus pueden no coincidir, pero cuando el prenucleolus es una
imputacién, entonces coinciden. El nucleolus coincide con el prenucleolus en la clase de los juegos
0-mondtonos (y, por tanto, en la de los superaditivos y en la de los convexos).

Es sencillo demostrar que, cuando se trabaja con imputaciones, la suma de las coordenadas del
vector de excesos es constante. Matematicamente, existe k € R tal que

Z e(S,z) =k

SCN

para todo = € I(N,v).
También se verifica que para todo x € I(N,v),

e(S,x)+e(N\S,z) =v(S)+v(N\S)—v(N).

Ello implica que si disminuimos un exceso es a costa de aumentar el de la coalicién complemen-
taria. Enunciamos y demostramos un resultado més general.

Proposicién 3.35 Sean (N,v) € GV, x € I*(N,v) y F una coleccién equilibrada con pesos aso-
ciados (0s)ser. Entonces existe kr € R, una constante que solo depende de la familia F, tal que:

> dse(S,x) = kr.

SeF

Demostracién: Sean (N,v) € GV, z € I*(N,v) y F una coleccién equilibrada con pesos asociados
(6s)ser- Se tiene que,

> dse(S.x) =) ds(v(S) — x(S))

SeF SeF
=Y dsv(S) = Y ds(S)
SeF SeF
= Z dsv(S) —v(N)
SeF
Por tanto, kr = Y gc 7 05v(S) — v(N). "

Como vemos en la siguiente definicion, se puede definir el nucleolus de cualquier conjunto X C
RN,

Definicién 3.36 Sea X C RY. El nucleolus del conjunto X es el conjunto
Nu(X)={zr € X :0(x) <1 0(y) para todoy € X}.

Observemos que Nu(N,v) = Nu(I(N,v)). Procedemos a comentar, sin demostracién, algunos
resultados acerca del nucleolus.

Teorema 3.37 Sea X C RY, X # () y X compacto. Entonces, Nu(X) # 0 y es un conjunto
compacto.
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Del Teorema deducimos que el nucleolus de cualquier conjunto compacto que no sea vacio
también es un conjunto compacto que no es vacio. Si el conjunto, ademas, es convexo entonces el
nucleolus se reduce a un punto.

Teorema 3.38 Sea X C RN, X (), convezo y compacto. Entonces Nu(X) es un conjunto unita-
0.

Como corolario del Teorema deducimos que el nucleolus de un juego TU esencial es un
punto, que pertenecerd al core si el juego es equilibrado.

Ejemplo 3.39 Consideremos el juego del guante, siendo el jugador 1 el poseedor del guante unico.
Sabemos que C(N,v) = {(1,0,0)}. Luego Nu(N,v) = (1,0,0).

Existe otro resultado que indica que si el conjunto X es no vacio y cerrado y existe ¢ un niimero
real tal que } ;. n z; = ¢ (como es el caso del conjunto de preimputaciones) entonces Nu(X) es un
conjunto no vacio y compacto. Si el conjunto no es convexo, el nucleolus podria tener méas de un
punto.

Naturalmente, el prenucleolus de un juego consiste en un unico punto, ya que PreNu(N,v) =
Nu(I*(N,v)).

Teorema 3.40 El nucleolus de un juego esencial (N,v) € G consiste en un tnico punto. Si
C(N,v) # 0 entonces Nu(N,v) € C(N,v).

Se puede comprobar que el nucleolus de un juego verifica las propiedades de jugador titere,
jugador nulo y simetria.

Ejemplo 3.41 Sabemos que el juego del délar no es equilibrado, es decir, el core es el conjunto
vacio, C(N,v) = (). Comprobaremos que x = (%, %, %) es el nucleolus. Por una parte, dado que
todos los jugadores son simétricos, el nucleolus ha de asignarles el mismo pago, digamos a. Pero,
para que el valor sea eficiente ha de cumplirse que a + a + a = 3a = v(N) = 1. Luego, en efecto, x

ha de ser el nucleolus. Ahora, calculamos los excesos del nucleolus

e(N,z) =0
e({1,2},z2) =v(1,2) —x; — a2 = %
e({1,3},2) =v(1,3) —z1 — 23 = %
e({2,3},2) =v(2,3) —xo —x3 = %
e({1},z) =v(l) —x1 = —%
e({2},2) =v(2) —xe = —%
e({3},2) =v(3) — 3 = —3
e(@,z) =0
y escribimos el correspondiente vector de excesos
0a) = (5.1 0.0} 1)

También es facil deducir, de la propia definicién, que el nucleolus de un juego transformado por
cambios de origen y escala se corresponde con la transformacién del nucleolus original, es decir,
verifica la propiedad de covarianza.
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Sobolev| (1975)) caracteriza el prenucleolus utilizando la propiedad de consistencia. Sea ¢ una
regla de reparto. Para cada coalicién S C N se define el juego reducido (S, ﬁg) siendo

0 si R=10
05(R) = s méx{v(RUT) —p(T): TCN\S} si 0£#RCS
v(N) — (N \ R) siR=S.

En el juego reducido (S, f;g), la funcién caracteristica de una subcoalicion R C S representa la
utilidad de los jugadores de R suponiendo que pueden “comprar” los recursos de algunos miembros
de N\ S mediante el pago de . Los jugadores de S, como gran coalicién, deben comprar los recursos
de todos los miembros de N \ S también mediante el pago de .

Teorema 3.42 (Sobolev| (1975)) Eziste una unica regla de reparto que verifica covarianza, si-
metria y consistencia; y es el prenucleolus.

El nucleolus no verifica la propiedad de aditividad (por la caracterizacién clésica de Shapley
o considerando un contraejemplo). Una propiedad que diferencia al nucleolus y el prenucleolus de
otros conceptos de solucién es que ambos estan en el core (si éste es no vacio), lo que no le ocurre,
por ejemplo, al valor de Shapley. Por anadidura, el nucleolus verifica la propiedad de monotonia
coalicional débil (Zhou (1991)), si bien falla en las otras tres propiedades de monotonia estudiadas:
monotonia fuerte, monotonia coalicional y monotonia en el agregado.

Se puede calcular el nucleolus resolviendo una secuencia de programas lineales. En cualquier
caso, la complejidad del algoritmo es exponencial en el nimero de jugadores y, por tanto, sélo es
util para juegos con pocos jugadores.

A continuacién, presentamos una forma constructiva para el cdlculo del nucleolus cuyos detalles
y justificacién tedrica pueden verse en el trabajo de Maschler y otros| (1979)). En este trabajo se
describe un método geométrico para el calculo del nucleolus facil de aplicar a juegos de tres jugadores.

Primeramente calculamos el least core del juego (que se corresponde con resolver el primer
problema de programacion lineal que veremos méas adelante). A continuacién, no modificamos los
valores de aquellas coaliciones que nos darian un e-core vacio, pero continuamos haciendo lo mismo
con el resto, calculando el nuevo e-core con esa condicion. El proceso finaliza al encontrar un punto
que serd el nucleolus del juego. Sea (N,v) € GV un juego esencial y consideremos los conjuntos,

X=1I(N,w) y 2°={SCN:S#N,S #0}.
Se define de forma recursiva
¢ = min  méx e(S,z)
zeXIi—1 Sexi-1
X' ={re X! mix e(S,z)=¢
{z SIEHE%}El e(S,z)=¢€}
Y ={S et e(S,x) =€, para todo z € X’}
Ej = Zjil \ Zja
para j=1,...,s, con s = min{j : 5 > 1,%/ = ()}. El nucleolus coincide con el conjunto final X?*.
Ejemplo 3.43 Sea (N,v) el juego con N = {A, B,C} y funcidn caracteristica,

v(A) =v(B)=v(C)=0
v(A,B) =4, v(A,C)=0, v(B,C) =3
v(A,B,C) =6.
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Consideremos la imputacion © = (2,3,1) y calculemos los correspondientes excesos.

e(N
e({4, B}
e({A},
e(0,

Observamos que en las coaliciones {A, B}, {B,C} y {C}, el exceso es de —1. Traspasamos de
A a B la cantidad % y consideramos la nueva imputacion y = (1.5,3.5,1). De nuevo, calculamos los
ercesos,

1, e({A,C},2) = -3, e({B,C},2) = —1

,T) =
T) =
) -2, 6({3} ) = -3, 6({0},%) =-1
T) =

e(N,y) =
e({A4,B},y) = -1, e({A,C},y) = —2.5, e({B,C},y) = —1.5
({A}>y) —1.5, e({B} y) = —3.5, 6({C},y) =-1
e(0,y) =

Entonces, Nu(N,v) = (1.5,3.5,1), dado que no podemos disminuir el exceso —1 de las coalicio-
nes {A, B} y {C} al mismo tiempo. Si calculamos el core del juego, obtenemos

C(N,v) = conv{(0,4,2),(0,6,0),((3,3,0),(3,1,2)}.
Calculamos el least core que se obtiene con €1 = —1.
LC(N,v) = C_1(N,v) = conv{(2,3,1),(1,4,1)}.

Observamos que se han saturado las restricciones r1 + x2 =5 y xs = 1. Procedemos, por tanto,
a considerar el siguiente juego:

Weq (A) = We,y (B) = T€2, Wey (C) =0
wEQ(A, B) = 4, wEQ(A,C) = —&9, wEQ(B,C) =3- S9]
we, (A, B,C) = 6.

Calculamos g9 para forzar la siguiente saturacion, que se obtiene para €9 = —1.5. El core del
Juego we, se corresponde con el nucleolus Nu(N,v) = (1.5,3.5,1). Podemos observar que el primer
exceso es €1 = —1 y el sequndo es g9 — 1 = —0.5.

Observacion 3.44 Aplicando programacion lineal, dado un reparto © = (x1,x2,x3), la primera
coordenada del vector de excesos seria:

01(x) = géé;}g e(S,x)

= max{—x1, —x2, —x3,4 — X1 — T2, —X1 — T3,3 — T — T3}.

Por tanto, la primera coordenada del vector de excesos del nucleolus vendria dada por el valor
optimo del siguiente programa:

min 601 (x1, v2, 3)

il ZO

X9 20

I3 ZO

T + x9 + 3 = 6.

sujeto a :



76 Capitulo 3. Conceptos de solucién puntuales

Claramente, la funcion objetivo 01(x1,x2,x3) no tiene por que ser lineal. No obstante, este
problema es equivalente al siguiente problema de programacion lineal:
min &
(11 <€
—r2 < €1
—x3< €1
4 — r1 — T2 S &1

jeto a :
sujeto a ey — s < e
3—xp —13< ¢
z;>0,1=1,2,3
T + 9 + x3 = 6.
La solucion de este problema es €1 = —1. Sustituyendo tenemos que r1 +x2 > 5, x3 > 1, y

r1 4+ x20 + x3. Fs decir, z3 =1 y x1 + x2 = 5. En el seqgundo paso resolveriamos el problema:

min &9
((—x1 < e
—T2 < €2
sujeto a : —n—lse
2—x9 < e
r1+ 22 =05
x; >0, i=1,2.

La solucion de este problema es e9 = —1.5.

Las siguientes proposiciones nos dan condiciones para comprobar si una asignacién es el prenu-
cleolus o el nucleolus de un juego. Recordemos que si el juego es 0-mondtono el prenucleolus coincide
con el nucleolus y no habria que hacer distinciéon. Se conocen como criterios de Kohlberg.

Proposicién 3.45 (Criterio de Kohlberg para el prenucleolus) Consideremos un juego con
utilidad transferible (N,v) € GN y una preimputacién x € I*(N,v). Denotemos por k(x) el niimero
de excesos distintos de la preimputacion x. El reparto x es el prenucleolus del juego si y solo si para
1 < j < k(z) se verifica que | JI_; F* es una familia equilibrada, siendo F* el conjunto de coaliciones
asociadas al t-ésimo exceso en el orden no decreciente.

Proposicién 3.46 (Criterio de Kohlberg para el nucleolus) Consideremos un juego con uti-
lidad transferible (N,v) € GN y una imputacién x € I(N,v). Sea F* = {{i} : i € N}. Denotemos
por k(zx) el nimero de excesos distintos de la imputacion . El reparto x es el nucleolus del juego
st y solo si para 1 < j < k(zx) se verifica que U{Zl FtUF° es una familia equilibrada débz’lment
siendo F' el conjunto de coaliciones asociadas al t-ésimo exceso en el orden no decreciente.

Puede consultarse la demostracién en el articulo original de Kohlberg| (1971).

Ejemplo 3.47 Sea el juego (N,v) donde

v(l) =v(2) =0,v(3) =20
v(1,2) = 5,0(1,3) = 25,v(2,3) = 25
v(1,2,3) = 30.

10 10 70

Comprobemos que © = (g, 3 §) es el nucleolus del juego. Los excesos asociados a las coali-

ctones son

5Los ds asociados a las coaliciones de F' tienen que ser estrictamente positivos pero los pesos asociados a las
coaliciones individuales pueden ser 0; es decir, d; > 0 para todo 7 € N.
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Excesos Familia
_5/3 {{1>2}a{133}>{2a3}}
—10/3 ({1}, {2}, {3}}
Dado que la primera familia es equilibrada y la union de la primera con la sequnda también lo
es, x es el nucleolus del juego.

Ejemplo 3.48 Sea el juego (N,v) dado por

v(l)=v(2)=v(3)=0
v(1,2) =4,v(1,3) =9,v(2,3) =2
v(1,2,3) = 10.
Veamos si © = (5,1,4) es el nucleolus del juego. El exceso mayor se obtiene para la coa-

licion {1,3} vy, dado que nmo es equilibrada, x no es el nucleolus del juego. &Y la imputacion
y = (5.75,0.5,3.75) ¢ Los excesos asociados a las coaliciones son:

FExcesos Familia
—05 | {({2h.4L3])
—2.25 | {{1,2},{2,3}}
—-3.75 {{3}}
—5.75 {{1}}

Se puede comprobar que las familias

({25 {1, 31 {{2}, {1, 3}, {1, 2}, {2, 3}}
{12541, 35, {1, 2}, {2, 3}, {3} 1 {2}, {1, 3}, {1, 2}, {2, 3}, {3}, {1}}

son equilibradas. Por tanto, la imputacion y = (5.75,0.5,3.75) es el nucleolus.

Ejemplo 3.49 Consideremos el siguiente juego en el que nucleolus y prenucleolus son distintos.
Sea el juego (N,v) dado por
v(l) =2,v(2) =1,v(3) =0
v(1,2) =9,v(1,3) =2,v(2,3) =1
v(1,2,3) = 6.

Comprobamos que Nu(N,v) = (3.5,2.5,0) y PreNu(N,v) = (4.25,3.25, —1.5).
El vector de excesos asociado al nucleolus es el siguiente:

FExcesos Coaliciones
3 {1,2}
0 {3}
—-1.5 {1},{2},{1,3},{2,3}

Se puede comprobar facilmente el criterio de Kolhberg, la primera familia a considerar seria

{1,235, {1}, {2}, {3}}

dado que tenemos que anadir las coaliciones individuales a la coalicion {1,2}. Dicha familia es
débilmente equilibrada con pesos 0(19) = 1,61 = 62 = 0 y 03 = 1. La sequnda familia a considerar
coincide con la primera, con lo que ya es equilibrada. Por ltimo, la familia de todas las coaliciones
sitempre es equilibrada.

Las comprobaciones para el prenucleolo son las siquientes:
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Excesos | Coaliciones
1.5 {3},1{1,2}
-0.75 | {1,3},{2,3}
—2.25 {1}, {2}

En este caso verificariamos que las familias {{3},{1,2}} vy {{3},{1,2},{1,3},{2,3}} son equi-

libradas (la primera es una particion y la sequnda lo es, por ejemplo, con pesos d(z) = %,5(1,2) =
3 _ 1 _ 1
1003 =1 Y023 =1

El siguiente resultado es un teorema de imposibilidad en relacion a dos propiedades deseables
para una solucién puntual: seleccion en el core y monotonia coalicional.

Teorema 3.50 (Young| (1985)) Para n > 5 no existen reglas eficientes en GV que verifiquen
stmultdneamente seleccion en el core y monotonia coalicional.

Observacion 3.51 |Housman y Clark (1998) probaron que para cuatro jugadores también se tiene
el teorema de tmposibilidad, mientras que para tres jugadores existen infinitas reglas eficientes que
verifican ambas propiedades. Recordemos que el valor de Shapley verifica monotonia coalicional (da-
do que verifica monotonia fuerte, y esta propiedad implica monotonia coalicional) pero, en general,
no estd en el core. El nucleolus y el prenucleolus verifican seleccion en el core, sin embargo, no
verifican monotonia coalicional.

3.8. EIl 7-valor

En esta seccién estudiaremos el 7-valor (léase tau-valor), definido para los juegos cuasi-equili-
brados o de compromiso admisible.

Definicién 3.52 Sean (N,v) € GV un juego TU de compromiso admisible, m(N,v) el vector de
minimos derechos y M (N,v) el vector de los pagos de utopia de los jugadores. Se define el T-valor
como el reparto que verifica

T(N,v) =m(N,v) + a(M(N,v) — m(N,v))
con o € R tal que Y ;o n Ti(N,v) = v(N).

El 7-valor elige un elemento en el core-cover de tal forma que cada jugador reciba su minimo de-
recho més una cantidad anadida que depende de su pago de utopia, véase la Figura[3.2] Obviamente,
el T-valor no tiene por que ser un elemento del core.

El Teorema (Capitulo prueba que los juegos equilibrados o de core no vacio son de
compromiso admisible.

Ejemplo 3.53 Consideremos el juego (N,v) con N = {1,2,3} y funcion caracteristica,

v(l)=v(2)=v(3)=0
v(1,2) = 100,v(1,3) = 200,v(2,3) = 300
v(1,2,3) = 400.

Se puede comprobar que m(N,v) = (0,0,100) y M(N,v) = (100, 200, 300). Entonces,
7(N,v) = (0,0, 100) + (100, 200, 200)

con o verificando que Y, 7:(N,v) = 400. De estas relaciones obtenemos a = 2 y 7(N,v) =
(60,120, 220).
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Figura 3.2: Esquema de la definicién del 7-valor.

3.9. El core-center

En |Gonzalez y Sanchez| (2007) se define el core-center (centro del nicleo) de un juego con
ntcleo no vacio. La idea es muy simple: supongamos que todos los jugadores quieren obtener un
reparto en el core del juego. Es evidente que en el core hay asignaciones que benefician mas a unos
jugadores que a otros. Un arbitro imparcial podria optar por promediar todas las asignaciones del
core. El core-center se define como el centro de gravedad del core si consideramos que su “masa’”
estd uniformemente distribuida.

Supongamos |N| = n. Dado 1 < r < n, sea m, la medida de Lebesgue r-dimensional. La medida
(n — 1)-dimensional del core viene dada por

Definicién 3.54 Sea (N,v) € GV un juego equilibrado con |N| = n. El core-center del juego (N, v),
w(N,v), asigna a cada jugador i € N,

1

MZ N,’U :/ xldmn—
(N,v) M1 (C(N,v)) Jow ) '

Proposicién 3.55 Sea (N,v) € GN un juego equilibrado con |N| = n. El core-center del juego
(N,v) se puede calcular para cada i € N como

1
Mp_1 (C’(N, v)) /CA’(NW)

,LLi(N,U) = x; dmp_1,

siendo C’(N, v) la proyeccion del core C(N,v) sobre RN\ para algin ig € N.

Demostracién: Sea ig € N. El core del juego (N, v) tiene dimensiéon n — 1 y estd contenido
en el hiperplano eficiente 2(N) = v(N), cuyo vector normal tiene médulo /n. La transformacién
g : RVNo 5 RN dada por g(z;) = x; para todo i # ig y g (z4,) = v(N)—x (N \ ig) define un sistema
de coordenadas para C(N,v), de tal forma que g~ *(C(N,v)) es la proyeccién del core sobre RN \io
que suprime la coordenada ig. Sea C(N,v) = g~ 1(C(N,v)) € RV\o. Entonces:

maa(CN0) = [

dmy—1 = / \/E dmp_1 = \/ﬁ mp—1 (C(Nfl})) .
C(Nw) g~ HC(Nw))
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Asi, el volumen del core como subconjunto de RY es \/n veces el volumen de su proyeccién en
RN\ Procediendo de forma angloga con el numerador obtenemos que, para cada i € N,

1
7 N7U = / ZT; dmn,
i) = T ) Jo !
1

- s nx; dma,_
mn_l(C(Na U)) /CA'(NKU) \/> 1
1

- Mp—1 (é(N, U)) /(/A”(va) i et

Proposicion 3.56 FEl core-center verifica las propiedades de eficiencia, seleccion en el core, si-
metria, covarianza, jugador nulo, jugador titere y monotonia coalicional débil.

Demostracién: Es sencillo probar que el core-center verifica las propiedades de eficiencia, selec-
cion en el core, simetria, covarianza, jugador nulo y jugador titere, bien porque son propiedades
intrinsecas del propio core o como consecuencia de las propiedades de la esperanza matematica.
Demostramos en detalle que también verifica monotonia coalicional débil.

Sean (N,v) y (N, w) dos juegos con core no vacio que verifican las hipétesis de monotonia coalicio-
nal débil, es decir, sélo difieren en que para cierta coalicién T', w(T") > v(T"). SiT = N el resultado se
sigue directamente de eficiencia. Por tanto, supongamos que T' C N. Si C(N,w) = C(N, v) entonces
(N, w) = p(N,v) y > icp (N, w) > > cp ui(IN,v). Por tanto, podemos suponer que C'(N,w) C
C(N,v). Sea x € C(N,v) \ C(N,w) e y € C(N,w), con lo que > ;cry; > w(T) > > ;. x;. Por
tanto, por la propia definicién del core-center como esperanza de la distribucién uniforme sobre el
core, tenemos que Y ;- pi (N, w) > > cp pi (N, v). "

Observacién 3.57 En general el core-center no verifica monotonia fuerte, monotonia coalicional
ni monotonia en la gran coalicion. Tal y como hemos visto en la anterior proposicion si verifica
momnotonia coalicional débil. Por tanto, podemos decir que, en cuanto a las monotonias, tiene un
comportamiento similar al nucleolus.

Ejemplo 3.58 Sea el juego (N,v) con N ={1,2,3} y funcion caracteristica
v(l)=v(2)=v(3)=0
v(1,2) =0,v(1,3) = 12,v(2,3) =6
v(1,2,3) = 30.

Consideremos ig = 3. En la Figura aparece representado el core sobre el que tenemos que
integrar. Calculamos en primer lugar el volumen del core proyectado:

. 12 /18 24 30—z
Mp—1(C(N,v)) = / / 1dxodx +/ / 1dxadxr1 = 360.
o Jo 12 Jo

La primera coordenada del core-center:

1 1 (12 18 24 30—z
w1 (N, v) = / x1 dmg,_1 = / / z1dxodr] —i—/ / z1drodr
mp—1(C(N,0)) Jo(nw) dJo Jo 12 Jo

=3 104
360
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Andlogamente,

1 12 (18 24 30—z,
pa(N,v) = / To dmg,_1 = / / Todzadzy +/ / Todradr]
mp—1(C(N,v)) C(N,v) dJo Jo 12 Jo

2880
360
La tercera coordenada la podemos obtener por eficiencia, us(N,v) =30 —10.4 — 8 = 11.6.

(0,0,30) 30

Shapley (12,18)

Ty
T-valor

core-center nucleolus

(24,6)

(30,0,0) (0,30,0) o 30

Figura 3.3: Izquierda: core (gris) y distintas soluciones. Derecha: core proyectado (gris).

En la siguiente tabla aparecen las soluciones puntuales estudiadas y en la Figum (izquierda)
estdn representadas.

Solucion puntual ‘ Reparto

valor de Shapley (10,7,13)
nucleolus (10.5,9,10.5)
T-valor (10,7.5,12.5)

core-center (10.4,8,11.6)

3.10. Programacién y recursos informaticos

Las dificultades computacionales asociadas a los juegos TU son evidentes. La propia funcién
caracteristica (datos de entrada) viene determinada por 21Nl — 1 valores coalicionales y, por tanto,
la complejidad de los juegos TU es, al menos, de orden exponencial en el nimero de jugadores.

En el articulo [Miras Calvo y Sanchez Rodriguez (2010) aparecen recogidos los aspectos compu-
tacionales generales de los juegos coalicionales TU, ademéas de encontrar una revisién sobre las
herramientas disponibles en Internet para el calculo de las distintas soluciones de tipo conjunto
y puntuales. Los mismos autores han desarrollado el paquete TUGlab, Mirds Calvo y Sanchez
Rodriguez| (2008)), disponible en cédigo abierto en la pégina del grupo SaGaTh (Santiago Game
Theory Group):

http://eio.usc.es/pub/io/xogos

Ademas, en la siguiente direcciéon se puede utilizar una aplicacién online de TUGlab registrandose
previamente, que se denomina TUGlabWeb.

http://www.tuglabweb.co.nr/


http://eio.usc.es/pub/io/xogos
http://www.tuglabweb.co.nr/
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Ejercicios

Ejercicios

1.

10.

11.
12.
13.

Calcula el valor de Shapley de los juegos (N, v) y (N, w) y da las correspondientes interpreta-
ciones.

a) v=1[0,0,0,4,7,15,20]
b) w = [0,0,0,6,5,5,10].

. Demuestra que las propiedades de eficiencia, simetria y marginalidad implican la propiedad

de jugador nulo (utiliza el juego nulo vy(S) =0, S C N).

Considera la regla ¢ definida como sigue:

v(N) si ¢ =1 y no existen jugadores simétricos en (N, v)
wi(N,v) =4 0 si 1 € N\ iy no existen jugadores simétricos en (N, v).
Shi(N,v) en otro caso.

Comprueba que ¢ verifica simetria pero no anonimato.
Calcula el valor de Shapley en un juego de mayoria simple de n jugadores.

Comprueba si el algoritmo de Harsanyi para calcular el valor de Shapley que reparte los
valores de las coaliciones de las mds pequenas a las més grandes se puede aplicar (con la
correspondiente modificacién ponderada) para los valores de Shapley ponderados.

Calcula el nucleolus para los juegos asociados a los tres problemas del Talmud

a) v=[0, 0, 0, 0, 0, 0, 100]
b) w=[0, 0, 0, 0, 0, 100, 200]
¢) s=[0, 0, 0, 0, 100, 200, 300].

Calcula el valor de Myerson, el valor coalicional de Owen y un valor ponderado de Shapley
para el juego v = [0,0,0,4, 7,15, 20]. Por ello, motiva adecuadamente tres situaciones concretas
en la que proceda su cdlculo (una para cada valor) y compara las soluciones con el valor de
Shapley. Calcula también el nucleolus y el core-center. Representa las soluciones calculadas
dentro del tridngulo de imputaciones.

Calcula el nucleolus de los juegos estudiados en el ejercicio [5] del capitulo 2.

Consideremos el juego del guante, siendo el jugador 3 el poseedor del guante tinico. Calcula
los excesos correspondientes a los vectores © = (%, %, %), y = (0,0,1), z = (%, %, %), v w =
(=%, %,1). Comprueba que 0(y) <, 6(z) < 0(z) < O(w).

(Cuando estd garantizada la existencia del nucleolus? Considera el juego v = [6,5,4, 2,4, 3,12].
,,Cuanto vale su prenucleolus? ;Coincide con el nucleolus?

Considera el juego v = [0,0,0, 1,0,0,0]. Calcula su prenucleolus y su nucleolus.

Calcula el nucleolus y el prenucleolus del juego v = [2,1,0,9,2,1,6].
Considera el juego v = [O, 0,0,0,1, %, 1,1,0,1,1,1,1,1, 2]. Calcula el least-core y el nucleolus.
Considera ahora el juego (N, w) tal que w(1,2,3) = 2 y w(S) = v(9) para todo S # (1,2, 3).

. Cuél es ahora el nucleolus? ;Y si consideramos el juego (N,v,) (con 1 < a < 5) siendo

1
14(1,2,3) = a y v,(S) = v(S) para todo S # {1,2,3}7?



Capitulo 4

Aplicaciones

Presentamos a continuacién una pequena muestra de juegos asociados a problemas concretos
que tienen aplicacién practica a situaciones reales. En concreto,

= Juegos simples.

s Mercados de intercambio.

Problemas del aeropuerto.

Problemas de bancarrota.

Problemas de arbol de expansién de coste minimo.

Problemas de flujo maximo.

Ademsds de presentar cada modelo formalmente, indicaremos algunas particularidades de cada
uno en relacién a las principales soluciones que han sido estudiadas en los capitulos previos.

4.1. Juegos simples

Los juegos simples tienen como dmbito primordial de aplicacién la “politologia”. Por poner un
ejemplo, se utilizan para describir todas las posibilidades de formar gobierno una vez que tenemos
el reparto de escafios en un parlamento. En este contexto, el concepto de indice de poder es el
equivalente a solucién puntual. Estudiaremos el indice de Shapley-Shubik (Shapley y Shubik] (1954)))
que se corresponde con el valor de Shapley del juego asociado, el indice de Banzhaf normalizado
(Banzhaf (1964-65)) y el indice de poder de Banzhaf absoluto (Penrose| (1946) y Dubey y Shapley
(1979))). En http://powerslave.val.utu.fi/index.html puede encontrarse un completo recopilatorio de
las soluciones en los juegos simples, incluyendo software para su calculo.

Definicién 4.1 Un juego simple es un par (N, W) donde N C N es un conjunto finito de jugadores
y W C 2V es un subconjunto de conjuntos de N.

Un conjunto perteneciente a VW se denomina coalicion ganadora. En un juego simple, se alcanza
un acuerdo cuando lo apoya una coalicién ganadora.
Esta interpretacién obliga a exigir las siguientes condiciones:

= DgW.

s NeW.


http://powerslave.val.utu.fi/index.html
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= SiSeWySCT, entonces T € W.
Bajo estas condiciones, un juego simple (N, W) se puede expresar como un juego TU (N, v) tal
que
1 siSew
o(8) =4 "
0 siS¢w.

Un juego simple, expresado como juego TU (IV,v), siempre serd monoténo (véase Definicién
y, ademds, v(N) =1y v(S) € {0,1} para todo S C N. Reciprocamente, si un juego TU (N, v)
es monotono y, ademas, v(IN) =1y v(S) € {0,1} para todo S C NN, entonces es equivalente al juego
simple (N, W) con
W={ScCN:vuS)=1}.

Definicién 4.2 Sea (N,v) € GV equivalente a un juego simple (N, W).
s Una coalicion S C N se llama coalicion ganadora si S € W o, equivalentemente, v(S) = 1.
» Una coalicion S C N se llama coalicion perdedora si S ¢ W o, equivalentemente, v(S) = 0.

= Diremos que S € W es una coalicion ganadora minimal si mo contiene propiamente a otra
coalicion ganadora; es decir, si T ¢ W (equivalentemente, v(T) = 0), para toda T C S.

= Un jugador i € N es:

e Dictador si S € W <= ic S.
o Vetosi SeW—ic§.

Denotaremos por W™ al conjunto de coaliciones ganadoras minimales. Es decir,
Wh={SeW:T¢W si TCS}.

Definicién 4.3 Dado un juego simple (N, W) y un jugador i € N, un “swing”(cambio) para el
Jugador i se define como una coalicion S C N tal que i € S, S es una coalicion ganadora y S\ i es
perdedora. Decimos entonces que i es pivote en S.

Denotamos como W el conjunto de cambios para el jugador i € N.

Proposicién 4.4 Dado un juego simple (N, W), un jugador i € N es
a) Dictador si y solo si W = W',
b) Veto siy solo si W™ C W',

Demostracién: Es claro que las dos condiciones son suficientes. Veamos que también son necesarias.
a) Si i es un dictador, entonces una coalicién es ganadora si y solo si @ pertenece a ella, por lo
que W C W, Por otro lado, W D W' por definicién.
b) Si i es veto, entonces pertenece a todas las coaliciones ganadoras, por lo que, en particular,
pertenecers a todas las coaliciones ganadoras minimales. De ahi se deduce que W™ C W, [

A continuacién veremos como a partir de los juegos simples, se modelizan tanto la conocida
como regla de mayoria absoluta como el poder en el juego de un Parlamento.
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Definicién 4.5 (Juego de mayoria absoluta) Supongamos una situacion en la que tenemos un
conjunto finito N de votantes (o jugadores) y que cada uno dispone de un unico voto. Un juego de
mayoria absoluta es el juego simple (N, W) que tiene como coaliciones ganadoras, S € W, aquellas
tales que |S| > @

El juego de mayoria absoluta es aquel en el que son ganadoras las coaliciones que suman, al
menos, la mitad més uno de los votos.

De forma sencilla podemos extender los juegos de mayoria absoluta para abarcar la situacién en
la que los votantes pueden disponer de mas de un voto, siendo, de nuevo, el criterio de “la mitad
mas uno” el que determina las coaliciones ganadoras.

Definicién 4.6 (Juego de mayoria ponderada) Consideremos un conjunto finito N de votan-
tes (o jugadores). Para i € N, sea w € RL con w; el numero de votos del jugador i y denotemos
por w(N) = >,y w; el mimero total de votos. El juego (N, W) de mayoria ponderada asociado al
esquema de votos w es el juego simple de conjunto de jugadores N para el que una coalicion S es

ganadora, S € W, si
1€S 2

Otra generalizacion del juego de mayoria ponderada consiste en cambiar la cuota de la mayoria.
Definicién 4.7 Un juego de mayoria ponderada con cuota, que denotaremos [q;w], donde w € NV
es el vector que indica el nimero de votos de cada votante y 0 < q <), w; la cuota, es el juego
simple (N, W) tal que

Sew si Zwi >q.
€S

El juego de mayoria absoluta con N como conjunto de jugadores se corresponde con

e

Asimismo, el juego de mayorfa ponderada con pesos w € RY se corresponde con H%J + 1; w] .

Proposicién 4.8 Sea (N,v) € GV equivalente a un juego simple (N,W). El juego TU (N,v) es
equilibrado si y sélo si, (N, W) tiene un jugador veto. Es decir,

C(N,v) # 0 < veto(N, W) #£ ()

donde veto(N, W) es el conjunto de jugadores veto de (N,W). Ademds, el core estd formado por
los repartos no negativos de v(N) =1 entre los jugadores veto. Es decir,

C(N,v) =z eRY: Z x; =1
i€veto(N,W)

Demostracién: Probamos primero que es una condicién necesaria. Sabemos que todo jugador
veto i € N verifica v(N \ i) = 0. Supongamos que no existen jugadores veto. Entonces, para todo
i€ N,v(N\i)=1. Dado x € C(N,v) esto implica que

> x> e(NVi) =1

JEN\i



86 Capitulo 4. Aplicaciones

para todo i € N, lo que a su vez implica que x; = 0 para todo i € N. Por tanto, C(N,v) = (.
Probamos ahora que es una condicién suficiente. Supongamos que el conjunto de jugadores
veto no es vacio y tomemos S = wveto(N,W). Consideremos las asignaciones z € IR{_]X tales que
> icg Ti = 1. Veamos que = € C(N,v). Sea cualquier coaliciéon ganadora 7' D S. Entonces ), x; >
Y ics®i = 1 = v(T). Andlogamente, ),y x; > 0 = v(T) para toda coalicién perdedora T" C N.
Por otro lado, ningin reparto = ¢ RJJ\! puede pertenecer al core porque cualquier coalicién individual
lo bloquearfa, y un reparto z € I(N,v) N Rf con ) ;g x; < 1 implicaria x; > 0 para algin i ¢ S,
con lo que seria bloqueado por la coalicién ganadora N \ i. [

Proposicién 4.9 Sea (N,v) € GV equivalente a un juego simple (N,W). Las siguientes propieda-
des son equivalentes:

a) (N,v) es equilibrado.
b) (N,v) es totalmente equilibrado.
¢) (N,v) tiene PMAS.

Demostracién: Primero probamos que a) implica b). Dado S C N, hay dos posibilidades para el
subjuego (S, vg):

» Es el juego nulo vg(7T) = 0 para todo T' C S que, trivialmente, tiene core no vacio.

» Es equivalente a un juego simple (S, W'). Por la Proposicién sabemos que (N, W) tiene
jugadores veto. Ademds, todo jugador veto en (N, W) lo es también en (S, W), con lo que
aplicando de nuevo la Proposicién [I.8] tenemos que el subjuego tiene core no vacio.

Probamos que b) implica c). Sea x € C(N,v), definimos para cada §) # S C N, z; g = z;v(S) si
i € S. Dado que un juego simple es siempre monétono, tenemos garantizado que (;5)p£5c N ics €S
PMAS de (N, v).

Finalmente c) implica a) se obtiene de la Proposicién y de que b) implica a). L]

Definicién 4.10 Un indice de poder es una funcion ¢ que asigna a cada juego simple (N, W) un
vector (N, W) € RV,

4.1.1. Indice de poder de Shapley-Shubik
Shapley y Shubik (1954) definieron el indice de poder que lleva sus nombres.

Definicién 4.11 Sea (N, W) un juego simple. Se define el indice de poder de Shapley-Shubik como

(IS] = DN = [S])!
V]!

SG(NW) = Y

Sew:?

para todo 1 € N.

Ejemplo 4.12 Consideramos el juego de mayoria ponderada [6;4,3,2,1]. Para cada permutacion
de los jugadores, en la tabla que sigue resaltamos, en letra negrita, el jugador pivote, es decir,
aquel que se lleva la contribucion en la permutacion correspondiente. Por ejemplo, en la primera
permutacion, ABCD, el primer jugador solo tiene 4 votos, pero cuando se incorpora el sequndo ya
tienen 7 entre los dos, y Por tanto el seqgundo jugador es el pivote en ese orden.
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ABCD BACD CABD DABC
ABDC BADC CADB DACB
ACBD BCAD C(CBAD DBAC
ACDB BCDA C(CBDA DBCA
ADBC BDAC CDAB DCAB
ADCB BDCA CDBA DCBA

Aplicamos la definicion y calculamos el indice de poder de Shapley-Shubik contando el
numero de veces que cada jugador es pivote, obteniendo

1 5 11 1
S(N.W) = —(1 = (2 2= 1),
SN, W) = 5,(10,6,6,2) (12’4’4’12)

Ejemplo 4.13 En los siguientes juegos de mayoria ponderada indicamos las coaliciones ganadoras
minimales y la tipologia de los jugadores.

Cuota 3;2,2,1]

Coaliciones minimales ganadoras | W™ = {AB, AC, BC, }

Tipo de jugadores A, B,C son simétricos

Cuota [4;2,2,2,1]
Coaliciones minimales ganadoras wm = {AB, AC, BC}

Tipo de jugadores D es nulo; A, B,C son simétricos
Cuota (3;3,1,1]

Coaliciones minimales ganadoras | W™ = {A}

Tipo de jugadores A es dictador

Los indices de poder de Shapley-Shubik para los tres juegos son, respectivamente,
111 111
(§7§7§)7 (§7§7§)O) y(17070)

Ejemplo 4.14 El congreso de los Estados Unidos consta de 537 votantes: el presidente, 101 sena-
dores (incluido el vicepresidente) y 435 diputados.
Una coalicion es ganadora si contiene:

s Al presidente y la mayoria de senadores y diputados.
] % de senadores y diputados.

Observamos que este juego se puede modelizar como un juego simple en el que, ademds, el
presidente no tiene poder de veto.

Ejemplo 4.15 Vamos a calcular y analizar el indice de Shapley-Shubik correspondiente al Consejo
de Seguridad de las Naciones Unidas. Para ello, aplicaremos la propiedad de simetria que verifica
el indice, dado que todos los miembros permanentes del Consejo son simétricos y todos los no
permanentes también lo son. En primer lugar, describimos coémo varid la formacion del Consejo en
los anos 1954 y 1965.

» Ano 1954. El Consejo estaba formado por 5 miembros permanentes (Estados Unidos, URSS,
Reino Unido, Francia y China) y por 6 no permanentes. Para que una propuesta fuese acep-
tada, 7 miembros tenian que apoyarla, pero los miembros permanentes tenian poder de veto.
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= Ano 1965. El Consejo estaba formado por 5 miembros permanentes y por 10 no permanentes.
Para que una propuesta fuese aprobada tenia que ser apoyada por 9 miembros (los miembros
permanentes sequian teniendo poder de veto). En otro tipo de decisiones, las de procedimiento,
se necesitaban solo 9 votos afirmativos.

Calculamos primeramente el indice de Shapley-Shubik correspondiente a la situacion del ano
195). Denotemos por P a los miembros permanentes y por P a los no permanentes. Aplicamos la
simetria entre los miembros permanentes y entre los no permanentes. Vamos a calcular primera-
mente el poder conjunto de los permanentes y el poder conjunto de los no permanentes. El numero
de ordenaciones distintas es g,—g, = 462.

Un miembro no permanente P es pivote en las ordenaciones de la forma
(PPPPPP)P(PPPP)
que suman % = 6. Por tanto, el indice correspondiente al conjunto de todos los miembros no
permanentes es % = 0.013, y el de los miembros permanentes es de % = 0.987. Aplicando la

simetria tenemos que:

1456
Sp(N,W) = —— = 0.1974
Sp(N, W) 5 162 0.197
N 16

Con ello, la razon de poder entre un miembro permanente y uno no permanente es de 90 : 1. El
poder conjunto de los permanentes es de 0.9870.
Procedemos ahora a efectuar las cuentas en el ano 1965. El nimero de ordenaciones distintas

15— 3003. P es pivote en las siguientes permutaciones:

€5 500

(PPPPPPPP)P(PPPPPP)

! .
que suman % = 56 ordenaciones.

12947
Sp(N =—-——=10.1962
SPINW) = 55003
1 56
Sp(N = ——— =10.0018.
Sp) = 153008
Por tanto, la razon de poder entre un miembro permanente y uno no permanente es de 105 : 1.
El poder otorgado a los permanentes es % = 0.9813. Observamos que, con respecto a la situacion

anterior, los miembros permanentes bajan un poco su poder conjunto, aunque ahora la razén de
poder entre un permanente y un no permanente ha aumentado.

4.1.2. Indice de poder de Banzhaf normalizado

El indice de poder de Shapley-Shubik para cada jugador ¢ € N puede interpretarse como la
probabilidad de que una coalicién S C N tomada al azar sea un cambio para el jugador i. Esto es lo
mismo que decir que el indice de poder de Shapley-Shubik asigna a cada votante la probabilidad de
ser pivote, si se toma una coalicion al azar. Para ello, la probabilidad de escoger una coalicién no debe
ser la misma para todas ellas, sino que debe depender de su tamano. En concreto, la probabilidad
de tomar una coalicién S C N debe ser W Es decir, coaliciones de tamafo intermedio
tienen mas probabilidad de salir que las coaliciones mas grandes o mas pequenas.

Dada esta interpretacién, parece razonable considerar el caso en el que todas las coaliciones son

equiprobables. Esta situacion surge cuando, a falta de otra informacion acerca del comportamiento
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de los votantes, cada uno de ellos decide con igual probabilidad (0.5) pertenecer a la coalicién (lo
que seria “votar a favor”) o no (lo que seria “votar en contra”).

Esta medida es el indice de poder definido por Banzhaf (1964-65) para la clase de los juegos
simplesﬂ y que formalizamos a continuacién.

Sea 0; = |[W'| el niimero de cambios para el jugador i. Se define el indice de Banzhaf normalizado
como el porcentaje del niimero total de cambios para cada jugador.

Definicién 4.16 El indice de poder de Banzhaf normalizado, o indice de poder de Banzhaf-Coleman,
B, de un juego simple (N, W) viene dado como
B}(N, W) = _ 0
ZjeN 9]'
para todo 1 € N.

Ejemplo 4.17 Consideremos el juego de mayoria ponderada [6;4,3,2,1] y sea W el conjunto de
coaliciones ganadoras. En cada coalicion ganadora resaltamos, en letra negrita, a aquellos jugadores
para los que dicha coalicion es cambio.

W ={AB,AC,ABC, ABD, ACD, BCD, ABCD}.
El indice de poder de Banzhaf normalizado del juego es
~ 5 3 3 1
N ==, —=,—,— .
BN W) (12’12’12’12)
Ejemplo 4.18 Considera el juego de mayoria ponderada [3;2,1,1]. El valor de Shapley-Shubik de
este juego es:
211
(N === =].
SIN.W) <3’ 6’ 6)
Las coaliciones ganadoras y los jugadores para los que son cambios son:
W={AB,AC, ABC}.

Finalmente, calculamos el indice de Banzhaf normalizado:
~ 311
N =(=,=,=-].
svom = (2.5.5)
Observamos que para este juego los indices de poder de Shapley-Shubik y de Banzhaf normalizado
no coinciden.

Ejemplo 4.19 Analizamos cémo calcular el indice de Banzhaf normalizado correspondiente al
Ejemplo del Consejo de Seguridad de las Naciones Unidas. Efectuamos los cdlculos para el
ano 1954:

’ Coaliciones ganadoras ‘ Repeticiones ‘ 6(P) ‘ 6 (P) ‘

PPPPPPP G =15 75 | 30
PPPPPPPP ()6 =20 | 100 | o0
PPPPPPPPP 15 75 0
PPPPPPPPPP 6 30 0
PPPPPPPPPPP 1 5 0

y | 285 | 30 |

!Posteriormente (Owen| (1975)) propuso una generalizacién a la clase de todos los juegos TU.
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Teniendo en cuenta la simetria de los miembros permanentes y los no permanentes tenemos que
el indice de poder de Banzhaf normalizado de cada miembro permanente y cada uno no permanente
es:

-~ 285 1
N, W) =222 =0.181

Bp(N.W) = oo = 01810

~ 30 1

5(N, W) = — = = 0.0159.

Bp(N.W) = 2o = 00159

Por tanto, la razon de poder entre un miembro permanente y uno no permanente es de 11 : 1.
Conjuntamente, el poder de los permanentes es de 0.9047.

4.1.3. Indice de poder de Banzhaf absoluto

La definicion del indice de poder de Banzhaf normalizado asume que todas las coaliciones son
equiprobables, y nos proporciona un indice como medida de la probabilidad relativa de ser pivote de
cada votante con respecto al resto de votantes. Una alternativa es considerar como medida de poder
de un votante la probabilidad de ser pivote en una coaliciéon tomada al azar de forma equiprobable.
Con este cambio, lo que se pierde es la normalizacion, ya que la suma de los indices no tienen por
qué sumar 1, pero a cambio nos proporciona una medida agregada de la facilidad para llegar a
acuerdos en cada juego simple.

Penrose| (1946) fue el primero en presentar esta idea que fue redescubierta de forma independiente
por [Dubey y Shapley| (1979)), dando lugar al indice de poder de Banzhaf absoluto, también llamado
indice de Penrose, y que definimos a continuacién.

Definicion 4.20 El indice de poder de Banzhaf absoluto, o indice de poder de Penrose, 3, de un
Juego simple (N, W) viene dado, para cadai € N, como la probabilidad de ser pivote de una coalicion
tomada al azar de forma equiprobable:
BN W) =
7 ) - 2|N‘ .
Al fallar la normalizacion, la suma de los indices de poder de Banzhaf absoluto no siempre es 1,
sino una cantidad que se llama poder total del juego simple.

Observacion 4.21 Teniendo en cuenta que la suma de dos juegos simples no es, en general, un
Juego simple, la propiedad de aditividad no es til en este contexto. Por ello|Dubey (1975) caracte-
rizo el indice de poder de Shapley-Shubik con las propiedades de eficiencia, jugador nulo, simetria y
utilizando una propiedad de aditividad especifica para juegos simples que se conoce como transferen-
cia. Posteriormente, | Dubey y Shapley (1979) caracterizaron el indice de poder de Banzhaf absoluto
por medio de las propiedades de poder total (el pago total de los jugadores es la suma de las medias
de las contribuciones marginales de todos los jugadores), jugador nulo, simetria y transferencia.

Ejemplo 4.22 Calculamos el indice de Banzhaf absoluto correspondiente al Ejemplo del Con-
sejo de Seguridad de las Naciones Unidas.

El indice de poder de Banzhaf absoluto de cada miembro permanente y cada uno no permanente
para el ano 1954 es:

285 1
30 1
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Por tanto, la razon de poder entre un miembro permanente y uno no permanente es de 11 : 1,
al igual que para el valor de Banzhaf normalizado. El poder total es 0.1538.

El indice de poder de Banzhaf absoluto de cada miembro permanente y cada uno no permanente
para el ano 1965 es:

Bp(N, W) = 0.0259
Bp(N, W) = 0.0026.

Por tanto, la razon de poder entre un miembro permanente y uno no permanente baja ligeramente
con respecto al ano 1954, pasando a ser 10 : 1. El poder total (interpretado como la facilidad para
alcanzar acuerdos) también cambia con respecto al ano anterior, subiendo muy ligeramente hasta
0.1550.

4.2. Mercados de intercambio

Una de las primeras aplicaciones de la teoria de juegos fue la de describir la negociacién que tiene
lugar en un modelo clasico de Microeconomia: los mercados de intercambio. El modelo mas simple
fue sugerido por Edgeworth. Posteriormente, los juegos TU equivalentes a mercados de intercambio
han sido ampliamente estudiados, referencias fundamentales son los articulos de |[Shapley y Shubik
(1969, (1975).

Los juegos TU equivalentes a juegos de mercado se corresponden con la clase de los juegos
totalmente equilibrados.

Un mercado de intercambio esté caracterizado por un conjunto de agentes, sus bienes, sus dota-
ciones iniciales y sus funciones de utilidad. Estas funciones cuantifican la utilidad que les supone a
los agentes el intercambio de sus bienes a unos precios determinados. A cada mercado de intercambio
se le puede asociar un juego coalicional que resume la informacion del mercado en la funcién carac-
teristica. Los pagos asociados a los equilibrios competitivos del mercado de intercambio seleccionan
asignaciones en el core del juego.

Definicién 4.23 Un mercado de intercambio es una tupla (N, M, (w');en, (u');en) donde
» N={1,...,n} es el conjunto de agentes.
» M ={1,...,m} es el conjunto de bienes.
= Para cadai € N, (w') € RY representa la dotacion inicial de bienes del agente ZE|

= Para cadai € N, u* es la funcion de utilidad del agente i, medida en términos monetarios, que
suponemos continua y concava. Es decir, u' : A — R siendo A el conjunto de reasignaciones
factibles de bienes entre los jugadores:

A= {aeRfXM:Zaij:sz- para todojEM}.

1EN 1EN

Cada a;; € R indica la cantidad del bien j asignada al jugador i, y para cada agente i € N,
u'(z) representa la utilidad que asigna el agente i a la cesta de bienes x € ]Rj\f. Habitualmente
se considera que los jugadores son egoistas y, por tanto, se puede definir u; : RM — R, es decir,
la utilidad de un jugador solo depende del conjunto de bienes que obtiene, independientemente
de lo que obtengan los demds.

2Se puede definir alternativamente (w’,0) € RY x R, asumiendo que la dotacién inicial de dinero es nula para
todos los agentes.
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Podemos construir la funcién de utilidad U : R% x R — R que mide, conjuntamente y en
términos monetarios, la utilidad proporcionada por la cesta de bienes y por el dinero obtenido en
el intercambio, mediante U(2?, t) = u’(2%) + ¢’ para cada (z%,t') € RY x R.

Normalizando la cantidad inicial de dinero de los agentes a cero, tenemos que ),y t' = 0y,
por tanto, >, U (2", ') = >,y u'(2?).

Supongamos que los bienes 1, ..., m se intercambian en el mercado a unos precios fijos p1, .. ., Pm,
respectivamente, que conforman el vector de precios p = (py,...,pm) € RM.

Definicién 4.24 Sea (N, M, (w)ien, (ui)ieN) un mercado de intercambio.

= La asignacion ' es optima al precio p para el agente © si

Uz, p(w' — %)) = max U'(z’, p(w’ — z%)).
zieRYM

» El vector (p,z,...,3"), dondep € RM, 7 ¢ Ry es un equilibrio competitivo para el mercado
M si, para cada agente i € N, T' es dptima al precio p y, ademds, se verifica que

Z T = Zwi (cierre de mercado).

€N iEN

Asociado a cada equilibrio competitivo, (p,Z",...,z"), existe un vector de pagos, z = (2%)ien,
donde, para cada i € N,

2 = (@) + plw’ - 2) = U (&, plu’ — &)

de forma que z* representa la utilidad que le proporciona al agente i la asignacién éptima z*, medida
en términos monetarios, después de producirse el intercambio de los bienes y el correspondiente pago
de los intercambios entre los agentes.

Diversos resultados garantizan la existencia de equilibrio competitivo bajo ciertas condiciones.
Por ejemplo, si se verifican las siguientes tres condiciones, tenemos asegurada la existencia de equi-
librio competitivo en el mercado.

1. u' es de clase 1 en su dominio, para todo i € N.
2. u'(x +a) > u'(z), para todo i € N y para todos x,a € R,
3. Y ieN wé- > 0, para todo j € M.

Un mercado de intercambio M = (N JRT X R, (W', 0)ien, (uh)ie N) se puede expresar como el
juego TU (N, v), siendo v la funcién caracteristica definida para cada S C N, por

siendo Ag = {(z%)ics: 2’ e RY, Y, cqa’ = cquw'}.
Definicion 4.25 Un juego de mercado es un juego TU equivalente a un mercado de intercambio.

El conjunto de los pagos asociados a los equilibrios competitivos esta contenido en el core. Por
lo tanto, el core del juego de mercado es no vacio si existe al menos un equilibrio competitivo.

Proposicion 4.26 Sean M un mercado de intercambio, z el pago asociado al equilibrio competitivo
(p,z',...,2") y (N,v) el juego TU equivalente a M. Se tiene que z € C(N,v).
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Utilizando la caracterizacién de Bondareva-Shapley y trabajando con la funcién caracteristica
del juego de mercado se puede demostrar que el core de un juego de mercado nunca es vacio.

Teorema 4.27 Los juegos de mercado son equilibrados.

Teniendo en cuenta que todo subjuego de un juego de mercado es, a su vez, un juego de mercado,
deducimos que los juegos de mercado son totalmente equilibrados.

Corolario 4.28 Los juegos de mercado son totalmente equilibrados.

El siguiente teorema pone de manifiesto que la clase de los juegos de mercado coincide con la
clase de los juegos totalmente equilibrados.

Teorema 4.29 Una condicion necesaria y suficiente para que un juego sea totalmente equilibrado
es que sea un juego de mercado.

Demostraciéon: Ya conocemos que los juegos de mercado son totalmente equilibrados. Basta con
probar entonces que dado un juego totalmente equilibrado (N, v), podemos construir un mercado
M de tal forma que la funcién caracteristica del juego asociado al mercado, (NN, w), coincida con
la funcién caracteristica del juego (IV,v); es decir, v(S) = w(S) para todo S C N.

Sea (N,v) un juego totalmente equilibrado. Construimos un mercado asociado a este juego
(mercado entre coaliciones) de la siguiente forma:

Mg = (N, RY x R, (e{i},o) ,(ui)ieN)

1EN
donde: N es el conjunto de jugadores; el conjunto de bienes son los propios jugadores (interpretado
como su tiempo, su trabajo, ellos mismos, ...); las dotaciones iniciales son los vectores caracteristicos
de cada coalicién individual; y, para todo ¢ € N, todos los jugadores tienen la misma utilidad v* = u,
dada por

u(z) = max Z dsv(S) : 65 >0, Z bge® =z
0#ASCN 0#£SCN

Facilmente se comprueba que u es una funciéon continua, céncava y homogénea de grado uno.
Ademas, u es superaditiva, es decir,

u (Z x’) > u(z)

1EN 1EN

para cada z* € Rf.

Construimos el juego de mercado asociado a M¢, denotado (N, w), y comprobamos que para
todo S C N, w(S) = v(S). Esta igualdad se prueba demostrando que w(S) = u(e®) para todo
S C Ny que v(S) = u(e®) para toda S C N. n

El siguiente resultado nos indica que, para los mercados entre coaliciones, el conjunto de pagos
asociados a los equilibrios competitivos del mercado coincide exactamente con el core.

Teorema 4.30 El conjunto de los pagos asociados a los equilibrios competitivos del mercado entre
coaliciones M¢ coincide con el core del juego de mercado asociado a Mc.
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Demostracién: Ya hemos probado que los pagos asociados a los equilibrios competitivos son
asignaciones del core. Demostraremos entonces que dada cualquier asignacién en el core podemos
construir un equilibrio competitivo cuyo pago asociado es, precisamente, ese elemento del core.

N N

e e

s ST 7) es un equilibrio compe-

Es sencillo comprobar que dado z € C(N,v), el vector (z
titivo para el mercado M, cuyo pago asociado es, precisamente, z. [

Estudiamos los juegos de asignacién, que ya presentamos en el Ejemplo vy que surgen al
considerar un mercado bilateral.

Ejemplo 4.31 Describimos en el ejemplo un mercado con m propietarios, que poseen una casa cada
uno, y n compradores interesados en adquirir una unica vivienda. Denotamos por c; la valoracion
que el propietario i hace de su casa y por h;; la valoracion que de la vivienda i tiene el comprador
j.

Un problema de asignacion entre m = |M| compradores y n = |N| vendedores (o un mercado
bilateral) consiste en encontrar las transacciones dptimas que mazimicen la utilidad conjunta. Si
denotamos por a;; = max{0, h;j — ¢;}, debemos encontrar iy, ... ,ix € M y j1,...,jk € N tales que
hagan mazxima la suma

Qi j; oo F Qg
siendo k = min{|M]|, |N|}.

Construimos entonces el juego de asignacion (Shapley y Shubiki (1972)), (M U N,v) asociado al
problema de asignacion, de la siguiente forma:

= Conjunto de jugadores: M U N

» Funcion caracteristica:

v(S)=0,siSCM ¢6SCN
U(Z]) :méX{O,hij—Ci} = 45, sitieM,jEN

v(S) = méx{a; j, +---+a;j,}, en otro caso
siendo k = min{|S N M|,|SON|}, i1,...,ix € SOAM y j1,...,jk € SN N.

Fijémonos en que la matriz a;j es suficiente para determinar la funcion caracteristica v. Por otra
parte, el precio al cual se hace la transaccion entre cada comprador y cada vendedor no interviene
en la funcion caracteristica.

Estudiemos un caso simple de un juego de asignacion. Consideremos dos vendedores 1 y 2 que
valoran sus casas en 10 y 20 unidades, respectivamente. Hay dos posibles compradores 3 y 4 siendo
sus tasaciones de las casas las recogidas en la tabla:

Comprador
Casa 3 4
1 14 18
2 23 25

La matriz de transacciones es

a13 a4\ 4 8
azs aza) \3 5
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y la funcion caracteristica del juego de asignacion es

v(S)=0 st SC{l,2} 65 C {34}
v(1,3) =4,v(1,4) =8,v(2,3) = 3,v(2,4) =5
v(1,2,3) =4,v(1,2,4) = 8,v(1,3,4) =8,v(2,3,4) =5
v(1,2,3,4) = 11.
En la Figura aparecen representados el core y el conjunto de Weber. El core es la envoltura
convexa de los siguientes cuatro vértices: (1,0,3,7), (3,0,3,5), (4,3,0,4) y (6,3,0,2).
Ademsds se puede comprobar que, en este caso concreto, nucleolus coincide con el T-valor y con
el core-center.
Nu(N,v) =7(N,v) = p(N,v) = (3.5,1.5,1.5,4.5).
Sh(N,v) = (3.5,1.83,1.67,4).

Puede observarse que Sh(N,v) ¢ C(N,v).

Figura 4.1: Core (izquierda) y conjunto de Weber (derecha) del juego de asignacién del Ejemplo
4311

4.3. Problema del aeropuerto

En muchas situaciones, los individuos cooperan en un proyecto conjunto y los costes comunes
deber ser repartidos entre ellos. El problema del reparto de costes consiste en su distribuciéon de un
modo justo entre los individuos. La definicién del juego de costes supone conocer el conjunto de
jugadores y, para cada coalicion S C N, el coste asociado a dicha coalicion.

Un problema de reparto de costes clasico es el problema del aeropuerto presentado por primera
vez en |Littlechild y Thompson! (1977)). Este problema consiste en cémo dividir los costes de man-
tenimiento de una pista de aterrizaje entre las distintas aerolineas que operan en un aeropuerto.
Claramente se puede observar que los aviones pequenios y ligeros necesitan una pista més corta para
aterrizar que los aviones grandes.

Como ejemplo, consideremos el caso en el que hay ocho companias, N = {1,...,8}, cuyos vuelos
utilizan la pista del aeropuerto. Los costes de mantenimiento de los cuatro tramos que se necesitan
son los siguientes:

(2000, 3200, 4100, 5100).
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Es decir, el coste total de mantener toda la pista es 5100. Sin embargo, este coste se reduce a
4100 cuando no se utiliza el dltimo tramo. Si solo se utilizan los dos primeros tramos, el coste baja
a 3200, y si solo se utiliza el primer tramo de la pista, el coste de mantenimiento queda en 2000.

Supongamos que el tramo primer de la pista lo necesitan los aviones de las companias 1 y 2.
Las companias 3, 4 y 5 tienen aviones mas grandes y necesitan utilizar los dos primeros tramos. La
compania 6 necesita los tres primeros tramos y, por ultimo, las companias 7 y 8 tienen que hacer
uso del total de la pista, con coste 5100. ; Cudnto deberia contribuir cada compaifiia para pagar el
coste de mantenimiento de la pista?

Definicién 4.32 Un problema del aeropuerto es un par (N,C) siendo N = {1,...,n} el conjunto
de todas las companias que operan en el aeropuerto, ordenadas de menor a mayor necesidad de
pista, y C € RN el vector que indica el coste de mantenimiento de los tramos de pista necesarios
para cada compania.

Al estar las companias ordenadas de menor a mayor necesidad de pista, las coordenadas del
vector C' también seguirdn un orden creciente.

Ejemplo 4.33 En el ejemplo introductorio, tenemos (N, C) dado por:

N = {1,2,3,4,5,6,7,8}
C = (2000,2000, 3200, 3200, 3200, 4100, 5100, 5100).

Cada problema del aeropuerto (N, C) tiene asociado un juego de costes equivalente (N, c), de
forma que ¢(S) representa el coste de mantener la pista més corta que hace posible el aterrizaje de
los aviones de la coalicién S. Es decir:

c(S) =max{C; : j € S}.

El coste que debe sufragar una coalicion S se corresponde con el coste de construir una pista
que puedan utilizar todos los aviones de la coalicién. Se puede comprobar facilmente que los juegos
asociados a problemas del aeropuerto son concavos.

El valor de Shapley de cada jugador divide el coste del segmento necesario entre el nimero de

aviones que usan ese tramo o segmento. Para N = {1,...,n}, el reparto vendria dado por:
_ C
Shl (N7 C) - #
_ C CX—C
Sha(Nye) = Tt + ==
(& C—C C3—C
Sha(N.c) = G4 Gz 4 GG
Shy(N,¢) = €14 @G 4 CazCy 4 4 GnzCnot

El nucleolus se corresponde con la siguiente férmulas:

‘ cip Cy C Ch—

Nuy(N,c) = mm{%,%,f,...,"Tl}

— s CQ*N'UJ C37N’u,1 C 71—Nu1
Nus(N,c) = mm{ oL, Kt el

— z. Cg—Nul—Nug C _17NU17N7.L2
Nus(N,c) = mm{i2 (oo, nmim =N

_ Cph—1—Nuj—...—Nun_2
Nunil(ZV’C) — n 5 n

Nuy(N,e) = Cp =" Nu,.
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Definicion 4.34 Dada T C N, definimos el juego de unanimidad dual asociado a T mediante

d(S):{l TNS#0

ur
0 en otro caso.

Se verifica que u(S) = urp(N) — up(N \ S). A partir de esta expresién se deduce que el valor

de Shapley del juego de unanimidad dual y el valor de Shapley del juego de unanimidad coinciderﬂ
y vienen dados por:

7 siteT
Shi(N,ur) = Shi(N,ud) = m ,
0 sii¢T.
El juego de unanimidad dual se puede interpretar como el que modeliza el coste de un bien
publico demandado Unicamente por los jugadores de T'.

Proposicién 4.35 Sea (N, c) el juego de costes equivalente al problema del aeropuerto (N,C') con
N ={1,...,n}. Entonces:

a) La funcion caracteristica ¢ se puede descomponer como
n
(Cy, — Cr_1)us
k k—1 uTk7
k=1

siendo Ty, = {k, ... ,n}.
b) Shi(N,c) = Zk 1 - L para cada i € N.

La interpretacion del valor de Shapley del juego asociado a un problema del aeropuerto es clara:
el coste que debe pagar una compania con aviones de un tipo determinado sélo depende de los
costes de los aviones de menor tamano. El coste de construir la pista para los aviones de tipo 1,
(', se divide entre todos los aviones de manera igualitaria; a continuacién, el incremento de coste
resultante de construir la pista para los aviones del segundo tipo, Co — C1, se divide entre todos los
aviones exceptuando los de tipo 1, y asi sucesivamente.

Ejemplo 4.36 Consideremos el juego asociado al problema del aeropuerto con wvector de costes
C = (1,2,10,15) y N = {1,2,3,4}. En la Figura se muestra su core y algunas soluciones
puntuales.

4.4. Problemas de bancarrota

Los problemas de bancarrota han merecido una gran atencién desde su primer estudio en|O’Neill
(1982)). Aumann y Maschler| (1985) es otro trabajo referente en este contexto. En |Thomson| (2003,
2013) y Moulin| (2002) se puede encontrar una recopilacién de resultados que resume la evolucién
de la literatura de los problemas de bancarrota a lo largo del tiempo.

En todo problema de bancarrota existe un conjunto de acreedores entre los que hay que repartir
un bien o hacienda (perfectamente divisible) que por lo general no es suficiente para cubrir las
deudas. A continuacién, definimos formalmente un problema de bancarrota y su juego asociado.

Definicién 4.37 Un problema de bancarrota es una terna (N,d, E) donde N es un conjunto finito
de acreedores, d € RN un vector de las demandas de los acreedores, y E € R es el bien (estate) a
repartir.

3Esto es cierto en general: El valor de Shapley de un juego TU (N, v) siempre coincide con el de su dual, (N7 vd),
siendo v%(S) = v(N) — v(N \ S) para todo S C N.
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Figura 4.2: Core (en gris), valor de Shapley (o) y nucleolus (*) del juego asociado a un problema
del aeropuerto.

Para que un problema de este tipo se ajuste a la interpretacién de bancarrota, debemos, ademaés
exigir las siguientes condiciones:

» d > Oy (de no cumplirse esta condicién, habria acreedores que deberian dinero a la empresa
quebrada, por lo que no podrian llamarse acreedores).

» 0 < E (de no cumplirse esta condicion, estarfamos repartiendo deuda, en lugar del valor de
un bien liquidado).

La siguiente propiedad también se suele exigir:

» £ <) ,cndi (de no cumplirse esta condicién, no habria problema en satisfacer a todos los
acreedores).

Cuando no verifica esta dltima propiedad, decimos que (N, d, E') es un problema de excedentes
(surplus) en los que debemos repartir cantidades no negativas, o bien un problema de derechos
(rights) o de distribucién (allocation) en los que podemos repartir tanto cantidades negativas (deu-
das) como positivas (excedentes).

Los problemas de excedentes fueron estudiados por [Moulin| (1987)). Los problemas de derechos
o de distribucién fueron estudiados por [Chun| (1988b)) y [Herrero, Maschler y Villar| (1999).

En lo sucesivo, supondremos que un problema de bancarrota (N, d, E') siempre verifica las tres
propiedades anteriores.

Definicion 4.38 Una regla de reparto asociada a un problema de bancarrota es una funcion f que
a cada (N,d, E) le asocia un valor f(N,d,E) € RY tal que

1. 0 < fi(N,d, E) < d;, para todo i € N.
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2. Yien fi(N,d,E) = E.

Por tanto, una regla de reparto es una forma de distribuir la totalidad del bien entre los acreedores
con la inica condicién de no dar a ninguno de ellos una cantidad superior a su demandaﬁ

Un problema de bancarrota (N, d, E) tiene asociado un juego TU (N, v) llamado juego de ban-
carrota, siendo:

v(S) =mdx 0, E— Y d;
1EN\S
para todo S C N.
El juego de bancarrota asocia a cada coalicién lo que queda del bien una vez satisfechas com-
pletamente las demandas de los acreedores ajenos a la coalicion. Veamos un sencillo caso practico.

Ejemplo 4.39 (Figura Supongamos que el patrimonio de una empresa que se ha declara-
do en quiebra asciende a 10000 euros. Cuatro acreedores solicitan las siguientes cantidades: d =
(3000, 2000, 5000, 8000). EI correspondiente juego de bancarrota tendrd cuatro jugadores, por ejem-
plo N ={1,2,3,4}, y su funcidén caracteristica vendrd dada por:

o(N) = 10000
v(1,2,3) = 2000, v(1,2,4) = 5000, v(1,3,4) = 8000, v(2,3,4) = 7000
v(1,2) =v(1,3) =v(2,3) =0, v(1,4) = 3000,
v(2,4) = 2000, v(3,4) = 5000
v(i) = 0, para todo i € N.

10000
9000
8000
7000
6000
5000
4000 -~
3000
2000

1000 |/

0

8000

10000 10000

Figura 4.3: Core del problema de bancarrota del Ejemplo

A continuacién demostramos que los juegos de bancarrota son convexos y, por tanto, el core es
no vacio, coincide con el conjunto de Weber, y contiene al valor de Shapley:

Proposicion 4.40 Los juegos de bancarrota son convexos.

Si quitamos esa restriccién, diremos que estamos estudiando problemas de pérdidas, definidos por
[Vidal Pugal (2004)).
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Demostracién: Dada R C N, denotemos por d(R) = > ;. pd;. No es dificil ver que si R C T
entonces

E—d(N\R)<E—d(N\T).

Ciertamente, R C T implica N\ R D N\ T y, consecuentemente, d(N\ R) > d(N\T), de donde

se sigue inmediatamente la desigualdad buscada.
Sean S,T C N tales que S C T C N \ i. Se tiene que

v(SU) +v(T) =méx{0,E —d(N\ (SUi))} + méx {0, E —d(N\T)}
=mix{0,F —d(N\ (SU1)),E—d(N\T),2E —d(N\ (SUi)) —d(N\T)}.
Andlogamente, obtenemos que
v(T'Ui) +v(S) = max{0,E —d(N\ (TU1i)),E—d(N\S),2E—d(N\ (TU1))—d(N\S)}.
Teniendo en cuenta que .S C T U4 deducimos que
E—d(N\S)<E—-d(N\(TUi)).
Por tanto, se tiene que
v(T'Ui) 4+ v(S) =méx {0, E —d(N \ (T'U4%)),2E —d(N\ (TU1)) —d(N\S)}.
Por otra parte, ya que U7 D SU¢y T'U4 D T, entonces

E—d(N\(TUi)>E—d(N\ (SU1))
E—d(N\(TUi)>E—dN\T)
9F — d(N\ (T Ui)) —d(N\ S) =2E —d(N \ (SU)) —d(N\T).

Estas desigualdades implican que el juego (INV,v) asociado a un problema de bancarrota es
convexo, puesto que v(SU ) +v(T) <v(T'Ui)+v(S) para todo S, T C N, SCT C N\ i. "

Han sido propuestas distintas reglas de reparto especificas para los problemas de bancarrota:
la solucién de igual ganancia, la solucién de igual pérdida, el reparto proporcional y el reparto
proporcional ajustado, entre otras. Revisamos las principales.

Definicién 4.41 Sea (N,d, E) un problema de bancarrotaﬂ

» La solucion de igual ganancia (CEA) asigna a cada acreedor i el minimo entre o y su demanda
d; , estando a univocamente determinado por la propiedad de eficiencia. Formalmente, para
cada i € N,

CEA;(N,d,E) =min{«,d;}

donde o es tal que £ =3,y min{a,d;}.

» La solucion de igual pérdida (CEL) asigna a cada acreedor i el mdzimo entre 0 y d;—f3, estando
B univocamente determinado por la propiedad de eficiencia, es decir, para cada i € N,

CELi(N,d, E) = méx {0,d; — B}

donde B es tal que B =}, max{0,d; — B}.

5Las abreviaturas CEA, CEL, PRO, APRO y RA responden a las denominaciones de las soluciones en inglés. En

concreto, “Constraint Equal Award”, “Constraint Equal Loss”, “Proportional”, “Adjusted Proportional” y “Random
Arrival”.
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» FEl reparto proporcional (PRO) divide el bien de forma proporcional a las demandas de los
acreedores, esto es, para cada i € N,

E

PRO;(N,d,E) =dj=——.

' ' ZkeN di

» El reparto proporcional ajustado (APRO) empieza asigndndole a cada acreedor su derecho
minimo, que se corresponde con el mdzrimo entre 0 y la parte del bien no demandada por el
resto de los acreedores, es decir,

s; =max < 0, F — Z d;
JEN\©

Una vez realizada esta asignacion, el bien restante, B/ = E — Y icn Si» es dividido de forma
proporcional entre los demandantes teniendo en cuenta que las demandas de los jugadores
en el bien E' son d; = min{d; — s;, E'}, dado que demandas mayores que E' se consideran
wrrelevantes. Por tanto, el reparto proporcional ajustado asigna a cada i € N,

El

APROy(N,d,E) = s; + d} .
ZkEN d;c

» El reparto del Talmud (T') divide el bien de la siguiente forma:
180 ien % > E, entonces

T;(N,d,F) = ml’n{(;i,)\}

siendo X tal que £ =), min {%, )\} .

2. 80 icn % < E entonces

d;
T;(N,d, E) = d; —ml’n{2,)\}

siendo X\ tal que E =3, v (di — min {%,)\}) .

» El reparto de las llegadas aleatorias (RA) divide el bien para cada i € N de la siguiente forma:

1
RA;(N,d,E) = Y minddimixqE— Y d;,0

[ A =
rellNV JEN:m(j)<m(4)

Observamos que, en el reparto del Talmud, si el bien coincide con la mitad de las demandas,
cada jugador recibe la mitad de su demanda. En caso de que el bien sea menor, se aplica CEA, y si
el bien es mayor, se aplica CEL (en ambos casos aplicadas a las mitades de las demandas en lugar
de a las demandas).

Para comprender el reparto de llegadas aleatorias, supongamos que los acreedores llegan de
uno en uno y se les va asignando el dinero disponible hasta que se termina. El reparto de llegadas
aleatorias es el promedio de estas asignaciones en todos los posibles érdenes de llegada.

La siguiente proposicién establece fuertes relaciones entre las soluciones descritas previamente
y los conceptos de solucién para el juego TU equivalente al problema de bancarrota.
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Proposicién 4.42 Sea (N,d, E) un problema de bancarrota y (N,v) el juego TU equivalente. Se
verifica que:

) RA(N, E,d) = Sh(N,v) (O°Neill (1982)).

b) T(N,E,d) = Nu(N,v) (Aumann y Maschler (1985)).
¢) APRO(N, E,d) = 7(N,v) (Curiel y otros (1957)).

d) CEA(N, E,d) = DR(N,v) (Dutta y Ray (1989)).

donde DR es la solucion de Dutta-Ray que selecciona, para juegos convexos, un vector en el core
del juego que es maximo en el orden de Lorenz (Dutta y Ray (1989)).

Observaciéon 4.43 Dado que los juegos de bancarrota son convezxos, se simplifica considerablemente
el cdlculo del valor de Shapley, del nucleolus y del T-valor. Ademds, todos ellos estdan en el core del
juego TU asociado.

Ejemplo 4.44 Retomamos los problemas de bancarrota presentados en el ejemplo del Capitulo 1.
Un hombre tiene 3 esposas y estipula que a su muerte reciban 100, 200 y 300 unidades monetarias,
respectivamente. Veamos, en primer lugar, cudles serdn los juegos de bancarrota asociados si en el
momento de su defuncion su hacienda es de E unidades, en los casos:

E | Juego= [v(1),v(2),v(3),v(1,2),v(1,3),v(2,3),v(1,2,3)]
100 A=10,0,0,0,0,0, 100]

200 A =10,0,0,0,0, 100, 200]

300 A =10,0,0,0,100, 200, 300]

Los repartos que hemos analizado, para los tres valores considerados, dan los resultados que se
recogen en la siguiente tabla.

Valor de E
Reparto 100 \ 200 \ 300
CEA [(33.3,33.3,33.3) [ (66.7,66.7,66.7) [ (100,100,100)
CEL (0,0,100) (0,50,150) (0,100, 200)

APRO | (33.3,33.3,33.3) | (40, 80,80) (50, 100, 150)
T | (33.3,33.3,33.3) | (50,75,75) (50, 100, 150)
RA | (33.3,33.3,33.3) | (33.3,83.3,83.3) | (50,100, 150)

4.5. Problemas de arbol de expansion de coste minimo

Una buena recopilacién de diversos juegos coalicionales que provienen de problemas de optimi-
zacion se encuentra en el libro (Curiel (1997). Entre otros, se estudian los juegos de programacién
lineal, los juegos de asignacion, los juegos de permutacion, los juegos de secuenciacién, los juegos
del viajante y los juegos de rutas, los problemas de arbol de expansién de coste minimo y los juegos
de localizacion. A continuacién, nos centramos en describir dos modelos: los problemas de arbol de
expansiéon de coste minimo y los problemas de flujo maximo.

Los problemas de arbol de expansion de coste minimo sirven para modelizar situaciones en las
que varios usuarios (ciudades, granjas, hogares, ...) se quieren conectar a una fuente o recurso. Este
recurso o fuente podria ser, por ejemplo, una presa de abastecimiento de agua, una central eléctrica,
un operador de Internet o un operador por cable. Cada usuario quiere tener acceso al servicio, pero



4.5 Problemas de arbol de expansién de coste minimo 103

le es indiferente una conexién directa o a través de otros usuarios, por lo que existe la posibilidad
de reducir costes a través de la construccién de una red éptima.

Como dato inicial se debe de disponer de los costes de conexién asociados entre los usuarios y
entre cada usuario y el nodo fuente. El problema original fue formulado por |Claus y Kleitman| (1973)
y posteriormente el problema de repartir los costes fue estudiado por [Bird (1976) y, posteriormente,
por |(Granot y Huberman| (1981]).

Definicién 4.45 Un problema de drbol de expansion de coste minimo (en inglés, minimum cost
spanning tree problem) es un par (No,C) donde No = N U {0} es un conjunto de nodos formado
por un conjunto finito N de usuarios y una fuente 0, y C = (c;5) € RNoXNo es yna matriz tal
que c;; representa el coste de conexion entre dos nodos i,j € Ny.

7:»jej\/vO

Para que un problema de este tipo se ajuste a la interpretacion de costes de conexién debemos,
ademas, exigir las siguientes condiciones:

» ¢;; = 0 para todo i € Ny (condicién bésica, ya que cada nodo ya estd conectado consigo
mismo).

= ¢;j > 0 (de no cumplirse esta condicién, seria rentable realizar algunas conexiones y la red
6ptima no tendria necesariamente estructura de arbol).

La siguiente propiedad también se suele exigir:

= ¢;j = cj; para todo i, j € Ny (de no cumplirse esta condicién, no estarfamos hablando de costes
de conexién sino de costes de transporte, que podrian ser diferentes dependiendo del sentido
del flujo).

Cuando no se verifica esta tltima propiedad, decimos que (Np,C) es un problema de arbores-
cencias. Los problemas de arborescencias fueron estudiados por |Dutta y Mishral (2012).

Supondremos en lo sucesivo que un problema de arbol de expansiéon de coste minimo siempre
verifica las tres propiedades anteriores.

Dado un problema (Ny, C'), podemos encontrar un arbol (esto es, un grafo no dirigido sin ciclos)
de nodos Ny que minimiza los costes de conexion a la fuentdﬂ Aunque puede haber méas de un arbol
de este tipo, el coste de construccion es el mismo para todos ellos. Denotamos mediante m(Ny, C)
este coste minimo.

Un problema de arbol de expansion de coste minimo (Ny, C) se puede expresar como un juego
de costes (N, ¢) con

c(S) = m(Sp, Cs)

para todo S C N, siendo Cg € R%0*% la restriccién de C a Sp.
Por tanto, cada ¢(S) asocia a la coalicién S su coste de conexién a la fuente sin utilizar los nodos
de los demés jugadores. De esta forma, ¢(S) indica el coste minimo entre los jugadores de S.

Ejemplo 4.46 En la Figura [{.4 aparece representado el problema de drbol de expansidn de coste
minimo (Ng,C) con N ={1,2,3} y

0 10 100 5
10 0 1 10
100 1. 0 5
5 10 5 0

C:

El juego de costes asociado (N,c) estd caracterizado por c¢(1) = 10, ¢(2) = 100, ¢(3) = 5,
c(1,2) = 11, ¢(1,3) = 15, ¢(2,3) = 10, ¢(N) = 11.

5Un grafo de coste minimo con ciclos podria ser mejorado al suprimir una de las conexiones ij del ciclo, con lo que
tendriamos el mismo coste (si ¢;; = 0) o coste menor, lo cual serfa contradictorio.
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Figura 4.4: Representacién de un problema de arbol de expansién de coste minimo con tres jugadores.
El arbol 6ptimo estd marcado con un trazo mas grueso y tiene coste 11.

Teorema 4.47 Sea (N, c) el juego de costes asociado a un problema de drbol de expansion de coste
minimo (No,C). Entonces, el core de (N,c) es no vacio. Sea i el primer arco en el camino del
vértice i a la fuente en el drbol de minimo coste para la coalicion N. El reparto x; = c;;0 para cada
1 € N estd en el core del juego. A esta distribucion se la conoce como distribucion de Bird.

Demostracién: Debemos demostrar que (c¢;0),cn € C(N,c). Es claro que Y,y cio = c¢(IV), ya
que es el coste de un drbol éptimo. Sea ahora una coaliciéon S C N y supongamos c(S) < > _.cg Cjio-
Eso quiere decir que existe un arbol ¢° que conecta todos los nodos de S a la fuente a un coste c(9)
estrictamente menor que Y, g ¢;0. Pero entonces el arbol ¢ = {(i,i")};en s U t% conecta todos los
nodos de N a la fuente a un coste estrictamente menor que ¢(N), lo cual es imposible. L]

La distribucién de Bird es, ademds, un punto extremo del core. Se puede ver ficilmente que
los subjuegos son nuevamente juegos de conexién a una fuente, con lo que esta clase de juegos son
totalmente equilibrados. Ademés, se puede comprobar que no son céncavos.

Una critica a la distribucién de Bird es que no es mondtona en costes. Consideremos, por ejemplo,
N ={1,2} y C definida por cp; = 10, c12 = 1 y ¢p2 = 100. El tnico arbol éptimo es (0, 1), (1,2) con
lo que el pago propuesto por Bird es (10, 1), penalizando al jugador més cercano a la fuente. Si, por
el contrario, aumentamos el coste del arco (0,1) hasta cg; = 200, el pago propuesto por Bird pasa
a ser (1,100), con lo que el jugador en el nodo 1 paga menos, favorecido por el encarecimiento de
su propia conexién a la fuente.

Ademds, la distribucién de Bird no es mondétona en poblaciérﬂ En el ejemplo anterior, si anadi-
mos un tercer jugador 3 (Figura con cg3 = c23 = 5 y c13 = 10, el pago propuesto por Bird pasa
aser (1,5,5), con lo que el jugador 2 empeora al pasar de pagar 1 a pagar 5. Este tipo de situaciones
no son deseables ya que pueden provocar que el jugador 2 vete la entrada del jugador 3, pese a las
evidentes ventajas de su presencia para reducir costes.

Supongamos ahora que definimos el problema de costes de forma “optimista”. Sea (N,c) un
juego de costes definido como

ct(8) =m(Sy,CY)

para todo S C N, siendo C; € R50*% ] matriz de costes obtenida a partir de C' en la que se
supone que los nodos de N \ S estédn ya conectados a la fuente, con lo que se pueden conectar a
través de ellos. Es decir, ¢jy = min{c;; : j € (N\S)o} paratodoi € S,y c;; = ¢;j paratodo i,j € S.

Teorema 4.48 (Bergantinos y Vidal-Puga) (2007aJb))) Sean (N,c) y (N, c") los juegos de cos-
tes asociados a un problema de drbol de expansién de coste minimo (Ny,C). Entonces, (N,c*) es

"Lo equivalente a un PMAS en problemas de coste.
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un juego de costes concavo y su valor de Shapley pertenece al core de (N, c). Ademds, es un reparto
simétrico, mondtono en costes y mondtono en poblacion.

4.6. Problemas de flujo maximo

Una red de flujo es un grafo dirigido en el que hay dos nodos importantes, el nodo inicio o
fuente y el nodo final o sumidero. En el problema clasico de investigacién operativa el objetivo
es maximizar el flujo que puede pasar de la fuente al nodo final. Se asume que los arcos tienen
capacidades limitadas que son datos iniciales del problema. El flujo puede ser desde automéviles en
una red de carreteras hasta fluidos viajando por tuberias o bits por un cable de fibra éptica. Un
problema de flujo méximo viene dado por un grafo dirigido en el que cada arco tiene una capacidad
maxima y es controlado por uno de los jugadores. El objetivo de los jugadores es dirigir el maximo
flujo posible de la fuente al nodo final.

Definicién 4.49 Un problema de flujo mdzimo (en inglés, mazimum flow problem) estd definido
por un vector F = (V, E,v° v, c, N, I) tal que,

(V, E) es un grafo dirigido, siendo V' el conjunto de vértices y E el conjunto de arcos dirigidos.
El vértice vy se corresponde con la fuente y v' es el sumidero o nodo final.

c: E — R es una funcion que asocia a cada arco e € E un nimero positivo que representa
la mdzima capacidad del arco.

N es el conjunto de jugadores.

w [: E— N es una funcion que asigna a cada arco un jugador que lo controla.

Cada problema de flujo maximo puede ser descrito como un juego coalicional en el que el valor
de una coalicién S es la maxima cantidad de flujo que los miembros de S pueden llevar desde el
origen al destino sin la ayuda de los jugadores que no estan en S. Si pensamos en un sistema de
trafico, la capacidad seria el nimero méximo de coches que pueden pasar por cada carretera en una
hora en una zona establecida.

Ejemplo 4.50 En el siguiente ejemplo se muestran las capacidades de los arcos que pueden ser
distintas vias para transportar del origen al destino. El valor de v(S) puede representar el beneficio
que proporciona o la coalicion el transporte correspondiente.

J1,200 J2,120
ORIGEN FIN
J5,100 74,140

Figura 4.5: Grafo de capacidades.
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La funcién caracteristica |§| de este juego es la siguiente:
v(S)=0 si || =1
v(S)=0 si [S]=2,5¢{(1,2),(4,5)}
v(1,2) = 120,v(4,5) = 100
v(1,2,3) =120,v(1,2,4) = 120,v(1,2,5) = 120, v(1,3,4) = 50
v(1,3,5) =0,v(1,4,5) = 100,v(2,3,4) = 0,v(2, 3,5) = 0,v(2,4,5) = 100, v(3,4,5) = 100
v(1,2,3,4) =170,v(1,2,3,5) = 120,v(1,2,4,5) = 220

v(1,3,4,5) = 140, v(2,3,4,5) = 100,v(1,2,3,4,5) = 260.

Los problemas de flujo maximo fueron introducidos por Kalai y Zemel (1982). Mediante el
algoritmo de Ford Fulkerson (Ford y Fulkerson (1962)), podemos encontrar el flujo maximo de una
red. Existe una conexion entre flujo maximo y corte de minima capacidad. Un corte en un grafo es
un conjunto de arcos de forma que si los eliminamos del grafo, el subgrafo resultante tiene flujo nulo.
Se define la capacidad de un corte como la suma de las capacidades de sus arcos. La capacidad de un
corte es siempre mayor o igual que el flujo maximo de la red y existe un corte, corte minimo, para
el que la capacidad del corte es exactamente el flujo maximo de la red. En el ejemplo considerado
si buscamos los cortes minimos y sus capacidades obtenemos:

Corte Capacidad

J1, J5 200 + 100 = 300

J1, Jy 200 + 140 = 340

Ja, Jy 120 + 140 = 260
Jo, J3, J5 | 120 4+ 50 4+ 100 = 270

En nuestro ejemplo el corte de minima capacidad es el formado por los jugadores Jy y Jy y su
capacidad, 260, coincide con el flujo maximo.

A partir de los cortes minimos, se pueden obtener asignaciones en el core del juego correspon-
diente (que son extremos del core). Los que no pertenecen al corte minimo no reciben nada y los
demas reciben la capacidad correspondiente. En el ejemplo considerado seria (0,120, 0,140, 0).

Teorema 4.51 Un juego coalicional es totalmente equilibrado si y solo si es equivalente a un pro-
blema de flujo mdzimo.

8La notacién J; del gréfico hace referencia al jugador i.
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1.

Considera los siguientes juegos simples: v; = [0,0,0,1,0,0,1], v = [0,0,0,1,1,0,1], vs =
[1,0,0,1,1,0,1] y v4 = [0,0,0,1,1,1,1]. Indica si hay jugadores veto, dictadores, simétricos,...
En base a esa informacion, indica en cada caso el core del juego.

El gobierno de una ciudad estd formado por dos camaras. Una de ellas consta de 3 miembros
y la otra de 7. Para aprobar una propuesta se necesita mayoria en cada cdmara. Calcula el
indice de Shapley-Shubik de cada miembro.

Comprueba que el indice de Banzhaf referido al ano 1965 del Ejemplo de un miembro
permanente es 0.1669 y el de un no permanente 0.01653. Comparalo con el indice de Shapley-
Shubik.

Considera un tribunal formado por 2m miembros (niimero par) y un presidente que solo vote
en caso de empate. jEs el poder del presidente igual al de cualquier otro miembro? Calcula el
indice de Shapley-Shubik.

Calcula el valor de Shapley y el nucleolus para los siguientes problemas del aeropuerto. Para
simplificar, trataremos con el modelo mas simple, con solo 4 jugadores, podemos suponer que
hay 4 aerolineas y todas tienen el mismo transito, sin embargo, unas usan aviones mayores que
otros, tal y como reflejan los siguientes vectores de costes: ¢ = (1,2,3,4) y ¢ = (1, 20, 30, 40).
Trata de defender el reparto de Shapley con argumentos. Idem para el nucleolus. ;Qué reparto
te parece méds razonable?

Una empresa quiebra y sus deudas son de 10000, 20000 y 30000 euros con los agentes A, B y
C, respectivamente. Compara el valor de Shapley, el nucleolus y el core-center del juego TU
asociado si la empresa dispusiera para sufragar sus deudas de:

a) 10000 euros. b) 15000 euros. c¢) 25000 euros.
d) 43000 euros. e) 55000 euros. ) 60000 euros.

Compra-venta de una casa. Los compradores 2 y 3 tienen cada uno 300000 euros. Supon-
gamos que el jugador 2 valora la casa en 200000 euros y el jugador 3 lo valora en 300000 euros.
Ademas, el vendedor la tasa en 100000. Obtén el juego TU asociado, calcula el core del juego
y las principales soluciones puntuales e interprétalas.

Tres ciudades quieren conectarse a una depuradora ya construida. Sea

0o 1 2 3
T

0—/0 26 12 17
1— 0 30 21
2 — 0 44
3 — 0

la matriz de costes, de tal modo que a;; representa el coste de conectar la ciudad 7 y la ciudad
J ¥ ao; el coste de conectar la depuradora con la ciudad j. Define la funcién caracteristica del
juego de costes que represente adecuadamente este problema y obtén las principales soluciones
para este problema con la correspondiente interpretacion.

Calcula el juego de costes optimista (N, c™) asociado al problema de drbol expansién de coste
minimo del Ejemplo Calcula y compara los valores de Shapley de los juegos (N,c) y
(N,cT). {Cual de los dos repartos te parece mas justo?
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J1,2

ORIGEN

J2,2

Figura 4.6: Problema de flujo maximo.

J1,2
Ja,1
Jo,1
.1
Sa]-
Jo,1
J2,2

372
FIN
71,3

10. Comprueba que el juego de flujo asociado al problema de flujo de la Figura [4.6|se corresponde

con v =[0,0,0,2,2,0,4].
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Capitulo 5

El modelo NTU

Los juegos con utilidad no necesariamente transferible, o juegos NTUEL son mas generales que
los juegos con utilidad transferible (juegos TU) estudiados en la Parte I. Tanto los juegos TU como
los juegos NTU asumen que un conjunto de jugadores pueden alcanzar acuerdos, pero en los juegos
NTU la utilidad no puede transferirse libremente, en general, entre los jugadores. Esta limitacién
puede deberse a diversos factores. Veamos algunos posibles factores en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.1 Supongamos que tenemos tres jugadores, 1, 2 y 3, que quieren negociar el precio de
una tarta que posee el jugador 1. El jugador 1 no quiere la tarta, que valora en 0 euros, pero el
jugador 2 la valora en 10 euros y el jugador 3 la valora en 15 euros. Un modelo TU sencillo diria que
estamos en el juego TU (N,v) con N = {1,2,3},v(1) =v(2) =v(3) =0, v (1,2) = 10,v(1,3) = 15,
v(2,3) =0 y v (N) = 15. Cualquier reparto (x,y, z) con v +y+ z = 15 seria posible dando la tarta
al jugador 8 y transfiriendo x euros del jugador 3 al jugador 1,e y euros del jugador 3 al jugador 2.
Sin embargo, este modelo TU no seria adecuado si se da alguna de las siguientes circunstancias:

Restricciones presupuestarias FEl jugador 2 y el jugador 3 solo tienen disponibles 1 euro cada
uno. Aunque v (N) = 15, no son posibles los repartos en los que el jugador 1 recibe mds de 2.
Es decir, solo serian admisibles los repartos (x1,z2,23) con x1 + xo + 23 =15 y x1 < 2. Esta
situacion no seria posible modelizarla mediante un juego TU.

Distinta valoracién de los resultados de la cooperacion Al jugador 1 le da igual tener 2 eu-
ros que tener mciaﬂ de 2. De nuevo, solo serian posibles los repartos (x1,x2,x3) con x1 + xo +
xg3 =15 y 21 < 2, ya que no hay forma de que el jugador 1 obtenga una utilidad mayor que 2.

Algin jugador no es egoista Decimos que un jugador es egoista cuando no influye en su propia
valoracion lo que obtienen los demds. Podemos también considerar el caso en el que st influye.
Por ejemplo, supongamos que el jugador 1 valora la cantidad de tarta recibida por el jugador
2 tanto como si la hubiera recibido él mismo (podriamos pensar que entre estos jugadores
hay vinculos suficientemente fuertes para que esto sucedcﬂ). Bajo esta suposicion, son posibles
repartos tales como (0,0,15) dando la tarta al jugador 3, o (10,10,0) dando la tarta al jugador
2. Este sequndo reparto no seria eficiente, ya que se puede mejorar dando la tarta al jugador 3
y que éste pague al jugador 2 una cantidad t € (10,15), resultando en un pago (t,t,15 —t). En

NTU son las iniciales de Non-Transferable Utility.

2 Aunque esta situacién parezca un tanto inconcebible, lo cierto es que es un caso extremo de situaciones en la que
una persona valora més el dinero cuando tiene poco que cuando tiene mucho (lo cual si es razonable).

3Este serfa un caso de jugador altruista. Si la utilidad del jugador 1 disminuye con la cantidad de tarta recibida
por el jugador 2, decimos que el jugador 1 es un jugador despechado (en inglés, spite). Otra posibilidad es que la
utilidad del jugador 1 dependa de la diferencia en la cantidad de tarta que recibe él y la que reciben los deméas. En
este dltimo caso, decimos que el jugador 1 es competitivo.
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general, los repartos dptimos factibles son aquellos (x1, x2,x3) tales que x1 = x9 y xo+x3 = 15.
Otros repartos, como por ejemplo el (8,8,8), no serian posibles.

Un detalle que es evidente en los dos tltimos ejemplos es que v (S) no representa euros, sino la
utilidad que representan los euros. De hecho, esto también ocurre de forma més sutil en el primer
ejemplo, ya que aparte de euros también estamos repartiendo una tarta.

Ejemplo 5.2 Queremos repartir 15 unidades de ancho de banda entre tres usuarios de una red
telemdtica. De nuevo, podemos modelizar esta situacion mediante el juego TU (N,v), siendo v (S) =
15 para todo S C N. Con este modelo, asumimos implicitamente que cada usuario valora el ancho
de banda de forma lineal e idéntica para todos ellos, pero esto no tiene que ser necesariamente asi.

= El jugador 1 necesita ancho de banda para ver un video. La calidad optima del video se obtiene
con 2 unidades de banda ancha. Por tanto, es lo mismo darle 2 unidades que darle mds. De
nuevo, esta situacion no seria postble modelizarla mediante un juego TU.

» Los jugadores 1 y 2 son simétricos y necesitan ancho de banda para comunicarse entre ellos.
Cuanto mds ancho de banda mejor, pero en todo caso la comunicacion ird a la velocidad mds
lenta de los dos. Es decir, que es lo mismo darles 5 a cada uno que 5 a uno y 10 al otro. En
este caso, repartos del tipo (x,y,z) con x # y no son factibles.

5.1. La funcién caracteristica

Los ejemplos que hemos visto pueden modelizarse mediante un juego sin utilidad transferible,
cuya definicién formal es la siguiente:

Definicién 5.3 Un juego coalicional sin utilidad transferible es un par (N,V) donde N es un
conjunto finito de jugadores, y V' es una funcién caracteristica que asigna a cada coalicion S C N
un subconjunto de R®, de forma que V (S) indica las “utilidades admisibles que pueden obtener los

jugadores de S cuando cooperan entre ellos, independientemente de lo que hagan los jugadores de
N\S”. Por convencion, V () = {0} .

Debido a que trabajaremos con puntos y vectores, y no con numeros reales, necesitamos ser
cuidadosos con la notacién en este nuevo contexto. Veamos un par de ejemplos.

Ejemplo 5.4 (Juego del café (Owen| (1972))) Tres jugadores quieren repartirse café. A todos
les gusta el café sin azicar, pero al jugador 2 le gusta mds el café con azicar que sin azicar. El
jugador 1 tiene granos de café, el jugador 2 tiene agua y el jugador 3 tiene azicar. Para preparar
café (sin azicar), es necesario y suficiente tener granos de café y agua.

En este caso, la colaboracion de los tres jugadores asegura que puedan repartirse el café (con o sin
azicar) de cualquier forma entre ellos. Ast, los repartos admisibles vienen dados por el conjuntcﬂ'

V(N):{xGszlN-xgl}.

Si faltan los granos de café (jugador 1) o el agua (jugador 2), no es posible preparar café y los
repartos admisibles son:

V) = V(2)=V3) =1{0)}
V(1,3) = V(2,3)={(0,0)}.

4Recordemos que 1y -z < 1 es una forma resumida de escribir ZieN z; < 1, que en este caso seria r1 +x2+x3 < 1.
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Si falta el azicar (jugador 3), la utilidad del jugador 2 se reduce. Podemos por ejemplo, suponer
que el jugador 2 valora el café sin azicar una cuarta parte que el café con azucar:

V(1,2) = {xeR{j’Q} : (1,4)'x§1}.

Con esta restriccion, el pago mdzimo (obtenido al recibir todo el café y todo el agua) al jugador
1 es 1 y al jugador 2 es i.

Ejemplo 5.5 (Roth (1980b))) Tres partidos politicos obtienen 2, 2 y 3 escanos, respectivamente,
en un Parlamento. Para formar Gobierno es necesario alcanzar la mayoria absoluta (4 escanos), por
lo que se necesita una coalicion de dos partidos como minimo. Debido a la ley electoral, el reparto de
Ministerios debe ser proporcional al nidmero de escanos. Suponemos que la utilidad de los partidos
se mide unicamente en el nimero de Ministerios que obtienen. Los repartos admisibles son:

V) = V)=V ={0)}

o~ {0
V(1,3) = V(23)= {(2;’)}

Los tres partidos pueden también acordar asociarse de forma rotativa entre ellos, de forma
que cualquier reparto en la envoltura convexa de los puntos (0,0,0), (%,%, ), (%,0, %) , (0, %, %)
Y (%, %, %) es factible. En el reparto (0,0,0) no habria apoyo de ningin partido, mientras que en
el reparto (%,%,%) los tres estarian de acuerdo. En el resto de vectores se consideran acuerdos
unicamente entre dos partidos. Por tanto:

11 2 3 2 3 223
V(N):CO’I’L’U{(O,O,O),<2,270>,<5,0,5>,(0,5,5),(7,7,7>}.

Cualquier funcién caracteristica no es valida para representar un conjunto de utilidades admisi-
bles. Por eso, debemos exigir ciertas condiciones a V. Para cada coalicién S C N, las méas habituales
son las siguientes:

» V(S) # 0, es decir, los jugadores pueden valorar la utilidad que obtienen con la cooperacion.

» V (5) es cerrado. Esta condicién es més técnica pero facilita mucho el trabajo y es realmente
razonable. Si podemos encontrar vectores admisibles todo lo cerca que queramos de un vector
x, entonces = deberia ser también un vector de utilidades admisibles.

= V (9) es acotado por arriba : Para cada z € R®, V (S) N {y ERY 1y > 1:} es acotado. Esta
condicién exige que no sea posible dar una utilidad ilimitadamente grande a ningin jugador
sin perjudicar (al menos) a algun otro.

Estas tres primeras propiedades son impresdindibles para que el par (N, V') constituya un modelo
relevante. Las dos siguientes propiedades pueden relajarse en determinadas circunstancias, pero en
general son también imprescindibles:

» V(S) es comprehensivo : Si z € V (5), y < z, entonces y € V (5). Esta condicién parece
técnica pero tiene una justificacién intuitiva y facilita también mucho el andlisis. Indica que
si un vector de utilidades x es admisible, entonces cualquier vector por debajo de x también
debe ser admisible. Es decir, siempre podemos quitar utilidad a los jugadores. Si tenemos un
conjunto A C R¥, para forzar la comprehensividad del conjunto podemos definir A — ]Rf_.
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= V (S) es convexo: Siz,y € V (5), entonces to+ (1 —t)y € V (S) para cualquier ¢ € [0, 1]. Esta
condicion surge cuando se pueden hacer loterias y los jugadores tienen funciones de utilidad
de von Neumann-Morgenstein, tal como veremos en el préximo capitulo.

También existen propiedades que, si bien no son imprescindibles, si se pueden pedir en determi-
nados contextos:

» QV(S) es suave: Cada punto en la frontera de V' (.5) tiene un tnico vector ortogonal con todas
sus coordenadas positivas, y que varia de forma continua. Esta condicién nos permite trabajar
con las derivadas parciales sobre la frontera de V(.S) sin problemas de existencia ni unicidad.

» V(S) es acotado superiormente: Para cada i € S C N, existe una cota superior ¢; tal que
x; < ¢; para todo z € V (S). Esta condicién nos asegura que no podamos darle a ningin
jugador una cantidad indefinidamente grande.

Cuando un conjunto es acotado superiormente, entonces también es acotado por arriba, pero el
reciproco no se cumple. En la Figura [5.1] podemos verificar visualmente esta afirmacion.

N U9 U2

u1

Figura 5.1: Ejemplo de V(S) acotado por arriba pero no acotado superiormente (izquierda) y de
V(S) acotado superiormente (derecha).

Por dltimo, las siguientes propiedades tienen su equivalencia natural en juegos TU por lo que
comparten su misma justificacion:

Superaditividad : V (S) x V(T) C V (SUT) para todo S,T C N con SNT = 0.
» Aditividad: V (S) x V(T) =V (SUT) para todo S,T C N con SNT = 0.

» 0-Normalizacién: max V (i) = 0 para todo i € N. Si el juego es, ademds, comprehensivo, esta
condicién implica que V (i) = (—o0, 0] para todo i € N.

= Monotonfa: V' (S5) x Op\g C V (T') para todo S, T C N con S C T.
= 0-Monotonia: V' (S) x [[,eq gV (¢) € V (T) para todo S,T C N con S C T.

= Convexidad ordinal: VY (S) N VN(T) ¢ VN(SUT) para todo S,T C N, siendo VV(S) =
V(S) x RN\ para todo S € N.
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= Convexidad cardinal: Dados S,T C N, para todo z° € V (S) y 27 € V (T), existe 2°5°T ¢
V(SUT)y 25T € V(SNT) tales que se verifican las siguientes tres desigualdades:

s T SUT | .SAT
Tsar T Tsnr S Tsar T T
s suT
THr S T
T SuT
Ths S TG

Es claro que aditividad implica superaditividad. No es tan claro que convexidad implica super-
aditividad:

Proposiciéon 5.6 Convezxidad ordinal implica superaditividad.

Demostracién: Sean S,7 C N con SNT = (). Suponiendo que V es convexo ordinal, debemos
probar que V (S)xV (T) C V (SUT).Seaz € V(S)xV(T). Definimos 2V € RY como 2% , = zsur
y x%\SUT = Omsur- Como SNT = (), deducimos que x5 € V(S) y xr € V(T), con lo que
=N € VN(S) N VN(T). Por convexidad ordinal, tenemos que 2 € V¥ (SUT), de lo que se deduce
que z € V(SUT). "

Proposicion 5.7 Comprehensividad y convexidad cardinal implican superaditividad.

Demostracién: Sean S,T C N con SNT = (). Suponiendo que V es comprehensivo y convexo
cardinal, debemos probar que V (S) x V (T') C V (SUT). Es decir, dados 2° € V (5), 2T € V (T),
debemos probar que el vector z € RSV con zg = 2% v 2p = 27, pertenece a V. (SUT). Como V es
convexo cardinal, existe z°YT € V (SUT) tal que z° < 22"T e 27 < 2397, Por tanto, z < 27,
Por comprehensividad, z € V (SUT). "

5.2. Soluciones en juegos NTU

Sea G = UNcN:|N|<OO G la unién de todos los juegos TU con N como conjunto de jugadores
potenciales. Una solucién para G es una funcién ® que asigna a cada juego (N, V) € G un subcon-
junto ® (N,V) c RN, Cada reparto z € ® (N, V) indica habitualmente, al igual que para juegos
TU, el pago o expectativa de pago, que cada jugador de N recibe en el juego.

Veamos algunas de las propiedades que se le pueden requerir a una soluciéon ®. Al igual que para
juegos TU, estas propiedades pueden adaptarse al caso en que la regla se restringe a una subclase
QCg:

Admisibilidad (en la gran coalicién) ® (N,V) C V (N) para todo (N,V) € GV.

La admisibilidad en la gran coaliciéon es una propiedad bésica en juegos NTU. Si no la verifica,
puede ser porque la solucién no indica pagos ni expectativas de pago, sino algo distinto, como
ocurria, por ejemplo, en los indices de poder estudiados en juegos TU.

Otra posibilidad es que el juego no sea superaditivo y se admita la posibilidad de que los
jugadores formen particiones éptimas. En este caso, la admisibilidad puede reemplazarse por:

Admisibilidad coalicional Para todo z € ® (N,V), existe una particion P de N tal que = €
HSeP 14 (S)
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La admisibilidad coalicional es equivalente a la admisibilidad en la gran coalicién cuando el
juego original (NN, V'), posiblemente no superaditivo, es sustituido por un juego superaditivo (N , V),

denominado, al igual que en juegos TU, cobertura superaditiva, siendo

vs)= U JIvam

PeP(S)TeP

donde P (S) es el conjunto de particiones de S C N.
Si permitimos que los jugadores formen particiones éptimas, este nuevo juego (N , V) sigue con

maés fidelidad la definicién de V' (.S) como “utilidades admisibles que pueden obtener los jugadores de
S cuando cooperan”. Sin embargo, un juego (NN, V') no superaditivo modeliza mejor situaciones en
las que V' (S) indica las utilidades alcanzables por los jugadores de S bajo el uso de una tecnologia
exclusiva. En esos casos, la definicién més razonable de admisibilidad es la de la gran coalicién.

La siguiente propiedad no es siempre posible conseguirla en juegos NTU, si bien es importante
porque asegura que la solucién siempre existe y, ademas, es tnica:

Unicidad |® (N, V)| =1 para todo (N, V) € GV.

Para simplificar, cuando una solucién verifica unicidad, escribiremos ®;(N, V') en lugar de “x;
siendo x el tnico reparto en ®(N,V)”.

Las siguientes propiedades serian equivalentes a eficiencia en juegos TU. Para juegos NTU existen
dos posibilidades de eficiencia. La eficiencia débil de Pareto indica que no existen pagos mejores
para todos los jugadores, mientras que la eficiencia fuerte de Pareto indica que no existen pagos
mejores para algin jugador, dejando a los deméds indiferentes. Formalmente:

Eficiencia débil de Pareto Para todo = € ® (N, V), no existe ningin y € V (N) tal que z < y.
Eficiencia fuerte de Pareto Para todo z € ® (IV, V), no existe ningin y € V (N) tal que z < y.

Es claro que la eficiencia fuerte de Pareto implica la eficiencia débil de Pareto. Veamos ahora
cémo definir la simetria y el anonimato en este contexto. La siguiente definicién complementa la

presentada en la Definicién [3.3] del Capitulo

Definicién 5.8 Dado el conjunto de jugadores N, una funcidn biyectiva p: N — N y X c RV,
definimos

p(X)={p(z):ze X} R

Es decir, p (X) representa el mismo conjunto X cambiando el indice (o nombre) de los jugadores
segun lo indicado por p.

Definicién 5.9 Dos jugadores i,j € N son simétricos en (N, V') si
V(SU{i.g}h) =p" (V(SU{i,j})

para todo S C N\ {i,j}, siendo p” : N — N la funcidén biyectiva que intercambia a los jugadores
i yj, es decir: p7 (i) = j, p¥ (j) =i, p¥ (k) = k para todo k # 1, .

Cuando dos o més jugadores son simétricos, cualquier funcién biyectiva que los intercambie
dejard al juego NTU inalterado; es decir, si 7' C N es una coalicién de jugadores simétricos entre
si en el juego (IV,V) y p es una funcién biyectiva de N en N que los intercambia dejando a los
demads igual, esto es, p(i) = i si i ¢ T, entonces p(V(S)) = V(S) para todo S C N. Sea p(V) la
funcién caracteristica definida por p(V)(p(S)) = V(S) para todo S C N. La siguiente propiedad
indica que los jugadores simétricos deben ser tratados igual:
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Simetria Jugadores simétricos son tratados simétricamente. Formalmente:
p(V) =V = &(N,p(V)) = ¢(N,V)
para toda p : N — N funcién biyectiva.
La propiedad de simetria coincide con la siguiente cuando la solucién verifica unicidad:

Simetria puntual Jugadores simétricos reciben los mismo. Formalmente::

i,j simétricos = ®;(N,V) = ®;(N,V).

Por otro lado, aunque dos o méas jugadores no sean simétricos, podemos aplicar la aplicaciéon
biyectiva p tanto al conjunto N como a la funcién caracteristica V. Como resultado, obtendriamos
el juego (p(N),p(V)) que seria casi exactamente el mismo juego que (NN, V) pero con los nombres
(indices) de los jugadores cambiados. Es entonces razonable suponer que, si toda la informacién
relevante estd contenida en (N, V'), entonces ®(p(N),p(V)) deberia coincidir con p(®(N,V)); es
decir, si permutamos el juego (N,V) mediante p, y luego aplicamos la solucién ®, deberiamos
obtener lo mismo que si primero calculamos la solucién ® a (N, V) y luego la permutamos mediante
p. Esto seria lo que nos dice la propiedad de anonimato:

Anonimato La solucién no se ve afectada si cambiamos el nombre de los jugadores. Formalmente:
@ (N, p(V)) =p(R(N,V))

para toda p: N — N’ funcién biyectiva.

5.3. Casos particulares de juegos NTU

5.3.1. Juegos TU

Cualquier juego TU puede ser representado como un juego NTU.

Definicion 5.10 Un juego con utilidad transferible o juego TU es un juego NTU en el que existe
una funcién v : 2V — R tal que

V(S) = {xGRS:x(S’) <v(9)} C R?
para todo S C N.

Habitualmente, en estos casos (N, V') se representa simplemente por (IV,v).

Las propiedades bésicas que hemos visto para juegos TU y NTU son equivalentes entre los
dos modelos, es decir, una solucién para juegos TU (N,v) verifica la definicién de monotonia,
superaditividad, convexidad, etc., dada para los juegos TU, si y solo si su correspondiente forma
NTU verifica respectivamente la definicién de monotonia, superaditividad, convexidad cardinal, etc.,
dada para los juegos NTU.

Anilogamente, una solucién en TU verifica admisibilidadlﬂ eficiencia, etc., dada para los juegos
TU, si y solo si su correspondiente forma NTU verifica la definicion de admisibilidad, eficiencia de
Pareto, etc., dada para los juegos NTU.

5La admisibilidad y la admisibilidad coalicional no han sido explicitamente definidas en juegos TU. Su interpretacién
es la misma que para juegos NTU.
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5.3.2. Problemas de negociacion

Definicién 5.11 Un problema de negociacién (en inglés, bargaining problem), también llamado
juego de regateo, es una terna (N, D,d) donde N es un conjunto finito de jugadores, D C RN y
d e RV,

En un problema negociacién los jugadores pueden alcanzar cualquier acuerdo dentro de D. Si
se ponen de acuerdo, se reparten algin z € D de forma que x; es la utilidad del jugador 7. Si no
alcanzan un acuerdo, se llevan d (punto de desacuerdo).

Habitualmente, se exigen algunas condiciones:

- D40
= D es cerrado.

= D estd acotado por arriba: para cualquier z € RN, DN {y eRN:y> :B} es acotado.
= D es comprehensivo.

= d estd en el interior del conjunto D.

Bajo estas condiciones, un problema de negociacién (N, D, d) se puede expresar como un juego
NTU (N,V) tal que V esta definida como sigue:

V(S): {QZERS:HJS Sds}
siS#N,y
V(N)=D cR",
Un problema de negociacién, expresado como un juego NTU, siempre verificard superaditivi-

dad, 0-monotonia, convexidad ordinal y convexidad cardinal. Si, ademéas, d = Oy, verificara 0-
normalizacién y monotonia.

Proposicién 5.12 Sea (N,V) un juego NTU equivalente a un problema de negociacion (N, D,d).
Entonces, (N,V') es superaditivo, 0-mondtono, convexo ordinal y convexo cardinal. Ademds, si d =
On, entonces (N,V) serd 0-normalizado y mondtono.

Demostracién: Para demostrar las propiedades de convexidad, sean S, T & N no vacios (para S
o T vacio o igual a N, el razonamiento es similar sino trivial).
= Convexidad ordinal: Tenemos VY (S)NVN(T) = dsur x O\ suT —RY.Si SUT # N, entonces
VN(SUT) = dsur x O\ suT — RY y, por tanto, ambos conjuntos son iguales. Si SUT = N,
entonces V(S UT) = V(N) y contiene a d en su interior.

= Convexidad cardinal: Sean % € V(S) y 27 € V(T). Como S,T # N, tenemos z° < dg y
zT < dp. Por tanto, los puntos 257 = dgur y 257 = dgnr cumplen todas las condiciones
de la definicion.

= Superaditividad: Al ser convexo ordinal, el juego también es superaditivo por la Proposicion
0.0l

= O-monotonfa: Sean S C T C N. Si T # N, entonces V(S) = dg — R con lo que V(S) x
[Liers V(i) = dr — RT = V(T). Si S = T = N, el resultado es trivial. Si S ¢ T = N,
entonces por d € V(N) y comprehensividad, V(S) x [[;ep g V(i) = dr —RT c V(N) =V(T).

Supongamos ahora que d = Oy. La monotonia se deduce inmediatamente de la 0-monotonia. La
O-normalizacién se obtiene de max V(i) = d; = 0 para todo i € N.
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5.3.3. Juegos de hiperplano

Los juegos de hiperplano generalizan los juegos TU, es decir, todo juego TU es un juego de
hiperplano, aunque no todo juego de hiperplano es un juego TU.

Definicién 5.13 (Hart| (1994)) Un juego de hiperplano es un juego NTU (N, V) en el que existen
una funcion v: 2N - R y XS € ]R;gr+ para cada S C N tales que

V(S):{xGRS:AS-xgv(S)}
para todo S C N.

Cuando )\f es constante para cada S C N (Af — o para todo i € S) el juego de hiperplano es
un juego TU (N, w) con w (S) = % para todo S C N.

5.3.4. Mercados de intercambio

Los mercados de intercambio tienen una interpretaciéon muy intuitiva y se pueden modelizar
mediante juegos NTU. En la Definicion 4.23| se encuentran definidos los elementos que intervienen
en un mercado de intercambio.

Ejemplo 5.14 Tenemos tres jugadores N = {1,2,3}. El jugador 1 tiene un guante derecho (R), el
Jugador 2 tiene un guante izquierdo (L), y solo son 4tiles los pares de guantes. El jugador 1 valora
un par de guantes en 1 euro, mientras que el jugador 2 valora un par de guantes en % euros. Ninguno
de ellos tiene dinero. El jugador 3 no tiene guantes, pero si dinero. El jugador 3 wvalora un par de
quantes en % euros.

Modelizamos esta situacion mediante el siguiente mercado de intercambio: N = {1,2,3}, M =
{R,L,E}, w' = (1,0,0), w? = (0,1,0), w? = (0,0,1).

En este ejemplo las asignaciones factibles viene dadas por matrices 3 x 3, A = (a;;) tales que
Y ien @ij = 1 para cada j € M. Un ejemplo de reasignacion factible es:

R L F
+ o1

Jugador 1 — (0 0 0.5
Jugador 2 —10 0 0.5
Jugador 3 —-\1 1 0

Las funciones de utilidad son:

ui (r,l,e) = e+ min{r!}
i l
]

A partir de un mercado de intercambio (N, M, w,u) podemos definir un juego NTU (N, V) de
la siguiente forma:

V(s) = {(ui(a))ieszaeA}—Ri
= {(U(

i ail,...,aim))ies : Zaij = Zw; Vj e M, a; € Ry Vi € N} —RJSF
€S €S

para todo S C N.
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Ejemplo 5.15 El cdlculo de V (S) es sencillo para |S| =1 pero no tanto para cardinalidad mayor.
Vamos a comprobarlo con el Ejemplo|5.14}. El conjunto V(1) estd formado por todas las utilidades
alcanzables por el jugador 1 sin ayuda de los demds, es decir:

1
V(1) = {(u(1,0,0)} —RY = (—00,0]
donde —Ril} se anade para consequir la comprehensividad. Andlogamente:

V(2) = (—00,0],
V(E3) = (—o0,1].

Para coaliciones en las que los jugadores 1 y 2 estdn presentes, lo mdas eficiente es negociar
siempre con pares de guantes. Para la coalicion 1,2, esto da lugar al reparto (1,0) si le damos los
guantes al jugador 1, o al reparto (0, %) st le damos los guantes al jugador 2.

Cualquier reparto en el segmento que une (1,0) y (O, %) también es factible, ya que los jugadores
se pueden sortear el par de guantes en una loteria. Alternativamente, es también posible interpretar
que cada guante se refiere en realidad a un conjunto grande de guantes, de forma que se pueden
repartir las unidades individuales entre los jugadores en cualquier proporcién. En este ultimo caso,
los guantes serian un bien perfectamente divisible como el café y el agua en el juego del cafﬁﬁ.

En todo caso, el jugador 1 nunca podrd tener una utilidad por encima de 1, ni el jugador 2 una
utilidad por encima de % Teniendo en cuenta que el segmento que une los repartos (1,0) y (0, %)
estd sobre la recta T1 + 2x0 = 1, obtenemos:

V(172) = {Jj S Rilvz} tx1 + 2.’1}2 < 1733 < <17 ;)} _R:{i_lﬁ}'

Para V(1,3) y V(2,3) no es posible obtener utilidad de pares de guantes, pero si repartir (de
cualquier forma) un euro entre los dos agentes. Por tanto:

V(1,3) = {x € Ril,:s} cm+a3 <1,z <(1, 1)} _Ri1,3}
V(2,3) = {:c eRPY gy s <1z < (1, 1)} _ R,

Para la gran coalicion N, podemos dar todos los guantes al jugador 1 y repartir el euro de
cualquier forma entre los tres. Con ello, son admisibles todos los repartos x € Rf con r1+xo+x3 = 2
siempre que x1 > 1 (ya que el jugador 1 tiene, al menos, todos los guantes). Por tanto:

V(N) D {z € RY : 2y + 29 + 23 = 2,2 > (1,0,0)}.

Los repartos con 0 < x1 < 1 también son posibles mediante: a) una loteria en la que el jugador
1 se lleva los guantes con probabilidad x1 y nada con probabilidad 1 — x1, o bien, b) si los guantes
son perfectamente divisibles, un reparto en el que el jugador 1 se lleva x1 pares de guantes.

Por simplicidad, consideremos a partir de ahora solo el caso b) (los guantes son perfectamente
divisibles). Entre los jugadores 2 y 3, suponiendo un pago x1 para el jugador 1, lo eficiente es que,
en la medida de lo posible, el jugador 2 se lleve el resto de pares de guantes, mientras que el dinero
puede transferirse libremente entre los dos jugadores. Asi, el pago admisible mds favorable para el
jugador 2, de entre los que dan x1 al jugador 1, es (931, 1+ 1_2“,0), que se obtiene dando todo el

SEn notacién econémica, se dice que el café y el agua, o los guantes derechos e izquierdos, son bienes complemen-
tarios perfectos.
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dinero y el resto de los guantes al jugador 2. La transferencia de utilidad del jugador 2 al jugador
3 puede hacerse a través de dinero hasta alcanzar el reparto (331, 1_%, 1), que se obtiene dando el
resto de los guantes al jugador 2 y todo el dinero al jugador 3. Modificando el valor de x1 desde 0
hasta 1, son admisibles todos los repartos en la envoltura conveza del cuadrado de vértices (1,0,1),

(1,1,0), (O,%,l) Yy (0,1+ %,O). Por tanto:
V(N)D {x € RJI t w1+ 2w9 + 223 = 3,21, 13 < 1}.

Ya solo nos falta estudiar los pagos admisibles con s > 1, que se obtienen dando al jugador

3 todo el dinero y repartiendo los 1 — x1 pares de guantes que mo han ido al jugador 1 entre los

jugadores 2 y 3. Con ello, lo mds favorable para el jugador 2 es el reparto (931, 1_%7 1), tal como

vimos antes, mientras que lo mds favorable para el jugador 3 es (xl,(), 1+ 1_3”61), que se obtiene

dando todo el dinero y el resto de los guantes al jugador 3 y nada al jugador 2. Modificando el valor
de x1 desde 0 hasta 1, son admisibles todos los repartos en la envoltura convexa del triangulo de

vértices (1,0,1), (0, %, 1) Y (0, 0,1+ %) Por tanto:

V(N)D {xeRf:x1+2x2+3x3:4,x3 > 1}.
Anadiendo comprehenvisidad, el conjunto V(N) es:
V(N) = {zeRY oy +a+23 <201 + 200 + 223 < 3,21 + 200 + 303 <4} — RY

que aparece representado en la Figura[5.3

u3

(2,0,0)

U1

Figura 5.2: V(N) de un posible mercado de intercambio.

Ejemplo 5.16 Eljuego del café presentado en el Ejemplo[5.4 es también un mercado de intercambio

con tres bienes: café (c), agua (a) y azucar (s). Las asignaciones iniciales son w' = (1,0,0),

w? = (0,1,0), w® = (0,0,1) y las funciones de utilidad son:

ui (¢,a,8) = min{c,a}

, min {¢,a} — min{c, a, s}
ug (¢c,a,8) = min{c,a,s}+ 1
us (c,a,8) = min{c,a}.
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Observamos que en el caso de los jugadores 1 y 3 la funcion de utilidad modeliza el nimero de
tazas de café (sin azicar) que pueden conseguir los jugadores. En el caso del jugador 2, el primer
sumando indica el numero de tazas de café con azicar que puede consequir y el sequndo sumando el
numero de tazas de café sin azucar que aparece ponderado por % dado que valora el café sin azicar
una cuarta parte que el café con azicar. Si suponemos que al jugador 3 le gusta el café con azicar,
su funcion de utilidad seria semejante a la del jugador 2, si bien, como el jugador 3 es el que tiene
el azicar, el juego NTU resultante seria el mismo.

Ejercicios
1. Modeliza mediante juegos NTU las situaciones descritas en los Ejemplos y
2. Redefine el juego NTU propuesto en el Ejemplo de forma que sea comprehensivo.

3. Modeliza mediante un juego NTU la siguiente situaciéon. Dos familias deben repartirse el
caudal de 900 litros anuales de agua que les suministra un manantial que tienen en comun.
Las dos familias valoran el agua (cuanto mds, mejor), y tienen que estar de acuerdo las dos en
el reparto. Una de las familias valora el agua mas cuando tiene poca que cuando tiene mucha.
Podemos modelizar esta situacién con una funcién de utilidad w; : [0,900] — R, de forma
que uj(x) es la utilidad que tiene el jugador 1 cuando recibe z litros de agua. Por ejemplo,
ui(z) = /= . El otro jugador tiene una utilidad us(z) = x. Se pide:

a) Define otras funciones de utilidad en las que la familia 1 valora mas el agua cuando tiene
poca que cuando tiene mucha.
b) Calcula los conjuntos V' (1), V(2) y V(1,2) en los casos del enunciado y del apartado a).
c) Representa graficamente los conjuntos anteriores.
4. Repite la modelizacién del ejercicio anterior suponiendo que la familia 1 valora mas el agua

cuando tiene mucha que cuando tiene poca. Por ejemplo, ui(z) = x2. El otro jugador tiene
una utilidad ug(z) = .

a) Define otras funciones de utilidad en las que la familia 1 valora més el agua cuando tiene
mucha que cuando tiene poca.
b) Calcula los conjuntos V' (1), V(2) y V(1,2).

c) Representa graficamente los conjuntos anteriores.



Capitulo 6

Una revision de la teoria de la utilidad

6.1. Utilidad ordinal

A la hora de modelizar situaciones conflictivas, siempre hay que tener en cuenta el origen de estas
situaciones. Basicamente, este origen esta en la diferente valoracién que una serie de jugadores tiene
sobre un conjunto de alternativas entre las que se tiene que elegir. Una alternativa es cada uno de los
resultados de las decisiones posibles de los jugadores. Estudiamos aqui en detalle qué entendemos
por alternativas y qué entendemos por valoraciones. Estos son dos conceptos que aparecen reflejados
habitualmente en los llamados problemas de decision.

6.1.1. Problemas de decision

Supongamos que tenemos un conjunto A de alternativas. Por ejemplo, A = [0, 1] donde a € A,
indica que repartimos a unidades de agua al jugador 1 y 1 — a al jugador 2. Noétese que esta
misma situacién puede modelizarse como A = {(tl, tg) € RILZY .4 425 < 1,t1,t9 > O}, aceptando
la posibilidad de no repartir todo el agua.

Los problemas de decisiéon estan constituidos por un conjunto de alternativas, un conjunto de
jugadores, y las preferencias que los jugadores tienen sobre cada una de esas alternativas. Formal-
mente:

Definicién 6.1 Un problema de decisién es una terna (N, A, =) donde N = {1, ...,n} es el conjunto
de jugadores, A es un conjunto (no vacio) de alternativas y la relacion = se corresponde con (=;);c
y representa la relacion de preferencias de los jugadores. Asi, =; representa las preferencias dei € N
dentro de A. Formalmente, =; es un subconjunto de A x A, de forma que dados a,b € A

a =; b si el jugador i prefiere a antes que b, o bien es indiferente.

Definimos las relaciones de indiferencia ~;, y de preferencia estricta ;.

a~; b siel jugador i a=; b yb=;a.
ar;bsiar=;bynobdbr;a.

Se define <; y <; de forma andloga.

Definicién 6.2 Una solucién en problemas de decision es una funcion que a cada (N, A,>) le
asigna un elemento en A.

Por ejemplo, si A = [0, 1], podemos definir las preferencias del jugador 1 como a > b si y solo
si a > b, es decir, el jugador 1 quiere tener cuanta mds agua mejor. Andlogamente, el jugador 2
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tendria como preferencias a =9 b si y solo si a < b (equivalentemente, 1 — a > 1 — b, cuanto mas
agua para él, mejor).

Otras preferencias son también posibles. Por ejemplo, podemos modelizar la situacién en la que
uno de los jugadores quiere tener un 6ptimo de 0.5 unidades de agua. O, dicho de otro modo, més
que 0.5 serfa tan malo como menos que 0.5. Una posibilidad seria definir >=; de la siguiente forma:
a>; bsiysolosi|a—0.5<|b—0.5.

Una definicién de A del estilo A = {(tl, ty) € R oty 4ty < 1ty 80 > 0} permitirfa también
modelizar situaciones en las que alguno de los jugadores quiere dejar sin agua al otro (pensemos en
el caso en que son productores de cierto cultivo y compiten uno con el otro en el mercado). Otras
preferencias podrian permitir modelizar situaciones en las que los jugadores estdn preocupados por
el bienestar comun, etc.

Sin embargo, cualquier relacién de preferencias no es valida, sino que debemos exigirles ciertas
propiedades.

6.1.2. Propiedades de las preferencias

A continuacién introducimos las propiedades que le vamos a pedir a la relacién de preferencias:

Definiciéon 6.3 Una relacion de preferencias =; verifica en un conjunto de alternativas A:
= Transitividad: Si dados a,b,c € A, tal que a =; b, y b =; ¢, entonces a =; c.
s Completitud: Si para cualesquiera a,b € A, a =; b 6 b =; a.

La propiedad de transitividad es basica cuando queremos representar preferencias. Simplemente
nos dice que si una persona prefiere a antes que b, y b antes que ¢, entonces no puede preferir ¢
antes que a.

La propiedad de completitud nos permite, por su parte, asegurarnos que siempre podemos com-
parar dos alternativas, es decir, cualquier jugador tiene la capacidad de decidir entre dos opciones,
si prefiere una, la otra, o es indiferente. Una relacién que verifica la propiedad de transitividad
y de completitud se denomina relacion de orden. La relacién de indiferencia es una relacion de
equivalencia (propiedades reﬂexivaﬂ simétricaﬂ y transitiva).

6.1.3. Funciones de utilidad

Utilizar preferencias es complicado, ya que son limitadas en su informacién. Es més operativo
trabajar con funciones de utilidad que son una representacién simple y compacta que hace uso del
orden de los niimeros reales.

Definicion 6.4 Decimos que u; : A — R es una funcién de utilidad que representa =; si se verifica
lo siguiente:
ar;beu(a) >u(b).

Decimos que en un contexto ordinal, 1o inico relevante es el orden en u;, es decir, u;(a) > u;(b),
pero la diferencia u;(a) — u;(b) es irrelevante. Fécilmente se observa que puede haber infinitos
valores ordinales representando las preferencias de un decisor sobre un conjunto. En contraposicion
al contexto ordinal, si u;(a) — u;(b) es también relevante, decimos que estamos en un contezto
cardinal.

Si sélo existe un decisor, existe siempre una funcién de utilidad ordinal representando >;.
Ademads, cualquier transformacién estrictamente creciente es otra funcién de utilidad ordinal.

'Esto es: a ~; a para todo a € A.
’Estoes: an~; b by a para todo a,b € A.
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Teorema 6.5 Sea (N, A,>) un problema de decision y sea u = (u;);cy un vector de funciones
de utilidad que representan =. Entonces u' = (u;)ieN es otro vector de funciones de utilidad que
representan »= si y solo si existe f = (fi)ien con f; : R — R estrictamente creciente para todo i, tal
que ui(a) = fi(ui(a)) para todo a € A.

Ejemplo 6.6 Sea A = {a,b,c,d,e, f}. Para cierto i € N, tenemos definida =;como sigue: a +;
brjcryd=;en~; fo Una funcion de utilidad para i es:

u;(a) = 1,u;(b) = 0.5,u;(c) = 0.5, u;(d) = 0.5, u;(e) = 0.2, u;(f) = 0.2,
Otra alternativa:

El Teorema[6.5 dice que existe una funcion estrictamente creciente f; : R — R que relaciona u;
y u;. Es decir: fi(1) =2, f;(0.5) =1, £;(0.2) = 0.

Cuando u = (u;); € N es un vector de funciones de utilidad que representan (>=;);cn, podemos
representar el problema de decisién mediante la terna (N, A, u).

6.1.4. Soluciones ordinales

Un juego NTU (V, V) puede definirse a partir de un problema de decisién (N, A, u) y una funcién
F : 2N — 24 que asigna a cada coalicién S C N un subconjunto no vacio F(S) C A que indica las
alternativas que pueden alcanzar los jugadores de S sin ayuda de los jugadores de N \ S, de forma
que V(S) = {(ui(a))ics : a € F(S)} para todo S C N.

Si transformamos las utilidades de forma ordinal mediante una funcién estrictamente creciente
f, obtenemos un nuevo juego NTU (N, f(V)) dado por: (f(V))(S) = f(V(S)) = {(fi(x))ien : x €
V(S)} para todo S C N. Puesto que ambos problemas representan las mismas preferencias, la
solucién deberia ser la misma independientemente de cudl de las dos representaciones de utilidad
escojamos. Formalmente:

Definicién 6.7 Una solucion ® en juegos NTU es ordinal si para cualquier vector (f;),cn de
funciones estrictamente crecientes se verifica:

(N, f(V)) = F(B(N,V)).

Ejemplo 6.8 Sea A = {t c REQ} : tl —|—t2 S 1}, Ul (tl,tz) = tl, u9 (tl,tg) = t2. Sea F(N) = A,
F(i) ={(0,0)} parai = 1,2. Suponiendo que solo las utilidades son relevantes, esta situacion genera
un juego NTU equivalente al problema de negociacion (N, D,d) donde D = {m € Ri tx1+ 29 < 1}
yd=(0,0).

Supongamos ahora que transformamos las utilidades manteniendo las preferencias. Por ejemplo,

mediante las funciones estrictamente crecientes f1 (t) =t + 1 y fo(t) = V/t. Entonces, el problema
original (N, D,d) se transforma en (N, f (D), f (d)), donde:

f(D) = {(a1+1,yr2) eR?: 21+, < L,z e Ry}
= {(,1) ER? ty1 +15 <21 > 1,2 > 0}.
f(d) = (1,0).
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Supongamos que tenemos una solucion ® ordinal, eficiente y simétrica. Por ser eficiente y simétrica,
® (N, D,d) = (0.5,0.5). Por ser ordinal,

(N, f(D), f(d))

f(®(N,D,d))
—  £(0.5,0.5)
_ (1.5,\"’/@)
— (1.5,0.7937).

Lamentablemente, la condicién de ordinalidad es excesivamente fuerte y no existen soluciones
razonables que la verifiquen como muestra el siguiente resultado.

Proposicién 6.9 Para |[N| = 2, no existen soluciones ordinales, eficientes y simétricas.

Demostracién: Consideremos el Ejemplo Supongamos que existiera ® ordinal, eficiente y
simétrica. Sean las funciones estrictamente crecientes g1 (t) = 1+ /t — 2, g2 (t) = t. Como P es
ordinal,

(@ (N, f(D), f(d)))
(1.5, {“’/ﬁ)

14+ 152, \3/0.5)
0.2063,0.7937) .

(N, g(f(D)),g(f(d)) =

—~ K <

—

Por otro lado:
g(f(d) = d
g(f(D)) = {(1+\3/1,'17—1,\?/.’E>2):l‘1+ﬂf2§1,.’1§'17$220}
= {(ylayQ) eRY: (y1 — 1)3 —i—yg’ <0,y1,y2 2> 0} =D
Veamos que D' = D. Dado y € D', tenemos (y; — 1)3 + 3 < 0, lo que implica y; < {3/—73@4_ 1=

—y3+ 1, por lo que y; + 12 < 1y, por tanto, y € D; es decir, D’ C D. El reciproco se demuestra de

forma analoga.
Pero entonces, por eficiencia y simetria, ® (N, g (f (D)), g (f (d))) = ® (N, D,d) = (0.5,0.5), lo
cual es una contradiccion. ]

6.1.5. Ejemplos

Para |N| = 2 existen soluciones ordinales, si bien tiene que fallar alguna de las propiedades:
unicidad, simetria o eficiencia. Sea v; la maxima utilidad que puede obtener el jugador 1 cuando el
jugador 2 recibe su pago individual:

vi =max{zr; € R: (z1,méxV(2)) e V(N)}.

A este punto lo llamamos punto de utopia del jugador 1. Anédlogamente, definimos el punto de
utopia del jugador 2
vg =max{ry € R: (maxV(1),z2) € V(N)}.

Las siguientes soluciones son ordinales:

» & (N, V) = {(v1,v2)}. Esta solucién no es admisible porque habitualmente no pertenece a D.
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» &(N,V) = (médx V(1),méx V(2)). Esta solucién no es eficiente porque habitualmente perte-
nece al interior de V(N).

» & (N, V) ={(v1,méxV(2))}, llamada regla dictatorial del jugador 1.
» & (N, V) ={(maxV(1),v2)}, regla dictatorial del jugador 2.

Las reglas dictatoriales no son simétricas.

» O(N,V) = {(v1,y2) € R?: (v1,2) € V(N)}. Esta solucién no es puntual ni simétrica ni Pa-
reto eficiente.

» &(N,V)=V(N). Esta solucién no es puntual ni Pareto eficiente.
» &(N,V)=0V(N) (frontera de V(N)). Esta solucién no es puntual.

En cambio, si existen soluciones ordinales puntuales, simétricas y eficientes para mas de dos
jugadores. El siguiente ejemplo, atribuido a [Shapley y Shubik (1974), define una regla para tres
jugadores en problemas de negociacién.

Ejemplo 6.10 Dado un problema de negociacion (N, D,d) con N = {1,2,3}, seap’ =d y p*¥ =d
para cualquier i,5 € N. Para cada t € N, existe un tinico p* € RN tal que

P2 = (pl,ph,pht) €D
P = (phph Tt ph) €D
P = (pih,ph,ph) € OD.

Por tanto, la sucesién {pt}:io estd bien definida y, ademas, es convergente. Asimismo, para todo
1,7 € N se tiene que

lim p' = lim ph¥.
t—00 t—o0
La solucién
& (N,D,d) = {h’m pt}
t—00
es ordinal, eficiente y simétrica (véase la Figura [6.1)).

3

0,12

0,23

Figura 6.1: Posicién de los puntos p“ para t = 0, 1,2 en el conjunto D.
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6.2. Utilidad cardinal

6.2.1. Loterias

La utilidad cardinal (en la que la diferencia de utilidad es relevante) es mas manejable desde el
punto de vista matematico y no tiene los problemas de existencia que tienen las soluciones ordinales.
Tiene el problema de que es més dificil de justificar, aunque si suponemos que los jugadores pueden
trabajar con loterias, tal justificacion si existe.

Supongamos que el conjunto de alternativas no se reduce a A, sino que abarca loterfas sobre
A. Es decir, es posible que, dados dos sucesos a,b € A, podria ocurrir el suceso en el que con
probabilidad ¢, ocurre a, y con probabilidad 1 — t ocurre b, de forma que los jugadores van a tener
que clarificar sus preferencias entre sucesos seguros (dentro de A) y loterfas de este tipo.

Formalmente, denotamos estas loterfas simples como [ta, (1 — t)b], siendo ¢ € [0,1] y a,b € A.

Ay ={[ta, (1 —t)b] : t € [0,1],a,b € A}.

En particular, la propia idea de loteria indica que a debe ser equivalente, a todos los efectos, a
[ta, (1 —t)al, y, también, a [1a,0b] y a [0b, 1a].

Una vez admitidas las loterias simples, también debemos aceptar la posiblidad de loterias sobre
loterfas, como por ejemplo [t[t'a, (1 — t')b], (1 — t)c] que involucra a tres sucesos a,b,c € A. El
conjunto de todas estas loterfas, abarcando cualquier niimero (finito) indefinido de eventos en A, es
el siguiente:

X:{pe[0,1]A:Zp(a):1,|{aEA:p(a)>O}\<oo}.

a€A

Al utilizar este conjunto de alternativas extendido, las preferencias y las funciones de utilidad
deben estar definidas sobre X en lugar de solo sobre A. La idea subyacente es que un jugador
siempre pueda establecer su preferencia entre dos loterias (alguna de las cuales puede ser un suceso
simple).

Definiciéon 6.11 Sea X un conjunto de loterias sobre A yu; : X — R. Diremos que dados x,y € X,
Ty e u () > (y)

6.2.2. Linealidad, independencia y continuidad

Empecemos por estudiar una propiedad deseable de las funciones de utilidad, la linealidad.
Linealidad u ([tz, (1 —t)y]) =tu(z) + (1 —t) u (y) para todo z,y € X, y para todo ¢ € [0, 1].

Hay que tener en cuenta varios aspectos acerca de la propiedad de linealidad. La primera es la
ventaja que tiene la posibilidad de trabajar sobre una funcién de utilidad lineal, puesto que solo
tenemos que definir u sobre A, el conjunto de sucesos simples. Sin embargo, el que una propiedad
sea comoda de utilizar no implica que sea razonable.

En contraposicién, las siguientes propiedades si son razonables:

Independencia Para cada x,y,z € X y para cada t € (0, 1],

x =i ysiysolosi[tx, (1 —1t)z] = [ty, (1 —t) z].
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Es decir, si un jugador prefiere x antes que y, entonces debe preferir cualquier loteria que le dé x
y con probabilidad positiva, antes que otra loteria que le de y con la misma probabilidad, siendo la
alternativa (z) la misma en las dos loterias.

Continuidad Para cada z,y,z € X con « =; y »; z, existe algin ¢ € (0,1) tal que y ~;
[te, (1 —1t)z].

Es decir, ante tres alternativas (sin indiferencias), siempre podemos encontrar una loteria entre
las dos alternativas mds extremas (la mds preferida y la menos preferida) que deje al jugador
indiferente entre esta loteria y la alternativa que estd en el medio.

Existe una fuerte relacién entre las funciones de utilidad lineal y las preferencias independientes y
continuas. En el siguiente resultado se formaliza que linealidad implica independencia y continuidad
y en la siguiente seccién se formaliza que independencia y continuidad implican linealidad.

Proposiciéon 6.12 Si una funcion de utilidad lineal representa >;, entonces »—; es independiente y
continua.

Demostraciéon: Sea wu; una funcién de utilidad lineal que representa ;. Demostraremos que es
independiente y continua.

» Primer paso: >; verifica independencia. Sean z,y,z € X y t € (0,1]. Probaremos que

Ty s [te, (1 —1t) 2] = [ty, (1 —1t) z].

u; representa >;

Ty PN u; () > u; (y)
'z tu () + (L —t)w; (2) > tui (y) + (1 —t) u; (2)
By, ([t (1— ) 2)) > wi (ty, (1 - t) 2))
IPTER T (1~ 4) 2] = [ty (1 — 1) 2] -

= Segundo paso: >;verifica continuidad. Sea z,y,z € X con z >; y »=; z. Tenemos que encontrar
t € (0,1) tal que y ~; [tx,(1 —t)z]. Como u; representa >;, esto es equivalente a decir
que u; (y) = u; ([tx, (1 —t) z]). Como w; es lineal, u; ([tz, (1 — 1) z]) = tu; (z) + (1 —t) u; (2).
Entonces:
ui (y) = tu; (z) + (1 —t)u; (2) .

Ahora solo tenemos que despejar t y verificar que esta en (0, 1):

wi (y) = t(u; () —ui(2)) +u;(2)
u; (y) — ui (2)

b= wi (z) — i (2)

El denominador es positivo porque = >; z, y eso implica que u; () > w; (z). El numerador
es positivo por el mismo razonamiento. Por tanto, ¢ > 0. Ademads, t < 1 si u; (y) — u; (2) <
u; () — u; (2). Pero eso es equivalente a u; (y) < u; (x), lo cual es cierto porque x >; y.
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6.2.3. Funcién de utilidad de von Neumann-Morgenstern

Supongamos a partir de ahora que X es un subconjunto convexo de un espacio vectorial real de
dimensién finita. Esta condicién se verifica trivialmente cuando A es finito.

Teorema 6.13 Si =; es independiente y continua, entonces existe una funcion de utilidad lineal u;
que representa ;. Ademds, esta funcion u; es unica bajo transformaciones afines. Formalmente, si
u; es otra funcion de utilidad lineal que representa =;, entonces existen «;, 3; € R con a; > 0, tales
que 1; (x) = ayu; (x) + B; para todo x € X.

Bajo estas condiciones, decimos que el jugador ¢ tiene una funcién de utilidad de von Neumann
y Morgenstern. La demostraciéon del Teorema [6.13| puede encontrarse en el libro de [von Neumann
y Morgenstern| (1944)).

En juegos NTU, cuando los jugadores tienen funciones de utilidad de von Neumann y Mor-
genstern, cualquier utilidad en el segmento entre las utilidades de dos alternativas admisibles, es
también admisible a través de una loteria. Por tanto, podemos hacer otra suposiciéon adicional sobre
los V (5) (o sobre D en problemas de negociacién):

» V (S) es convexa (véase la Figura[6.2)).

U2

V(1,2)

U1

Figura 6.2: Si V(1,2) no es convexo cualquier punto en la parte sombreada podria obtenerse con
una loteria entre dos puntos que si estan en V'(1,2).

Supongamos que un jugador 7 tiene una funcién de utilidad de von Neumann-Morgenstern, es
decir, su utilidad de una loteria [ta, (1 — t) b] puede expresarse como tu (a) + (1 —t)u (b). Con esta
suposicion todavia podemos modelizar una amplia gama de situaciones tal y como muestra este
ejemplo.

Ejemplo 6.14 Un jugador tiene dos alternativas:
1. Ganar un millon de euros de forma segura.
2. Ganar 2 millones de euros con probabilidad 0.5 o quedarse sin nada con probabilidad 0.5.

Veamos qué haria un jugador con preferencias de von Neumann-Morgenstern. Sea A = {a,b, c}
con u (a) > wu(b) > u(c). Siguiendo con nuestro ejemplo, podemos pensar que

a =ganar 2 millones de euros
b =ganar 1 millén de euros

c =quedarse sin nada.
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Vamos a suponer que u(a) = 2, u(c) = 0. En realidad, podemos elegir cualquier otro par de
nimeros, pero si u(a) # 2 ¢ u(c) # 0, entonces cambiamos la funcién de utilidad mediante la
transformacion afin f (x) = ax + 5 con a = m y B = #f;@

El jugador debe elegir entre b y la loteria [0.5a,0.5¢] .

En realidad, no sabemos mucho de la funcion de utilidad w. Sabemos que 2 = u(a) > u(b) >

u(c) = 0 y también sabemos que es lineal, por lo que
u ([0.5a,0.5¢]) = 0.5u (a) + 0.5u (¢) = 1.

Lo que hard el jugador depende de u (b), pero ain tenemos mucha libertad para asignar un valor a
u (b) sin romper la linealidad. Tenemos, de hecho, tres posibilidades:

» Primera posibilidad: u(b) = 1. Es el resultado de suponer, por ejemplo, u ( “ganar z”) = x.
En este caso, el jugador serd indiferente entre b (“recibir un millon de euros”) y la loteria.
Se dice entonces que el jugador es neutral al riesgo.

» Segunda posibilidad: 1 > u (b) > 0. Por ejemplo, u ( “ganar x”) = % En este caso, el jugador
preferird estrictamente la loteria. Se dice entonces que el jugador es amante del riesgo.

» Tercera posibilidad: u (b) > 1. Por ejemplo, u ( “ganar x”) = 2z, u (b) = v/2 = 1.4142 > 1.
En este caso, el jugador preferird estrictamente la opcion b. Se dice entonces que el jugador
es adverso al riesgo.

6.2.4. Equivalencia con juegos TU

Cuando trabajamos con funciones de utilidad de von Neumann y Morgenstern, suponemos
implitamente que cualquier cambio afin en las utilidades de los jugadores lleva esencialmente al
mismo problema. Como estos cambios afines son funciones de la forma a;u; (z) + 8; para cada ju-
gador 7, la funcién caracteristica V' se transforma de forma equivalente. Asi, cada V' (.S) se convierte
en

asV (S)+p = {asz+p:2e€V(9)}
= {(z+ Bi)jeg:z €V (9)}.
donde ag = (@;);cq ¥ as® = (a;1;);cg representa el producto vectorial, en contraposicién al pro-
ducto escalar ag -z =) ;g z;.

Llamamos (N, aV + /) al juego NTU asi definido. Por tanto, (N, V) y (N,aV + ) son juegos
equivalentes.

Definicién 6.15 (N,V) es equivalente a (N, W) si existen o € ]Rf+ y B € RN tales que
W (S) = (aV + 8) (S)
para todo S C N.

Si (N, V) es un juego TU, entonces la equivalencia estratégica implica esta equivalencia, pero no
al revés (necesitarfamos para ello que o; = a para todo i, es decir que fuera constante para todos
los jugadores).

Proposicién 6.16 Un juego NTU (N, W) es equivalente a un juego TU (N,v) si existe \ € ]Rf+
tal que
W (S)={zs e R¥: Ag a5 <v(S)}
para todo S C N.
Diremos entonces que (N, W) es A-equivalente a un juego TU.



132 Ejercicios

Demostracién: Supongamos que existe A € RY, tal que W (S) = {zg € RY: A\g 25 < v (9)}
para todo S C N. Sea V (5) = {zg € R : 1g- x5 < v (S)} el juego (N,v) expresado como juego

NTU. Tomando o = % = (%) vy 8 = 0 tenemos para todo S C N,
i)ic

W(S) = {(zi)es € RY: Ag- x5 < v(9)}

— {<i:>z€s ER: 15 x5 SU(S)}

= {anGRS:xGV(S)}
= asV(5) =asV(S)+ 5= (aV+p)(5).

Tal como puede observarse en la demostracién de la Proposicién si W (9) es de la forma
{x eERY: Ag-z<w (S)}, entonces un juego TU equivalente es de la forma

V(S)=AsW (S) = {xERS tlg -z <v(9)}
para todo S C N.
Ejemplo 6.17 Sea N ={1,2,3} y W definido como

W (i) = —Rﬁ}pam todo i € N, W (1,2) = {:U eRMH . (1,2) .2 < 1}

W(1,3):{xeR{1’3} : (1,3).:631},14/(2,3): {xeR{Q’S} $(2,3) -2 < 1}

W(N)={zeRN:(1,2,3) z <3}.

Tomando X\ = (1,2,3), este juego es A-equivalente al juego TU (N,v) definido como v (i) = 0
para todoi € N, v(1,2) =v(1,3) =v(2,3) =1, v(N) =3.

Por simplicidad, dado A € RJX 4, podemos escribir simplemente V' = AW entendiendo que
V (S) = AsW (S) para todo S C N.

Cuando un juego NTU (N,W) es A-equivalente a un juego TU, podemos calcular cualquier
solucién de juegos TU mediante el cambio de utilidades dado por A. En concreto, sea ¢ una solucion
en juegos TU (por ejemplo el valor de Shapley o el nucleolus). Si (N, W) es A\-equivalente a un juego
TU, entonces la solucién ¢ aplicada a (N, W) serd 3¢ (N, AW).

Ejemplo 6.18 En el Ejemplo cualquier solucion TU eficiente y simétrica asignard al juego
(N,v) el reparto (1,1,1), que claramente no es admisible en (N, W). Esto es debido a que no hemos
rehecho el cambio de utilidades. Este cambio se realiza multiplicando vectorialmente %, de forma

que la solucion en (N,W) es (1,1,1) € W (N).

Ejercicios

1. Calcula razonadamente el reparto propuesto por la regla ordinal de Shapley y Shubik en el
problema de negociacién (N, D,d) dado por N = {1,2,3}, D = {a: ERN iz +azo+23 < 3}
y d=(0,0,0).

2. Calcula el punto p"'? de la definicién de la regla ordinal de Shapley y Shubik en el problema
de negociacién (N, D,d) dado por N = {1,2,3}, D = {x ERN iz 4wy +a3< 1,23 < %} y
d=1(0,0,0).
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3. En el Ejemplo supongamos que anadimos un tercer jugador 3 con funcién de utilidad
U3(t1,t2) =1—t —tysiti+1ty > % y U3(t1,t2) =0sit) +12 < % Cambiamos F' de forma
que F({1,2,3}) = Ay F(S) = {(0,0)} para todo S & {1,2,3}.

a) Comprueba que el juego NTU resultante coincide con el problema de negociacién pro-
puesto en el ejercicio anterior.

b) Dado que p'''? es un punto ordinal que trata de forma simétrica a los jugadores 1 y 2,

ipor qué la demostraciéon de la Proposicién no es valida en este ejemplo?

4. Paradoja de Allais (Allais (1953))). Supongamos que tenemos dos grupos de voluntarios a
los que les planteamos dos opciones.

Grupo 1 1) Recibir 1 millén de euros seguro.

2) Ganar 5 millones con probabilidad 0.1, 1 millén con probabilidad 0.89 y 0 con pro-
babilidad 0.01.

Grupo 2 1) Ganar 1 millén con probabilidad 0.11 y no ganar nada con probabilidad 0.89.
2) Ganar 5 millones con probabilidad 0.1 y no ganar nada con probabilidad 0.9.

Allais (1953) observé que, de forma significativa, los voluntarios solian elegir la opcion
1) en el grupo 1 y la opcidén 2) en el grupo 2.

a) ;Qué propiedad de las preferencias parece estar en contradiccién con estas observaciones
y por qué?

b) (Puede decirse, a partir de estas observaciones, que los voluntarios no actian racional-
mente? Razona tu respuesta.

5. Supongamos que tenemos tres opciones A = {a,b,c}, donde a es “ganar 1 euro”, b es “no
ganar nada” y ¢ es “morir”. Suponiendo a > b > ¢, jqué propiedad de las preferencias nos
dice que existe una probabilidad a partir de la cual estamos dispuestos a arriesgarnos a morir
por ganar un euro?

6. Efecto de la incertidumbre (Gneezy, List y Wu| (2006)). En un mercado de cromos de
béisbol (muy populares en Estados Unidos) se establecieron tres subastas: una por un valioso
cromo del jugador Ken Griffey Jr. de 1989; otra por el mismo cromo, pero de inferior calidad
al estar desgastado en una esquina; y otra por una loteria en la que, con una probabilidad del
50 % se obtenia el primer cromo y con una probabilidad del 50 % el segundo. En las subastas,
los precios finales promedio de compra fueron de 39 délares para el cromo de calidad, 28 délares
para el cromo defectuoso y 18 ddlares para la loterfa. ;Qué propiedad o propiedades de las
preferencias parecen estar en contradicciéon con estas observaciones? Razona tu respuesta.

7. Paradoja de San Petersburgo. Supongamos el siguiente juego infinito: un jugador lanza
repetidamente una moneda hasta que aparezca la primera cara. Los premios, sucesion de
tiradas y las probabilidades aparecen recogidas a continuacién:

Premio 2| 4 8 16 Ton
Sucesién de tiradas | ¢ | +¢ | ++c¢ | +++cC
Probabilidad % % % % o 2%

Justifica que si aplicamos ingenuamente la teoria de decisiones sin tener en cuenta la utilidad,
se obtendria que mereceria la pena pagar cualquier cuantia inicial para jugar. Sin embargo, en
la practica, ninguna persona racional pagaria cantidades grandes para jugar. ; Cémo se podria
resolver la paradoja?






Capitulo 7

Soluciones en problemas de
negociacion

En un problema de negociacién hay un conjunto de agentes o jugadores, N, que estan tratando
de elegir una alternativa de un conjunto dado D. Si eligen una alternativa ha de ser por consen-
so undnime entre los jugadores y, en caso de que no se pongan de acuerdo, obtienen el pago de
desacuerdo d. Esta clase de problemas tiene especial interés cuando intervienen dos jugadores (ca-
so bipersonal) dado que no hay coaliciones intermedias. Sin embargo, es totalmente extendible a
|N| > 2, siempre bajo la suposicién de que solamente los acuerdos alcanzables bajo cooperacién son
aquellos que se obtienen a través de la gran coalicion.

Supongamos que en los problemas de negociacién (N, D, d) tenemos: D no vacio, cerrado, com-
prehensivo, acotado por arriba y convexo. Por simplicidad, cuando no haya posibilidad de confusion
escribiremos (D, d) en lugar de (N, D, d).

A continuacién, presentamos las principales soluciones para problemas de negociacién indicando
la referencia correspondiente.

» Solucién de Nash (Nash (1950)).

» Solucién de Kalai-Smorodinsky (Raiffa (1953) y Kalai y Smorodinsky| (1975)).
» Solucién igualitaria (Kalai (1977)).

= Solucién de Raiffa discreta (Raiffa (1953)).

= Solucién de Raiffa continua (Raiffal (1951))).

» Solucién ordinal de Shapley-Shubik (Shapley y Shubik! (1974)).
» Solucién maxmin lexicografica (Imai| (1983))).

= Solucién igualitaria lexicografica (Roth| (1979)).

» Solucién de Perles-Maschler (Perles y Maschler| (1981)).

» Solucién de igual drea (Dekell (1982)).

» Solucién utilitaria (Myerson (1981) y [Thomson| (1981)).

» Solucién de igual pérdida (Chun| (1988a)).
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En esta monografia, nos limitaremos a estudiar las seis primeras. Una completa revisién de las
soluciones para problemas de negociacién y sus propiedades puede encontrarse en [Thomson| (1994).

Para cada i € N, sea v; (D,d) = méx{z; : (d1,...,d;i—1,%i,dit1,...,d) € D} la méxima utilidad
que puede conseguir el jugador ¢, cuando los demas jugadores reciben su pago de desacuerdo. El
vector v (D,d) € RN dado por las coordenadas (v; (D, d));.y se denomina punto de utopia de los
jugadores. Habitualmente, v ¢ D. Para cada i € N, sea v* (D,d) = (dy,...,d;i—1, Vi, dit1, ..., dy) € D
el punto dictatorial del jugador i. Cuando no haya posibilidad de confusién, escribiremos v y v’ en
lugar de en lugar de v (D,d) y v* (D, d).

La regla ordinal de Shapley-Shubik definida en el capitulo anterior es un ejemplo de solucién
en juegos de negociacion para mas de dos jugadores. En este capitulo suponemos que los jugadores
tienen funciones de utilidad de von Neumann-Morgenstern, por lo que la propiedad de ordinalidad
puede ser reemplazada por la menos exigente de covarianza de transformaciones afines (definida
mas adelante), ademds de permitir la suposiciéon de que D es convexo.

7.1. Solucion de Nash
Nash| (1950) propuso la siguiente solucion:

Solucién de Nash Tomaremos el punto 2 € D que maximiza [ [,y (#; — d;), es decir,

Nash (D, d) = ' —d;).
ash (D, d) argr;lea]%(il;[\[(xz d;)

La interpretacién geométrica de la solucién de Nash puede verse en la Figura [7.1]

U2

Nash(D,d)

u1

Figura 7.1: Solucién de Nash.

La convexidad y el hecho de que D sea cerrado nos aseguran que esta solucién verifica unicidad,
es decir, Nash (D, d) estd formado por un tnico punto al que llamaremos también Nash (D, d).

Ejemplo 7.1 Consideremos el problema de negociacion (N, D,d) con N ={1,2}, d=0x y
D={zeRY 21 +a3 <1} -RY.

Para calcular Nash(D,d), debemos resolver el programa de mazimizacion max xizy sujeto a
x1 + 23 < 1. Por ejemplo, podemos buscar el mdzimo de la funcion f(t) = (1 — t2) t, que estd en

t* =2 por lo que Nash(D,d) = (% @) — (0.666667, 0.577350).



7.2 Solucién de Kalai-Smorodinsky 137

Ejemplo 7.2 Consideremos ahora el problema de negociacion (N, D,d) con N ={1,2}, d =0y y
D= {xeRf:xl—i—i’)xQ §9,2x1+$2§8}.

Para calcular Nash(D,d), debemos resolver un programa de optimizacion con restricciones de
desigualdad, max x1xo condicionado a x1 + 319 < 9, 221 + 22 < 8, 1 > 0 y 9 > 0. Calculamos la
funcion lagrangiana:

L(:Iil, 1:2) =x1T9 — )\1(.%1 + 3x9 — 9) — )\2(23}1 + 2o — 8).

Las derivadas parciales respecto a x1 y a xo son:

L
L — 3y — M —2)

%:wl—?))\l—)\g.

FEstudiamos las posibilidades para encontrar el mdximo:

» No se satura ninguna restriccion. (A1 = A2 = 0). No es posible porque el mdzimo no se
puede alcanzar en el interior del conjunto D. Igualando las derivadas parciales a 0 obtenemos
x = (0,0) que va a ser un minimo.

» Se satura unicamente la primera restriccion, es decir, x1 + 3x2 = 9, entonces Ay = 0. Resol-
vemos el siguiente sistema: xo — A\ = 0,21 —3A1 =0 y x1 4+ 322 = 9, obtenemos x = (%, %),
A1 = 2. Dado que (3,3) ¢ D, no es candidato a mdzimo.

= Se satura unicamente la sequnda restriccion, es decir, 2x1 + x9 = 8, entonces A1 = 0. Resol-
vemos el siguiente sistema: xo — 2 gy = 0,21 — Ay = 0 y 221 + 2 = 8, obtenemos x = (2,4),

Ao = 2. Dado que (2,4) ¢ D, no es candidato a mdzimo.

= Se saturan las dos restricciones, es decir, x1+3x2 =9 y 2x1 +x2 = 8. Resolvemos el siquiente
sistema: xo — A1 — 2X9 = 0,21 —3A1 — Ao = 0, 1 + 322 = 9 y 221 + 22 = 8, obtenemos
r=(3,2), \; = %, Ay = % Dado que A1, 2 > 0 y como solo hay un candidato a mdximo,
tenemos que (3,2) € 0D y es el mdzimo.

Como la funcion xi1x9 es cuasiconcava y las funciones de las restricciones son convezas (son
lineales) la condicion de Kuhn-Tucker es necesaria y suficiente. Por tanto, Nash(D,d) = (3,2).

En el caso de que los jugadores tengan distintas caracteristicas no reflejadas en la funcién
caracteristica (por ejemplo, si representan grupos de distintos tamafios) se puede utilizar la solucién
de Nash con asimetrias.

Definicion 7.3 Sea p € RL un vector de pesos de los jugadores. Se define la solucion de Nash
ponderada del problema (D, d) como

p — 4 P
Nash? (D, d) arggleagl;‘[v(xl d;)P.

7.2. Solucion de Kalai-Smorodinsky

Raiffa) (1953)) y Kalai y Smorodinsky| (1975)) propusieron la siguiente alternativa a la solucién de
Nash:
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Uz

S(D,d)

u1

Figura 7.2: Soluciéon de Kalai-Smorodinsky.

Solucién de Kalai-Smorodinsky Tomamos la interseccién entre la frontera de D y el segmento
que une v y d:

KS(D,d)={d+X(v—4d)}
con A =méx{a:d+a(v—d) e D}.
La acotacién por arriba y que D sea cerrado nos aseguran que esta solucion estd bien definida

(es decir el conjunto {« : d + a (v — d) € D} tiene maximo) y claramente verifica unicidad, es decir,
K S (D,d) esta formado por un unico punto al que llamaremos también K S (N,d). Ver Figura

Ejemplo 7.4 Consideremos el problema de negociacion (N, D,d) con N = {1,2}, d=0x y
D= {(.7}1,1'2) € Rf 1 X1 —I—x% < 1} —Rf.

El punto de utopia es (1,1), por lo que el segmento que une los puntos de desacuerdo y de
utopia es {(o, ) : a € [0,1]}. La solucion de Kalai-Smorodinsky es entonces un reparto de la

forma (X, A) con A+ X2 = 1, que resulta en \ = \/52_1, por lo que KS(D,d) = (@,@) =
(0.618034,0.618034).

Ejemplo 7.5 Consideremos ahora el problema de negociacion (N, D,d) con N ={1,2}, d=0x y
D= {(1’1,1’2) S RJ_,'\_T cx1 + 322 £9,221 + 22 < 8}.

El punto de utopia es (4,3), por lo que el segmento que une los puntos de desacuerdo y de utopia
es {(4a,3a) : a € [0,1]}. La solucion de Kalai-Smorodinsky es entonces un reparto de la forma
(4X, 3\) verificando A\ +9A <9 y 8X+ 3\ < 8, con igualdad estricta en una de las dos, que resulta

en A= ml’n{%, %} = % por lo que KS(D,d) = (%, %) = (2.76923,2.07692).

7.3. Solucién igualitaria

Kalai (1977) propuso la siguiente solucién:

Solucién igualitaria (en inglés, Egalitarian solution) Tomamos la interseccién entre la fron-
tera de D y el segmento que parte de d con direccién 1y. Véase la Figura
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Uz

Eg(D,d)

45°

u1

Figura 7.3: Solucién igualitaria para dos jugadores.

Eg(D,d) ={d+ Ay}

con A =méx{a:d+aly € D}.

La acotacién por arriba y el hecho de que D sea cerrado nos aseguran que esta solucién esta bien
definida (es decir el conjunto {a: d + aly € D} tiene maximo) y claramente verifica unicidad, es
decir, Eg (D, d) estd formado por un tnico punto al que llamaremos también Eg (D, d).

Ejemplo 7.6 Consideremos el problema de negociacion (N, D,d) con N ={1,2}, d=0x y

D= {(:L‘l,:L'Q) ERf:ml—l—x% < 1} —Rf.

La solucién igualitaria es un reparto de la forma (X, \) con X + X2 = 1, que resulta en A = \/52_1,

por lo que Eg(D,d) = (@, @) ~ (0.618034,0.618034), coincidente con la solucién de Kalai-
Smorodinsky.

Ejemplo 7.7 Consideremos ahora el problema de negociacion (N, D,d) con N ={1,2}, d=0x y
D= {(:El,ibg) S RJ_,'\_T cx1 + 322 £9,221 + 10 < 8}.

La solucién igualitaria es un reparto de la forma (X, \) verificando A+ 3\ < 9 y 2XA + X < 8, con
igualdad estricta en una de las dos, que resulta en A = ml’n{g 8} = % por lo que Eg(D,d) =

13
(§.9) = (2.25,2.25).

7.4. Solucion de Raiffa

Raiffal (1953) propuso la siguiente solucién:
Solucién de Raiffa discreta Tomamos r° = d. Conocido 771, definimos r*

los puntos {vi (D,rk_l)}ieN. Es decir,

1 ,
- W sz (D,rkil) .

iEN

como promedio de

La solucién de Raiffa discreta (?7?) es el limite de estos puntos:

RD (D, d) = { lim rk}.

k—oo
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Uz

—

RD(D, d)

u1

Figura 7.4: Solucion de Raiffa discreta.

La convexidad, comprehensividad y el hecho de que D sea cerrado nos aseguran que esta solucion
estd bien definida y claramente verifica unicidad, es decir, RD (D, d) estd formado por un dnico
punto al que llamaremos también RD (D, d).

Existe una versién continua de esta solucién introducida por [Raiffal (1951) que podemos definir
como sigue:

Solucién de Raiffa continua Para cualquier ¢ > 0, definimos la sucesién {rk (5)}2020 de la si-

guiente forma: Tomamos 7 (¢) = 0. Conocido r*~1 (¢), sea r* el promedio de los puntos
{v' (D,7""1)},on- Definimos 7% (¢) = 71 (¢) + & [r — rF~1 ()]

Ahora, tomamos el limite de esta sucesién cuando k aumenta y ¢ tiende a cero:

RC (D,d) = {klim 7k (5)}.

e—0

La convexidad, comprehensividad y el hecho de que D sea cerrado nos aseguran que esta solucion
estd bien definida. Ademads, verifica unicidad, es decir, RC (D, d) esta formado por un tnico punto
al que llamaremos también RC (D, d).

Ejemplo 7.8 Consideremos el problema de negociacion (N, D,d) con N ={1,2}, d=0x y
D = {(z1,72) e RY 121 + 23 <1} - RY.

El primer término de la sucesion que define la solucién de Raiffa discreta es v’ = d = (0,0). Para

cada v*~1 = (21, 12), el siquiente término de la sucesion es el punto medio del segmento que une

los repartos (a:l, V1— a:l) Y (1 — x%,xg), es decir:

Tk_<fc1+1—x% ¢1—x1+x2>
_ , : ,

: (7.1)

Este limite puede calcularse de forma aproximada mediante un lenguaje de programacion o una
hoja de cdlculo. El resultado, con seis digitos de precision (obtenidos en la cuarta iteraccion r*), es
RD(D,d) = (0.630371,0.607971).

Dado ¢ > 0, el primer término de la sucesion que define la solucion de Raiffa continua es
() = d = (0,0). Para cada ¥~ () = (1, x2), el siguiente término de la sucesion debe obtenerse
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2

_ .2 —
Tk(&“) = <a;1 +e (7:“4_; o 1’1) , L2 +e (71721+x2> — .%'2)

1—x1—a:2 =g —
= (ml te—F2,xg F 7572 “) .

.2
apuntando hacia el punto r* = (er T2y 1_21+”T2>, definido igual que en . Por tanto,

De nuevo, este limite puede calcularse de forma aprorimada mediante un lenguaje de programacion.
El resultado, con seis digitos de precision (obtenidos para e = 0.00015 y k = 187421), es RD(D,d) =
(0.653908, 0.588296).

Ejemplo 7.9 Consideremos ahora el problema de negociacion (N, D,d) con N ={1,2}, d=0x y
D= {(a:l,acQ) € Rf cx1 + 320 < 9,211 + a0 < 8}.

El primer término de la sucesion que define la solucién de Raiffa discreta es v = d = (0,0). Para

cada 71 = (21, 29) € D, podemos diferenciar tres posibilidades, correspondientes a tres regiones
dentro de D:
8—x9
= Si x1 > 3, entonces rF = <x1+2 3 ’ac2+82—2x1> pertenece a la frontera de D por lo que
RD(D,d) = r*.

9—xq

. _ x Jr
» Si xo > 2, entonces rF = <x1+92 rp 12 7 > pertenece a la frontera de D por lo que

RD(D,d) = r*.

k k o1 +2552 g4 251 2 8 32949
» Sirkl < (3,2), entonces ¥ = 52—, g = ( x1_4x2+ ,_m1+6x2+ )

Con estos datos, partiendo de r° = (0,0), llegamos a

277 587

D(D,d)=r= | —,—
RD(D,d) =r <96’288

> = (2.88542,2.03819).
Para calcular la version continua, el conjunto D se divide en las mismas tres regiones que
en la version discreta. El limite puede calcularse de forma aproximada mediante un lenguaje de

programacion. El resultado, con seis digitos de precision (obtenidos para € = 0.0004 y k = 14037),
es RC(D,d) = (2.94773,2.01742).

7.5. Propiedades de las soluciones

Al igual que en juegos TU, es importante conocer qué propiedades verifica una soluciéon para
asi poder conocer su relevancia en determinadas aplicaciones. Las cinco primeras propiedades son
las ya conocidas, y las presentamos en su formato de problemas de negociacion:

Unicidad Para cada problema de negociacién (D, d) existe una unica solucién. Formalmente:

& (D) = 1.

Eficiencia débil de Pareto Los jugadores no pueden alcanzar ningtin otro acuerdo que sea mejor
para todos ellos. Formalmente:

x e ®(D)
rLy

}:yg@@y
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Eficiencia fuerte de Pareto Los jugadores no pueden alcanzar ningin otro acuerdo que sea mejor
al menos para uno de ellos, e indiferente para el resto. Formalmente:

x e ®(D)
<y

}:>y§é<1>(D).

Definicién 7.10 Dos jugadores i,j € N son simétricos en (D, d) si se verifican dos condiciones:
di=d; y D=p7(D)

siendo p¥ : N — N la funcién que intercambia a los jugadores i y j, es decir: p (i) = 7, p (j) = i,
p (k) =k para todo k # 1, j.

Simetria Jugadores simétricos son tratados de forma simétrica. Formalmente:

p: N — N biyectiva
p(D) =D = p(®(D,d)) = ®(D,d).
p(d) =d

Anonimato La solucién no se ve afectada si cambiamos el nombre de los jugadores. Formalmente:

®(p(D),p(d)) =p(®(D,d))
para toda funcién biyectiva p: N — N'.

Covarianza de traslaciones La solucién se traslada por cambios de origen. Formalmente, para
todo b € RV:
®(D+b,d+b)=(D,d)+b.

Covarianza de transformaciones afines La solucién varia segiin el cambio de origen y escala.
Formalmente, para todo a € Rf+ y b e RN:

® (aD +b,ad+b) = a® (D,d) + b.
siendo aX +b = {ax +b:x € X} para cualquier X C RV,

Independencia de alternativas irrelevantes Si la solucién a un problema (D,d) estd en un
subconjunto D' C D, entonces seguird siendo solucién en (D’ d) (se dice que D\D' son
alternativas irrelevantes). Formalmente:

D'cD=D'n®(D,d)c ®(D'.d).

Independencia de alternativas no individualmente racionales Si se eliminan o se anaden
puntos (alternativas) que son peores que el punto de desacuerdo (no individualmente raciona-
les) no varfa la seleccién. Formalmente, dados D', D ¢ RN cond € DN D":

Dn{zeRY:d<z}=D'n{zeRY:d<z} = ®(D,d) =2 (D,d).

Monotonia Si se incrementa el conjunto de acuerdos posibles, nadie se ve perjudicado. Formal-
mente:

de D' c D= (D', d) <®(D,d).
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Monotonia individual Si se incrementa el conjunto de acuerdos posibles, pero el valor dictatorial
de todos los jugadores, excepto uno, permanece igual, entonces ese jugador no puede verse
perjudicado. Formalmente:

de D C D,v; (D',d) =v; (D, d)Vi# j = z; <y Vme@(D’,d),ye@(D,d).

Monotonia restringida Si se incrementa el conjunto de acuerdos posibles, pero el punto de utopia
no varia, nadie puede verse perjudicado. Formalmente:

de D' Cc D,v(D',d)=v(D,d)= @ (D',d) < ®(D,d).

Dominancia del punto medio Cada jugador debe obtener al menos el punto medio entre su
valor minimo (punto de desacuerdo) y su valor 6ptimo (punto de utopia). Formalmente:

D
de_'_;)() Vo e @ (D, d).

7.6. Relaciéon entre propiedades

Las propiedades vistas en la seccién anterior no son independientes unas de otras, sino que estan
relacionadas. Vemos aqui algunas de estas relaciones.

Proposicion 7.11 Si una solucion verifica eficiencia fuerte de Pareto, entonces también verifica
eficiencia débil de Pareto.

Demostracién: Supongamos que ® verifica eficiencia fuerte de Pareto. Queremos demostrar que
también verifica eficiencia débil de Pareto. Para ello, consideramos = € ®(D) con & < y. Esto
implica < y y por eficiencia fuerte de Pareto, y ¢ ®(D). n

La eficiencia débil de Pareto no implica la eficiencia fuerte. Consideremos, por ejemplo, la regla
igualitaria en el juego (D,d) con N = {1,2},d = (0,0) y D = {(xl,xg) IS Rf tx1 < 2,19 < 1}. La
solucién igualitaria propone el pago (1,1), que es eficiente débil de Pareto pero no fuerte, ya que el
reparto (2,1) es admisible y mejora el pago del jugador 1 dejando al jugador 2 indiferente.

Proposicion 7.12 Si una solucion verifica monotonia individual, entonces verifica también mono-
tonia restringida.

Demostracién: Supongamos que ® verifica monotonia individual. Queremos demostrar que veri-
fica monotonia restringida. Supongamos que d € D' C D y v (D’) = v (D). Veamos que ® (D’) <
® (D). Como, en particular, tenemos que D' C D y v; (D) = v;(D)Vi # j para cualquier
Jj € N, la monotonia individual aplicada a cada j € N implica que ®;(D") < ®; (D), por lo
que ® (D") < ® (D), por definicién. n

Proposicion 7.13 Si una solucion verifica monotonia, entonces verifica también monotonia indi-
vidual y restringida.

Demostracién: Supongamos que ® verifica monotonia. Vamos a comprobar que verifica monotonia
individual. Supongamos D' C D y v; (D) = v; (D) Vi # j. Como en particular tenemos que D' C D,
la monotonfa implica ® (D) < ® (D), y por tanto ® verifica monotonia individual.

Aplicando ahora la Proposicién obtenemos que también verifica monotonia restringida. m
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Proposicion 7.14 Si una solucion verifica anonimato, entonces verifica simetria.

Demostracién: Supongamos que ¢ verifica anonimato. Queremos comprobar si verifica simetria,
es decir, que si
D =p (D) = ®,; (D) = ®; (D) Vie N.

Supongamos que D = p (D), queremos probar que ®,;) (D) = ®; (D). Por anonimato,
By (0 (D)) = @; (D) Vi€ N

como D = p(D):

Simetria es una propiedad muy relacionada con anonimato, aunque no son totalmente equi-
valentes. Al igual que para juegos TU, pueden encontrarse reglas simétricas pero no andnimas.
Consideremos una regla andénima, como puede ser por ejemplo la regla de Nash, Nash. Considere-
mos ahora una regla no anénima, como puede ser por ejemplo la regla lexicografica, que asigna el
méximo valor posible a los jugadores de N que estén primero en una ordenacién 7 € IIV. Formal-
mente, decimos un punto & € RY es lexicogrdficamente menor que y € R segin =, y lo denotamos
por & <, y, si existe un indice ¢ € N tal que z; = y; para todo j € Pre™(i) y ; < y;. Ademas, de-
notamos D¢ = {x € D : x > d} como el conjunto de puntos de D que asignan a cada jugador i € N
al menos su valor de desacuerdo d;. La regla lexicogrdfica asigna el punto de D¢ lexicograficamente
mas grande segin 7. Formalmente:

Le:v”(D,d):{xEDd:m<ﬂy:>y§éDd}.

Es facil comprobar que Nash es una regla anénima mientras que Lex™ no lo es, ya que se fija en
el nombre (indice) de los jugadores. Definimos entonces la regla ® de la siguiente forma: ®(D,d) =
Nash(D,d) cuando existen al menos dos jugadores simétricos en (D,d), y ®(D,d) = Lex™(D,d)
cuando no existen jugadores simétricos en (D,d). Esta regla ® asi definida es simétrica, pero no
anénima.

7.7. Caracterizaciones axiomaticas

Teorema 7.15 (Nash (1950)) La solucién de Nash es la inica en problemas de negociacion que
verifica unicidad, eficiencia débil de ParetcEL simetria, covarianza de transformaciones afines, e
independencia de alternativas irrelevantes.

Demostracién: Por definicién, Nash verifica las cinco propiedades. Sea F otra solucién que
verifica las cinco propiedades. Por la propiedad de covarianza de transformaciones afines, podemos
suponer que la solucién de Nash es 1 y que d = On. Incrementamos D de forma que creamos un
nuevo problema de negociacién D' = {z € RV : 1y -z < [N|} D D. Por simetria y eficiencia débil
de Pareto, F'(D’) = 1y. Por independencia de alternativas irrelevantes, F' (D) = F (D') = 1y =
Nash (D, d) (véase la Figura[7.5)).

En el siguiente ejemplo se calcula la solucion de Nash utilizando propiedades que tiene que
cumplir y se compara con la soluciéon de Kalai-Smorodinsky.

! La solucién de Nash también verifica eficiencia fuerte de Pareto.
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Figura 7.5: Caracterizacion de la solucién de Nash: Independencia de alternativas irrelevantes im-
plica que la solucién para D coincide con la solucién para D’.

Ejemplo 7.16 Consideremos el problema de negociacion (N, D1,d) con N ={1,2}, d=0xn y
D, = {($1,$2) € ]Rf tr1 a0 < 2,11 2,19 < 2}.

Como Dy es simétrico la solucion de Nash se corresponde con la interseccion de la recta T1 = xo
y la frontera de Pareto x1 + x2 = 2, es decir Nash(D1,d) = (1,1).
Consideremos ahora el problema (N, Do, d) con N ={1,2}, d =0x y

Dy = {(:131,:132) € Rf tr1 a0 < 2,11 2,19 < 1}.
Como Dy C Dy y (1,1) € Ds, por la propiedad de independencia de alternativas irrelevantes,
Nash(D3y,d) = Nash(D1,d) = (1,1).

Observamos que la mdxima aspiracion del jugador 2 en el problema Dy es ahora 1, mientras que
la del jugador 1 sigue siendo de 2. La solucion de Kalai-Smorodinsky tiene en cuenta este factor.

Asi, facilmente se puede comprobar que KS(D1,d) = (1,1) mientras que KS(Ds,d) = (%, %)

Teorema 7.17 (Kalai (1977)) La solucion igualitaria es la unica solucion en problemas de ne-
gociacion que verifica unicidad, eficiencia débil de Pareto, simetria, covarianza de traslaciones y
monotonia.

Demostracién: Por definicién, Eg verifica las cinco propiedades. Sea F' otra solucién que verifica
las cinco propiedades. Por la propiedad de covarianza de traslaciones, podemos suponer d = Oy, lo
que implica que Fg (D) = el y para algtin e € R. Definimos un nuevo D" = {x eRN:z < elN} cD
(contenido en D por comprehensividad). En D’ todos los jugadores son simétricos, por simetria y
eficiencia de F', tenemos que F' (D) = Eg (D). Por motononia, F' (D) > Eg (D). Sien D la frontera
débil de Pareto coincide con la frontera fuerte de Pareto, entonces la eficiencia débil de Pareto
implica la fuerte y no puede suceder F (D) > Eg (D). Por tanto, F' (D) = Eg (D). Para el caso en
el que en D la frontera débil de pareto no coincida con la fuerte, podemos definir para todo ¢ > 0
un conjunto D O D con esa propiedad, y ademds inf {||z — y|| : y € D} < e para todo = € D*.
Por monotonia, Eg (D) < F (D) < F(D?) = Eg(D¢). Como esto es cierto para cualquier £ > 0,
deducimos que F (D) = Eg (D) (véase la Figura[7.6). "
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U2

1 Eg(D,d)

Figura 7.6: Caracterizacién de la solucién igualitaria: Monotonia y eficiencia implican que la solucién
para D coincide con la solucién para D' = {ely} — Rf )

Tal y como se vio en la seccién anterior, la regla igualitaria no verifica eficiencia fuerte de Pa-
reto. Tampoco verifica covarianza de transformaciones afines, pero si independencia de alternativas
irrelevantes.

Teorema 7.18 (Roth) (1980a)) La solucion de Kalai-Smorodinsky es la inica solucion en pro-
blemas de megociacion que verifica unicidad, eficiencia débil de Pareto, simetria, covarianza de
transformaciones afines y monotonia restringida.

Demostracién: Por definicion, K'S verifica las cinco propiedades. Sea F' una solucién que verifica
las cinco propiedades. Por la propiedad de covarianza de transformaciones afines, podemos suponer
que el punto de utopia es v (D) = 1y y que d = O, lo que implica que K.S (D) = kly para algin
% € R. Definimos un nuevo D’ = conv [{mlN} UA{(d1,...,di—1,vi,diy1, ...,dn)}ieN] C D (contenido
en D por convexidad y comprehensividad). En (D', d) todos los jugadores son simétricos y ademads
v (D') = v (D). Por simetria y eficiencia de F, tenemos que F (D') = KS (D). Por motononia
restringida, F' (D) > F (D') = KS (D). En D’ la frontera débil de Pareto coincide con la frontera
fuerte de Pareto, por lo que la eficiciencia de Pareto débil implica la fuerte y no puede suceder
F (D) > KS (D). Por tanto, F' (D) = KS (D) (véase la Figura[7.7). "

Corolario 7.19 (Thomson (1980)) La solucion de Kalai-Smorodinsky es la unica solucion en
problemas de megociacion que verifica unicidad, eficiencia débil de Pareto, simetria, covarianza de
transformaciones afines y monotonia individual.

Demostraciéon: Por definicién, K S verifica las cinco propiedades. La unicidad se deduce del
Teorema y de la Proposicion [7.12 [

Ejercicios

1. Calcula la solucion de Nash, de Kalai-Smorodinsky, igualitaria y Raiffa discreta para el pro-
blema de negociacién (N, D, d) dado por N = {1,2}, D = {(z1,29) € R 1 2y < 2,29 <
1,21 + 322 <3} y d=(0,0).
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Uz

KS(D,d)

Figura 7.7: Caracterizacion de la solucién de Kalai-Smorodinsky: Monotonia restringida y eficiencia
implican que la solucién para D coincide con la solucion para el subconjunto delimitado por los dos
segmentos de la figura.

2. Calcula la solucién de Nash, de Kalai-Smorodinsky, igualitaria, Raiffa discreta y Raiffa conti-
nua para el problema de negociacién (N, D, d) dado por N = {1,2}, D = {(z1,z;) € R{1:2} .
1 < 4,10 < 4,21+ 229 < 10} yd= (0,0).

3. Calcula la solucién de Nash, de Kalai-Smorodinsky, igualitaria y Raiffa discreta para el pro-
blema de negociacién (N, D,d) dado por N = {1,2}, D = {(z1,29) € R 1 2y < 4,25 <
4,71+ 229 < 10} y d = (1,0).

4. Calcula la solucién de Nash ponderada en el problema de negociacion en el que dos jugadores
se tienen que repartir un délar y el vector de ponderaciones es p = (%, %)

5. Calcula la solucién de Nash en el problema de negociacién (N, D,d) con N = {1,2}, d = Oy

y
D = {(561,562) € R{X:xl + 3x9 < 100,221 + 29 < 8}.

6. Define una solucién para problemas de negociacién que no verifique la propiedad de indepen-
dencia de alternativas no individualmente racionales.






Capitulo 8

Soluciones en juegos NTU generales

Los juegos NTU fueron introducidos en |Aumann y Peleg (1960) y, como ya hemos visto, los
juegos TU son una clase particular de juegos NTU. Ademas, la clase de los juegos TU constituyen
un subconjunto muy relevante y, por lo visto en la Seccién [6.2.4] son facilmente alcanzables con solo
anadir un bien perfectamente divisible (dinero) y una utilidad separable y lineal sobre él. Por tanto,
una propiedad importante de las soluciones en juegos NTU generales es que se comporten bien
cuando se aplican a juegos TU. Es por ello, que muchas estas soluciones generalizan las soluciones
y reglas de reparto ya conocidas de los juegos TU, como por ejemplo el core, el valor de Shapley o
el nucleolus. Andlogamente, estas soluciones también pueden generalizar (y de hecho, lo hacen) las
soluciones mas conocidas en problemas de negociacién, como por ejemplo la solucién de Nash o la
solucién igualitaria.

En juegos NTU, siguiendo la misma motivacién que caracteriza a cada una de las soluciones
dadas en juegos TU o en problemas de negociacion, la generalizacion puede hacerse de varias formas.
Por ejemplo, existen dos extensiones posibles del core. Ademads, algunas de las propiedades que
cumplen las soluciones pueden no mantenerse en los juegos NTU. Por ejemplo, existen juegos NTU
en el que las dos extensiones del core dan lugar a conjuntos no convexos. Otra de las propiedades
que se suele perder es la unicidad, al menos en la clase més general de juegos NTU. Es por ello que
en esta parte de la monografia no distinguimos entre soluciones tipo conjunto y tipo puntual.

A continuacién, enumeramos algunas de las principales soluciones en juegos NTU, indicando la
referencia correspondiente.

» Core (Aumann (1961))).

» Valor de Harsanyi (Harsanyi| (1963)).

» Valor de Shapley lambda-transferible (Shapley]| (1969)).
» Valor consistente (Maschler y Owen| (1989, 1992)).

» Solucién igualitaria simétrica (Kalai y Samet| (1985)).
» Valor de compromiso (Borm, Keiding y otros (1992])).
» e-Core NTU (Kalai (1975))).

» Kernel NTU (Kalai| (1975)).

» Nucleolus NTU de Kalai (Kalai (1975)).

» Nucleolus NTU de Nakayama (Nakayamal (1983))).
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» Nucleolus lambda-transferible (Chang y Chen| (2011))).
» Core interno o inner core (Shapley y Shubik (1975))).

En esta monografia, nos limitaremos a estudiar las cuatro primeras.

8.1. El core en juegos NTU

El core de un juego NTU (N, V) se define como el conjunto de puntos € RY admisibles y
estables. Diremos que una asignacién z € RV es

» Admisible si x € V (N).

= Fstable fuerte si para todo S C N, los jugadores de S no pueden mejorar por su cuenta, es
decir, no existe y € V (S) con y > zg.

= Fstable débil si para todo S C N, los jugadores de S no pueden mejorar todos por su cuenta,
es decir, no existe y € V (S) con y > zg.

Observamos que si x es estable fuerte entonces = es también estable débil. En base a las anteriores
definiciones y, teniendo en cuenta que el core es el conjunto de asignaciones admisibles y estables,
existen dos posibles definiciones de core en juegos NTU.

Definicién 8.1 Sea (N,V) un juego NTU. Se define:
Strong core (nicleo fuerte):

SC(N,V)=V(N)n () {zeRY: By eV (S),y>uas}.
SCN

Weak core (nicleo débil):

WC(N,V)=V(N)n () {zeRY: By eV (S),y>us}.
SCN

Al igual que ocurre en juegos TU, el core de un juego puede ser vacio o contener distintos
elementos. Cuando cada V (S) tiene un tnico vector ortogonal en cada punto de su superficie
con todas las coordenadas positivas (como ocurre en los juegos TU), el weak core y el strong

core coinciden, por lo que es suficiente hablar de un tnico core. Es inmediato comprobar que
SC(N,V)c WC(N,V).

Ejemplo 8.2 Sea (N,V) un juego NTU con N = {1,2}, V(i) = (—o00,0] para todo i € N y
V(N) = {z € RN : 2 < (2,1)}. El strong core de este juego es SC(N, ) {(2,1)}, distinto del
weak core, que es WC(N, V) = {(x1,1) : 1 <2} U{(2,22) : 2 < 1}.

Ejemplo 8.3 El core del juego correspondiente al mercado de intercambio visto en los ejemplos

y[5.19 es el siguiente:
SC(N,V)=WC(N,V) = {x 6Rf:x1+2x2+3x3 =4, 21+ 219 > 1,23 > 1}
= {xeRf:xl—i—ch:l,xg:l}.
Es decir, el core es el segmento que une los repartos (1,0,1) y (O,%,l), y que se obtienen
repartiendo los pares de gquantes entre los jugadores 1 y 2 de forma arbitraria, mientras que el
jugador 8 se queda con su dinero. No hay compra de guantes porque el jugador 3, que es el que

tiene dinero, valora los guantes menos que cualquiera de los otros dos jugadores. Esto convierte al
jugador 8 en un jugador titere de este juego.
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Uus

(0,0,2)

(2,0,0)

Uy

Figura 8.1: V(INV) de un mercado de intercambio después de aumentar la valoracién del jugador 3
por el par de guantes.

Ejemplo 8.4 Supongamos que en el mercado de intercambio del ejemplo el jugador 3 sube su
valoracion de los pares de guantes a 1 euro, al igual que el jugador 1, mientras que el jugador 2
mantiene su valoracion en % euro.

Con este cambio, siguiendo los mismos razonamientos que en el ejemplo [5.15, los conjuntos

V(S) con S C N serdn los mismos, mientras que el conjunto V(N) se amplia (véase la Figura[8.1):
V(N) = {x eRf cx1 a9+ a3 < 2,21 + 220 4 223 §3} —Rf.

Ahora, cualquier reparto de la forma x1 4+ xo + x3 < 2 con o < 1 es factible dando xo euros
al jugador 2 y dejando que los jugadores 1 y 3 se repartan arbitrariamente los pares de guantes y
el resto del dinero (1 — xo euros). Para xo > 1 se pierde eficiencia porque el jugador 2 debe recibir
pares de guantes, que valora menos, hasta alcanzar su pago mds favorable, que es (O, 1+ %,O).

El core del juego es:

SC(N,V)=WC (N,V) = {mGRf:xl—}—xQ—{—mg:le—FQazg > 1,:6321}.
El core no es vacio porque (1,0,1),(0,1,1), (0, %, 1+ %) € SC (N,V) (véase la Figura .

] Optz'mo para el jugador 1: (1,0,1): el jugador 1 se lleva el par guantes, el jugador 2 no se lleva
nada y el jugador 3 se queda con su dinero. En este caso, el guante derecho no se ha vendido
mientras que el izquierdo se ha vendido por 0 euros (ha salido gratis). Otro reparto posible es:
es jugador 1 se lleva todo el dinero, el jugador 2 no se lleva nada y el jugador 3 se queda con
el par de guantes. En este caso, el par de guantes se ha vendido por 1 euro después de que el
guante izquierdo fuera vendido por 0 euros, al igual que antes.

] Optz'mo para el jugador 2: (0,1,1): el jugador 1 no lleva nada, el jugador 2 recibe 1 euro y el
Jugador 8 se queda con el par de guantes. En este caso, el par de guantes se ha vendido por 1
euro después de que el guante derecho fuera vendido por O euros.
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Uus
(0, 0, 2)

(0,1,1)

(1,0,1) (0,1+3,0)

Uz

(1,1,0)

(2,0,0)

Uy

Figura 8.2: La zona sombreada representa el core de un mercado de intercambio.

= Optimo para el jugador 3: (O7 %, 1+ %) el jugador 1 no se lleva nada, el jugador 2 recibe 0.5
euros y el jugador 8 se queda con 0.5 euros y el par de guantes. En este caso, el par de guantes
se ha vendido por 0.5 euros después de que el guante derecho fuera vendido por 0 euros.

8.2. El valor de Harsanyi

Harsanyi| (1959, 1963) definié un valor en juegos NTU que ofrece resultados satisfactorios al
aplicarlo tanto en la clase de juegos TU como en el clase de problemas de negociacion. El valor de
Harsanyi insiste en el concepto de equidad. Con objeto de comprender mejor la idea subyacente
en su definicién, lo estudiaremos primero en el contexto de problemas de negociacién, para luego
interpretarlo en los juegos TU y, finalmente, extenderlo a juegos NTU generales.

8.2.1. El valor de Harsanyi en problemas de negociacion

Sea (D, d) un problema de negociacién. Supongamos que buscamos un valor ¢ € D que sea una
solucién razonable. Para ello, necesitamos que ¢ € 0D y ¢ > d. Esto implica que existe un vector
A€ Rf ortogonal a 0D en ¢. Supondremos, por simplicidad, que todas las coordenadas de A son
positivas. Supondremos también que el conjunto de jugadores es N = {1,2,...,n}.

Localmente, la superficie 0D es equivalente a la superficie plana del hiperplano de soporte de
0D en ¢:

H={zeRV: X -z=X ¢}.

Supongamos que le quitamos algo de utilidad al jugador 1 para darsela al jugador 2. Sea € > 0,
entonces claramente la asignacién

(d)l _6a¢2a¢3a" . 7¢n)
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pertenece al interior de D:
AL (f1—€) +Xada+ ...+ Ay = A= @ — \ie.

Ahora aprovechamos este margen para darle al jugador 2 toda la utilidad que podamos. Como
suponemos Ay > 0, llegamos al punto:

(¢16’¢2+§\\16’¢3a'-'7¢n) € H.
2

Ahora le damos un extra de utilidad ¢ al jugador 1 y luego le quitamos al jugador 2 para obtener
un punto admisible. Llegamos asi al punto:

<¢1+6,¢2—i\\16,¢3,...,¢n> c H.
2

Esto nos permite comparar la utilidad de los jugadores 1 y 2. Por cada unidad de utilidad que
quitemos/demos al jugador 1, debemos dar/quitar % unidades al jugador 2.
En general, si le damos /\% unidades de utilidad al jugador ¢, debemos quitar al jugador j %

unidades.

. . s . . . ; 1 .
Si queremos repartir utilidad, lo “justo” o “equitativo” seria que por cada X unidades que le

demos al jugador i, debemos darle /\% unidades al jugador j. Por tanto, partiendo de d, aumentamos

la utilidad de los jugadores siguiendo el vector % = (%1, ey ﬁ) (véase la Figura.

U3 Uz

Figura 8.3: Partiendo de un reparto de la frontera de Pareto con vector ortogonal A y moviéndonos a
lo largo del vector % desde el punto de desacuerdo, podemos llegar a un reparto distinto (izquierda)
o al mismo (derecha).

Definicién 8.5 Sea (D,d) un problema de negociacion. Sea ¢ € 0D y H = {m ERN: Nz = )\d)}
el hiperplano de soporte de 0D en ¢. Decimos que ¢ es una solucion de Harsanyi si d + 5% =¢
siendo & tal que d + f% € dD.

Resumiendo, partimos de d, y le damos a cada jugador d; + & /\% de forma que d+ & % € 0D. Siel
punto que alcanzamos es ¢, entonces ¢ es una solucién de Harsanyi. De igual modo, todo ¢ € 0D
tal que d + & % = ¢ es una solucién de Harsanyi.

Algo muy relevante de la solucién de Harsanyi es que coincide con la solucién de Nash. Para
demostrarlo, utilizaremos el siguiente lema:

Lema 8.6 Dado o € RL, H = {:1: eRV:L.p= \N\} es un hiperplano de soporte de

«

Sz{xeRL:Hm:Hai}.

1EN 1EN
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Demostracién: Es evidente que o« € H N S. Por tanto, basta demostrar que é -z > |N| cuando
x € S. Segun la desigualdad aritmético-geométrica, ﬁ Yien Zi = ™/ILien # para cualquier z €

L4

RY ., por lo que tomando z = (a ) , tenemos
1EN

K3

1 . : o
Lo B Ny T 2 = vy B gy =
@ ien Y ien Vi [Tie @i

Teorema 8.7 FEn problemas de negociacion, la solucion de Harsanyi existe y es unica, y coincide
con la solucion de Nash.

Demostracién: Por simplicidad, suponemos d = Oy.

1. Demostramos que si realizamos el proceso con la solucién de Nash, volvemos a la solucién de
Nash. Sea ¢ = Nash (D, d). El hiperplano de soporte de 9D en ¢ es también hiperplano de
soporte de la superficie {l‘ eRN: [Levzi = ILien gzbi}. Por el Lema un vector ortogonal

a 0D en ¢ es é = (%) w Partiendo de d = Ox y moviéndonos a lo largo del vector + = ¢,
v/ i€ @
es obvio que llegamos a ¢, por lo que ¢ es un valor de Harsanyi.

2. Demostramos que la solucién de Harsanyi es tinica. Partimos de d = O y nos movemos a lo
largo del vector % hasta llegar a la frontera de D. Esto significa que existe un £ > 0 tal que

h = (f)leN € dD.

Como h es una solucién de Harsanyi, el hiperplano H = {a: eRVN: N z=\- his de soporte

de D. Como \-h = |N|¢, tenemos H = {x eRVN: % ST = ]N|} Por el Lema este hiper-

plano también es de soporte de la superficie {x € RL Lien®i = ILien )\i} . Esto significa

que [[;en i < [Lien hi para todo z € D. Como h € 9D, [[;cn hi = méxzep [[;en #i con lo
que h es, por definicién, la solucién de Nash.

8.2.2. El valor de Harsanyi en juegos TU

La idea que hemos visto en la secciéon anterior relativa al valor de Harsanyi en problemas de
negociacién también puede aplicarse a juegos T'U. Como la utilidad es transferible, si quitamos = a
un jugador, podemos dar x integramente a cualquier otro jugador. Esto significa que A = 1y.

Vamos a calcular el valor de Harsanyi en un ejemplo, antes de dar la definicién formal:

Ejemplo 8.8 Sea (N,v) el juego TU tal que N ={1,2,3}, v(1) =v(2) =v(3) =0, v(1,2) =1,
v(1,3)=1,v(2,3) =0, v(N)=1.

Para la coalicion {1,2}, partimos del punto (0,0) y nos movemos a lo largo del vector (1,1, —)
hasta alcanzar un punto en la frontera de V (1,2) = {l‘ e RILZ g 425 < 1}. Este punto es
(%, %, —), que se corresponde con % (1,1,—). Llamemos §(1,2) = %, de forma que el punto alcanzado
sea g9y (1,1, —).

Andlogamente, obtenemos {1 3y = % y 23y = 0.
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Para la coalicion N, el jugador 1 ha ganado &;1 2y + 1,3y = 1 en su participacion con cada uno
de los otros dos jugadores. Andlogamente, el jugador 2 ha ganado &y 2y + €23y = % y el jugador
3 ha ganado §(1 3y + §f2.3) = % En total, los jugadores han ganado (1, %, %), Yy nos movemos en la
direccion dada por (1,1,1) hasta llegar a la frontera de V (N). Como la suma de las coordenadas de
(1, %, %) es mayor que v (N), en este caso nos debemos mover “hacia atrds”. El valor de Harsanyi
es %, %, %) = (17 %, %) +&n(1,1,1), siendo En = —%.

La definicién formal en juegos T'U es la siguiente:

Definicién 8.9 Dado un juego TU (N, v), la solucion de Harsanyi de (N,v) es el punto ¢V € RV,
stendo (qﬁS)SC]V y (§s)gen con #% € R® y &5 € R para todo S C N definidos inductivamente

sobre |S| como sigue: Primero, d)? = (0) y & = 0. Supongamos definidos ¢* y &p para T C N
con |T| < |S|. Definimos entonces ¢° y & como la (tnica) solucién al sistema lineal de |S| + 1
ecuaciones y |S| + 1 incdgnitas dado por

dood = v(S)

€S

¢ = Y &ri€S.

TCS:HeT

En particular,

pi=0N= D> &

TCN:4eT
para todo i € N.

Teorema 8.10 En juegos TU, la solucion de Harsanyi existe y es unica, y coincide con el valor de
Shapley.

Demostracién: Sabemos que el valor de Shapley es la tinica solucién en TU que verifica eficiencia
y contribuciones equilibradas:

Shi (N,’U)—Shi (N\{j},v) :Shj (N,U) —Shj (N\{Z},U)

para todo 7,5 € N. Por tanto, basta demostrar que la soluciéon de Harsanyi verifica ambas propie-
dades.

La solucién de Harsanyi verifica eficiencia dado que, por definicién, » qbfv = v (N). También
verifica contribuciones equilibradas. Dados, i,j € N,

A N D YR - Nt

TCN#eT TCN\{j}:ieT TCN:i,j€T
oV~ = N g Y g= Y e
TCN:jeT TCN\{i}:jeT TCN:,jeT

8.2.3. El valor de Harsanyi en juegos NTU

En general (en juegos NTU), podemos seguir el mismo razonamiento que hemos visto pre-
viamente para juegos de negociacién y juegos TU. Primero buscamos un punto ¢ en la frontera
de Pareto de V(N) y tomamos un vector A € Rf+ ortogonal a él. Para cada ¢ € N, toma-

mos {3 = \iméx {x; : z; € V (i)}. Luego partimos de cada punto </\%§{,~}, /\ijf{j]) hasta alcanzar
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la frontera de Pareto de V (i,7) siguiendo el vector ( NN ) Por tanto, este punto serd de la
forma ()%f{i} + )\%ﬁ{m}, )\%ﬁ{j} + )%jg{i,j}) para algin &; ;3 € R. Luego partimos de cada punto

(A% ZTQ{J‘JC} Erutiys % ZTg{i Ky §TUG Y i ETg{i h §Tu{k}> hasta alcanzar la frontera de Pareto de

V (i, 7, k) siguiendo el vector ( ol /\1 v ) Por tanto, este punto serd de la forma

Z fTu{z}, Z §TU{]}7 Z §Tuik)

TC{j k} J TC{i,k} TC{Z,j}
para algun &y; ;3 € R. Repetimos iterativamente este procedimiento para coaliciones de tamano
4,...,|N] hasta llegar a un punto ¢’ en la frontera de Pareto de V(N). Obsérvese que
Y o= Y, &
TCN\{i} TCN=eT

Si ¢ = ¢, entonces es una solucién de Harsanyi. La definicién formal es la siguiente:

Definicién 8.11 Dado un juego NTU (N,V), la solucion de Harsanyi de (N,V) es un punto

¢ € OV (N) tal que existe un vector A € RL, ortogonal a la superficie de V (N) en x, un punto

&% y un nidmero £ € R para cada coalicion S C N, tal que qu € OV (S) para todo S C N y
2 = resier T para todoi € S C N, y en particular

bi = — > &

{ TCNieT
para todo © € N.

En el caso general, la solucién de Harsanyi no tiene por qué existir (puede no existir un A
apropiado) ni ser unica (puede haber mas de un A apropiado). Sin embargo, como ya hemos visto,
existe y es Uinica en problemas de negociacién y en juegos TU. En problemas de negociacion coincide
con la solucién de Nash y en juegos TU coindice con el valor de Shapley. En general, la solucién de
Harsanyi también existe y es tinica cuando la frontera de V' (N) es un hiperplano.

Vemos a continuacién un ejemplo que ilustra la computacion del valor de Harsanyi.

Ejemplo 8.12 Consideremos el siguiente juego NTU,
V(1) =V (2) = (-00,0], V(3) = (=00, 1]
V,2)={eeRMH:(1,4).2<1}, V(1,3) ={z R} (1,1) 2 <1}
V(2,3)={z e R (1,1). 2 < 1}, V(N) = {m e RU23} . (1,2,2) .2 < 3}.

Tomamos un punto en la frontera de Pareto de V (N). Por tanto, A = (1,2,2). Tomamos
§ay = &2y = 0, &3y = 2 y partimos del punto (f{ll}, 6;\22} , 5;{\2}) = (0,0,1). Nos movemos a lo largo
del vector 3= (1, %, 2) hasta alcanzar la frontera de Pareto de cada subcoalicion de dos jugadores:

En la coalicion {1,2}, partimos de (0,0) y nos movemos a lo largo del vector ( , 2) hasta llegar
a V(1,2), es decir, llegamos al punto (0,0) + &gy 93 ( , 2) tal que (f{l 2} fa, 2}) € V(1,2), es decir,

1€
Enoy + 52 =

En la coalzczon {1,3}, partimos de (0,1) y nos movemos a lo largo del vector (1, 3) hasta llegar
a V({1,3}), es decir, llegamos al punto (0,0) + &1 3) ( ,5) tal que (é-{l’g}, + {123}> e V({{1,3}),
5{1 3}

= 1. Llegamos asi al punto (3, 5 )

es decir, {3y + 1+ = 1. Por tanto, {13y = 0. Llegamos al punto (0,—,1).
Andlogamente, en la coalicion {2, 3}, llegamos al punto (—,0,1).
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= El jugador 1 gana % cuando juega con el jugador 2, 0 cuando juega con el 3 y 0 cuando
estd solo. Por tanto, su ganancia agregada es %

= El jugador 2 gana %, 0 y 0. Por tanto, su ganancia agregada es %.

= FEl jugador 3 gana 0, 0 y 1. Por tanto, su ganancia agregada es 1.
11

1 » 999

un punto <% + &N, % + %\’, 1+ %\’) que verifica % + &+ 2 (% + %V) + 2 (1 + %\’) = 3. Por tanto,

Env = %, y el punto es (%, %, %). Iste es el (unico) valor de Harsanyi.

Partimos ahora del punto (%, %, ) y nos movemos a lo largo del vector (1 ) hasta llegar a

8.3. El valor de Shapley lambda-transferible

Consideremos un juego NTU y supongamos que aplicamos una transformacién de escala, si
suponemos que las funciones de utilidad de los jugadores son de Neumann-Morgenstern, la situacion
no deberia cambiar respecto al punto de partida. Para cada coalicién S C N, vamos a definir un
juego TU, calcularemos su valor de Shapley y veremos si es admisible en el juego transformado
NTU.

Supongamos que tenemos un juego NTU (N, V) que parte de un problema de decisién (N, A, u)
donde N es el conjunto (finito) de jugadores, A (S) es el conjunto de alternativas admisibles para
los jugadores de S, y u = (u;);cy €s el vector de funciones de utilidad w; : [Jg-ny A (S) — R. El
conjunto V (S) para cualquier S C N se define como:

V(S) = {(ui (a));cq € R®:a € A(S)} - RY.

La dificultad de trabajar con juegos NTU se debe, precisamente, a la falta de una utilidad
transferible. Esta utilidad suele identificarse con una unidad monetaria (dinero). De hecho, supon-
gamos que el conjunto de alternativas para cada coalicion S es de la forma O° x A(S) donde
0° = {:c eRY: Yies Ti = O}. Cualquier z € O° se puede identificar como un intercambio de dine-
ro entre los jugadores de .S, de forma que lo que ganan unos se compensa con lo que pierden otros.
En base a esto, supongamos que la utilidad de un jugador i varia de forma aditiva y lineal con la
cantidad de dinero z; que recibe (si z; > 0) o cede (si z; < 0), es decir:

ul (z,a) = a;z; + ui (a)

para algun valor «; > 0 (dependiente de 7).
Sea A = L. El juego (N, V)‘) se define a partir de esta A:

VA (S) = {(u’\ (x,a)) RS : (z,a) € 05 x A(S)} ~RS

€S
para todo S C N.
En general, V*(S) siempre es de la forma

V’\(S) = {x cRY: Z)\i:r:i < méX{Z)\iyi (Y € V(S)}}

€S i€S
Veamos en un ejemplo como se calcula el juego A transferible.
Ejemplo 8.13 Sea N = {1,2}, con A(i) = {0} para i = 1,2 y A(N) = [0,1]. Sea uyi(a) =

uz(a) = a para todo a € R. El juego (N,V) correspondiente es: V(i) = (—o00,0] para i = 1,2 y
V(N)={zeRN:2 < (1,1)}.
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Tomando « ERL Y= é,

VAN) = {(uf" (3,0),u5* (3,0) € RV : (3,0) € OV x A(N)} — RY
(0411,‘1 + a,oxs + Cl) 1T = —T2,0 € {07 1}} - R%]Y

(1z1 + 1,09 + 1) : 2y = —29} — Rf
(

art+1,—agt +1) : t € R} —RY

1 1
= {xE]RN x1+$2<+}

(63} Qa2
= {xGRN.)\1$1+)\2$2§)\1+)\2}.

No siempre este juego (N , V)‘) estd bien definido, aunque (N, V) si lo esté. Vedmoslo en el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 8.14 Sea N = {1,2}, con A(i) = {0} para i = 1,2 y A(N) = R. Sea uj(a) = a y
uz (@) = 1 — a para todo a € R. El juego (N,V) estd bien definido: V (i) = {0} para i = 1,2 y
V(N)={(a,1—a):a€R}. Sin embargo, tomando o = (1,2) y A= (1,3),
VAN = {(w (z,a),u3 (z, a))ERN:(x,a)E@NXA(N)}—RJ_X
= {(m1+a 2332+1—a) T = —x3,a € R} —RY
= {(b+a,~2b+1—a):a,beR} —RY.
Ahora bien, cualquier x € RV puede escribirse de la forma (b+a,—2b+ 1 —a) (tomando

a=2x1+xo—1yb=1—2x1 —x9). Por tanto, VA (N) = RILZ} es un conjunto no acotado por
arriba, que es una de las condiciones indispensables que deben exigirse a la funcion caracteristica.

Cuando el juego (N , V’\) esta bien definido, lo que tenemos es utilidad transferible:

Proposiciéon 8.15 Cuando el juego (N, V>‘) estd bien definido, es A-equivalente al juego TU (N, v™*)

dado por
v(S) = méx {Z Aixi s x € V(S)}
€S

para todo S C N.

Demostracién: Tenemos que demostrar que V* es M-equivalente a (N, fu)‘). Sea o = % y sea
S C N. La funcién caracteristica v* puede reescribirse como:

N (S) = méx{z Aiug (a) ra € A(S)} .
(sh
Por la Proposicién basta demostrar que V* (S) coincide con el conjunto
{x cRY: Z)\Z{L‘i <* (S)} .
€S
(C) Sea z € V*(9), es decir, = < (uf" (y, a)),cg bara algin (y,a) € 0% x A(S). Por tanto,
D im0 hud (y,a) =Y i (ouyi + ui (a))
€S i€S €S

= Zyz + Z il (a) yG;O)S Z it (CL) < fUA (S)

i€S €S €S
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siendo cierta la tltima desigualdad por la definicién de v*(S).

(D) Sea z € R® con Y ,cg \iw; < v*(S). Debemos demostrar que existe algtin (y,a) € 0% x
A(S) tal que x < (uf (y,a)),cq- Sea a* € argméx {} , g Aiui(a):a€ A(S)} de forma que
> ies A (a*) = v* (S). Definimos

U)‘ (S) — EjeS )\j.ﬁlfj

yi = Ni(xi —ui(a™)) +
(2~ wi(a") =

para todo i € S.
Efectuando cuentas y dado que v*(S) — > ;g Niw; > 0, tenemos que z < (uf" (¥,0));cq Vs
ademds, > .. qy; = 0, por lo que y € 0°. n

En juegos TU disponemos de una amplia variedad de soluciones. Podemos entonces utilizar
cualquiera de ellas y obtener un vector de pagos ¢ € RY. Por supuesto, este vector ¢ dependeré de
V' pero también de A\, es decir, ¢ = ¢ (V, \).

Ejemplo 8.16 Sea N = {1,2} y V definido por
V(1)=V(2)=(-00,0], V(N)={z e RN : 2 < (1,1),21 + 225 < 2}.

Si tomamos A = (2,3),
VA1) =V*2) = (—00,0], V}(N) = {x € RY : 22y + 33, < ;}

que, con el cambio de escala (y1,y2) = (2x1,3x2), es equivalente al juego TU (N, v’\) con v (1) =
v (2) = 0, v} (N) = L. El valor de Shapley de (N,v*) es (%,%). Rehaciendo el cambio de escala,

44
obtenemos (7 7 ) Este pago es admisible en V> pero no en el juego original, ya que (%, 1—72) ¢V (N).

8712
Ejemplo 8.17 En el juego (N,V) definido en el ejemplo anterior, tomamos X = (1,1). Ahora,
VA1) = V*(2) = (—00,0], VM(N) = {(z1,22) € RN 1 21 + 25 < 3}, que es evactamente el juego
TU (N,v*) con v* (1) = v*(2) =0, v* (N) = 2. El valor de Shapley de este (N,v*) es (2,2). De
nuevo, este pago es admisible en V> pero no en el juego original: (%, %) ¢V (N).

Ejemplo 8.18 En el juego (N,V') definido en los ejemplos anteriores, tomamos A = (1,2). Aho-
ra, VX (1) = V*(2) = (—00,0], VM(N) = {:B eRN 1z 4225 < 2}, que con el cambio de escala
(y1,y2) = (z1,222), es equivalente al juego TU (N,v*) con v (1) = v}(2) = 0, v}(N) = 2. El valor
de Shapley de (N, v/\) es (1,1). Rehaciendo el cambio de escala, obtenemos (1,%). Este pago es
admisible en V> y en el juego original: (1, %) e V(N).

Observamos en el 1iltimo ejemplo que una eleccién apropiada de A nos lleva a una solucién que
es admisible en el juego original, es decir, introducimos utilidad transferible con tasa de cambio %
entre los agentes (uno puede interpretar esta utilidad transferible como “dinero”), de forma que el
reparto de beneficio consensuado puede, en términos de utilidad ser alcanzado sin la ayuda de esa
operacion. Esto no ocurre para cualquier A arbitrario, como en los dos primeros ejemplos.

Si existe un \ para el que la solucién del juego V* pertenece a V (N), como en el tiltimo ejemplo,
entonces este reparto serda una solucion del juego NTU original. Ademas, como tal A depende de V,
este procedimiento mediante lambda-transferencias depende tinicamente de V' (el término “lambda”
en el nombre no se refiere a ningtin \ especifico).

Aunque en el procedimiento de lambda-transferencia podemos utilizar cualquier soluciéon TU, en
la practica siempre se utiliza el valor de Shapley, y la solucién resultante se llama valor de Shapley
lambda-transferible. También se conoce como valor de Shapley NTU, ya que el procedimiento fue
presentado por Lloyd Shapley y utiliza el valor de Shapley TU tradicional.
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Definicién 8.19 Dado un juego NTU (N,V), un reparto ¢ € V(N) es una solucion de Shapley
lambda-transferible de (N, V') si existe un vector A € Rf_i_, tal que V> estd bien definido y Ao es el
valor de Shapley del juego TU (N, v)‘).

No tenemos garantia de que el valor de Shapley lambda-transferible exista (puede no existir
ningin A apropiado) o sea unico (puede existir méds de un A apropiado). Sin embargo, al igual que el
valor de Harsanyi, el valor de Shapley lambda-transferible generaliza la solucién de Nash y el valor
de Shapley.

Teorema 8.20 a) Si (N,V) es equivalente a un juego TU, el valor de Shapley lambda-transferible
existe, es unico con A = 1 y coincide con el valor de Shapley.

b) Si (N,V) es equivalente a un problema de negociacion, el valor de Shapley lambda-transferible
existe, es unico y coincide con la solucion de Nash.

Demostracién: a) Si (N, V) es equivalente a un juego TU, entonces el resultado es cierto por
definicion, ya que que tomamos el valor de Shapley del juego TU.

b) Supongamos que (N, V') es equivalente a un problema de negociacién (D, d) con D =V (N)
y d = (méx{V ({i})});cn- Supondremos por simplicidad que d = Oy. Entonces el juego TU v*
asociado es v* (N) = max{\-y:y € V(N)}, y v*(S) = 0 en otro caso. El valor de Shapley

de (N , 21)‘) es <UA‘](V]T)) N y, por tanto, los valores de Shapley lambda-transferible son los puntos
(S

P = (%\A'(]]\\;l)) v tales que ¢* € V(N) y A-2 < v*(N) para todo z € V (S). Sabemos que la
i ic

solucién de Nash, Nash (D, d) = n, pertenece a OV (N) = 0D y ademés un vector ortogonal a 7 en

0D es % El valor de Shapley %—transferible del juego <N , V%)es

s () (mer)
i|N| i€EN |N| iEN

noo J1
= N’max{n-y:yGV(N)}

) 1 Yi
= nmax{mz'.yEV(N)}

jen '

= nméx |N|Hy—l::y€V(N) =1.
ien 'l

Como n € V (N), deducimos que la solucién de Nash es una solucién lambda-transferible.

3=

Supongamos ahora que tenemos un valor de Shapley A-transferible ¢* = (K%f ) N con ¢ €
i i€
V(N)yA-z <X ¢ para todo z € V (5). Como H = {z € RV : X\-z = X ¢*} es un hiperplano
de soporte, por el Lema [Levzi <TIlien % para todo z € V (N). Pero

AP o)
U= i = L
1EN i€EN 1EN

por lo que ¢* es precisamente la solucién de Nash. [

En los ejemplos siguientes se ilustra la computacién del valor de Shapley lambda-transferible.
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Ejemplo 8.21 (Juego del café) Sea el juego (N, V') con

Vi) = —]Rg_i}7 V(1,2) = {(:cl,a:Q) c R . o < 1,429 < 1,71 + 420 < 1}

V(1,3) = {(1'1,.%'3) e RUBY gy 405 < 0} WV (2,3) = {(l‘g,l’;g) e R} . gy 4 gy < 0}
V(N) = {(561,96‘2,933) e RW23 gy 29 03 < 1,29 + a9 + 23 < 1}.

El tinico vector ortogonal a la frontera de V (N) es A = (1,1,1) y, por tanto, v* estd definido
por v(i) = 0 para todo i € N; v(1,2) =1, v(1,3) =v(2,3) =0, v(N) = 1. El valor de Shapley
A-transferible es (%, %, 0). Esto significa que el jugador 3 cede gratuitamente su azicar al jugador 2,
mientras los jugadores 1 y 2 se reparten equitativamente el café y el agua.

Ejemplo 8.22 (Bergantinos y Sanchez (2002)) Sea el juego (N,V') con

V(1) = (—00,0], V(2) = (—00,0], V(3) = (—o00,1]

V(1,2) = {z e RIVH 2 < (0,1)}
V(1,3) = {z e RIM3 . 2 < (0,2)}
V(2,3) = {z e RIZ3 2 < (0,1)}

V(N):{:EERN:xS(1,1,2),x1+x2Sl,x1+x3§2}.

Uusg
(0,0,2) (0,1,2)
£00,0,1)
(1,0,1)
(0,1,0)
(1,0,0 “

Figura 8.4: Juego NTU delimitado por hiperplanos.

En este juego (véase la Figura , existe mds de un vector ortogonal a la frontera de V(N).
Sea \ € Rﬂr. Entonces, el juego (N,V?) viene dado por

VA1) = (—00,0], VA2) = (—00,0], VA(3) = (=00, 1]
VAL, 2) = {z e RV Nz + \zo < méx{A, Ao}}

VA1, 3) = {z e RUSE: Xy + Agzs < méx{A; + A3, 2)3}}
VA(2,3) = {o € R} Myzo + Agzg < Ay + 2)3)
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V)‘(N) = {ac c RN : AMx1 + Aoz + A3z < méx{)\l + A3, Ao + 2)\3}} .

Por tanto, v* estd definido por v (1) = v*(2) = 0, v}(3) = %3, v (1,2) = méax{\, A2},
7))‘(1, 3) = méX{Al + g, 2)\3}, ’U>\(2, 3) =X +2)\3 ¥y UA(N) = méx{)\l + A3, Ao + 2)\3}

Por otro lado, cualquier plano de soporte de V(N) debe apoyarse sobre algin punto del segmento
que une los puntos (1,0,1) y (0,1, 2). Esto nos deja tres posibilidades: Que solo se apoye en el punto
(1,0,1), que solo se apoye en el punto (0,1,2), o que se apoye sobre todo el segmento.

Si se apoya solo en el punto (1,0,1), entonces A debe verificar \y > Ay + A3. Normalizando
A3 = 1, tenemos: v (1) = v*(2) =0, v*(3) = 1, v (1,2) = A1, vM(1,3) = M + 1, vM(2,3) = Ao +2 y

v (N) = A1 + 1.
Como este juego es mondtono y la contribucion marginal del jugador 2 es estrictamente positiva,
A
deducimos que Sho(N,v*) > 0 con lo que su transformada por X, %I;W)’ también serd positiva,

por lo que no es posible que coincida con el reparto (1,0,1).

Si se apoya solo en el punto (0,1,2), entonces A debe verificar A1 < Ao + 3. Normalizando
A3 = 1, tenemos: v*(1) = v(2) = 0, v*(3) = 1, v (1,2) = max{\;, A2}, v*(1,3) = max{\; + 1,2},
v(2,3) = Ao+ 1 y v} (N) = Ao + 2.

Como este juego es mondtono y la contribucion marginal del jugador 1 es estrictamente positiva,
deducimos que Shy (N, v>‘) > 0 con lo que su transformada por A, w, también serd positiva,
por lo que no es posible que coincida con el reparto (0,1,2).

Si se apoya en todo el segmento, entonces A debe verificar A\ = Ao + A3. Normalizando A =
(t+1,t,1) para algin t > 0, tenemos: v (1) = v*(2) = 0, v*(3) = 1, v*(1,2) = t+1, v*(1,3) = t+2,
vN2,3) =t +2 y vMN) =t +2.

El valor de Shapley de (N,v*) es entonces:

Sh(N,v") = <t+1 t+1 t—|—4>'

3737 3

Un valor de Shapley \-transferible ¢ € V(N) debe verificar A¢ = Sh(N,v*), por tanto

4= 1t+1 t+4
- \3 3 3 )

Eziste un dnico t > 0 para el que ¢ pertenece al segmento, y es t = 1. Por tanto, el inico valor

de Shapley lambda-transferible es
so(L25
-~ \3'3"3

8.4. El valor consistente de Maschler-Owen

al que se llega con A = (2,1, 1).

En el calculo del valor de Harsanyi ¢, debemos utilizar el vector A para calcular cada punto ¢° en
la frontera de Pareto de cada uno de los conjuntos V' (S). Sin embargo, existe cierta inconsistencia
en este procedimiento, ya que A debe ser ortogonal a ¢V en la frontera de V (N), mientras que
el resto de los ¢° no tienen en general a A como vector ortogonal a V (S). En el caso del valor
de Shapley lambda-transferible, los valores de Shapley de los subjuegos del juego TU asociado no
tienen por qué ser ni admisibles.

Por ejemplo, en el juego del café, si el jugador 3 no estuviese presente, el valor de Harsanyi
y el valor de Shapley lambda-transferible coinciden con el punto (%, %) Sin embargo, cuando el
jugador 3 estad presente, el Uinico valor de Harsanyi supone que los jugadores 1 y 2 tienen como

expectativa, mediante cooperacién, el punto ¢th2 = (%, %), y no el (%, %) El valor de Shapley
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lamdba-transferible, por su parte, utiliza el juego TU asociado (N, v) con v (
v (S) = 0 en otro caso. Para el subjuego ({1,2},v), el valor de Shapley es (3, 3
de (%, %) y que, ademds, es un pago no admisible en V' (1,2).

Como alternativa, Maschler y Owen| (1989) propusieron un nuevo valor, de forma que cada
coalicién S tiene asociado un punto en la frontera de Pareto de V (S) y un vector ortogonal a ese
punto en OV (S). La idea es que cada coalicién tenga asociado un punto en su frontera que no
dependa de los jugadores que no pertenecen a esa coalicién.

Esta asociacién es evidente cuando tenemos un juego de hiperplano, en el que existe un tinico
vector ortogonal a la frontera de cada V (S). En particular, Maschler y Owen definen su valor para
juegos de hiperplano utilizando contribuciones marginales. En concreto, supongamos que tenemos
el juego de hiperplano (N, V) con N = {1, 2,3}, con funcién caracteristica:

N)y=v(1,2)=1y
) , también diferente

V(i)=—R" ienN
V(1,2) = {xeRf’Q} L (1,4) -z < 1}, V(1,3) = {xeR{j’S} 1(2,3) z < 2}

V(2,3):{xeRf’3} : (1,1)-x§3}, V(N):{xeRim’g} : (1,2,1).9555}.

Tomamos un orden cualquiera de los tres jugadores, por ejemplo [123]. El vector de contribu-
ciones marginales con respecto a este orden es (O, %, %), ya que:
= 0 es lo méximo que 1 puede conseguir en V (1).

es lo maximo que 2 puede conseguir en V' (1,2), una vez que hemos asignado 0 al jugador 1.

es lo maximo que 3 puede conseguir en V' (V) una vez que hemos asignado 0 al jugador 1y
al jugador 2.

N[O =

Andlogamente, el vector de contribuciones marginales con respecto al orden [132] es (0, %, %)
El vector de contribuciones marginales con respecto al orden [213] es (1,0,4). Y asi sucesivamente.
Como la frontera de V (N) es un hiperplano, el promedio de todos los vectores de contribuciones
marginales pertenecera también a la frontera de V (IV), y sera el (inico) valor consistente de este

juego de hiperplano. La definicién formal es la siguiente:

Definicién 8.23 Sea (N,H) un juego de hiperplano con H (S) = {z € RS : A -2 <0 (5)} con
M\ e Rir y v (S) € R para todo S C N. Sea IIV el conjunto de todas las ordenaciones de los
jugadores de N. Para cada w € IV, el vector de contribuciones marginales de (N, H) con respecto
am es el punto o™ € RN definido inductivamente como:

op, = MAX{Tr, : (Try, Trys o ) € H ({71, 72, .., mi }) }

v ({7‘(1, Ty oo, TFZ}) . Z;;ll A;{r;rlﬂl'%-.-ﬂri}o.ﬂj

)\{7'('1,71'2,..‘,71'1‘}
ux

El valor consistente de (N, H) es el punto
1
g = Wgﬂ.

Para un juego (N, V') general, seleccionamos un punto en cada una de las fronteras de Pareto de
los conjuntos V' (S), junto con un vector A\* ortogonal a V (S) en cada uno de los puntos. Sea H (S)
el hiperespacio de RS delimitado por el plano de soporte en cada uno de los puntos. Formalmente,

H(S):{xGRS:)\S-xgméx{)\s-y:er(S)}}.
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Claramente, el juego (N, H) es un juego de hiperplano. Si al calcular el valor consistente en
cada uno de los subjuegos (5, H (5)), obtenemos un punto que pertenece a (S, V (5)), entonces el
punto correspondiente a H (N), y que también pertenece a V (N), es un valor consistente de (N, V).
Formalmente:

Definicién 8.24 Sea (N,V) un juego NTU y sea A = ()\5)
de forma que el juego de hiperplano (N, HV’A) dado por

scn con M\ e Ri+ para cada S C N,

H" (8)={z eR¥: )\ .o <méx{\ - y:y eV (9)}}

estd bien definido.
Sea o° el valor consistente de (S, HV’)‘). Si 0% € V (S) para todo S C N, entonces decimos que
o' es un valor consistente de (N,V).

De nuevo, no tenemos garantia de que el valor consistente exista (puede no existir ningin A
apropiado) o sea tnico (puede existir més de un A\ apropiado). Sin embargo, al igual que el valor
de Harsanyi y el valor de Shapley lambda-trasferible, el valor consistente generaliza la solucién de
Nash y el valor de Shapley.

Teorema 8.25 a) Si (N,V) es equivalente a un juego TU, el valor consistente existe, es inico y
coincide con el valor de Shapley.

b) Si (N,V) es equivalente a un problema de negociacion, el valor consistente existe, es unico y
coincide con la solucion de Nash.

Demostracién: a) Si (N,V) es equivalente a un juego TU, entonces es un juego de hiperplano
con \¥ = 1g para cada V (S) y ademés V* = V. Ademds, las contribuciones marginales coinciden
con las definidas para juegos TU y, por tanto, su promedio coincide el valor de Shapley en juegos
TU.

b) Supongamos que (N, V) es equivalente a un problema de negociacién (D, d) con D =V (N)
y d = (méx {V (i)}),cy- Para cada A € RY,, el juego de hiperplano (N, H"*}) asociado estd dado
por

HV’/\(N):{JCGRN:/\-xgméx{/\-y:yED}}

y HV* (8) = {ds} — RY en otro caso. Para la solucién de Nash, n = Nash (D, d), el vector \ = ﬁ
es ortogonal a la frontera de D en 7, por lo que H"* (D) est4 bien definido y n € H""* (N). Ademés,
la frontera de H"* (D) es un hiperplano de soporte de {z € RN : [].cy ni < [[;cn i} Para cada

7 € IIV, el vector de contribuciones marginales es 0™ € RV con o =d; para todo i # 7 (n) y

A0 S il

w(n) —

Y

An(n)
con lo que el promedio de todos los posibles o™ con 7 € IV es

_ A =35 Aid; N (n—1)d;
n\; n

g; =T

para todo ¢ € N. Esto prueba que la solucién de Nash es un valor consistente.

Para demostrar la unicidad, sea ¢ € 9D un valor consistente cualquiera y sea A\ € Rﬂ\r] L un
vector ortogonal a 0D en c. Al tratarse de un valor consistente, ¢ debe coincidir con el promedio
de los vectores de contribuciones marginales de (N ,H Vv}‘). Es decir, ¢ = ﬁ > xemn 07 . Para cada

7 € IV, el vector de contribuciones marginales es ™ € RY con oF = d; para todo i # 7 (n) y

An(n)

Tr(n) :
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con lo que el promedio de todos los posibles o™ con 7 € TV es

para todo ¢ € N. Esto implica

/\'C_Zj;éi/\jdj (n—1)d;
_.|_
nA; n
A (c—d)

o =

w = )\ (¢; — d;) para todo i € N, con lo que \; (¢; — d;) =

Aj (¢j —dj) para todo i,j € N y, por tanto, A es proporcional al vector cfld, lo que solo puede
suceder si ¢ es la solucion de Nash. [

Ejercicios

1.

(Asscher| (1976)) El core de un juego NTU no tiene por qué ser convexo. Sea N = {1, 2,3} tal
que
V(i) = {x eR .4 < 0}

V(i,j) = {w e ROD s 0y 4 25 < 21,88 + @) < 45,0, + 32, < 45}
V(N)={z e RN 12y + 20 + 23 < 30} .
Calcula el core de este juego y comprueba que no es convexo.
Calcula el core de un problema de negociacién (N, D, d).

Calcula la funcién caracteristica del juego correspondiente al mercado de intercambio del
Ejemplo suponiendo que el jugador 1 valora el par de guantes en 1 euro, el jugador 2
en 0.25 euros, y el jugador 3 en 0.5 euros. Calcula el core de este juego y determina, dentro
del core, cudles son los pagos mds favorables para cada jugador y cémo deben repartirse los
guantes y el dinero para obtenerlos.

Calcula el core, el valor de Harsanyi, el valor de Shapley lambda-transferible y el valor con-
sistente para el juego NTU (N, V') definido por N = {1,2,3},

V() = —RE v(1,2) = {(Il,l‘g) e RV . 92 4+ 305 < 1}

V(L3 = {(x17x3) e R g 25 < 0}, V(2,3) = {(:Uz,:v?,) e R} gy a5 < 0}
V(N) = {(xhxz,xs) e RUL23E . gy oy 4 23 < 1},

Calcula el valor de Harsanyi en el siguiente mercado de intercambio: N = {1,2,3}. El jugador
1 tiene guantes derechos, el jugador 2 tiene guantes izquierdos, y los dos valoran lo mismo los
pares de guantes. El jugador 3 no quiere pares de guantes, sino solo la tela de la que estan
hechos. El jugador 3 tiene dinero, los jugadores 1 y 2 no.

Modeliza el siguiente mercado de intercambio mediante un juego NTU: Tres jugadores; uno de
ellos tiene guantes derechos, el otro tiene guantes izquierdos, y los dos valoran lo mismo cada
par de guantes. El tercer jugador no quiere pares de guantes, sino solo la tela de la que estan
hechos. El tercer jugador tiene dinero, los otros dos jugadores no. Calcula el core, el valor de
Harsanyi, el valor de Shapley lambda-transferible y el valor consistente de este juego.
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Ejercicios

10.

11.

Calcula el core, el valor de Harsanyi, el valor de Shapley lambda-transferible y el valor con-
sistente del juego del café presentado en el Ejemplo

Calcula el core, el valor de Harsanyi, el valor de Shapley lambda-transferible y el valor con-
sistente del juego del Parlamento presentado en el Ejemplo [5.5

Calcula el valor de Shapley lamdba-tranferible en el siguiente mercado de intercambio: N =
{1,2,3}. El jugador 1 tiene guantes derechos, el jugador 2 tiene guantes izquierdos, y los dos
valoran lo mismo los pares de guantes. El jugador 3 no quiere pares de guantes, sino solo la
tela de la que estan hechos. El jugador 3 tiene dinero, los jugadores 1 y 2 no.

Calcula el core, el valor de Harsanyi y el valor consistente del juego presentado en el Ejemplo

3. 22)

El valor de Harsanyi, de Shapley lambda-transferible y consistente no verifican unicidad. Sea
(N,V)con N ={1,2}, V(1) =V(2)=1y

V(N) = {mE]RN::U§ (1,1),(m1—1)(x2—1):5}—]Rf

siendo € > 0. Comprueba que todos los puntos de la frontera de V' (V) son valores de Harsanyi,
valores de Shapley lambda-transferibles y valores consistentes.



Apéndice

Definicién 9.1 Sea A C R™. A es convezro si dados a,b € A entonces (1 —t)a+tb € A para todo
t €[0,1].

Definicion 9.2 Se llama combinacion lineal convezxa de los puntos x1,...,xr € R", a todo punto
de la forma Zle tix; cont; >0y Zle t; =1.

Teorema 9.3 (Teorema de Krein-Milman) Sea A C R"™ un conjunto convero. Entonces A es
la envoltura convexa cerrada de sus puntos extremos.

Teorema 9.4 (Teorema de dualidad en programacién lineal) Consideremos el problema de

programacion lineal
min cx

sujeto a: Ax > b, (Primal)

siendo x € R™, c € R™, A = (aij)i: .m y b e R™ FEl correspondiente problema dual viene dado

EEREE)

Jj=1,...,n
por
méx bly
sujeto a: Aly =c (Dual)
y=>0

siendo y € R™. Si uno de los problemas (Primal) o (Dual) es resoluble (tiene solucién dptima
finita), entonces el otro problema, (Dual) o (Primal), también es resoluble y los correspondientes
valores de la funcion objetivo de ambos problemas coinciden. Si uno de los problemas tiene solucion
no acotada, el otro no tiene soluciones factibles.

Definicién 9.5 Sea A C R™ un conjunto cerrado y no vacio, xy € 9(A), « € R" y 5 € R.
» Un hiperplano H en R™ se define como H ={x € R" : z - a = 3}.

» H es un hiperplano soporte en xg a O(A) si H={z e R":z-a=xy-a} yAC {x e R":
r-a<zy-aldAC{zeR" :xz-a>uz-a}.

» Sea A € R", \ es ortogonal a xg € O(A) si A-xo = 0.

Un vector se dice ortogonal a una superficie en un punto si es perpendicular al plano tangente
en dicho punto de la superficie.

Teorema 9.6 (Teorema del hiperplano soporte) Sea A C R™ un conjunto convezo, cerrado y
xo € 0(A), entonces existe un hiperplano soporte de A en xg.

Reciprocamente, si A es un conjunto cerrado con interior mo vacio tal que cada punto de la
frontera tiene un hiperplano soporte, entonces A es convezxo.

Teorema 9.7 (Teorema de separacién) Sea A C R™ un conjunto cerrado, convexo y no vacio,
y x* & A entonces existe un hiperplano H¥ = {x € R™ : Yoy aix; =k} que separa estrictamente x*
y A; estoes, Yy i aiwy <k <> a;x;, para todo x € A.
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