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Simbolos y convenciones

En este libro hacemos uso de los simbolos usuales de la teoria de conjuntos.
En general, los conjuntos (coaliciones) se denotaran con letras maytsculas: S,
T, N, etc. Presentamos, a continuacién, una lista de los simbolos y notaciones
de uso habitual en el libro:

R El conjunto de los niimeros reales.

Ry La semirrecta real positiva, Ry = {x € R: 2 > 0}.
R? El conjunto R = {zx € R" : 2; > 0,i = 1,...,n}.
N El conjunto de los nimeros naturales.

oN El conjunto de partes del conjunto V.

0 El conjunto vacio.

S\T Los elementos de S que no pertenecen a 7'

|S] El cardinal del conjunto S.

conv(S) La envoltura convexa del conjunto S.

I1(S) Las permutaciones de los elementos de S.

G" El conjunto de todos los juegos de n jugadores.
G Juegos con sistema de coaliciones a priori P.
I*(N,v) El conjunto de preimputaciones del juego (N, v).
I(N,v) El conjunto de imputaciones del juego (IV,v).
C(N,v) El nicleo del juego (N, v).

C:(N,v) El e-nucleo del juego (N, v).

LC(N,v) El menor nicleo del juego (N, v).

DC(N,v) El D-ntcleo del juego (N, v).

CC(N,v) El core-cover del juego (N, v).

H(N,v) El conjunto de Harsanyi del juego (IV,v).
M(N,v) El conjunto de regateo del juego (N, v).
K*(N,v) El prekernel del juego (N, v).

K(N,v) El kernel del juego (N, v).
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W(N,v) El conjunto de Weber del juego (N, v).
Sh(N,v) El valor de Shapley del juego (N, v).
(N, v, P) El valor coalicional del juego (N,v, P) € G%.

M(N,v, A) El valor de Myerson del juego (N, v, A).
T(N,v) El 7-valor del juego (N,v).

w(N,v) El core-center del juego (N,v).
PreNu(N,v) El prenucleolo del juego (N, v).
Nu(N,v) El nucleolo del juego (N, v).

A lo largo de la monografia emplearemos el punto como separador decimal.
Asi, por ejemplo, % = 0.5.

En lo que se refiere a la bibliografia recogida en la parte final del libro, ha-
gamos notar que cada referencia bibliografica incluye entre corchetes la pagina,
o péaginas, en la que ha sido citada en el texto.

TUGIab es una aplicacién basada en el programa MATLAB® creada por los
autores de este libro. MATLAB® es una marca registrada de The MathWorks,
Inc. y se usa con permiso. The MathWorks no garantiza ni la correccién del
texto ni la de los ejercicios de este libro. El uso y finalidad que del programa
MATLAB® u otros productos relacionados se hace en este libro no constituye
ningtn tipo de apoyo ni patrocinio por parte de The MathWorks a una forma
particular de uso pedagdgico del programa MATLAB® Para més informacion
acerca de MATLAB®, por favor dirfjase a:

The MathWorks, Inc.

3 Apple Hill Drive

Natick, MA, 01760-2098 USA
Tel: 508-647-7000

Fax: 508-647-7001

E-mail: infoQ@mathworks.com
Web: www.mathworks.com

'MATLAB® is a trademark of The MathWorks, Inc. and is used with permission. The
MathWorks does not warrant the accuracy of the text or exercises in this book. This book’s
use or discussion of MATLAB® software or related products does not constitute endorsement
or sponsorship by The MathWorks of a particular pedagogical approach or particular use of
the MATLAB® software.



Introduccion

El objetivo de este libro es instruir al lector en la teoria de los juegos
cooperativos con utilidad transferible. Si ya ha estudiado un curso de teoria
de juegos, es posible que conozca el modelo y algunas soluciones tales como
el nicleo o el valor de Shapley. En cualquier caso, el libro es autocontenido vy,
aunque es ventajoso poseer conocimientos previos en la teoria de juegos, no
tenerlos no supondra ninguna merma para el lector.

La aportacion més novedosa de la presente monografia es la de complemen-
tar el texto con el “software” TUGlab desarrollado por los autores. Los ejerci-
cios, dibujos, diagramas y ejemplos incluidos para ser realizados con TUGlab
estan cuidadosamente seleccionados para mejorar la comprensién y el calculo
de las principales soluciones y para potenciar la intuicién geométrica de los
juegos de 3 y 4 jugadores. La combinacion de la parte tedrica con la practica
usando TUGIab convierte a esta monografia en un excelente instrumento para
ser utilizado no sélo en cursos introductorios a la teoria de juegos cooperativos,
tanto por profesores como por alumnos, sino también como posible manual de
referencia en algunas areas de investigacién.

El libro esta pues dirigido a profesores y alumnos universitarios de carreras
en las que se imparta un curso de teorfa de juegos (Economia, Matematicas o
las diversas Ingenierfas), a alumnos de cursos de doctorado y mésters con asig-
naturas de investigacién operativa o teoria de juegos y a personal investigador
en departamentos de I+D que tengan que resolver problemas de repartos de
beneficios o costes entre diversos agentes en los que la cooperacion sea deter-
minante.

i Qué es la teoria de juegos?

La teoria de juegos tiene como principal objetivo analizar situaciones en
las que existe un conflicto entre diversos agentes. Estas situaciones incluyen
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aquellos juegos que desde siempre se han designado como tales, entre ellos
el ajedrez, el parchis, el pdker, etc, pero, ademds, incorpora otras situacio-
nes “menos entretenidas” en las que el conflicto es entre empresas, fuerzas
militares, naciones,...

Tal y como se recoge en Davis (1986), podriamos definir a la teoria de
juegos como una disciplina matematica que estudia situaciones de conflicto de
intereses en las que intervienen dos o mas jugadores. La finalidad de la teoria
de juegos es investigar de qué modo los individuos racionales deberian compor-
tarse cuando sus intereses se contraponen. La competencia entre lineas aéreas,
las coaliciones formadas con dnimo de ejercer presiones politicas, la eleccion
de emplazamientos industriales, las fusiones de empresas, son situaciones en
las que seria posible aplicar esta teoria. La teoria de juegos también se utiliza,
o se ha utilizado, para optimizar precios, para tomar decisiones en inversiones,
para designar jurados o para distribuir los tanques en una batalla. A cada jue-
go se le busca una solucion, es decir, una descripcién de lo que cada jugador
deberia hacer y de cudl seria, en consecuencia, el resultado de sus acciones.
Hay una mezcla entre intereses enfrentados y objetivos comunes que hace que
la teoria de juegos resulte fascinante.

Esta disciplina gané reconocido prestigio desde la publicacién, en 1944,
de uno de los grandes libros clasicos en teoria de juegos titulado The theory
of games and economic behcwiorﬂ obra del matemaéatico John von Neumann
y del economista Oskar Morgenstern. Sin embargo, los inicios se remontan al
siglo XIX gracias, principalmente, a los trabajos de los economistas |[Cournot
(1838), Bertrand| (1883) y Edgeworth| (1881). Tampoco serfa justo olvidarse
de los modelos matematicos de juegos de estrategia que fueron tratados por
los matematicos Borel, Steinhaus y, principalmente en el caso especial del
ajedrez, por [Zermelo| (1913). John von Neumann ya habia introducido los
fundamentos de la teoria (el teorema fundamental en juegos bipersonales de
suma nula, bien conocido como teorema minimax) en un articulo publicado en
1928 (von Neumann| (1928)). Sin embargo, no fue hasta que aparecié el libro
antes mencionado, cuando el mundo se percatd del potencial de la teoria como
instrumento para estudiar las relaciones humanas. A partir de este momento
la teoria alcanzd su mayor apogeo.

En el ano 1994 se reconoce la importancia de la teoria de juegos con la
concesion del premio Nobel de Economia a tres reconocidos teéricos de juegos:
John F. Nash, Reinhard Selten y John C. Harsanyi, por su pionero analisis

2Teorfa de juegos y del comportamiento econémico.
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de los equilibrios en la teoria de juegos no cooperativos. El mas conocido por
el publico en general es John Nash. Su vida, en particular su lucha con la
esquizofrenia que padecid, inspir6 la biografia Una mente prodigiosa, de Nasar
(2001)), y la pelicula hagiogrifica Una mente maravillosa, dirigida por Ron
Howard, ambas de enorme éxito. Recientemente, la Real Academia Sueca de
las Ciencias otorgd otros dos premios Nobel de Economia a tedricos de juegos.
En el ano 2005 al matematico Robert J. Aumann y al economista Thomas
C. Schelling por sus contribuciones al fortalecimiento del conocimiento del
conflicto y la cooperacién a través del andlisis de la teoria de juegos, y en 2007
a Leonid Hurwicz, Eric S. Maskin y Roger B. Myerson por sentar las bases de
la teoria del diseno de mecanismos.

La teoria de juegos analiza las situaciones desde dos perspectivas distintas:
aquellas en las que los jugadores no disponen de mecanismos para tomar acuer-
dos vinculantes, también llamados juegos no cooperativos, y aquellas situacio-
nes en las que los jugadores si disponen de estos mecanismos, los conocidos
como juegos cooperativos. El estudio de una situacién conflictiva y su analisis
mediante la teoria de juegos no cooperativos permite que cada agente obten-
ga las “mejores estrategias” adaptadas a cada situacién. La posibilidad de la
cooperacion permite a los agentes coordinar sus estrategias para conseguir la
mayor utilidad posible. El hecho de que los agentes cooperen depende de las
habilidades y de las interrelaciones entre ellos. Es frecuente encontrar situacio-
nes conflictivas en las que los agentes ademads de coordinarse para maximizar
la utilidad total que pueden conseguir también forman grupos o coaliciones.
En estas situaciones el sentido de la cooperacién es mas amplio. Estos jue-
gos son conocidos como juegos cooperativos en forma caracteristica o juegos
coalicionales.

Dentro de los juegos cooperativos podemos encontrar situaciones en las
que la utilidad que consiguen los agentes se puede transferir de cualquier mo-
do entre ellos, y situaciones en las que la transferencia de utilidad estd sujeta
a las restricciones del problema. Siguiendo este criterio los juegos cooperativos
se clasifican en juegos TU, o juegos con utilidad transferible, y juegos NTU, o
juegos con utilidad no necesariamente transferible. Las abreviaturas proceden
del inglés “Transferable Utility” y “Non Transferable Utility”, respectivamen-
te. En esta monografia nos centraremos en los juegos TU.

En su famoso libro, von Neumann y Morgenstern| (1944)) investigan tanto el
planteamiento estratégico o no cooperativo como el planteamiento cooperati-
vo. En el no cooperativo, trabajan con juegos de dos jugadores y de suma nula,
es decir, con intereses totalmente contrapuestos. El planteamiento cooperativo
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del libro de von Neumann y Morgenstern se centra en clasificar los modelos de
formacion de coaliciones que son consistentes con conductas racionales consi-
derando, ya en este caso, mas de dos jugadores.

Dentro de los juegos no cooperativos, a principio de los anos cincuenta,
y sin restringirse a juegos de suma nula, John Nash introdujo el concepto de
equilibrio que lleva su nombre (el equilibrio de Nash) que ya habia sugerido
Cournot en 1832. Con ello se rompe una de las barreras que tenfan von Neu-
mann y Morgenstern: el andlisis de los juegos de suma no nula. Nash, anos
mas tarde, también realizé aportaciones a los modelos cooperativos.

La gran necesidad de modelar situaciones que involucraban a uno o a més
decisores en la Segunda Guerra Mundial potencio el desarrollo de técnicas que
se estudiaron posteriormente en las décadas de los 50 y los 60. Por tanto, fue
un periodo vital para la investigacién de operaciones y, como consecuencia,
para la teoria de juegos. La mayor parte de los problemas militares pueden ser
modelados como juegos bipersonales de suma nula. Los juegos bipersonales con
intereses diametralmente opuestos (juegos de suma nula) han sido plenamente
desarrollados y tienen soluciones practicamente aceptadas por todo el mundo.
Los trabajos de [Haywood (1954) y de |Beresford y Peston (1955) describen
algunas aplicaciones de la teoria de juegos a situaciones de conflicto en la Se-
gunda Guerra Mundial. Inicialmente, muchas de las investigaciones en teoria
de juegos fueron subvencionadas por el Departamento de Defensa de los Esta-
dos Unidos. Centros de investigaciéon como la Rand Corporation fomentaron
el crecimiento de esta disciplina que se acaba encuadrando, definitivamente,
dentro del area de la investigacién operativa.

A partir de este momento se obtienen grandes logros en esta disciplina.
Conceptos como el equilibrio de Nash, el desarrollo de los juegos en forma
extensiva, la teorfa axiomatica de la negociacion, el valor de Shapley, el niicleo
y sus relaciones con el equilibrio competitivo, los conceptos de solucién para
juegos cooperativos, los juegos con informacion incompleta, etc. fueron desa-
rrollados a partir de la década de los 50.

En 1952, Lloyd Shapley introdujo la nocién de niicleo en un documento
de la Rand Corporation y, al ano siguiente, véase [Shapley| (1953b), caracte-
rizé axiomdaticamente el valor que lleva su nombre. Gillies (1953) desarrolla
el concepto de niicleo en su tesis doctoral y |[Aumann (1961) lo extiende para
juegos NTU.

Posteriormente, en 1975, Selten introdujo un refinamiento del equilibrio
de Nash (el equilibrio perfecto) basado en la idea de que no todos los equili-
brios son creibles. Por ello selecciona aquellos equilibrios de Nash que lo siguen
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siendo ante pequenas tendencias al error por parte de los jugadores. Myerson
en 1978 modela las tendencias al error que los jugadores racionales podrian
cometer. En aquella época, las herramientas de la teoria de juegos estaban
al alcance de cualquiera que quisiera utilizarlas. Fue entonces cuando los eco-
nomistas comenzaron a usar dichas técnicas y las incorporaron como parte
indispensable de su disciplina. Cabe citar la importancia que tiene la teoria
de juegos, por ejemplo, en organizacién industrial o en microeconomia.

Las aplicaciones de la teorfa de juegos a la economia son enormes. La he-
rramienta proporcionada por la teoria de juegos ha ayudado a los economistas
a entender y a expresar con claridad el monopolio, la competencia perfecta o la
competencia imperfecta. Citar la existencia de aplicaciones en microeconomia
(los modelos de intercambio); en la economia laboral y la economia financiera
(modelos de comportamiento de las empresas en los mercados); en economia
internacional (modelos que describen a los paises que compiten en sus decisio-
nes arancelarias); y en macroeconomia (andlisis de la politica monetaria del
gobierno para la determinacion de los salarios y los precios). Podemos encon-
trar en [Tirole (1990) un gran abanico de aplicaciones de la teoria de juegos en
el &mbito de la organizacién industrial. Véase también Kreps (1995)). |Little-
child y Thompson| (1977)) aplican soluciones cooperativas para distribuir los
costes asociados a la construccién de una pista de aterrizaje que puede ser
utilizada por distintos tipos de aviones.

El uso y aplicacién de la teoria de juegos ha crecido y sigue creciendo
enormemente. Los politdlogos la utilizan para analizar las instituciones y los
resultados electorales; los filésofos para estudiar las normas de conducta y
los entes sociales; los bidlogos para analizar las relaciones entre las diversas
especies en la naturaleza. En palabras de Davis (1986), debemos tener siempre
presente que, en general, cuanto mas complejo es un juego, mas aplicaciones
suele tener en la vida real y, ademas, mas dificil resulta su andlisis. Una de
las dificultades con el que nos podemos encontrar al analizar un problema
complejo es la de discernir quiénes son los jugadores, las estrategias y, también,
los pagos asociados a cada combinacion de estrategias dada. Para la teoria de
juegos es fundamental la teoria de la utilidad, que permite que las personas
expresen sus preferencias en base a un esquema consistente, y que les conduce,
en consecuencia, a tomar decisiones racionales. Una de las piedras angulares en
las que se apoya la teoria de juegos es la suposicion de que los jugadores son
racionales y se comportan racionalmente. ;Es esta suposicién “razonable”?
Lo mismo que ocurre en otras disciplinas, es importante que, a la hora de
aplicar la teoria, seamos conscientes de los supuestos necesarios para que los
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resultados que obtengamos gocen de validez.

A lo largo de la historia de cualquier materia, el estudio continuado de la
misma proporciona avances notables en la teoria: se abren nuevas vias de cono-
cimiento, se resuelven conjeturas formuladas afios atrds y aparecen conexiones
con otras ramas de la ciencia. Respecto a las soluciones de von Neumann-
Morgenstern para juegos cooperativos, pasaron bastantes anos hasta que Lu-
cas en 1967 encontrara un juego de 10 jugadores que no tenia solucién en
el sentido sugerido por von Neumann y Morgenstern. Un libro clasico en el
que se incluyen comentarios en esta linea es Games and decisions’] de [Luce
y Raiffal (1957). En los tltimos treinta anos, han aparecido muchos libros y
articulos sobre teoria de juegos. En 1972, Oskar Morgenstern fundé Interna-
tional Journal of Game Theory, la primera revista de investigacién dedicada
exclusivamente a la teoria de juegos. Diecisiete anos mas tarde, se publica por
primera vez Games and Economic Behavior.

El progreso de la teoria es, sin duda, evidente. Por ejemplo, la experi-
mentacién (“gaming”) estd creciendo cada vez mds. Se trata de comparar las
actuaciones reales de la gente ante situaciones de conflicto de intereses y las
predicciones de la teoria. Otra linea en desarrollo es la de tratar de explicar
cémo la gente llega a los resultados que no estdn respaldados por las conoci-
das como “buenas” soluciones de la teoria de juegos clasica. Esta es la idea de
los “metagames” introducidos por [Howard (1968). Continuamente estan apa-
reciendo nuevas aplicaciones; destacar el articulo de Maynard-Smith (1974)
en el que se aplica la teoria de juegos a la evolucién genética. Véase también
Weibull| (1996)).

Otra linea de investigacion actual, que tiene un futuro prometedor, es la de
la computacion. Como se podra de manifiesto en este libro, el cdlculo practico
de las soluciones da lugar a complejos problemas. Desarrollar algoritmos y
establecer el nivel de dificultad computacional que entrana un juego dado
serd una prioridad en las nuevas publicaciones de investigacion.

Para terminar, nos gustaria resenar algunas obras consideradas claves pa-
ra el buen conocimiento de la teoria de juegos. Una indispensable seleccion
se encuentra en |[Kuhn! (1997)) bajo el titulo de Cldsicos de la teoria de juegos.
Otros libros que por su interés conviene destacar son los 3 volumenes titula-
dos Handbook on game theory with economic applicatz’onsﬁ Aumann y Hart
(1992, 1994, [2002)). No debemos olvidar a |Myerson| (1991]) y |Osborne, (2002]).

3Juegos y decisiones.
4Manual de teorfa de juegos con aplicaciones econémicas.
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Un libro reciente que analiza las principales soluciones de juegos cooperativos
que son tratadas en este monografia, sus propiedades y axiomatizaciones, es
Peleg y Sudhlter| (2004). En Branzei et al.| (2005) se tratan modelos de juegos
cooperativos en los que los jugadores pueden cooperar parcialmente, concreta-
mente estudian juegos “crisp”, “fuzzy” y “multi-choice”. En |Brams| (2004) se
muestra como la utilizacién de la teoria de juegos puede ayudar a explicar com-
plejas situaciones entre partidos politicos. Diversos capitulos de la coleccién
de articulos recogidos para celebrar el 65 cumpleanios de Stef Tijs en el libro
Peters et al.| (2002)) se centran también en el estudio de juegos cooperativos.

i Qué es TUGIlab?

Siempre es un reto enfrentarse a la tarea de ensenar un curso de introduc-
cion de cualquier materia. Por una parte, el profesor intenta atraer la atencién
v el interés de la audiencia con ejemplos atractivos y sencillos pero, al mismo
tiempo, procura poner los cimientos del edificio matematico que sustenta la
teoria que, indefectiblemente, suelen ser técnicos y complejos. La teoria de los
juegos cooperativos no es una excepcion a esta regla. Si uno hojea cualquier
libro dedicado a ensenar juegos TU al nedfito, tales como la excelente mo-
nografia [Rafels 1 Pallarola et al. (1999)) o |Curiel (1997), encontrara multitud
de ejemplos, dibujos, diagramas, tablas y graficos cuyo propésito es aclarar,
enfatizar o consolidar los conceptos basicos de la teoria.

A lo largo de los iltimos afios, hemos venido haciendo uso de las ventajas
que ofrecen las llamadas tecnologias de la informacién, incorporando el manejo
de internet y de diversas aplicaciones informaticas como herramientas com-
plementarias en nuestras actividades docentes con resultados brillantes. Esta
experiencia nos ha animado a presentar nuestro trabajo bajo la forma de una
“toolbox” del programa MATLAB® que denominamos TUGlabﬁ MATLAB®
es un programa de calculo matemadatico que permite realizar complejas ta-
reas computacionales y con una excelente capacidad de representacion grafica.
TUGIab es un paquete o médulo que extiende las 6rdenes del MATLAB®
bésico para incluir los conceptos de la teoria de juegos TU.

Que nosotros conozcamosm existe otro paquete informatico, véase |Varian
(1992)), éste basado en el programa Mathematica, que permite realizar algunas

SLiteralmente, cajén de herramientas.

5El nombre TUGlab se forma con las iniciales en inglés de “Transferable Utility Games
laboratory”.

" Agradecemos a un recensor anénimo el darnos a conocer esta referencia.
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operaciones y calculos con juegos TU. Sin embargo, creemos que TUGIlab es
el primer paquete informdtico dedicado exclusivamente a la ensefianza de la
teoria de juegos con utilidad transferible. Quisiéramos también mencionar el
médulo de MATLAB® disenado por Jean Derks orientado, principalmente, al
calculo del prenucleolo de un juego TU y, por tanto, mas 1til al investigador
que al instructor. Este material puede descargarse de la pagina web personal
del autor:
http://www.derks.com
Conocemos también el programa Gambit, una libreria de aplicaciones y he-
rramientas informadticas para la construccion y el anélisis de juegos finitos en
forma estratégica y en forma extensiva. Puede obtenerse toda la informacion
referente a este programa en la direccién:
http://econweb.tamu.edu/gambit

Como se ha puesto de manifiesto en esta introduccién, la teoria de jue-
gos esta fuertemente impulsada por sus aplicaciones préacticas. No obstante,
muchos de los conceptos e ideas centrales de la teoria poseen una vertiente ma-
tematica interesante por si misma. Estos aspectos, digamos mas abstractos, se
ven normalmente eclipsados por la vertiente aplicada. Creemos que un conoci-
miento, aunque superficial, de estas propiedades intrinsecamente matematicas
redundard en un entendimiento mas profundo de los juegos TU y, por ende,
de sus posibilidades como modelos de la realidad. Por ello, nos propusimos
como objetivo primordial de TUGlab resaltar los aspectos geométricos de la
teoria de juegos cooperativos. Asi pues, TUGIab ofrece al profesor y al alumno
una serie de instrumentos para calcular, ver y experimentar de primera mano
con los conceptos bésicos de la teoria de juegos TU. Y ésta es, en nuestra
opinidn, la ventaja de este paquete informadtico: su forma directa y flexible de
ir al corazén de los conceptos sin preocuparse de la complejidad de los célculos
matematicos.

TUGlab es facil de usar y apenas requiere un conocimiento previo de
MATLAB® para empezar a experimentar. No obstante, existen numerosos
libros y manuales de introduccién a MATLAB® de todos los niveles. Para
principiantes recomendamos Besada Morais et al| (2007). Un recuento bas-
tante actual y exhaustivo esta disponible en la pagina web de la empresa que
desarrolla el programaﬁ

http://wuw.mathworks.com
En el CD que acompana a este manual, ademéas de los comandos que se

SMATLAB® es una marca registrada de The MathWorks, Inc.


http://www.derks.com
http://econweb.tamu.edu/gambit
http://www.mathworks.com
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definen en el paquete T'UGlab, se incluye diverso material complementario:
plantillas, simulaciones y ayudas con muchos ejemplos interesantes de juegos
cooperativos y un completo manual del usuario.

A lo largo de los capitulos hemos incorporado, alli donde se define un nuevo
concepto, la referencia del comando de TUGlab relacionado. Esperamos que
esta estructura anime al lector a “jugar” con TUGlab desde el primer momen-
to, a probar con otros juegos distintos de los que proponemos en el texto, a
experimentar, a formular conjeturas o plantear preguntas que, posiblemente,
anticipen resultados e ideas que se abordaran en capitulos posteriores. En todo
caso, el iltimo capitulo de esta monografia presenta una exposicién porme-
norizada del programa, de sus funciones, y una seleccién cuidada de ejemplos
avanzados. Nos gustaria que este capitulo sirviera siquiera para dejar entrever
el potencial de TUGIlab como herramienta para el estudio de los juegos TU.

Estructura de los capitulos

Hemos estructurado la monografia en 5 capitulos. Los 4 primeros constitu-
yen, propiamente, una introduccién a la teoria de juegos cooperativos, o coali-
cionales, con utilidad transferible. En ellos, se definen los comandos principales
de TUGIab siempre subordinados al concepto tedrico que en cada momento
se aborda. El Capitulo [5] esta integramente dedicado a la descripcién y al uso
avanzado del paquete TUGlab. A continuacién exponemos el contenido bésico
de cada uno de los capitulos.

En el Capitulo [I| introduciremos el modelo cooperativo TU y la forma
caracteristica de un juego junto con las definiciones basicas y varios ejemplos
ilustrativos. Presentaremos algunas clases especiales de juegos y hablaremos
de soluciones tipo conjunto y soluciones puntuales. Finalmente, estudiaremos
la relacién entre juegos no cooperativos y juegos cooperativos.

El objetivo del Capitulo [2] es estudiar los conceptos de solucién tipo con-
junto, entre ellos: el niucleo, el D-nicleo, los conjuntos estables y sus genera-
lizaciones, el core-cover, el conjunto de Weber, el conjunto de Harsanyi, los
conjuntos de regateo, el kernel y el prekernel. Buscaremos caracterizaciones de
los juegos convexos en términos de estos conjuntos.

Las soluciones puntuales se abordan en el Capitulo [3| Destaca el valor
de Shapley del que proporcionaremos caracterizaciones axiomaticas. Analiza-
remos varias generalizaciones del valor de Shapley, en el caso de situaciones
asimétricas (los valores ponderados), de uniones a priori (el valor coalicional)
y de situaciones con comunicacién restringida (el valor de Myerson). Introdu-
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ciremos también otras soluciones: el nucleolo, el 7-valor y el core-center.

El Capitulo [4] estd integramente dedicado a estudiar aplicaciones de la
teoria. Hablaremos de los juegos simples, los juegos de bancarrota, los juegos
de mercado, un juego de asignacién de costes (el juego del aeropuerto) y un
juego que proviene de un problema de investigacién operativa (un juego de
secuenciacion).

Por dltimo, en el Capitulo 5| presentamos de forma pormenorizada el paque-
te informatico TUGlab. Con su ayuda destacamos algunos aspectos geométri-
cos de la teoria. Incluimos, al final del capitulo, una amplia seleccién de pro-
blemas y ejercicios que abarcan todas las nociones y conceptos desarrollados
en el texto.

Para finalizar, quisiéramos mencionar que la estructura que seguimos en
el libro ha sido ensayada con buenos resultados en varios cursos de teoria de
juegos. TUGIlab se ha mostrado como un instrumento sencillo de entender
y facil de aplicar. Es nuestro deseo que tanto el paquete informéatico como
estas notas puedan ser utiles al lector, con esa intencién las compartimos.
Por supuesto, agradecemos de antemano los comentarios y sugerencias que
deseen hacernos y, muy especialmente, cualquier informacién acerca de errores
de funcionamiento de TUGIlab. Las posibles erratas del presente libro son
responsabilidad exclusiva de los autores. Aquellas de las que nos percatemos
seran expuestas en la pagina web

http://webs.uvigo.es/matematicas/campus vigo/
profesores/mmiras/TUGlabWeb/TUGlab.html

conjuntamente con posibles futuras versiones del programa.


http://webs.uvigo.es/matematicas/campus_vigo/profesores/mmiras/TUGlabWeb/TUGlab.html
http://webs.uvigo.es/matematicas/campus_vigo/profesores/mmiras/TUGlabWeb/TUGlab.html

Capitulo 1

El modelo TU

Conceptos clave: FEl modelo TU. La forma caracteristica. Clases espe-
ciales de juegos. El conjunto de imputaciones. Soluciones tipo conjunto y
soluciones puntuales. Juegos NTU. Relaciones entre juegos no cooperativos

Yy cooperativos

John von Neumann y Oskar Morgenstern fueron los primeros en definir
juegos en los que participan n jugadores con intereses comunes e introducir
un concepto de solucién para resolverlos en su conocido libro The theory of
games and economic behavior (von Neumann y Morgenstern| (1944)).

En este capitulo comenzaremos nuestro estudio con un primer analisis de
los juegos en forma caracteristica, llamados también juegos coalicionales. Des-
pués de exponer el modelo y definir la funcién caracteristica, discutiremos
c6mo describir matematicamente la utilidad que puede conseguir una coalicién.
Daremos las definiciones de juego superaditivo, subaditivo, aditivo, estratégi-
camente equivalente a otro juego, O-normalizado, 0-1 normalizado, monétono,
convexo y de suma nula. Incluiremos una seleccién de ejemplos sencillos a los
que volveremos repetidamente en los capitulos sucesivos para ilustrar los con-
ceptos y resultados que vayamos estudiando: el juego de dividir el délar, el
juego del guante, el juego de un parlamento y los juegos de costes. Mostrare-
mos, también, un ejemplo de juego NTU basado en las técnicas PERT.

Con el fin de relacionar los juegos cooperativos con los no cooperativos,
introduciremos las nociones basicas de juego matricial y equilibrio de Nash que
ilustraremos con conocidos ejemplos (los juegos de pares o nones, la batalla
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de los sexos y el dilema del prisionero). Veremos cémo se puede asociar a un
juego no cooperativo uno coalicional y que propiedades se mantienen después
de la transformacion.

A la hora de proponer un reparto de los beneficios de la cooperacién entre
los jugadores, surgen de forma inmediata dos preguntas:

= ;Qué coalicién o coaliciones se van a formar?
= ;Cémo se dividen las ganancias?

Centraremos nuestra atencién en la segunda de ellas. En su pionero libro sobre
la teoria de juegos, von Neumann y Morgenstern apuntaron ya que conocer
cémo se dividen las ganancias puede condicionar la formacion de coaliciones.

Atendiendo a los principios bésicos de racionalidad individual y de raciona-
lidad colectiva, definiremos el conjunto de imputaciones. Una imputacién es
una asignacién en la que los jugadores reciben al menos lo que se pueden
garantizar por si mismos y se reparten lo que pueden conseguir entre todos.
Si los juegos son superaditivos, el conjunto de imputaciones no es vacio y,
salvo en el caso de juegos aditivos, contiene un continuo de asignaciones. Una
vez justificada la necesidad de seleccionar asignaciones dentro del conjunto de
imputaciones aplazaremos a los Capitulos [2|y [3] el estudio de los conceptos de
solucién.

1.1. Motivaciones y primeros ejemplos

En muchas facetas de la vida cotidiana nos percatamos de la necesidad de
cooperar. No es dificil encontrar ejemplos de cooperacion entre paises (la Unién
Europea), entre partidos politicos (gobiernos en coalicién), entre propietarios
(comunidades de vecinos), etc. La cooperacién puede producir o bien un au-
mento de las ganancias y beneficios o bien una disminucién de los costes, pero
nunca esta exenta de conflictos y dificultades. Cualquier acuerdo cooperativo
plantea un problema crucial: como distribuir el beneficio de la cooperacién
entre los agentes participantes.

Para entender mejor las ideas centrales que nos ocuparan analizaremos, con
cierta meticulosidad, un ejemplo ilustrativo de cooperaciéon entre municipios
extraido de Rafels i Pallarola et al.| (1999). Con él queremos poner de manifiesto
que encontrar un reparto que satisfaga las expectativas de todos los jugadores
no es una tarea facil, de ahi la importancia de las reglas de reparto avaladas
por la teoria de juegos.



1.1 Motivaciones y primeros ejemplos 25

Ejemplo 1.1 (El juego de la depuradora)

Imaginemos que se nos plantea el problema de la construccion de una de-
puradora para abastecer a 8 municipios, denominados A, B y C, situados en
este orden siguiendo el curso de un rio. Los pueblos A y B estdn mds cerca que
el B y el C. Supongamos, ademds, que B demanda la mitad de agua que A y C.
Segin un estudio preliminar, los costes, en miles de euros, en que incurririan
los ayuntamientos si construyesen la depuradora por separado serian

c(A) = 5000,  ¢(B)=23000,  c(C) = 5000.

En el mismo estudio se concluye que el coste de abastecer a los tres mu-
nicipios es de 8000, el coste de la canalizacion de A a B es de 1000 y la
canalizacion de B a C es de 1500. En definitiva, si los tres municipios co-
laboran para construir la depuradora y las correspondientes infraestructuras
necesitarian invertir

¢(A, B,C) = 8000 + 1000 + 1500 = 10500.

Obsérvese que c¢(A, B,C) < ¢(A) + ¢(B) + ¢(C), es decir, cooperar es mds
economico que ir por separado. Supongamos ahora que disponemos de mds in-
formacion: el coste de construir la depuradora para A y B es de 5500, para B
y C es también de 5500; el coste de canalizacion de A a B es de 500 y de B
a C es de 1500. Ademds, construir la depuradora para abastecer a los munici-
pios A y C no supone reduccion de costes. Podemos resumir esta informacion
mediante

¢(A,B) = 6000,  ¢(A,C)=c(A)+c(C) =10000,  c(B,C) = 7000.

A continuacion planteamos algunos posibles repartos de los costes basados
en la informacion disponible del problema. Un reparto es, simplemente, un
vector x = (xa,zp,xc) en el que cada componente representa la cantidad
asignada al correspondiente municipio.

1. Igualitario: x4 = rp = vc = = 3500. Fijémonos en que el coste
asignado al pueblo B en este reparto supera al coste en que incurriria este
municipio si construyese la depuradora en solitario, xg = 3500 > ¢(B) =
3000. Naturalmente, el municipio B no estaria dispuesto a cooperar si
se propone este reparto.

10500
3
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2. Proporcional a las demandas de agua: Teniendo en cuenta que B

demanda la mitad de agua que cada uno de los otros municipios, el coste
c(A, B,C) deberia repartirse en proporcion %, % Y % entre A, By C,
respectivamente. Tendriamos entonces

2
TpA =10 = 5C(A,B, C) = 4200

1
TR = gc(A,B,C) = 2100

Fijémonos en que x4 < c¢(A), zp < ¢(B) y zc < ¢(C). Sin embargo
xA + xp = 4200 4 2100 = 6300 > c¢(A, B), esto es, el reparto exige de
los municipios A y B, conjuntamente, un esfuerzo econdmico superior
que el que tendrian que realizar si cooperaran, prescindiendo de C, para
construir la depuradora.

. Proporcional al uso del bien: Dado que B demanda la mitad de agua

que A y C, el coste de suministro, 8000, deberia repartirse en proporcion
%, % Y % entre los municipios. Como la canalizacion de A a B, con coste
1000, la usardn By C y recordando de nuevo que B consume la mitad que
C, este coste se repartiria en proporcion %, % entre B y C. Finalmente,
C que se beneficia en exclusiva de la canalizacion de B a C pagaria todo

el coste. En consecuencia, el reparto propuesto seria
2
T4 = 58000 = 3200

1 1
Tp = 58000 + 51000 = 1933.33

2 2
TC = 58000 + 51000 + 1500 = 5366.67

Ahora, zc > ¢(C) y C no tendria incentivos para cooperar.

. Proporcional a los costes individuales: En nuestro caso los costes

individuales son ¢(A), ¢(B) y ¢(C), con lo que tendriamos el reparto
TpA=2x0 = %C(A,B,C) = 4038.46
rp = %C(A, B,C) = 2423.08

De nuevo, x4 + xp > c¢(A, B).
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5. Proporcional a los costes marginales: Los costes marginales vienen
dados por las diferencias

ma = c(A,B,C) —¢(B,C) = 3500
mp = c(A, B,C) — c¢(A,C) =500
me = c¢(A, B,C) — ¢(A, B) = 4500

Dado que ma + mp + me = 8500 < ¢(A, B,C) = 10500, el reparto
proporcional a los costes marginales seria

3500
=—1 = 4323.
TA = Sr00 0500 323.53
500
=—1 =617.
TB = 200 0500 = 617.65
4500
=—1 = .82
TCo 3500 0500 = 5558.8

En este reparto, xc > c(C).

El ejemplo anterior muestra que al analizar un juego cooperativo se pone
de manifiesto el problema de distribuir el beneficio de la cooperacion entre los
jugadores. Los tedricos de juegos han propuesto diversas formas de reparto
atendiendo a distintos criterios que iremos revisando a lo largo del libro.

1.2. Clasificacion y definiciones basicas

La teoria de juegos proporciona instrumentos matematicos que permiten
un analisis profundo y sistemadtico de situaciones en las que existe un conflicto
entre varios agentes. La técnica para el andlisis de estas situaciones fue puesta
a punto por el matematico John von Neumann y el economista Oskar Mor-
genstern en el libro, publicado en 1944, The theory of games and economic
behavior. Desde entonces la teoria de juegos ha alcanzado un alto grado de so-
fisticaciéon matematica y ha demostrado una gran versatilidad en la resolucion
de problemas aplicados.

Fundamentalmente, hay dos clases de juegos que plantean una concepcién
muy diferente y requieren una forma de andlisis distinta. Si los jugadores pue-
den comunicarse entre ellos, negociar y llegar a acuerdos vinculantes, hablare-
mos de juegos cooperativos. En caso contrario, esto es, cuando los jugadores
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no pueden llegar a acuerdos previos, tratamos con juegos no cooperativos.

No cooperativos
Juegos

. TU
Cooperativos { NTU

Dentro de los juegos cooperativos, y atendiendo a si la utilidad puede ser
o no transferida de cualquier forma entre los jugadores, dividiremos los juegos
en juegos TU o juegos NTU. Si suponemos que lo que una coalicién puede
garantizarse se puede repartir de cualquier forma entre sus miembros, estare-
mos en el contexto de juegos TU. Sin embargo, si existen ciertas restricciones
enddgenas que condicionan los pagos, hablamos de juegos NTU.

Llamaremos juegos cooperativos con utilidad transferible, o juegos TU, a
aquellos juegos cooperativos en los que la utilidad puede repartirse de cual-
quier modo entre los jugadores. Se supone que los jugadores negocian con un
bien infinitamente divisible, o en caso de que no lo sea, hay un bien compen-
satorio que si lo es (en inglés se habla de “side payments”). Del Ejemplo
se desprende que los elementos esenciales de un juego TU son:

1. N, el conjunto finito de jugadores.

2. 2N el conjunto de todos los subconjuntos de N cuyos elementos, en este
contexto, se llaman coaliciones.

3. v, la funcién caracteristica que asigna a cada coalicion el valor de la
cooperacion.

4. La utilidad es transferible. Esto implica que los jugadores negocian con
un bien infinitamente divisible.

Veamos como se modelan mateméticamente los juegos TU.

Definicion 1.2 Un juego cooperativo, o coalicional, con utilidad transferible,
o juego TU, es un par (N,v) siendo N = {1,...,n} un conjunto finito y v
una funcion

oN

v — R

tal que v(0) = 0. Los elementos de N se llaman jugadores, los subconjuntos
de N coaliciones y v se denomina la funcion caracteristica. El nidmero de
Jugadores de la coalicion S C N se denotard por |S]|.
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Con el fin de no recargar la notacién en ocasiones escribiremos, por ejemplo,
v(125) o v(1,2,5) en lugar de v({1,2,5}) para referirnos al valor asignado por
la funcién caracteristica v a la coalicién S = {1,2,5}.

Denotaremos por G" a la clase de todos los juegos de n jugadores. De forma
natural, en el conjunto G" podemos definir una operacién interna, la suma de
juegos, y una operacion externa, el producto de un juego por un escalar. Sean
v1,v2 € G™ dos juegos TU, S € 2V una coalicién arbitraria y A € R un escalar:

Suma de juegos: (v1 +v2)(S) = v1(S) + v2(5)
Producto de un juego por un escalar: (Av1)(S) = Avi(S).

La clase de juegos G" con la operacién interna, suma, y la externa, pro-
ducto por un escalar, tiene estructura de espacio vectorial de dimensién 2™ —1.
El juego vg(S) = 0 para todo S € 2V se llama el juego nulo y es el elemento
neutro para la suma. Asi, por ejemplo, el espacio G? puede identificarse con
R3, G3 con R” y G* con R'®.

TUGIlab: Enla “toolbox” TUGIab, la funcién caracteristica debe ser introducida
para juegos de 3 jugadores como un vector de 7 componentes, A=[v(1) v(2) v(3)
v(12) v(13) v(23) v(123)], o como un vector de 15 componentes A=[v(1) v(2) v(3)
v(4) v(12) v(13) v(14) v(23) v(24) v(34) v(123) v(124) v(134) v(234) v(1234)],
para juegos de 4 jugadores. Asi, el juego (N,v) con N = {1,2,3} y funcién
caracteristica: v(1) = v(2) = v(3) = 0, v(12) = 3, v(13) = 2, v(23) =5y
v(123) = 10, se introduciria como:

>> A=[0 0 0 3 2 5 10]

El concepto de subjuego surge de modo natural si pensamos en que una
coalicién juega su propio juego, es decir, aquel que involucra a la coalicién y
a sus subcoaliciones propias.

Definicién 1.3 Sea (N,v) € G™. Un subjuego de (N,v) es un par (R,vR)
donde R C N y vr(S) =v(S) para cada S C R.

En otras palabras, el subjuego determinado por una coalicién S C N es el
juego (N, v) restringido a los jugadores de S.
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Especialmente interesantes son aquellos juegos en los que, o bien el be-
neficio de la unién de dos coaliciones disjuntas no es inferior a la suma de
los beneficios individuales, o bien el coste que debe afrontar la unién de dos
coaliciones disjuntas es menor o igual que la suma de los costes individuales.

Definicién 1.4 Sea (N,v) un juego TU.
» Diremos que (N,v) es superaditivo si

v(SUT) >v(S)+v(T), para todo S,T € 2V, 8N T = 0.

» Diremos que (N,v) es subaditivo si

v(SUT) <v(S)+u(T), para todo S,T € 2V, 8N T = 0.

» FEl juego (N,v) es aditivo si

v(SUT) =v(S)+v(T), para todo S,T € 2V, 8N T = 0.

Naturalmente, un juego (N, v) es subaditivo si, y sélo si, el juego (N, —v)
es superaditivo. El juego de costes del Ejemplo es subaditivo.

Observacién 1.5 Sea (N,v) un juego superaditivo. Entonces, para toda coa-
licion S C N,

v(N) > v(S) +v(N\S).
Ademas, aplicando repetidamente la condicion de superaditividad, se puede
demostrar que, para cada S C N,

v(S) =) (i),
i€S
Concluimos de esta tltima observacion que si un juego es superaditivo los

jugadores tienen incentivos para formar la gran coalicion, esto es, la coalicion
N de todos los jugadores.

TUGIab: Las 6rdenes de TUGlab que permiten comprobar si un juego es
superaditivo o aditivo son, respectivamente, SUPERADDITIVEGAME y ADDITI-
VEGAME. En ambos casos tanto la sintaxis como la informacién que devuelven
las rdenes es idéntica. Asi, si tecleamos en la ventana de comandos de MATLAB®
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>> A=[1 232 4 5 6];
>> [super,info]=superadditivegame (A)

estamos, por una parte, guardando en el vector A la funcién caracteristica del
juego vy, por otra, preguntando si este juego es superaditivo. El programa nos
devolverd dos tipos de informacién que guardamos en dos variables cuyos nombres
podemos elegir a nuestro antojo, en el ejemplo super e info. La primera variable
puede valer 0, si el juego no es superaditivo, o 1, si lo es. Cuando el juego no
es superaditivo, la segunda variable proporciona un caso en el que se viola la
superaditividad, mientras que si el juego es superaditivo devuelve una matriz vacia.
Para nuestro juego, la respuesta de TUGlab es

super = O
info = (v12-v2)<vi

de modo que el juego de 3 jugadores determinado por el vector A no es superaditivo
ya que v(12) —v(2) < v(1).

Definicién 1.6 Un juego (N,v) es estratégicamente equivalente a otro juego
(N,w) si existen k > 0 y un juego aditivo (N, a) tales que

w(S) = kv(S) + Zai, para todo S € 2V,
€S

Facilmente se observa que ser estratégicamente equivalente es una relacion
de equivalencia en G" y, por tanto, genera una particién del conjunto de juegos
en clases de equivalencia. Como veremos més adelante, ser estratégicamente
equivalente va a preservar importantes conceptos de solucién. Intuitivamente,
podriamos decir que si dos juegos son estratégicamente equivalentes, deberian
ser jugados del mismo modo. La constante k es el factor de cambio de escala.
Multiplicar todos los pagos por una cantidad positiva es cambiar las escalas
de utilidad para todos los jugadores. El juego aditivo a(S) = Zai supone
la agregacion de los recursos de los jugadores. Si a; > 0 se pueéisinterpretar
como que el jugador ¢ recibe un bono antes de que comience el juego mientras
que si a; < 0, el jugador ¢ paga un impuesto.

Definicién 1.7 Diremos que el juego coalicional (N,v) es 0-normalizado si
v(1) = 0 para todo i € N. El juego (N,v) es 0-1 normalizado si v(i) = 0 para
todoi € N yv(N)=1.
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Dado un juego (IV,v) se puede obtener su 0-normalizacién, (N, w), sin més
que definir para cada coalicién S C N, w(S) = v(S) — Z v(1).
€S
Ejemplo 1.8 Los siguientes juegos de 2 jugadores, (N,v) y (N,v), dan lugar
al mismo juego 0-normalizado (N,w).

v(1)=10  0(2)=100  v(1,2) =120
(1) =55  ©(2)=55 B(1,2) = 120
w(1) =0 w(2) =0 w(1,2) = 10

Mads adelante, véanse la Proposicién y la Observacién analizare-
mos el problema de la existencia de la 0-1 normalizacién de un juego.

TUG]lab: La orden de TUGIab que permite calcular la 0-normalizacién y la 0-1
normalizacién de un juego es NORMALIZEDGAME. Obsérvese cémo funciona en
el siguiente ejemplo:

>> A=[2 109 21 6];
>> [normalizado0O, normalizadoOl]=normalizedgame (A)
normalizado0 =

0 0 0 6 0 0 3
normalizadoO1l =
0 0 0 2 0 0 1

Dado un juego TU podemos asociarle el juego, que denominaremos dual,
que a cada coalicién le hace corresponder lo que queda del valor de la gran
coalicién si satisfacemos a la coaliciéon complementaria.

Definicién 1.9 El juego dual (N, w) del juego (N, v) viene dado por w(S) =
v(N) —v(N\S), para cada coalicion S C N.

Los Ejercicios|13]y [41|del Capitulo[5{describen algunas relaciones de interés
existentes entre un juego y su dual.

TUGIab: El comando que calcula el dual de un juego dado es DUALGAME.
Su sencilla utilizacién se resume en el siguiente ejemplo:
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>> A=[0 0 0 2 4 4 23];
>> dual=dualgame (A)
dual =
19 19 21 23 23 23 23

Un juego es mondtono siempre que el agregar jugadores a una coalicién
dada no implique una disminucién de la utilidad.

Definicién 1.10 Diremos que el juego (N,v) es mondtono si v(S) < v(T)
para todas las coaliciones S, T € 2V tales que S C T.

Trivialmente se comprueba que si un juego (N, v) es monétono entonces
v(S) > 0 para toda S € 2V, y v(S U {i}) — v(S) > 0 para todo i € N y
S C N\{:}.

Definicién 1.11 Diremos que el juego (N,v) es 0-mondtono si el juego 0-
normalizado (N,w) asociado a él es mondtono o, equivalentemente, si

v(S) + Z v(i) <v(T), para todo S C T.
1€T\S

Animamos al lector a que encuentre un ejemplo de un juego mondtono que
no sea 0-mondétono y otro de un juego 0-monétono que no sea mondtono.

TUG]lab: Laorden de TUGIlab que sirve para comprobar si un juego es mondtono
es MONOTONICGAME. Si el juego introducido es mondtono la funcién devol-
verd el valor 1, en caso contrario, devolvera el valor 0.

>> A=[4 0 0 3 31 12];
[monotono,info]=monotonicgame (A)
monotono = 0
info = v{1}>v{12}

Como se aprecia en el ejemplo, el comando MONOTONICGAME también pro-
porciona un caso en el que no se cumplen las condiciones de monotonia.

La orden que permite saber si un juego es 0-mondétono se denomina ZEROMO-
NOTONICGAME. Si el juego introducido es 0-mondtono la funcién devolverd el
valor 1, en caso contrario, devolvera el valor 0.
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> A=[1 00111 1];
>> M=zeromonotonicgame (A)
M= 0

Definimos a continuacién una de las clases mas importantes de juegos, los
denominados juegos convexos.

Definicién 1.12 Un juego (N, v) es convexo si
v(SUT)+ov(SNT) > v(S)+v(T)
para todo par de coaliciones S, T € 2N

Cuando una funcién de conjuntos con valores reales, como la funcién ca-
racteristica v, verifica la condicién de la Definicién se dice que es su-
permodular. Esta propiedad puede relacionarse con la convexidad de cierta
“funcién de producciéon” asociada que resulta ser convexa en el sentido cldsico
de las funciones reales de variable real. En el contexto de la teoria de jue-
gos se prefiere el término convexidad al de supermodularidad. Remitimos al
lector interesado en los pormenores a |[Driessen! (1988). Por otra parte, Sha-
pley (1971) justifica el término “convexo” aplicado a un juego estableciendo
la siguiente analogfa. Para cada coalicién R € 2V definimos el operador de
diferencias Ar: G" — G™, que a cada juego (IN,v) le hace corresponder el
juego (N, Arv), con Agrv(S) = v(SUR) —v(S\ R), S € 2. Denotamos
las “diferencias de segundo orden” Ap (AT) por Agrr. Es un buen ejercicio
comprobar que la Definicién es equivalente a afirmar que todas las dife-
rencias de segundo orden son siempre no-negativas, esto es, Agrrv(S) > 0 para
todo R,T,S € 2V. La analogfa se establece de forma natural con la condicién
de no-negatividad de la derivada segunda asociada a las funciones reales de
variable real convexas.

Fécilmente se observa que si un juego es convexo entonces es superaditivo.
La condicién de convexidad de la Definicién puede formularse de otro
modo quizds mas intuitivo. Dada una coaliciéon S y un jugador ¢ que no perte-
nezca a dicha coalicidén, el incremento v(S U {i}) — v(S) mide la contribucién
de i a S. El siguiente resultado establece que un juego es convexo si la contri-
bucién de un jugador a una coalicién no decrece cuantos mas jugadores tenga
dicha coalicién (efecto bola de nieve).
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Proposicién 1.13 Un juego (N,v) es convexo si, y sdlo si,
v(SU{i}) —v(S) =2 v(TU{i}) —o(T)
para todo par de coaliciones S, T € 2V tales que T C S C N\{i}.

Demostracién: Supongamos que el juego (N, v) es convexo y, por tanto,
v(S) +v(T) < v(SUT)+v(SNT) para todo S,T € 2. Consideremos
T cS c N\{i}, A=TU{i} y B =S. Entonces, AUB = SU{i} y
AN B = T. Aplicando la definicién de convexidad a las coaliciones A y B
obtenemos la condicién v(S U {i}) —v(S) > v(T U {i}) — v(T).

Para probar el reciproco, consideremos |S\T'| > 1 (el caso S C T es trivial).
Entonces, S\T = {i1,...,ix}, siendo k > 1.

Si k=1, tomemos A1 = SNT y By = T. Claramente observamos que
Ay C By € N\{i1}. Por hipétesis,

0(A; U {ir}) — v(A1) < o(By U {i1}) — v(By), (1.1)

y dado que v(8) = o(4 U{ir}), (S N T) = v(A1), o(SUT) = v(By U{ir}) v
v(T) = v(By), se tiene directamente que

v(S)—v(SNT) <v(SUT)—v(T).
Si k = 2, definimos Ay = Ay U {i1} y Bs = By U{i1}. De forma andloga al
caso anterior obtendriamos v(S) — v(A2) < v(T') — v(Bsg), o equivalentemente
v(S) —v(T) < v(Az) — v(Bs2). Aplicando la desigualdad se llega a la

relacion buscada. Un proceso reiterativo hasta terminar el nimero finito de
jugadores completa la demostracion. [

Definicién 1.14 Un juego (N,v) es estrictamente convero si
v(S)+v(T) <v(SUT)+v(SNT)
para todo S, T € 2V, o, equivalentemente,
v(SU{i}) —v(S) >v(T U{i}) —o(T)

para todo par de coaliciones S, T € 2V tales que T C S C N\{i}.
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Naturalmente, un juego (N, v) es céncavo, o estrictamente céncavo, si el
juego (N, —v) es convexo, o estrictamente convexo, respectivamente.

TUGIlab: La orden CONVEXGAME permite conocer si un juego es, o no,
convexo: devolverd el valor 1 si el juego introducido es convexo y 0 si no lo es.
Asi, la siguiente sucesion de comandos

>> A=[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,6,5,5,5,10];
>> [convexo,info]=convexgame (A)
convexo = 0

info = v{1234}-v{234}<v{123}-v{23}

nos lleva a concluir que el juego determinado por el vector A no es convexo, ya
que se verifica la desigualdad dada en info.

Finalizamos esta breve introduccién de las clases de juegos maés relevantes
con los denominados juegos de suma nula, que son aquellos en los que una
coalicién y su complementaria (la formada por los jugadores que no pertenecen
a la coalicién) tienen utilidades opuestas: lo que una coalicién gana lo pierde
su complementaria, y viceversa.

Definicién 1.15 FEl juego (N,v) es de suma nula si v(S)+ v(N\S) =0 para
todo S € 2NV,

1.3. Ejemplos clasicos

Presentamos en esta seccién una seleccion de ejemplos de juegos coaliciona-
les que se han hecho imprescindibles como juegos de referencia en la literatura.
A nosotros nos serviran para ilustrar distintas formas de utilizar el marco de
los juegos TU como modelo mateméatico donde plantear y resolver problemas
reales.

Ejemplo 1.16 (El juego del ddlar) wvon Neumann y Morgenstern (1944).
Tres amigos se plantean el problema de repartirse un do’larE] Pero solo

!Mantenemos la cantidad unitaria clésica aunque somos conscientes de que, hoy en dia,
pocos amigos se plantearian en serio repartir un tnico délar, o un euro. Substituya el lector,
pues, el délar por un millén, o la cantidad que considere adecuada y tentadora.
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podrdn consequirlo los grupos de dos o los tres conjuntamente, en ningun caso
individualmente. Podemos plantear esta situacion como un juego cooperativo
TU con 3 jugadores (los amigos) y la funcion caracteristica que no asigna
ganancia alguna o las coaliciones individuales mientras que a las coaliciones

de 2 jugadores y a la gran coalicion de los 3 jugadores les asigna una ganancia
de 1 délar.

» Congunto de jugadores: N = {1,2,3}
n Funcion caracteristica:

v(2) =v(3)=0
v(1,3) =v(2,3) =v(1,2,3) =
Ejemplo 1.17 (“The cattle drive”) |Shapley ('1987)E|

Un ganadero A tiene ganado para vender en el mercado a un precio de 1000
dolares. Para acceder al mercado debe cruzar por los terrenos de al menos uno
de sus dos vecinos, también ganaderos, B y C, que pueden negarse a permitirle
el paso. Esto es, A mecesita la colaboracion de al menos uno de sus vecinos
para vender su ganado y obtener el beneficio esperado ;Como podemos modelar
esta situacion mediante un juego cooperativo? De nuevo, tenemos 3 jugadores
y una funcion caracteristica que mide la ganancia por la cooperacion.

» Conjunto de jugadores: N = {A, B,C'}

» Funcion caracteristica:

Ejemplo 1.18 (El juego de los guantes)

Supongamos que tenemos n = |N| jugadores de los cuales ¢ = |L| tienen
un guante izquierdo y r = |R| tienen un guante derecho. Si por cada pareja de
guantes (derecho e izquierdo) obtenemos una unidad de utilidad, ;qué juego
que modele esta situacion podemos formalizar? Dejamos al lector la tarea de
comprobar que la respuesta es la recogida a continuacion.

2El paso del ganado



38 Capitulo 1. El modelo TU

s Conjunto de jugadores: N = LU R

n uncion caracteristica:

v(S) =min{|LNS|,|[RN S|}, para todo S € 2V.

Como caso particular consideremos que el jugador 1 tiene un guante izquierdo
y los jugadores 2y 3 tienen, cada uno, un guante derecho. En este caso, el juego
de los guantes es andlogo al juego “the cattle drive”, descrito en el Ejemplo

[1.17 En efecto, si escribimos L = {1} y R = {2,3} entonces

v(l)=v(2)=v(3) =0
v(1,2) = v(1,3) = v(1,2,3) = 1
v(2,3) =0

Ejemplo 1.19 (El juego de un parlamento)

Imaginemos un parlamento con 130 escanos en el que las decisiones se
toman por mayoria absoluta, esto es, por 66 votos o mds. Supongamos que los
escarnios se han repartido entre los distintos partidos de la siguiente forma:

Partido | Escanos
A 48
B 32
C 20
D 16
E 1/

sComo se puede modelar un juego que nos revele si una coalicion determi-
nada tiene poder de decision? Podemos describir el juego del parlamento del
siguiente modo:

» Congunto de jugadores: N = {A,B,C, D, E}.

s Funcion caracteristica:

o(8) = 1 sz.SEW
0 siSgw

siendo W el conjunto de las coaliciones ganadoras, entendiendo por ga-
nadora cualquier coalicion que supere los 65 escanos.
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Volveremos a ocuparnos de este tipo de juegos en la Seccidn [{1]

Ejemplo 1.20 (Los juegos de costes)

Los juegos de costes aparecen frecuentemente en situaciones reales. Por
ejemplo en problemas en los que existen redes de comunicacion entre diver-
sos agentes: conexiones a redes eléctricas, depdsitos de agua, aeropuertos con
distintos tipos de aviones,... En un juego de costes (N,c), N es el conjunto
de agentes entre los cuales deben ser divididos los costes y c: 2V — R se de-
nomina la funcién de costes. Para cada coalicion S € 2V, ¢(S) representa el
minimo coste en que incurren los miembros de la coalicion S.

El Ejemplo[1.1] es un caso sencillo de un juego de costes. Estudiemos otro.
Tres empresas de un poligono industrial quieren conectarse mediante una linea
de alta tension a la central eléctrica mds cercana. En la Figura[1.]] se reflejan
los costes asociados a las lineas que conectarian las empresas entre si y con la
central.

100 30
Central 3

140 20

Figura 1.1: Esquema de la conexion entre las empresas y la central eléctrica

Asi pues, el juego de costes vendria dado por:

S [{1y {2y {3} {12} {13} {23} {1,2,3}
o(S) | 100 140 130 150 130 150 150

Asociado a un juego de costes (N, c) podemos definir el juego (N, v.) que
modela los ahorros de cada coalicion si sus miembros deciden cooperar en lugar
de actuar por su cuenta. Matemdticamente,

ve(S) = Zc(z) — ¢(9), para todo S € 2V.
€S

Para nuestro problema de las empresas el juego de ahorros seria:
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S {1 {2} {38 {12} {1,3} {2,3} {1,2,3}
WS 0 0 0 90 100 120 220

Naturalmente, el juego de ahorros siempre estd 0-normalizado.

Ejemplo 1.21 (Los problemas de bancarrota)

Los problemas de bancarrota aparecen ya en el Talmudﬁ Analicemos el
siguiente ejemplo recogido en el citado documento: Un hombre tiene 3 esposas.
En los contratos de sus matrimonios figura que si muere, sus mujeres deberian
recibir 100, 200 y 300 unidades monetarias, respectivamente. En el momento
de su defuncion su hacienda asciende a 100. ;Como se divide el dinero entre
sus esposas? El Talmud recomienda los siguientes repartos dependiendo del
montante total:

» Si la hacienda es de 100, recomienda division igualitaria: (33 + %, 33 +
1,33+ 1)

» Sila hacienda es de 300, recomienda division proporcional: (50,100, 150)

» Sila hacienda es de 200, recomienda la siguiente division (aparentemente
misteriosa): (50,75,75)

De alguna forma el Talmud anticipo la teoria moderna de juegos cooperativos
dado que, como veremos mds adelante en la Seccion [{.9, estas soluciones se
corresponden con un conocido reparto en teoria de juegos: el nucleolo del juego
asociado al problema de bancarrota.

Ejemplo 1.22 (Los juegos de asignacion) |Shapley y Shubik (1971).

Supongamos un mercado con m propietarios o vendedores, cada uno con
un bien o casa, y n posibles compradores, interesados en un unico bien o casa.
El vendedor i valora su casa en c; unidades monetarias, i = 1,...,m, mientras
que el comprador j valora la casa del vendedor i en h;; unidades monetarias,
j=1,...,n. Si, finalmente, el vendedor i vende su casa al comprador j al
precio p; se produce una ganancia o beneficio dada por:

= p; — ¢; para el vendedor 1.

= hij — p; para el comprador j.

3Documento de, aproximadamente, 2000 afios de antigiiedad que es el libro sagrado de la
religion judia.
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Observamos que conjuntamente entre el vendedor i y el comprador j se produ-
ce un beneficio de p; — ¢; + hij — p; = hij — ¢; unidades, que puede ser positivo,
negativo o nulo. ;De qué forma se puede modelar mediante un juego coopera-
tivo esta situacion? Aplazaremos la respuesta a esta pregunta al Ejemplo [{.44)
de la Seccion[{.3 cuando estudiemos los juegos de mercado.

1.4. Reglas de reparto

Como hemos visto en el ejemplo de la depuradora al comienzo del capitulo,
al analizar un juego cooperativo surgen, de forma natural, varias preguntas:

,,Qué coalicién o coaliciones se van a formar?
Cémo se dividen las ganancias entre los jugadores?

Por el propio planteamiento cooperativo inherente a las situaciones mode-
ladas mediante juegos TU, el objetivo implicito de estos juegos es que se forme
la gran coalicion N y que los jugadores se repartan entre ellos el beneficio de
la cooperacién. Nos interesa, pues, el problema de distribuir esa ganancia, el
valor v(IN) del juego, entre los n jugadores, es decir, cémo repartir v(IN) entre
ellos. Un reparto es simplemente un vector = (z1,...,x,) € R", donde cada
componente x; representa la cantidad asignada al jugador ¢. Dado un reparto
x = (x1,...,z,) € R", la suma de las cantidades asignadas a los miembros de
una coalicién S C N se denotara por z(5) = Z x;.

€S

Nuestro primer objetivo es seleccionar de efltre todos los posibles repartos

aquellos que satisfacen unos criterios minimos que se conocen como:

» Racionalidad individual. Un reparto z = (x1,...,z,) € R" satisface la
propiedad de racionalidad individual si cada jugador recibe un pago que
no es inferior a lo que puede garantizarse por si mismo, o sea, x; > v()
para todo ¢ € N.

» Eficiencia. Un reparto z = (z1,...,x,) € R" serd eficiente si distribuye
el valor de la gran coalicién v(NN) entre los jugadores, esto es, si z(N) =
x1+ -4z, = v(N).

Los repartos eficientes que son individualmente racionales se denominan impu-
taciones.
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Definicién 1.23 Sea (N,v) un juego TU.

» Se define el conjunto de preimputaciones del juego (N,v) como el con-
junto de todos los repartos eficientes.

I*(N,v) = {z = (zi)ieny €R™: )z =0v(N)}.
1EN

» El conjunto de imputaciones de un juego (N,v) estd formado por los
repartos eficientes que verifiguen ademds la propiedad de racionalidad
individual4

I(N,v) ={z = (x;)ien € I"(N,v) : z; > v({i}), para todo i € N}.

Claramente, el conjunto de imputaciones I(N,v) puede ser vacio. Asi ocu-
rre, por ejemplo, en el juego de 3 jugadores con funcion caracteristica: v(1) = 1,
v(2) =2,v(3) =3, v(12) = v(13) = v(23) =0 y v(123) = 5.

NgE

Definicién 1.24 Un juego (N,v) es esencial si v(N) > > v(i) y es degene-

=1

rado si v(N) = év(z)

Precisamente, los juegos esenciales son aquellos para los que el conjunto
de imputaciones no es vacio.

Proposicién 1.25 Sea (N,v) un juego coalicional. Se tiene que:

a) El conjunto de imputaciones no es vacio, [(N,v) # 0, si, y sdlo si, el
Juego (N,v) es esencial.

b) Si (N,v) es un juego esencial, entonces I(N,v) es la envoltura convexa

de ft, ..., f™ siendo, para cada i =1,...,n,
N T sik#1i
e=qo) = S k) sik=i
keN\{i}

“En el caso de un juego de costes (N, c) definimos
I"(N,c) = {z = (w:)ien : »_ s = c(N),z: < c({i}), para todo i € N},
ieN

Se cumple que, z € I"(N,c¢) < —z € I(N, —c).
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Demostracién: El apartado a) es inmediato. De la Definicién se des-
prende que si el conjunto de imputaciones no es vacio entonces es un conjunto
compacto y convexo. El teorema de Krein-Milman, véase Krein y Milman
(1940)), establece que todo subconjunto K C R"™ convexo y compacto se pue-
de expresar como la envoltura convexa de sus puntos extremos. Queda como
ejercicio para el lector comprobar que los puntos extremos del conjunto de
imputaciones vienen dados por los vectores f!, ..., f" definidos en el enuncia-
do de la propiedad b). n

Naturalmente hay muchas relaciones entre las diferentes clases de juegos
que llevamos definidas y que pasamos a resumir.

Proposicién 1.26 Sea (N,v) un juego coalicional. Se verifica que:

a) Si (N,v) es aditivo entonces el conjunto de imputaciones se reduce a un
unico punto, I(N,v) = {(v(1),...,v(n))}.

b) Si (N,v) es un juego superaditivo entonces I(N,v) # 0. Es decir, todo
Jjuego superaditivo es esencial.

c) Sea (N,v) un juego superaditivo. Entonces (N,v) es degenerado si, y
sdlo si, (N,v) es aditivo.

d) Sea (N,v) un juego superaditivo. Si (N,v) es esencial no degenerado
entonces eziste un unico juego 0-1 normalizado, (N,w), tal que v y w
son estratégicamente equivalentes. Ademds, (N, w) es superaditivo y, por
tanto, 0 < w(S) < 1, para toda S € 2.

e) Sea (N,v) un juego superaditivo. Si (N,v) es degenerado entonces es
estratégicamente equivalente al juego idénticamente nulo.

Demostracién: Los apartados a) y b) son inmediatos. En cuanto al apartado
c), es claro que si el juego (N, v) es aditivo entonces es degenerado. Comprobe-
mos que si (N, v) es superaditivo y degenerado entonces tiene que ser aditivo.
Aplicando la propiedad descrita en la Observacién [1.5] consecuencia de la su-
peraditividad, y teniendo en cuenta el caricter degenerado del juego, se obtiene
la siguiente cadena de desigualdades, valida para cualesquiera dos coaliciones
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disjuntas S, T € 2V, SNT = 0§,

v(N) 2 o(SUT) +v(N\(SUT))
>v(S)+v(T)+v(N\(SUT))
> ) v(i)
ieN
= v(N).

Por lo tanto, las desigualdades son en realidad igualdades y se obtiene la
condicion de aditividad.

Para demostrar d), observemos que cualquier juego (N, w) 0-1 normalizado
y estratégicamente equivalente a (N, v) debe verificar las ecuaciones:

w(i) =kv(i)+a;=0,i€N
w(N) = kv( +Za1—1

iEN
para algin k > 0y a = (ay,...,a,). Tenemos pues un sistema lineal de n + 1
ecuaciones con n + 1 incégnitas, a saber,
v(l) 1.0 ... O k 0
v(2) 01 ... 0 a1 0
I Do : =1: (1.2)
vin) 0 0 ... 1 ap—1 0
vo(N) 1 1 1 an, 1

Si el juego (N,v) es esencial no degenerado, el sistema (1.2)) es compatible
determinado y la solucién esﬂ

1EN

°Si v(N) = Z v(7) entonces la ultima fila de la matriz de coeficientes serfa una combi-
iEN
nacioén lineal de las demads, de hecho, la suma de las otras.



1.4 Reglas de reparto 45

La unicidad de la soluciéon garantiza la unicidad de la 0-1 normalizacion.
Ademds, para S € 2V, se tiene que

u(s) =~ _12 o <v(5) _ ; v(i)) .

1EN

Por tanto, (N, w) es la suma, multiplicada por una constante, del juego su-
peraditivo (N,v) y un juego aditivo, con lo que el juego (N,w) también es
superaditivo. Ahora se deduce inmediatamente que 0 < w(S) < 1 para toda
S e 2N,

Finalmente, probaremos la afirmacién del apartado e). Cualquier juego 0-
normalizado (N, w) estratégicamente equivalente al juego degenerado (N,v)
debe verificar

w(i) =kv(i)+a; =0, i€ N
w(N) =kv(N) + Zai
1EN
paraalgin k > 0y a = (ay,...,a,). Sumando las primeras n ecuaciones y dado
que Zv(z) = v(N) obtenemos Zw(z) = w(N), es decir, (N,w) también es
iEN iEN
un juego degenerado. Para cualquier eleccién arbitraria de k € real, tomando
a; = —kv(i), obtenemos una forma valida de definir (N, w). Entonces, para

cada S C N,
w(S) = k(v(S) - Zv(z’)) =0
€S
dado que, por c), el juego (N, v) es aditivo. Luego, independientemente de k,
(N, w) es el juego idénticamente nulo. ]

Observacién 1.27 Analizando el sistema se deduce que para que exista

la 0-1 normalizacion de un juego (N,v) es suficiente con que v(IN) # Zv(z)
1EN

Si, por el contrario, v(N) = Zv(z) entonces el sistema es incompatible, ya

que el rango de la matriz delec](\)[eﬁcientes es n mientras que el de la matriz

ampliada es n+ 1, y, consecuentemente, no existiria la 0-1 normalizacion. En

particular, el juego idénticamente nulo no es equivalente a ningin juego 0-1
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normalizado. Dado que el sistema no puede ser compatible indetermina-
do, la 0-1 normalizacion, st existe, es unica.

El conjunto de imputaciones de un juego esencial no degenerado de n
jugadores es un conjunto convexo n — 1 dimensional de R™ contenido en el
hiperplano z; +- - -+, = v(V). Luego, podremos dibujar estos conjuntos tan
solo en el caso de juegos de 2, 3 6 4 jugadores. Obviando el caso trivial de 2
jugadores para el que se obtiene un segmento, el conjunto de imputaciones de
un juego de 3 jugadores es el tridngulo equildtero de vértices (v(123) — v(2) —
v(3),v(2),v(3)), (v(1),v(123) —v(1) —v(3),v(3)) y (v(1),v(2),v(123) —v(1) —
v(2)), mientras que para un juego de 4 jugadores el conjunto de imputaciones
es un tetraedro.

Por otra parte, es trivial comprobar que se tienen las siguientes cotas para
cualquier imputacién x € I(N,v):

v(i) <z <v(N)— Z v(j), para todo i € N.
JEN\i

TUG]lab: Para determinar si un juego es esencial o degenerado TUGIlab dispone
del comando ESSENTIALGAME. Esta orden admite dos salidas légicas: la primera
informa de si el juego es esencial y la segunda de si es degenerado. El valor 0 de
una variable indica que la propiedad no se cumple; el valor 1 que dicha propiedad
se satisface.

> A=[0000111231333338];

>> E=essentialgame (A)

E=1

>>B=[11123 4 3];

>> [esencial,degenerado]=essentialgame (B)
esencial =1

degenerado = 1

Asi pues, el juego A es esencial y el juego B es esencial y degenerado.
En su versién mas sencilla, el comando IMPUTATIONVERTICES calcula los
extremos del conjunto de imputaciones de un juego esencial.

>> A=[0 000000 10 10 10 20 20 20 20 30];
>> vertices=imputationvertices(A)
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vertices =
0 0 0 30
0 0 30 0
30 0 0 0
0 30 0 0

Hemos visto que el conjunto de imputaciones de un juego esencial no dege-
nerado (N, v) de 3 jugadores es un tridngulo equildtero en R3. Luego, podemos
hacer una representacién plana de I(N,v) (véase la Figura|l.2).

3

2 T

: X3

Figura 1.2: El conjunto de imputaciones de un juego de 3 jugadores

Dada una imputacién z = (z1,x2,23) € I(N,v), la coordenada =1 es la
distancia de z al lado opuesto del vértice 1, es decir, la distancia de x a la
recta de ecuacién

x = v(l)}

x+y+z=0v(123)

Andlogamente, las coordenadas xo v x3 representan, respectivamente, la dis-
tancia del punto x a las rectas de ecuaciones

y=v<2>} , z=v<3>},

x4+ y+z=0v(123) x4+ y+z=0v(123)

Animamos al lector a intentar resolver el Ejercicio [9] del Capitulo [f

TUGIlab: El comando IMPUTATIONSET dibuja el conjunto de imputaciones
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de un juego de 3 é 4 jugadores. Remitimos al lector a la Seccién para una
discusién en profundidad de las graficas generadas por TUGIab.

En el caso de 3 jugadores el tridngulo de imputaciones se mostrard, en una
ventana grafica de MATLAB®, ligeramente sombreado con las coordenadas de los
vértices explicitamente indicadas. Las érdenes

>> A=[0 1 3 3 3 3 5];
>> clf Y, clear figure Borra la ventana de dibujo
>> imputationset (A)

generan la grafica que se muestra en la Figura (1.3

(0,1,4)

(1,1,3) (0,2,3)
Figura 1.3: Conjunto de imputaciones para 3 jugadores con TUGlab

En la Seccién [5.1.2] se explica cémo dibujar imputaciones dentro del tridngulo
generado por TUGIab.

En el caso de juegos de 4 jugadores, el conjunto de imputaciones es un te-
traedro en R*. No es frecuente encontrar representaciones de estos conjuntos.
Nosotros hemos optado por representar con TUGlab no el tetraedro original
sino una proyeccién que no es una isometria. En realidad, sélo representa-
mos las tres primeras coordenadas de las imputaciones. Asi, los conjuntos que
vemos en nuestros dibujos estan ligeramente “achatados”. Discutimos las ven-
tajas e inconvenientes de esta proyeccién en el Capitulo 5.
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TUGIlab: Para un juego de 4 jugadores el tetraedro de imputaciones se mostrar3,
en una ventana grifica de MATLAB®, con las escalas de los ejes mostrando los
valores de las tres primeras coordenadas de las imputaciones. Las érdenes

>> A=[0 0 0 0000 10 10 10 20 20 20 20 30];
>> clf
>> imputationset (A)

generan la gréfica de la Figura[1.4]

304

204

104

20
20 30 30

Figura 1.4: Conjunto de imputaciones para 4 jugadores con TUGlab

En la seccién [5.1.2] se explica cédmo dibujar imputaciones dentro del tetraedro
generado por TUGlab.

Los conjuntos de imputaciones de dos juegos estratégicamente equivalentes
estan relacionados de la forma que cabe esperar.

Proposicién 1.28 Si dos juegos (N,v) y (N,w) son estratégicamente equi-
valentes, entonces x € I(N,v) implica que kx + a € I(N,w), siendo k >0 y
(N,a) el juego aditivo tales que w = kv + a.

En los préximos dos capitulos analizaremos las principales soluciones tipo
conjunto y las principales soluciones puntuales que se han establecido para
resolver un juego cooperativo TU. En general, las soluciones tipo conjunto
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establecen criterios para eliminar del conjunto de imputaciones vectores de
pagos; mientras que la metodologia clasica de las soluciones puntuales establece
criterios o propiedades basicas que deben satisfacer las soluciones y que nos
garantizan existencia y unicidad de solucién en la clase general de juegos o
en subclases determinadas. Citar que los conceptos de solucién tipo conjunto
pueden seleccionar uno, un nimero finito, un nimero infinito, o incluso, ningtn
vector de reparto. Finalmente, formalizamos de forma matematica el concepto
de solucion de un juego cooperativo.

Definicidon 1.29 Una solucion, definida en algin subdominio 0 C G", es una
correspondencia U que asocia a cada juego (N,v) un subconjunto W(N,v) C

I*(N,U) = {1’ = (a:i)ieN e R"™: ;Vxl = ’U(N)}

Uv:QcG" —R"

En el caso de que la solucion sea siempre unitaria hablamos de solucion puntual
o regla de reparto (o “allocation rule”). En otro caso, se trata de una solucion
tipo conjunto.

1.5. La extensiéon multilineal

La utilidad del concepto que estudiaremos en esta seccién radica en que,
en muchos casos, facilita el cdlculo de soluciones puntuales. La idea bésica
es que podemos establecer una relacién entre los vértices del cubo unidad
n-dimensional y las coaliciones o partes de N, 2V = {0, 1}N , de modo que
cada vértice representa una coalicidn. Asi, se puede extender la funcién carac-
teristica a todo el cubo [0,1]" = {(z1,...,2,) : 0 < z; < 1}, de forma que en
los vértices (o coaliciones) la extensién coincida con la funcién caracteristica
v. Una interpretacién probabilistica de la extensién multilineal podria ser la
siguiente: supongamos que cada jugador ¢ € N, independientemente, decide
cooperar con probabilidad x;, o no cooperar con probabilidad 1 —z;. Entonces,
la expresién H x; H (1 —x;) representa la probabilidad de que la coalicién

i€S  jEN\S
S se forme.

Definicién 1.30 Sea (N,v) € G". Se define la extension multilineal del juego
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(N,v) como la funcion f:[0,1]" C R" — R dada porﬂ

F@n, .. ) = Z(H:ci I1 (1—xj))v(5).

SCN i€S jeN\S

Como se observa, la extension multilineal representa la suma de utilidades
esperadas de las coaliciones con la distribuciéon de probabilidad antes men-
cionada. Veamos que, en efecto, es una extension de la funcion caracteristica.

Para cada S C N, i € N, se define el vector canénico e® = (e#);cn de la forma

s 1 siies
61-: .
0 sii¢s

Es facil comprobar que f(e®) = v(S) y, por lo tanto, la extensién multilineal
extiende la funcién caracteristica v.

TUGIab: La extension multilineal de un juego tiene asociada la funcién MLEX-
TENSION de TUGIab. Este comando devuelve una expresién simbdlica y admite
dos salidas: la extensiéon multilineal escrita en funcién de los factores z; y (1 —x;)
o la misma funcién pero dada como un polinomio con los términos agrupados. Un
ejemplo aclarard su sencillo funcionamiento.

>> A=[0 0 0 3 3 1 12];[MLE,MLEpol]=MLExtension(A)
MLE =

3xxxy* (1-2) +3*x* (1-y) *2+ (1-X) xy*z+12%x*y*Z
MLEpol =

3*X*y+5*x*y*z+3*x*z+y*z

Hacemos hincapié en la sintaxis particular del comando MLExtension con las
letras MLE iniciales escritas en maydscula.

Observacion 1.31 Consideremos dos juegos (N,v) y (N,w) y sus extensio-
nes multilineales f y g, respectivamente. Entonces, para cada o y 6 € R, el
juego av + PBw tiene extension multilineal of + Bg.

5La forma de extender v al cubo unidad no es tnica. Se utiliza aquella que es lineal en
cada variable.
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En la Proposicion y la Seccién [5.2.6| comprobaremos que, en efecto,
la extensién multilineal de un juego resulta tutil para facilitar el computo de
algunas soluciones puntuales.

1.6. Un ejemplo de juego NTU

Aunque esta monografia esta dedicada a los juegos TU, queremos incluir
un sencillo ejemplo que ilustre la naturaleza de los juegos NTU introducidos
por |Aumann y Peleg| (1960). Confiamos en que el ejemplo ayude al lector a
apreciar las diferencias entre estos dos tipos de juegos.

Consideremos el proyecto PERTE cuyo grafo aparece representado en la
Figura Consta de cuatro actividades designadas con las letras A, B, C y
D cuyas duraciones son de 3, 6, 5 y 10 unidades de tiempo, respectivamente.

B
TN
5= 2 —5~ [

Figura 1.5: El grafo de un proyecto PERT

Existen en este grafo tres caminos: C; = {A, B}, Co = {A,C}y C3 = {D}.
El tiempo que lleva realizar las actividades de cada camino se corresponde con
la suma de las duraciones de las actividades que lo forman. De esta manera,
el tiempo para completar las actividades de los caminos C1,Cy y Cs, es de 9,
8 y 10 unidades, respectivamente. El tiempo PERT del proyecto es entonces
de 10 unidades dado que el camino critico seria C3 (es critico en el sentido de
que un retraso de cualquier actividad en ese camino provocaria una demora
en la realizacién del proyecto). Observamos que existe una holgura de 1 uni-
dad de tiempo en C; y una holgura de 2 unidades de tiempo en Co, que se
corresponden con la diferencia entre el tiempo PERT y el tiempo de duracién
de las actividades involucradas en cada camino.

"El nombre PERT procede de las siglas en inglés de “Project Evaluation and Review
Technique”, literalmente, técnica de revisién y evaluacién de proyectos. Las técnicas PERT se
aplican para ayudar a planear y controlar proyectos de investigacion y desarrollo, programas
de construccién, programaciéon de ordenadores, campaifas politicas, etc.
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., Como se pueden repartir las holguras existentes entre las actividades no
criticas? Si modelamos el problema como un juego NTU, las distintas so-
luciones para juegos NTU (nucleo, valores de Shapley, etc) responderian a
esta pregunta. Mas informacién sobre estos juegos, naturalmente llamados
juegos PERT, puede encontrarse en [Sanchez-Rodriguez (1999)) y Bergantinos
y Sanchez-Rodriguez (2002).

Veamos pues como construir un juego NTU que modele nuestro proyecto
PERT. Consideramos el conjunto de jugadores N como el conjunto de las
actividades no criticas, o sea, N = {A, B, C'} todas aquéllas que no estén en
caminos criticos. La funcién caracteristica V' (S) de una coalicion S C N es
el conjunto de repartos factibles para esa coalicién, esto es, el conjunto de
tiempos extra, u holguras, que tienen los miembros de S si los de N\S han
consumido el mayor tiempo posible.

Observemos que, en el problema PERT descrito, las actividades A y B que
forman el camino C4 tienen 1 unidad de holgura, mientras que A y C, que
forman el camino Cos, disponen de 2 unidades de holgura. Asi pues,

V(A,B,C) ={(z,y,2) eER® .z +y < 1,2+ 2 < 2}.

Fijémonos ahora en el camino Cs. La holgura de 2 unidades no puede ser
dividida de cualquier forma entre las actividades A y C. Si A consume las 2
unidades, el proyecto se retrasa. Asi, para determinar V (A, C'), suponemos que
el resto de las actividades consumen la mayor cantidad de tiempo que puedan
sin demorar el proyecto. En este caso, si B consume lo maximo, 1 unidad, el
tiempo méaximo disponible para A en el camino C] es la diferencia entre la
holgura del camino y el peor escenario que podria plantear la actividad B,
es decir, la restriccién que se obtiene para la actividad A en el camino Cy es
x <1 —1. En definitiva,

V(A,C)={(z,2) eR*: 2 <11,z +2<2}.
Andlogamente, para las demés coaliciones tendriamos que:
V(A,B)={(z,y) eR* 1z +y <L, <2-2}
V(B,C)={(y,2) eR*:y<1-1,2<2-1}
VA ={zreR:2<1-1,2<2-2}
V(B)={yeR:y<1-1}
VIC)={zeR:2<2-1}
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Terminamos esta seccion con unas breves pinceladas acerca de la teoria de
juegos NTU, que engloba, entre otros, a la clase de los juegos de negociacion
y a la clases de los juegos TU.

En los juegos de negociacién hay un conjunto de pagos sobre el que se ne-
gocia y un pago de desacuerdo que serd el adoptado si los jugadores no aceptan
un pago del conjunto dado. El célebre teorema de Nash| (1950]) proporciona una
caracterizacion axiomatica de la solucién de Nash. Otras soluciones como la de
Kalai-Smorodinsky (Kalai y Smorodinsky| (1975)), las soluciones no simétricas
y proporcionales ((Kalail (1977ajb))), la de igual pérdida (Chun| (1988)), o las
de Nash ponderadas podrian ser estudiadas y caracterizadas.

En los juegos NTU se extienden las propiedades de monotonia, super-
aditividad, convexidad, dominacién, niicleo, conjuntos estables,etc. si bien su
extension no es sencilla y no se mantienen todas las propiedades. Por ejemplo,
hay distintas extensiones del valor de Shapley, los valores de Shapley NTU
(Shapley| (1969)), la aproximacién de Harsanyi mediante las A\ transferencias
o el valor de Shapley consistente (Maschler y Owen! (1989, 1992))). Los juegos
de mercado tienen especial relevancia en este contexto.

1.7. Relacion entre juegos cooperativos y no coope-
rativos

En esta seccién vamos a describir generalidades de los juegos no cooperati-
vos para estudiar un procedimiento que permite obtener un juego cooperativo
a partir de uno no cooperativo. Naturalmente, nuestro repaso de la teoria de
juegos no cooperativos serd breve y sucinta, aunque confiamos en que el lector
sea capaz de percibir la esencia del enfoque no cooperativo y pueda establecer
un primer contraste con el cooperativo que desarrollamos en la monografia.
Nos permitimos aconsejar al lector interesado en indagar con maés detalle en
los juegos no cooperativos los célebres libros de [Davis| (1986) y |Osborne y Ru-
binstein| (1994), el primero para una aproximaciéon intuitiva y el segundo con
un estilo mas técnico.

En los juegos no cooperativos uno de los conceptos mas importantes es el
de estrategia. Una estrategia es un plan de accién que determina la forma en
la que cada jugador actuard a lo largo del juego, teniendo en cuenta lo que los
otros jugadores podrian hacer en el transcurso del mismo.

Es habitual hablar del concepto de estrategia pura y estrategia mixta. Las
estrategias puras de un jugador son todas las posibilidades de actuaciéon que
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tiene en un determinado juego, de forma que, una vez analizadas las estrategias
puras de todos los jugadores y los pagos asociados a las combinaciones a las
que den lugar tendremos especificado completamente el juego a desarrollar.

El concepto de estrategia mixta es mas complejo. Se trata de contemplar
situaciones en las que los jugadores no eligen una determinada accion, sino que
dejan que el azar sea el que determine la estrategia finalmente adoptada. Es
facil comprobar que las estrategias puras estan contenidas en las estrategias
mixtas (basta con considerar la distribucién de probabilidad que otorga peso
1 a una estrategia pura determinada y 0 al resto).

Existen distintas formas de representar un juego no cooperativo. Pode-
mos describirlo como una estructura secuencial de problemas de decisiéon que
aparecerd representada en forma de drbol (juegos en forma extensiva) o bien
suponer que los jugadores eligen sus acciones independiente y simultdneamen-
te, sin que el resto de los jugadores sean conocedores de la estrategia elegida
(juegos en forma normal o estratégica).

A continuacién describimos rigurosamente el concepto de juego no coope-
rativo en forma normal.

Definicion 1.32 Un juego en forma normal, o estratégica, es una 2n-tupla
(X1,..., X0, Hy,...,Hy) =G
stendo, para cada i =1,...,n,
» X;: El conjunto de estrategias puras (finitas) del jugador i.

» H;: La funcion de pago del jugador i, de modo que H;(x1,...,xzy) Te-
presenta la ganancia de i si el jugador 1 elige la estrategia x1 € X1, el
jugador 2, la estrategia xo € Xo, y el jugador n, la estrategia x,, € X,,.

Dado un juego en forma normal G denotaremos por X = X; X --- x X,
el conjunto de estrategias puras y por x = (x1,...,2,) un elemento genéri-
co de X. Para ilustrar el concepto de juego en forma normal, presentamos
tres ejemplos clasicos: pares o nonesﬁ la batalla de los sexos y el dilema del
prisionero.

Ejemplo 1.33 (Pares o nones)
Dos jugadores eligen independientemente entre cara o cruz. St sus eleccio-
nes no coinciden, es decir, eligen una cara y una cruz (nones), entonces el

8En la literatura en inglés se suele denominar a este juego “matching pennies”.
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jugador 1 pierde y le paga 1 euro al oponente. En el caso de que coincidan las
elecciones, dos caras o dos cruces (pares), el jugador 1 gana y recibe 1 euro
del jugador 2. Podemos resumir la informacion del juego en la siguiente tabla.

Jugador 1 / Jugador 2 | Cara | Cruz
Cara 1, -1|-1,1
Cruz -1, 1|1, -1

Tenemos, pues, un juego de 2 jugadores. Las estrategias de ambos jugado-
res son: Cara o Cruz. El jugador 1 elige fila y el jugador 2 elige columna. Los
valores de la funcion de pago son los que figuran en las casillas de la tabla:
en la casilla interseccion de una fila con una columna se indica, por orden,
el pago que obtendria cada jugador. Asi, por ejemplo, el pago de la combina-
cion de estrategias (Cara,Cara) viene representada por Hy(Cara,Cara) = 1
y Hy(Cara,Cara) = —1.

Ejemplo 1.34 (La batalla de los sexos)

Una pareja va a decidir si pasar la tarde yendo al teatro o viendo un partido
de baloncesto. Como refleja la tabla que se expone a continuacion, la preferen-
cia de la muger es ir al teatro y la del hombre ver el partido de baloncesto. Sin
embargo, ambos prefieren estar juntos que divertirse por separado.

Hombre / Mujer | Teatro | Baloncesto
Teatro 1, 4 0, 0
Baloncesto 0, 0 4, 1

De nuevo estamos ante un juego de 2 jugadores. Las estrategias de am-
bos jugadores son: Teatro o Baloncesto. La funcion de pago de, por ejem-
plo, la combinacion (Teatro, Teatro) viene dada por Hy(Teatro, Teatro) =1y
Hy(Teatro, Teatro) = 4.

Ejemplo 1.35 (El dilema del prisionero)

Dos complices, sospechosos de cometer un crimen, estan aislados en celdas
independientes. El juez les da la opcion de acusar al complice o callar. Si
ambos callan serdn sentenciados a cumplir una condena de 1 ano en prision.
En caso de que uno de ellos acuse a su compinche y el otro no, el que calla
serd encerrado durante 6 anos y el otro quedard libre. Por ultimo, si los dos
se acusan mutuamente, cumplird cada uno una pena de 5 anos en prision.
La siguiente tabla refleja los pagos correspondientes a cada par de posibles
estrategias.
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Jugador 1 / Jugador 2 | Acusar | Callar
Acusar -5, -5 0, -6
Callar -6, 0 | -1, -1

Una vez determinado el juego, ;cémo podemos aconsejar a los jugadores a
la hora de elegir las estrategias que mas les convienen? Es de esperar que si los
jugadores son racionales, trataran de maximizar su pago. Como observamos
en la siguiente definicion, los equilibrios de Nash son las mejores respuestas a
las acciones de los otros jugadores.

Definicion 1.36 Sea G un juego en forma estratégica. Diremos que x € X
es un equilibrio de Nash (Nash (1951)) si para cada i € N y cada y; € X,

Hi(x) > Hi(x\y;),

siendo x\y; = (T1, ..., Ti—1,Yi, Titly---,Tn).

En un equilibrio de Nash ningin jugador obtiene beneficio alguno variando
unilateralmente su estrategia. Es facil encontrar ejemplos de juegos que tienen
més de un equilibrio de Nash o en los que no existe equilibrio de Nash. Un
analisis rdpido de las matrices de pagos de los ejemplos anteriores, nos permite
deducir que:

1. El juego de pares o nones, Ejemplo [1.33] no tiene equilibrios de Nash.

2. En el juego de la batalla de los sexos, Ejemplo hay dos equilibrios
de Nash: los dos van al teatro o los dos ven el partido de baloncesto.

3. En el juego del dilema del prisionero, Ejemplo hay un tnico equi-
librio de Nash, a saber, ambos se acusan.

Analizando un poco més en detalle el dilema del prisionero, y suponiendo
que la preferencia de cada jugador es pasar el menor tiempo posible en prision,
observamos que, en el equilibrio, ambos prefieren tomar la decisién de “acusar”
frente a “callar” y, por tanto, acabaran pasando 5 anos en prisién. Fijémonos
en que si ambos callaran entonces serian sentenciados a una pena menor, de
tan sélo 1 ano de duracién. Esta forma de actuar requiere cierta cooperacién
entre los prisioneros y son estrategias que adquieren especial relevancia cuando
el juego se repite a lo largo del tiempo.

Para poder garantizar la existencia de equilibrios de Nash necesitamos
introducir las llamadas estrategias mixtas. Supongamos en el juego de pares
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o nones, Ejemplo que cada jugador lanza una moneda y elige asi entre
cara o cruz, o lo que es equivalente, decide entre cara o cruz con la misma
probabilidad (si la moneda no estd trucada, con probabilidad %) Procediendo
de esta forma, su pago esperado es 0, independientemente de la estrategia
elegida por el otro jugador.

Denotemos por A(X;) = {a;: X; — [0,1] : Z a;(y) = 1} el conjunto de

yeX;

distribuciones de probabilidad sobre X;. Cada elemento «o; € A(X;) es una
estrategia mixta del jugador 7 € N. La extensién mixta del juego G es el juego
en forma estratégica

G* = (A(XY),...,A(X,), H,... HY)

donde, para cada 7 € N, la funcién de pagos H : H A(X;) — R asigna a
JEN
cada a € H A(X;) el valor

JEN
i) =3 (T] esta) Hila).
z€ [] X; JEN
JEN
En el ejemplo de pares o nones las distribuciones de probabilidad sobre
X1 = {Cara,Cruz} son A(X;) = {(p,1 —p) : 0 < p < 1}, siendo p la
probabilidad de Cara y 1 — p la de Cruz. Andlogamente, las distribuciones
de probabilidad sobre X3 son A(X3) = {(¢,1 —¢q) : 0 < ¢ < 1}. Para cada

o= ((p, 1-p),(q1—- q))7 tenemos que H{ (o) = (1 —2p)(1 —2¢) = —H; ().

Definicion 1.37 Un equilibrio de Nash en estrategias mixtas de un juego en
forma estratégica es un equilibrio de Nash de su extension mizta.

Es facil comprobar que en el ejemplo de pares o nones, por la simetria
de las funciones de pagos, el tinico punto de equilibrio es ((%, %), (%, %)) Es
decir, hemos comprobado que la estrategia 6ptima, a largo plazo, para cada
jugador es elegir con equiprobabilidad entre Cara y Cruz. Ademas, en media
el beneficio del juego serd de 0 euros para cada jugador.

En el ejemplo de la batalla de los sexos, aparte de los dos equilibrios de

Nash en estrategias puras ya mencionados, hay un equilibrio en estrategias

: 13y (3 1
mixtas, ((171)»(171))-
El siguiente resultado nos asegura la existencia de equilibrios de Nash en
la extension mixta de un juego.
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Proposicién 1.38 Todo juego en forma estratégica (finito) tiene un equilibrio
de Nash en estrategias miztas.

Analizaremos, a continuacién, un tipo especial de juegos de gran impor-
tancia, aquellos en los que las ganancias de unos jugadores se producen a costa
de las pérdidas de los demés, de modo que el balance neto global del juego es
nulo.

Definicién 1.39 Un juego en forma normal o estratégica es de suma nula (o
estrictamente competitivo) si

Z Hi(z) =0, para todo x € X
1EN

0, equivalentemente,

ZHz(x) =— Z H;(z), para todo z € X,S € 2V,
(sh 1EN\S

El juego de pares o nones es un juego de suma nula. Sin embargo, la batalla
de los sexos y el dilema del prisionero no son juegos de suma nula.

Se observa que para determinar un juego bipersonal en forma normal de
suma nula solamente necesitamos dar una matriz, A = (aij), que tenga tantas
filas como estrategias del primer jugador y tantas columnas como estrategias
del segundo jugador. Si el primer jugador elige su estrategia ¢ y el segundo su
estrategia j, a;; denota el pago que recibird el jugador 1y, por tanto, —a;; es
el pago del jugador 2. La matriz de pagos del juego de pares o nones es

a= (4 )

Diremos que un par de estrategias (i, j) son un punto de silla del juego si
el elemento a;; es el maximo de su columna y el minimo en su fila. Ocurre
que todos los equilibrios de Nash de un juego en forma estratégica de suma
nula se corresponden con los puntos de silla y proporcionan el mismo pago a
los jugadores. Este valor comtn se conoce como el valor del juego. Veamos,
pues, como se definen formalmente los puntos de silla y el valor de un juego
bipersonal de suma nula.

Definicién 1.40 Sea A = (a;j)i=1,..

—1,...n la matriz de pagos asociada a un juego
]:

1:...,m
bipersonal finito de suma nula.
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» La accion i* € {1,...,n} es mazmin para el jugador 1 si
min a;+; > min _@ij, para todo i€ {1,...,n},
j=1,....m 7=1,..

0, equivalentemente,

IIllIl Qi = méx min a,].
J=1,. i=1,...,n j=1,.
» La accion j* € {1,...,m} es mafcmirﬂ para el jugador 2 si
min —a;» > min —a;;, para todo j € {1,...,m},
i=1,...,n i=1,...,n

o0, equivalentemente,

min —a;j* = max min —a;;.
1=1,....n 7j=1,...,mi=1,...,n

El maxmin para un jugador es aquella accion que maximiza el pago que
ese jugador puede obtener.

Definicién 1.41 La estrategia pura (i*,7*) es un punto de silla del juego G
St
ajj+ = max min aw = min max a;.
=1,...,n j=1,. 7j=1,...)mi=1,...,n
La siguiente proposicién revela la relacion directa que existe entre los equi-
librios de Nash y los puntos de silla.

Proposicion 1.42 Sea G un juego bipersonal de suma nula.

a) Si (i*,5*) es un equilibrio de Nash de G entonces i* es marmin para el
Jugador 1, j* es maxmin para el jugador 2, (i*,5*) es un punto de silla
de G y, consecuentemente, todos los equilibrios de Nash dan lugar a los
mismos pagos.

9Esta accién también podria denominarse minimax para el jugador 2, ya que equiva-
le a que, para todo j € {1,...,m}, igléxnaij* < . nllax a;i;j, o también, Zmaxn Qijx =

ml’n max a;j.
j=1,....m1i=1,...,n
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b) Si(i*,j*) es un punto de silla de G entonces i* es maxmin para el jugador
1, 7 es maxmin para el jugador 2 y, ademds, (i*,j*) es un equilibrio de
Nash de G.

De la anterior proposiciéon se deduce que cuando el juego tiene equilibrios

de Nash se cumple que, mdx min a;; = min maxa;;. A esta cantidad se le llama
7 j 7 i

el valor del juego, que denotaremos por val(G). El valor de un juego es lo que
se pueden garantizar los jugadores si actian con una estrategia que sea un
equilibrio de Nash.

Recordemos que la matriz de pagos para el juego de pares o nones es

1 -1
A= :
()
Luego, méxmina;; = —1 < minmédxa,;; = 1, de donde se deduce que no hay
1

J oo
equilibrios de Nash, como ya sabiamos.

Las Definiciones y pueden extenderse ficilmente para estrategias
mixtas. Enunciamos el conocido teorema minimax debido a von Neumann
(1928). El teorema minimax es fundamental en la teorfa de juegos. Davis
(1986) lo analiza con estas palabras:

[...] con él pueden analizarse todos los juegos bipersonales de
suma cero como si tuviesen puntos de equilibrio. El juego llega a
tener un valor claro, y cada jugador puede garantizarse la conse-
cucion de ese valor si desarrolla la estrategia adecuada. La tinica
diferencia entre los juegos con puntos de equilibrio reales y los que
no los tienen consiste en que mientras en los primeros se puede se-
guir una estrategia pura y obtener con seguridad el valor del juego,
en los segundos es preciso utilizar estrategias mixtas, y el valor del
juego se obtiene como promedio.

Teorema 1.43 Todo juego bipersonal finito de suma nula tiene estrategias
miztas optimas para las cuales el maxmin coincide con el minimaz (el valor
del juego).

Desde el punto de vista practico, Dantzing| (1951)) y |Gale et al. (1951))
demostraron que es equivalente resolver un problema de programacién lineal a
resolver un juego bipersonal de suma nula. El célculo tanto de las estrategias
optimas como del valor de un juego puede realizarse resolviendo un par de
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problemas duales de programacién lineal. Concretamente, cualquier solucién
éptima (pi,...,ps,v*) del problema de programacién lineal

Maximizar v

n
Zaijpi >wv, paratodoj=1,....m

=1

sujeto a: "
> pi=1
i=1

\ pl_-z 0, paratodoi=1,...,n

nos proporciona una estrategia mixta éptima (pj,...,p}) para el jugador 1y
el valor del juego v*. Cualquier solucién éptima (g, ..., ¢}, v") del problema
de programacién lineal (dual del anterior)

Minimizar v
4 m
g aijq; < v, paratodoi=1,...,n
=1

sujeto a: m
> =1
j=1
( ¢j >0, paratodo j=1,...,m
nos darfa una estrategia mixta éptima (¢, ..., q},) para el jugador 2.

Por ejemplo, para el juego de pares o nones, resolviendo el problema de
programacioén lineal

Maximizar v

2 —1>0
sujeto a: —2p+1>w
p=>0
llegamos a la solucién éptima (p*,v*) = (3,0). Obtenemos de esta forma

alternativa la estrategia éptima del primer jugador (%, %) y el valor nulo del

juego, ya calculados anteriormente.
Nos gustaria concluir con una referencia a los experimentos relacionados
con la teoria de juegosm ., Cémo actuan en realidad las personas cuando se

10Volveremos a reflexionar acerca de la experimentacién, en el contexto de los juegos TU,

en la Seccién
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enfrentan a juegos en la practica? La matematica norteamericana Julia Bow-
man Robinson analizé el problema del “aprendizaje” cuando dos personas,
que no son capaces de calcular sus respectivas estrategias minimax, practican
un juego reiteradamente. Al principio escogen sus estrategias al azar pero,
con el tiempo, van aprendiendo de su propia experiencia. Cada parte supone
que la contraria estd jugando una estrategia mixta con probabilidades pro-
porcionales a las frecuencias empiricas con las que ha elegido en el pasado y,
en consecuencia, elige la estrategia pura que maximiza su ganancia esperada.
Si ambos jugadores proceden de este modo, |Robinson| (1951) demostré que
ambas estrategias se aproximan a las estrategias minimax.

Finalizado este breve repaso por las caracteristicas més notables de los
juegos no cooperativos, dedicaremos la iltima parte de esta seccién a relacionar
los juegos en forma normal con los juegos TU.

Dado un juego G = (X1,..., Xy, Hi,...,H,) en forma normal le asocia-
mos el juego cooperativo en forma caracteristica o coalicional, (N, vg), donde
el conjunto de jugadores es N = {1,...,n} y la funcién caracteristica, vg,

viene definida del siguiente modo. Para cada S C N, consideramos el juego
bipersonal de suma nula

G(S) = (Xs, Xms, Hs, Hy\5)

siendo

Xs=][%i Xms= ][] X
(Ish 1EN\S

Hg(z) = ZHZ(x) = —Hp\s(7), para todo = € X.
€S

Denotemos por G* la extensién mixta de G. La funcion caracteristica vg asigna
a cada coalicion S C N el valor

0 siS =10
va(S) = Qval(G*(S))  siS#0, S#N .

mix Hy(z) siS=N
rzeXN

Dicho en palabras, el valor de una coalicién S es el valor del juego bipersonal de
suma nula cuando la coalicién S actiia como un jugador y la complementaria
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N\S como el otro. El valor de la extensién mixta val(G*(S)) representa lo
que la coalicién S puede garantizarse por si misma aunque los miembros de
N\S actien en su contra. Veamos un ejemplo concreto.

Ejemplo 1.44 En las siguientes matrices aparece reflejado el juego finito en
forma normal de los jugadores Laura (L), Pablo (P)y Juan (J). Asi, si, por
ejemplo, Laura juega la estrategia B, Pablo la A y Juan la A, entonces el pago
que reciben es, respectivamente, de 2,-4 y 2 unidades.

Juan A Juan B
Laura/Pablo A B A B
A (1,1,-2) | (-4,3,1) (3,-2,-1) | (-6,-6,12)
B (2,-4,2) | (-5,-5,10) || (2,2,-4) | (-2,3,-1)

Construimos ahora los juegos bipersonales. En primer lugar el juego biper-
sonal correspondiente a la jugadora Laura:

’ Juego G(S) con S = Laura ‘
Laura/(Pablo + Juan) | AA | AB | BA | BB
A T 3 41 %
B 2 2 -5 -2

Ahora, el juego bipersonal correspondiente al jugador Pablo:

’ Juego G(S) con S = Pablo ‘
Pablo/(Laura + Juan) | AA | AB | BA | BB
A T 2] 4| 2
B 3 -6 | -5 3

Por dltimo, el juego bipersonal correspondiente al jugador Juan:

’ Juego G(S) con S = Juan ‘
Juan/(Laura + Pablo) | AA | AB| BA | BB
A 2| 1 2 | 10
B T 12| 4 | 1

Completamos la funcion caracteristica calculando los puntos de silla co-
rrespondientes en la extension mizta, bien a través de los programas duales
de programacion lineal que hemos descrito antem’ormenteﬂ o bien utilizan-
do otros métodos para la resolucion de juegos bipersonales, consultese, por

1E] programa MATLAB® dispone del comando LINPROG, perteneciente a la “toolbox”
de optimizacién, para resolver numéricamente problemas de programacién lineal.
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ejemplo, |Giron y Gomez Villegas (1977). El juego cooperativo que se obtiene,
(N,vg), tiene como conjunto de jugadores N = {L,P,J} y funcién carac-
teristica

va(J) = —1.43, va(L) = —4.4, v(P) = —4
va(P,J) =44, vg(L, P) = 143, vg(L,J) =4, va(L,P,J) = 0.

En el ejemplo anterior obtenemos que el juego resultante vg es de suma
nula, dado que el juego original no cooperativo G era de suma nula. Esta
propiedad se cumple en general. También se puede demostrar que el juego TU
asociado a un juego en forma normal mediante el procedimiento que hemos
descrito es siempre superaditivo. Por otra parte, juegos en forma estratégica
diferentes pueden dar lugar al mismo juego cooperativo.

Es importante observar que en el proceso de pasar al juego cooperativo
perdemos, o escondemos, informacion del juego no cooperativo. Una situa-
cién similar ocurre en el problema de los juegos asociados a los mercados de
intercambio, descritos en la Seccion [4.3

Otras relaciones entre juegos no cooperativos y cooperativos son plasmadas
en lo que se conoce como implementacion. Se trata de describir un proceso no
cooperativo que conduzca a la solucidon cooperativa, en el sentido de que ésta
se corresponda con los pagos asociados a los equilibrios de Nash.

Observacidon 1.45 Sea (N,v) un juego coalicional superaditivo. El juego en
forma normal Gy = (X4,...,Xn, H1,...,Hy) donde, para cada i = 1,...,n,
el espacio de estrategias es X; = {S € 2V : i € S} y la funcién de pago
{v(s_i) si S; = S; para todo j € S;
Hi(Sl,...,Sn) = 15| J

v(i)  en otro caso

es tal que su reduccion a la forma caracteristica es el juego de partida, o sea,
vGy = V.

Consideremos el siguiente juego G en forma normal de suma no nula:

Laura/Pablo A B
A (0,-10) | (1,10)

Si calculamos el juego cooperativo asociado (N, vg) obtenemos:

UG(L) =0, UG(P) = 10, UG(LaP) =11
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Como se observa, el planteamiento desarrollado cuando el juego no es de suma
nula es pesimista, en el sentido de que parece poco razonable que la jugado-
ra Laura vaya a conseguir 0 unidades de utilidad, dado que Pablo jugara la
estrategia B.



Capitulo 2

Conceptos de solucion tipo
conjunto

Conceptos clave: El nicleo. Caracterizaciones. El D-nicleo. Los conjun-
tos estables y sus generalizaciones. El core-cover. El conjunto de Weber. El
conjunto de Harsanyi. El conjunto de regateo. El kernel y el prekernel

Dejamos nuestra presentacion del modelo TU del capitulo previo definien-
do formalmente los conceptos de solucién tipo conjunto y soluciéon puntual.
Dedicaremos este capitulo a analizar detenidamente las principales soluciones
tipo conjunto planteadas en la literatura. En general, las soluciones tipo con-
junto establecen criterios para descartar ciertos vectores de pagos del conjunto
de imputaciones. De la propia Definicién [1.29) se desprende que las soluciones
tipo conjunto pueden seleccionar uno, un nimero finito, un nimero infinito, o
incluso, ningtin vector de reparto.

Bajo un principio de racionalidad coalicional cabe esperar que ninguna
coalicién tenga incentivos para impedir la formacién de la gran coalicién. De
esta forma definiremos, en primer lugar, el nicleo (o “core”) de un juego.
Este concepto de solucién fue introducido por |Gillies| (1953), aunque Ysidro
Edgeworth fue el precursor. El nticleo representa una generalizacion de la curva
de contrato (Edgeworth (1881)) como solucién al problema de determinar el
resultado del intercambio entre individuos.

Veremos que el nticleo de un juego puede ser vacio. Mostraremos que si un
juego tiene ntcleo vacio entonces es inestable, esto es, cualquiera que sea el
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reparto elegido habrad una coalicién que reciba menos que lo que puede obtener
por sf misma. En caso contrario, es un conjunto compacto y convexo con una
estructura peculiar. Prestaremos atencién a los vértices y las caras del ntcleo,
lo que nos llevard a estudiar los juegos exactos y los juegos de las caras.

Naturalmente, que el niicleo sea o no vacio condiciona en gran medida
el andlisis del juego. Por ello, es interesante estudiar la clase de juegos que
tiene nicleo no vacio. Caracterizaremos los juegos con nticleo no vacio por
medio de las familias equilibradas de coaliciones, un concepto que extiende la
idea de particién. Introduciremos los juegos equilibrados y estableceremos el
importante resultado, debido a Bondareva| (1963 y Shapley| (1967)), que refleja
que el caricter equilibrado de un juego es equivalente a que tenga nticleo no
vacio. Detallaremos la demostracién para reflejar como el nicleo de un juego
TU puede obtenerse resolviendo un problema de programacion lineal.

El siguiente paso es la definicién de los juegos totalmente equilibrados co-
mo aquellos cuyos subjuegos son equilibrados. Ilustraremos este concepto con
algunos ejemplos sencillos y veremos que los juegos que exhiban una distribu-
ciéon mondétona respecto a la poblacion, abreviadamente PMAS, son totalmente
equilibrados. No obstante, la aplicacién maés interesante, los juegos de mercado,
se pospondrd al Capitulo [4

Cuando el nicleo de un juego es vacio recurriremos a otros conceptos de
solucién. La primera idea en esta linea es considerar los e-nicleos (Shapley
y Shubik (1963} [1966))). Dado cualquier € > 0, seleccionamos aquellas preim-
putaciones en las que ninguna coalicién tiene incentivos de desviarse cuando
se le impone un coste de €. Si € = 0, tenemos el concepto de niucleo clésico.
Ademas, a medida que £ aumenta el e-niicleo también se hace més grande. Esta
propiedad indujo a definir el menor nicleo (o “least core”) como la interseccién
de todos los e-ntcleos no vacios (Maschler et al.| (1979))).

Otra forma de debilitar el concepto de nucleo es el denominado D-ntcleo
(o “dominance core” de |Gillies (1959)). Para poder definir apropiadamente el
D-ntcleo estableceremos, primeramente, el concepto de dominacién. Diremos
que dadas dos imputaciones x e y, la x domina a la y a través de la coalicion
S, si cada jugador de S recibe con x una utilidad mayor que con y siendo,
ademads, la asignacién x, factible para los jugadores de S. Asi, diremos que
x domina a y, si existe una coalicién S para la cual x domina a y a través
de S. El D-nucleo es el conjunto de las imputaciones que no son dominadas.
Mostraremos que, en efecto, el nticleo es un subconjunto del D-ntcleo y que,
para juegos superaditivos, ambos conceptos de solucién coinciden.

Veremos también que el nicleo y la dominacién se mantienen para juegos
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estratégicamente equivalentes, lo cual permite simplificar, en muchas ocasio-
nes, su calculo.

A continuacién, las soluciones de von Neumann-Morgenstern o conjuntos
estables centraran nuestra atencién. Este fue el primer concepto de solucién
que se propuso, pero consideramos oportuno presentarlo después del nicleo y
sus derivados para establecer relaciones entre ambos. La idea original consistia
en encontrar un pago que no fuese dominado por ningin otro. Dado que la
relaciéon de dominacion es intransitiva, von Neumann y Morgenstern renun-
ciaron desde el primer momento a buscar un pago que resultase una solucién
“lnica” para todos los juegos de n jugadores. Por ello, una solucién consiste
no en una, sino en muchas imputaciones que tienen una cierta consistencia
interna y una cierta consistencia externa. La consistencia interna se refiere a
que dadas dos imputaciones en el conjunto estable, no puede dominar una a
la otra; y la consistencia externa establece que dada cualquier imputaciéon que
no esté en el conjunto estable existe una del conjunto estable que la domina.

Mediante ejemplos mostraremos que hay juegos que tienen multiples con-
juntos estables e, incluso, pueden tener infinitos. El juego del délar serd ana-
lizado con detalle. Para von Neumann y Morgenstern perder la unicidad de
la solucién no supone un problema. Aun maés, para ellos esto demuestra la
flexibilidad que tiene el concepto de solucién para adaptarse a la amplisima
diversidad con la que nos encontramos en la vida real. Lo que realmente im-
porta es la existencia de solucién. Pasaron 20 afos hasta que Lucas (1967)
ide6 un juego de 10 jugadores para el que no habia conjuntos estables.

Veremos que el ntcleo estd contenido dentro de todo conjunto estable y
que si el nucleo es un conjunto estable entonces es el tnico conjunto estable.
También estudiaremos que para la clase de los juegos convexos, el nticleo es el
unico conjunto estable del juego.

Como generalizacién de los conjuntos estables |Roth| (1976]) propuso las
subsoluciones, que existen siempre. A la interseccién de todas estas subsolu-
ciones se le llama super-nicleo (o “super-core”). El super-nicleo contiene al
ntcleo como subconjunto.

Otros conceptos de solucién en relacién con el nicleo son: el core-cover,
introducido por [Tijs y Lipperts| (1982), y el conjunto de Weber, definido en
Weber| (1988)). Para entender el primero, necesitamos dos definiciones: el pago
de utopia de un jugador, que representa lo maximo que éste podria pedir,
en el sentido de que si pidiera mas, seria rentable para la gran coalicién el
desprenderse de él; y el minimo derecho de un jugador, que se corresponde
con el maximo, sobre todas las coaliciones a las que pertenece el jugador, de



70 Capitulo 2. Conceptos de solucién tipo conjunto

la utilidad restante cuando todos los jugadores reciben su pago de utopia. Se
define el core-cover como el conjunto de imputaciones que estan entre estas
dos cotas. Se probara que el ntcleo esta contenido en el core-cover.

Para determinar el conjunto de Weber necesitamos definir los vectores de
contribuciones marginales. Para cada orden de la gran coalicion podemos cal-
cular la contribucién de cada jugador a los predecesores. Estas contribuciones
definen el vector marginal asociado al orden dado. El conjunto de Weber es
la envoltura convexa de los n! vectores marginales, contiene al nicleo y nunca
es vacio. [Shapley| (1971) e [Ichiishi (1981) probaron que un juego es convexo
si, y s6lo si, los vectores de contribuciones marginales son los puntos extremos
del nicleo. Luego, para la clase de los juegos convexos, el conjunto de Weber
coincide con el ntcleo.

El siguiente epigrafe se dedica al estudio del conjunto de Harsanyi (o “se-
lectope”), discutido independientemente por Vasil’ev| (1980) y por Hammer
et al.| (1977). Se corresponde con todas las posibles distribuciones de los divi-
dendos de Harsanyi de todas las coaliciones entre sus miembros. Estudiaremos
que el nicleo es un subconjunto del conjunto de Harsanyi. Ademas, el conjun-
to de Harsanyi tiene estructura tipo nicleo, concretamente es el niicleo de un
juego especifico. Mostraremos una condicién necesaria y suficiente para que
este conjunto coincida con el nicleo del juego.

Daremos paso, a continuacién, a otros conceptos de solucién que atienden
a “la discusién” que puede tener lugar en el transcurso del juego. La pregunta
de interés es, dada una coalicién y un pago para esa coalicién, jhay algin
jugador que pueda plantear una objecién valida contra otro que forme parte
de su propia coalicién? Aclararemos el concepto de objecién y contraobjecién.

Una objecién de un jugador ¢ contra un jugador j es, simplemente, una
propuesta para que se forme una nueva coalicién, S, con unos determinados
pagos. Para que la objecién sea viélida, el jugador ¢ debe pertenecer a S y el
jugador j no; cada jugador que vaya a formar parte de S debe obtener en ella
mas de lo que conseguia anteriormente; y la suma de los pagos de todos los
jugadores incluidos en S debe ser igual a la utilidad que pueden conseguir los
miembros de S.

Una contraobjecion, igual que una objecién, es una propuesta para formar
una coalicién T', con su pago correspondiente. La hace un jugador j en res-
puesta a una objecion dirigida contra él por otro jugador i. T' debe contener a
7, pero no a i. El propdsito de la contraobjecién es el de convencer al que ha
objetado de que no es el Unico que puede salir beneficiado desertando, siendo
esencial que j haga creible que esta coalicion pueda formarse. Para inducir
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a los jugadores de T a que le acepten, j debe ofrecerles por lo menos lo que
les ofrecia i para formar la coalicién S y, como minimo, lo que hubiesen obte-
nido originalmente (j también debe recibir por lo menos tanto como obtenia
inicialmente).

Hablaremos del conjunto de regateo (o “bargaining set”) definido por Au-
mann y Maschler| (1965), que consiste en el conjunto de imputaciones para
las cuales dada cualquier objecién de un jugador en contra de otro existe una
contraobjecion. Si bien hay otras definiciones alternativas de conjunto de re-
gateo, por ejemplo las dadas por [Mas-Colell (1989) o Zhou (1994)), nosotros
nos centraremos en el definido por Aumann y Maschler| (1965).

Facilmente se probarad que no hay ninguna posible objecién con respecto a
un elemento del nucleo y, por tanto, el nicleo es un subconjunto del conjunto
de regateo. Ademas, el conjunto de regateo no es vacio. Resaltaremos que este
concepto de soluciéon no persigue resultados justos, sino resultados que pue-
dan llegar a imponerse. Es importante fomentar una discusién comparando las
soluciones de von Neumann-Morgenstern y el conjunto de regateo. Ambas pro-
porcionan, generalmente, mas de un pago y ninguna discrimina entre ellos. En
el conjunto de regateo, los resultados no tienen porque ser 6ptimos de Pareto
y la propiedad de superaditividad no es crucial. La relacién de ambas solucio-
nes con el nicleo es esencial. El niicleo estd comprendido en cada solucién de
von Neumann-Morgenstern (o conjunto estable) y cada imputacién del niicleo
debe ser estable en el sentido del conjunto de regateo. Conviene revisar los
trabajos de Davis y Maschler| (1963) y Peleg (1963, |1967) para ver demostra-
ciones alternativas del caracter no vacio del conjunto de regateo. La principal
dificultad que presentan estos conceptos de solucién es su calculo. También
estudiaremos que si un juego es convexo, su conjunto de regateo coincide con
el nicleo.

Otros conceptos de solucién en esta misma linea son el kernel y el preker-
nel. El kernel fue introducido por [Davis y Maschler (1965) y el prekernel por
Maschler et al.| (1972). Su cédlculo, aunque puede ser tedioso, es mas sencillo
que el del conjunto de regateo de Aumann y Maschler.

Resumiendo, a lo largo del capitulo analizaremos los siguientes conceptos
de solucion tipo conjunto:

] Concepto ‘ Autores
Nicleo Edgeworth| (1881)); |Gillies (1953)

e-nicleo Shapley y Sihubik11963,717966)
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] Concepto ‘ Autores
Menor nicleo Maschler et al. (1979)
D-ntcleo Gillies (1953} [1959)
Conjuntos estables von Neumann y Morgenstern| (1944)
Core-cover Tijs y Lippertsf( 1982)
Conjunto de Weber Weber| (1988)
Conjunto de Harsanyi Hammer et al.| (1977); [Vasil’ev| (1980)
Conjunto de regateo Aumann y Maschler| (1965)
Kernel Davis y Maschler| (1965)
Prekernel Maschler et al (1972)

2.1. El nucleo y conceptos relacionados

El primer concepto de solucién tipo conjunto que estudiamos es el nicleo.
Se trata de seleccionar un subconjunto dentro del conjunto de imputaciones
(es decir, repartos que satisfagan racionalidad individual y eficiencia) que,
ademas, satisfagan la propiedad de racionalidad coalicional.

La racionalidad coalicional supone que a cada coalicion S C N debemos
darle, al menos, lo que se puede garantizar por si misma. Matematicamente,
esto quiere decir que z(S) = Zwl > v(S), para cada S C N. Diremos que
las asignaciones seleccionadasle(fe esta forma son estables, en el sentido de
que ninguna coalicién tendra incentivos para desviarse y obtener un reparto
mejor que lo que le asegura una asignacién en el nicleo. Sin duda, la idea de
asignacién en el nicleo de un juego TU es similar a la de equilibrio de Nash de
un juego no cooperativo. Formalmente, el concepto de nicleo queda expresado
en la siguiente definicion.

Definicién 2.1 El nicleo de un juego (N,v) es el conjunto:

C(N,v) = {x € I(N,v) : Z:a:z > v(S), para todo S C N, S # @}.

€S

TUGIlab: Para saber si una imputacién pertenece al niicleo, TUGlab dispone
de la orden BELONGTOCORE, cuya sintaxis y funcionamiento quedan recogidas
en el siguiente ejemplo:
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>> A=[0 0 0 2 1 1 6];punto=[0 1];

>> [estable,info]=belongtocore(A,punto)
estable = 0

info = x+y<v{12}

Fijémonos en que el reparto determinado por el vector punto tan sélo tiene 2
componentes; naturalmente la tercera la calcula el programa por la condicién de
eficiencia. En nuestro ejemplo, el reparto eficiente (0,1,5) no estd en el nicleo,
ya que la suma de las asignaciones a los jugadores 1 y 2 es estrictamente menor
que v(12).

Presentamos, a continuacion, una condicién necesaria para que el nicleo
de un juego no sea vacio. Un ejemplo ilustrard que dicha condicién no es
suficiente.

Proposicién 2.2 Si el nicleo de un juego (N,v) no es vacio, C(N,v) # 0,
entonces

M-

v(P;) < v(N)

i=1
para toda particion P ={Py,..., P} de N.
Demostracién: Dado x € C(N,v) tenemos que Z x; > v(Pj) para todo

i€P
P; € P. Entonces

que es la relacién buscada. [

TUGIlab: Cuando el nticleo de un juego no es vacio, TUGlab dispone de la orden
CORESET para dibujarlo. En general, recomendamos dibujar el niicleo en una mis-
ma ventana con el conjunto de imputaciones. El niicleo se representard coloreado
de gris. Esto se realiza con la siguiente cadena de comandos:
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> A=[00001211114321T7];

>> imputationset (A)

>> hold on % fija la ventana de dibujo

>> axis(axis) % fija la escala de los ejes
>> coreset (A)

El dibujo resultante puede verse en la Figura[2.1] Algunas graficas correspondientes
a nicleos de juegos de 3 jugadores pueden verse en la Figura 2.2

Figura 2.1: Nicleo de un juego de 4 jugadores con TUGlab

La condicién ([2.2]) no es suficiente como se puede comprobar con el juego
de dividir el délar. En efecto, este juego tiene nicleo vacio y sin embargo se
satisfacen las siguientes desigualdades:

Volveremos més adelante en esta seccién (véase la Definicién [2.19)) a buscar
una condicién suficiente para que el nicleo de un juego no sea vacio y que,
naturalmente, incluird a la condicién enunciada en la Proposicién



2.1 El nicleo y conceptos relacionados 75

Ejemplo 2.3 Fdcilmente se comprueba que el nicleo del juego del guante en
el que L ={1} y R ={2,3}, o seq, el jugador 1 tiene un guante izquierdo y los
jugadores 2 y 3 tienen un guante derecho cada uno, se reduce a la asignacion
(1,0,0). La interpretacion de esta asignacion es que toda la utilidad la recibe
el jugador que dispone del bien que escasea.

Ejemplo 2.4 Sea N ={1,2,3} y el siguiente juego pammétm’coﬂ

v(1,2,3) =1
v(l,2)=v(1,3)=a, 0<a<1
v(S) =0 en otro caso.
Es un buen ejercicio, que recomendamos al lector, comprobar que:

3
C(N,v) = {xeRg:xl,xQ,xg >0,20<1—qa,z3 < l—a,z:ri = 1}.
i=1

Dependiendo del valor de a, tenemos que:

= 510 < a<0.5, entonces el nicleo coincide con

conv({(l,0,0), (,0,1 — ), (a,1 — ,0), (0,0, 1 — ), (0,1 — v, a)}).

n 570.5 < a <1, entonces el nicleo coincide con

conv({(1,0,0), (,0,1 — ), (@, 1 — @,0), 2r — 1,1 — a, 1 — a)}).

En la Figura 2.3 se han dibujado los nicleos correspondientes a o = 0.25 y
a = 0.75.

Como se puede observar en el siguiente resultado, conocido el nicleo de un
juego (N, v) es sencillo obtener el nicleo de un juego (N, w) estratégicamente
equivalente a él.

Proposicién 2.5 Si dos juegos (N,v) y (N,w) son estratégicamente equiva-
lentes, entonces x € C'(N,v) si, y sélo si, ke + a € C(N,w), siendo k >0y
(N,a) el juego aditivo tales que w = kv + a.

'En un juego paramétrico el valor de al menos una coalicién depende de un pardmetro.
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(0,0,1) (0,0,1)

(1,0,0) (0,1,0) (1,0,0) (0,1,0)

Figura 2.2: Niucleos de juegos de 3 jugadores con TUGlab

Naturalmente, la definicién del nicleo para un juego de costes se obtiene
invirtiendo las desigualdades en la Definicion [2.1

Observacion 2.6 El nicleo de un juego de costes (N,c) se define como el

conjunto

C"(N,c) = {x e I"(N,c): Zx, < ¢(S), para todo S C N, S # @}.

€S
Se comprueba facilmente que:
» € C"(N,¢c) & —z € C(N,—c)
» (N,c) es concavo < (N, —c) es convezo.
» Si (N,v.) es el juego de ahorros asociado al juego de costes (N, c),
x = (x;)ieny € C(N,v.) & (c(i) — x;)ien € C"(N,c).

Este dltimo resultado es consecuencia de que el juego de ahorros (N, v.)
es estratégicamente equivalente al juego de costes (N,c) (con k= —1y
a; = c(i) para i € N ).

Ejemplo 2.7 Retomamos el juego de la depuradora que abastece a tres mu-
nicipios que presentdbamos en el Ejemplo . El juego de ahorros (N,v.)
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asociado al juego de costes viene dado por:

Ve(A) = ve(B) =v.(C) =0

ve(A, B) = 2000

ve(A,C) =

ve(B, C) = 1000
ve(4, B,C) = 2500
El nicleo del juego de ahorros se corresponde con
C(N,v.) = conv({(1500, 500, 500), (1500, 1000, 0), (0, 2500, 0), (0, 2000, 500)})
y se representa en la Figura[2.3

(0,0,2500)

(2500,0,0) (0,2500,0)
Figura 2.3: Nicleo del juego de ahorros asociado al juego de la depuradora

El nicleo del juego de costes es

C" (N, ¢) = conv({(3500, 2500, 4500), (3500, 2000, 5000)
, (5000, 500, 5000), (5000, 1000, 4500)}).

Dejamos que el lector represente este nicleo y lo compare con el del juego de
ahorros.

El siguiente resultado determina una clase de juegos que tienen nicleo
vacio: los esenciales de suma constante. A esta clase de juegos pertenece el
juego del dolar.
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Definicién 2.8 Un juego (N,v) es de suma constante si
v(S) +v(N\S) = v(N) para todo S C N.

En un juego de suma constante la utilidad de la gran coalicién se reparte
integramente entre la utilidad de una coalicién cualquiera y la de su comple-
mentaria.

Proposicién 2.9 Si (N,v) es un juego esencial no degenerado y de suma
constante entonces C(N,v) = ().

Demostracién: Sea (N,v) un juego de suma constante y x € C(N,v).
Entonces, para cada jugador i € N,

> = u(N\{i}) = o(N) — o({i}).
JEN\{i}
Ademas, dado que x es eficiente,
Z xzj =v(N) — ;.
JEN\{i}
Luego, x; < v({i}). Al ser z € I(N,v), x; = v({i}) para todo i € N y, por

tanto, el juego es degenerado. [

La existencia, o no, de asignaciones estables para un juego degenerado de
suma constante se analiza en el Ejercicio [14] del Capitulo

La siguiente proposicién establece cotas para las asignaciones que pueden
recibir los jugadores en el nicleo. Ademads, en el caso de que el vector de cotas
superiores sea eficiente, el nicleo es unitario y proporciona a cada jugador su
contribucién a la gran coalicion.

Proposicién 2.10 Sea (N,v) € G".
a) Sixz € C(N,v) entonces, para cada i € N,
v(1) < a; <v(N) —v(N\7).
b) Supongamos que C(N,v) # 0. Si Z(’U(N) —v(N\i)) = v(N) entonces
ieEN

C(N,v) = {(v(N) = v(N\i))ien'}-
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Demostracién: El apartado a) se obtiene facilmente, dado que si x € C(N,v)
entonces

o(N) =) ai= > ajta > o(N\{i}) + z.

1EN JEN\{:}

Ahora, la afirmacién en b) es inmediata y se deja como ejercicio al lector. m

En general, si el nicleo de un juego no es vacio ha de ser un poliedro
convexo y compacto, tal y como se prueba en el siguiente resultado.

Teorema 2.11 Sea (N,v) € G™ tal que C(N,v) # (). Entonces se tiene que:
a) El nicleo C(N,v) es un poliedro convexo y compacto de R™.

b) Existen z1,...,x, € C(N,v) tales que cualquier elemento del nicleo
x € C(N,v) puede escribirse como

k k
T = Z)\ixi, con Z)‘i =1y X\ >0 para todo i.
i=1 i=1
FEs decir, el nicleo es la envoltura convexa de los puntos x1,..., Xk,

C(N,v) = conv({:cl, e ,mk}).

Demostracién: El apartado a) es inmediato de la propia definicién de nicleo
como conjunto de vectores que son soluciones de un sistema de desigualdades
lineales (con >).

El apartado b) se obtiene sin mas que aplicar el teorema de Krein-Milman
(véase Krein y Milman (1940))), que ya empleamos en la Proposicién al
tratar con el conjunto de imputaciones. ]

La definicién del nicleo de un juego nos proporciona una H-representacion
del mismo, es decir, el nicleo es la interseccion de los semiespacios positivos
determinados por una coleccién finita de hiperplanos. El resultado anterior
menciona una V-representacién del nicleo, esto es, el nicleo puede verse como
la envoltura convexa de una coleccién finita de puntos.

TUGIlab: Elcomando COREVERTICES de TUGIab calcula los puntos extremos
del nicleo.
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> A=[00001211114321T7];
>> extremos=corevertices(A)

extremos =

0 1.0000 3.0000 3.0000

0 1.0000 4.0000 2.0000

0 2.0000 2.0000 3.0000

0 2.0000 4.0000 1.0000
1.0000 0 3.0000 3.0000
1.0000 0 4.0000 2.0000
3.0000 0 1.0000 3.0000
2.0000 0 4.0000 1.0000
2.0000 2.0000 0 3.0000
3.0000 1.0000 0 3.0000
1.0000 2.0000 4.0000 0
1.0000 5.0000 1.0000 0
2.0000 1.0000 4.0000 0

0 4.0000 2.0000 1.0000
5.0000 0 1.0000 1.0000
2.0000 4.0000 0 1.0000
5.0000 1.0000 0 1.0000
5.0000 1.0000 1.0000 0
5.5000 0.5000 0.5000 0.5000

Asi pues, COREVERTICES nos proporciona una V-representacién del ndcleo.
TUGIab dispone de varios comandos que permiten calcular H-representaciones y
V-representaciones minimales del nicleo. Remitimos al lector al manual de usuario
en el CD que acompaiia al libro.

Para un juego de 3 jugadores el niicleo tendra a lo sumo 6 puntos extremos
mientras que para un juego de 4 jugadores este nimero asciende a 24. En|Derks
y Kuipers (2002)) se analiza con meticulosidad el problema de determinar el
ntimero de puntos extremos del ntcleo. En la selecciéon de juegos de 4 juga-
dores del Capitulo [5| recogemos un sorprendente ejemplo de un nticleo, el que
realizamos una representacion, con el nimero maximo de puntos extremos.

Observacion 2.12 Fl nicleo puede tener puntos extremos en los que ninguna
coordenada sea mdzxima para ningun agente. Consideremos el juego (N,v) con
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N ={1,2,3,4} y funcién caracteristica

v(i) =0, para todo i € N
v(1,2) = 10,v(1,3) = 30, v(1,4) = 30,v(2,3) = 30,v(2,4) = 10,v(3,4) = 20
0(1,2,3) = 90, v(1,2,4) = 40,v(1, 3,4) = 40,v(2,3,4) = 90
v(N) = 160

FEs facil ver que (0,100, 30,30) es un punto extremo del nicleo y que para cada
i € N, x; no es mdzxima. Para ello basta tener en cuenta que (10,0, 80,70)
y (20,120,10,10) son también asignaciones extremas del nicleo del juego.
Obsérvese que este juego no es convexo. El nicleo y sus extremos se repre-
sentan en la Figura[2.])

Figura 2.4: Nicleo con puntos extremos en los que ninguna coordenada es
maxima para ningun agente

Hemos hablado ya de la contribucién de un jugador ¢ a una coalicién S,
i ¢S, que es el incremento v(S U {i}) — v(S). Vamos a definir ahora un tipo
especial de asignaciones eficientes, llamadas contribuciones marginales, que
de ser estables, son puntos extremos del nicleo. Fijamos, pues, un orden de
los jugadores de la gran coalicién y calculamos la contribuciéon marginal de
cada jugador a la coalicién formada por sus predecesores en el orden elegido.
Asi, aplicando este proceso a cada jugador, obtenemos un vector denominado
de contribuciones marginales. Facilmente se puede observar que tenemos n!
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vectores, tantos como Ordenes de la gran coalicién, y que estos vectores son
eficientes.

Definicién 2.13 Sea 0: N — N una permutacion de N, i.e. 0 € H(N)E| Se
define el vector de contribuciones marginales asociado al orden o, m°(N,v) =
(m?(v))ien € R", como

mg (v) = v(Pres(i) U{i}) — v(Prey(i))

donde Pre,(i) ={j € N : 0(j) < o(i)}, es decir, es el conjunto de jugadores
que preceden al jugador i en el orden o.

Si no hay confusién escribiremos m?(v) en lugar de m? (N, v) para designar
a los vectores marginales. Veamos que, en efecto, si un vector de contribuciones
marginales pertenece al nicleo del juego entonces ha de ser un vértice.

Proposicién 2.14 Sean (N,v) un juego TU y o € II(N) cualquier permuta-
cion de los jugadores de N.

a) Sim?(v) € C(N,v) entonces m?(v) es un punto extremo del nicleo.

b) Si (N,v) es un juego convexo entonces m®(v) € C(N,v).

Demostracién: Sea o = (i1,...,i,) € II(N). Se verifican las siguientes
igualdades.
mg, (v) = v(i1)
mfl (v) + mfg (v) = wv(i1) + v(i1,12) — v(i1) = v(i1,i2)

Hemos comprobado que todo vector de contribuciones marginales satura n
igualdades linealmente independientes del nicleo y, por lo tanto, si pertenece
al ntcleo tiene que ser un punto extremo. Queda probada la afirmacién del
apartado a).

2Sea S C N, TI(S) denota las permutaciones de los jugadores de S. Para cada os € TI(S) e
i € S, os(7) representa la posicién del jugador i en el orden og. Escribiremos abreviadamente
o en lugar de on.
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Para demostrar b) hemos de ver que todo vector de contribuciones margi-
nales estd en el nicleo del juego o, equivalentemente, que para cada o € II(V)
y S C N, me(v) > v(S5). Consideremos o € II(N). Para cada S C N

€S
denotemos por og = {i1,...,is} € II(S) la permutacién de los jugadores de S
obtenida a partir de o eliminando de ésta los jugadores de N \ S. Dado que
(N, v) es convexo, la contribucién de cada jugador a sus predecesores crece, o
se mantiene, a medida que éste se va incorporando mas tarde a la coalicion.

Asi,

(V)

%)

Z U(il)
> v(iy,i2) —v(i1)

mg (v) > v(S) —v(i1,...,0s-1)

Sumando obtenemos el resultado buscado. ]

Como corolario de la proposicién anterior se deduce que el nticleo de un
juego convexo no es vacio. Volveremos a retomar la estrecha relacién que, para

la clase de los juegos convexos, existe entre los vectores marginales y el nticleo
en la Seccién 2.5

TUGIlab: Los vectores de contribuciones marginales de un juego se obtienen
en TUGIab a partir de la orden SHAPLEY. Como veremos en el préximo capitulo,
esta orden calcula el valor de Shapley a partir de los vectores de contribuciones
marginales, de ahi que éstos aparezcan vinculados a esta sentencia como segundo
resultado de la misma. Veamos un ejemplo,

>> A=[0 0 0 6 5 5 10];
>> [Sh,contribuciones]=Shapley(A)

Sh = 3.5000 3.5000 3.0000
contribuciones =

0 6 4

0 5 5

6 0 4

5 0 5

5 5 0
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5 5 0

Hemos calculado, al mismo tiempo, el valor de Shapley y los 6 vectores de con-
tribuciones marginales del juego A.

Nos ocuparemos ahora de investigar algunas caracteristicas geométricas
del nicleo. La estructura convexa del nticleo es, ciertamente, interesante. De-
tengdmonos en analizar los casos de 3 y 4 jugadores, los tnicos (exceptuando
el caso trivial de 2 jugadores) para los que podemos hacer una representacién
grafica del nicleo y que son, en consecuencia, los que podemos dibujar con
TUGlab.

El nicleo de un juego de 3 jugadores estd formado por los vectores, o
repartos, (r1,z2,23) € R? tales que

1+ 22 + x3 = v(123)

y que, ademads, satisfagan las desigualdades:

Despejando de la condicién de eficiencia, x3 = v(123) —z1 —x2, y substituyendo
en las desigualdades anteriores obtenemos el sistema equivalente:

v(l) < a1 < w(123) —v(23)
r2 < wv(123) —v(13)

x1 + z2 < v(123) —v(3)

Luego, el nicleo de un juego de 3 jugadores tendrd a lo sumo 6 caras de
dimension 1 (segmentos) que seran paralelas dos a dos.

Andlogamente, el nicleo de un juego de 4 jugadores esta formado por los
vectores (1, z2, 73, 74) € R* tales que

1+ x9 + x3 + x4 = v(1234)
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y que, ademas, satisfagan las desigualdades:

v(1) < @ < u(1234) — v(234)
v(2) < 2 < v(1234) — v(134)
v(B) < @y < 0(1234) — v(124)
v(12) € @y txs < v(1234) — v(34)
v(13) < x1 w3 < wv(1234) —wv(24)
v(23) < watw3 < v(1234) —v(14)
v(123) < x4+ z2 + 23 < v(1234) — v(4)

El niicleo de un juego de 4 jugadores podra llegar a tener 14 caras de dimensién
2 (poliedros planos) que seran paralelas dos a dos.

TUGIlab: El comando COREINFO de TUGlab proporciona informacién deta-
llada de la estructura convexa del nicleo. Veamos cémo se utiliza con un ejemplo:

>> A=[0 0 0 6 5 5 10]
>> [E,H,C,nP,nH,Ha,ExH,MPC]=coreinfo(A)

E =
5 0
1 4
1 5 4
H =
1 0 0
-1 0 5
0 1 0
0 -1 5
1 1 -6
-1 -1 10
C = 1 2 3
nP = 3
nH = 3
Ha = 2 4 5
ExH =
0 0 1 1
0 0 0 1
0 0 1 1 0
MPC= 2
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Las variables calculadas por la orden COREINFO contienen la siguiente informa-
cién:

» E: los extremos del nicleo.

= H: los hiperplanos que definen el nicleo. Cada hiperplano se designa me-
diante un vector 1 x 3 (0 1 x 4 si el juego es de 4 jugadores) de coeficientes.
Asi, [a b c] debe leerse como la recta azq +bxa +¢c=0 ([a b c d] es
el plano axy + bxg + cxs +d = 0).

= C: Para juegos de 3 jugadores, proporciona un orden de los extremos del
nicleo para poder dibujar la frontera del mismo sin mas que unir cada
punto con su consecutivoE] Para juegos de 4 jugadores, si una fila de C es,
por ejemplo,
[1 253333 3]

significa que una de las caras del nicleo tiene como vértices los puntos que
ocupan las filas 1, 2, 5y 3 de la variable E[f]

= nP: nimero de puntos extremos del niicleo.
= nH: niimero de caras (no triviales) del nicleo.

= Ha: hiperplanos del niicleo que forman las caras no triviales, es decir, aquellos
a los que pertenecen 2 puntos extremos (o mds de 2 en el caso de juegos
de 4 jugadores).

» ExH: Matriz (a;;) de orden nP x 6 (o nP x 14) tal que a;; = 1 si el punto
de la fila ¢ de E pertenece al hiperplano j de H 6 a;; = O si el punto 7 no
pertenece al hiperplano j.

= MPC: nimero maximo de vértices de cualquier cara del nicleo.

En general, si el nicleo de un juego no es vacio entonces es un poliedro
convexo y compacto de dimension n — 1 a lo sumo, pues esté contenido en el

3En general, las érdenes de dibujo de MATLAB®, como la bésica PLOT, proceden del
modo descrito. Asi, para dibujar, por ejemplo, un hexdgono conocidos los vértices, es preciso
introducir éstos en el orden adecuado, de otro modo, no obtendriamos el hexdgono sino una
poligonal con lineas que se entrecruzan.

4La matriz C en combinacién con el comando PATCH de MATLAB® permite, por ejemplo,
dibujar por separado cualquiera de las caras del nicleo.
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n
hiperplano Z x; = v(N). Los nicleos “mds completos”, técnicamente deno-
i=1
minados por Shapley| (1971) nticleos con estructura estrictamente completa,
tienen dimensién méxima y, exactamente, 2" — 2 caras de dimensién n — 2:
una por cada uno de los hiperplanos que lo definen. Ciertamente, el ntcleo
puede no tener dimensién méxima y ser “degenerado” (un tnico punto o un
segmento en el caso de 3 jugadores; un punto, un segmento o un poliedro plano
para juegos de 4 jugadores), véase la Figura

oo = N W &~ O

Figura 2.5: Nicleos “degenerados” de juegos de 4 jugadores

Algunas de las posibles estructuras del niicleo tienen un interés mas allé del
meramente geométrico. Mencionemos algunas de ellas.

Definicién 2.15 (Schmeidler| (1971)) Sea (N,v) un juego cuyo nicleo no
es vacio. Diremos que (N,v) es exacto si para cada S C N, existe z € C(N,v)

tal que anl =v(9).

€S

Sea (N,v) un juego cuyo nicleo no es vacio. Se puede demostrar que hay
un tnico juego exacto (IV,v) tal que C'(N,v) = C(N,v). Este juego se conoce
como la envoltura exacta de (N,v). Una propiedad de los juegos exactos es
que si dos juegos de esta clase tienen el mismo nicleo entonces son el mismo
juego.

Shapley| (1971) llama juegos con estructura completa a los juegos exactos:
la interseccién del nticleo con cualquiera de los hiperplanos que lo definen no
es vacfa (aunque no tenga necesariamente dimensién n — 2). En este mismo
trabajo se analiza la configuracién del nicleo, de sus caras y del ntimero de
vértices. Muchos de estos aspectos geométricos pueden ser explorados con
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facilidad con TUGlab[]

Todos los juegos convexos son exactos. Si un juego es estrictamente convexo
entonces todos los vectores de contribuciones marginales son distintos y su
ntcleo tiene estructura estrictamente completa.

TUGIab: El paquete TUGlab incorpora la orden EXACTGAME para determinar
si un juego es exacto. Ademds, informa del nimero de vértices del nicleo que
pertenecen a cada uno de los hiperplanos que lo definen y de si el nicleo tiene
estructura estrictamente completa.

> A=[02205505229555 11];
>> [E,info,cs]=exactgame (A)

E= 1
info =
3 2 4 2 4 2 5 6 5 2 5 2 4 2
cs = 0
>> C=convexgame (A)
c=20

El ejemplo anterior muestra un juego exacto que no es convexo. Su nicleo se
representa, visto desde distintos dngulos, en la Figura [2.6] Las Figuras y
de la Seccién muestran nicleos de juegos con estructura estrictamente
completa.

Figura 2.6: Tres vistas del nicleo de un juego exacto no convexo

®De hecho, muchos de ellos han desempefiado un papel esencial en la programacién de
los comandos de dibujo relativos al nicleo en TUGlab.
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En esta misma linea de analizar aspectos geométricos del ntcleo de un
juego, nos centraremos en una sorprendente propiedad geométrica de los jue-
gos convexos. Primeramente definimos los juegos de las caras introducidos en
Gonzalez-Diaz y Sdnchez-Rodriguez| (2008a). Para cada T'C N, T # (), con-
sideramos el hiperplano Hy = {:L“ e R™ . le = U(T)} y denotemos por

€T
Fr = C(N,V)N Hy\r, la cara del nicleo que se obtienen al cortarlo por el
hiperplano Hp\7.

Definicién 2.16 Sea (N,v) un juego cuyo nicleo no es vacio y T C N. El
juego de la cara T, (o “I'-face game”), denotado por (N,vg,.), se define, para
cada S C N, como:

vr () = v((SNT) U (N\T)) — v(N\T) + v(S N (N\T)).

Se puede comprobar que si T'= 0 6 T = N entonces (N,vg,) = (N,v).
Ademsds, si SNT = () entonces vp,(S) = v(S). Si el juego es convexo, en el
juego de la cara (N, vp, ), el valor de la coalicién T' coincide exactamente con
v(N) — v(N\T), su maximo pago en C(N,v), y el valor de la coalicion N\T
es su minimo pago en C'(N,v), es decir, v(N\T).

Los siguientes resultados proporcionan una idea clara de lo que representan
los juegos de las caras y sus ntcleos para la clase de juegos convexos.

Proposicién 2.17 Sean (N,v) un juego convexo y T C N. Entonces:
a) El juego (N,vp,) es convezo.
b) La cara Fp puede expresarse comoﬂ

Fr = conv({m?(N,v) : 0 = (op\7,07)}).

El siguiente resultado establece que cada cara del nicleo de un juego con-
vexo es, a su vez, el nicleo de un juego de una cara.

Proposicién 2.18 Sea (N,v) un juego convero y T C N. Se cumple que
C(N,vp,) = Fr. Ademds,

C(N,v) = conv({C(N,vp;): 0 T C N, T # N}).

5Las permutaciones del tipo o = (o N\T,07) ordenan en primer lugar a los jugadores de
N\ T yluego alos de T.
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Puede consultarse el trabajo |Gonzalez-Diaz y Sanchez-Rodriguez (2008al)
como complemento al articulo de Shapley| (1971). En ambos se incide sobre
la geometria de los nicleos de los juegos convexos y los juegos estrictamente
coNnvexos.

TUGIlab: Calcular los juegos de las caras con TUGlab es sencillo, basta con
utilizar la orden FACESGAMES.

>> A=[0,0,0,0,10,40,30,50,10,20,90,40,80,90,160];
>> F=facesgames(A)

F=
0 0 O 0 70 7O 70 50 10 20 120 80 90 90 160
O 80 O O 80 40 30 80 80 20 120 110 80 100 160
0 0120 O 10 120 30 120 10 120 130 40 150 130 160

0O O O 70 10 40 70 50 7O 70 90 80 110 120 160
60 70 O 0 140 60 60 70 7O 20 140 140 80 90 160
30 0 80 0 30 150 30 80 10 80 150 40 150 90 160
40 O O 40 40 40 110 50 40 40 90 110 110 90 160

0 10 50 O 10 50 30 130 10 50 130 40 80 130 160

0O 50 O 40 50 40 40 50 120 40 90 120 80 120 160

0 O 80 30 10 80 30 80 30 150 90 40 150 150 160
30 10 20 0 40 80 30 90 10 20 160 40 80 90 160
40 50 O 20 90 40 80 50 90 20 90 160 80 90 160
10 0 50 10 10 90 40 50 10 90 90 40 160 90 160

0 10 40 30 10 40 30 90 40 80 90 40 80 160 160

Cada fila de la matriz F es un juego de una cara, el correspondiente a la coalicién
que ocupa la misma posicién que el nidmero de la fila en el orden que hemos
adoptado para introducir los datos de la funcién caracteristica en TUGIab.E] Ahora
podemos comprobar que, en efecto, las caras del niicleo del juego original A,
imagen de la izquierda en la Figura[2.7], son los niicleos de los juegos de las caras.
En la imagen de la derecha de la Figura [2.7|se presentan los nicleos de los juegos
de las caras correspondientes a las coaliciones {1}, {2}, {3}, {1,3} y {2,3}.

"Para 3 jugadores este orden es: {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3} v {1,2,3}. Para 4
jugadores, el orden es: {1}, {2}, {3}, {4}, {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}, {1,2,3},
{1727 4}’ {173’ 4}7 {27 374} y {17 27 3’4}'
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150 1504 |

100{ 1001
50 |/ 50 |/
0 o L

0 0

Figura 2.7: El niicleo y su relacién con los juegos de las caras

Hasta aqui hemos estudiado algunas peculiaridades de la “forma” que debe
tener el nicleo de un juego siempre que éste no sea vacio. Ahora trataremos de
buscar condiciones que nos garanticen esta deseable propiedad. Nuestro punto
de partida es la condicién necesaria demostrada en la Proposicion que
pretendemos generalizar en busca de una caracterizacién de los juegos cuyo
nicleo no es vacio.

Definicion 2.19 Una familia F de coaliciones no vacias de N se dice equili-
brada si existen unos pesos positivos {ds}ser, ds > 0 para toda S € F, tales
que Y. dge® = eV, siendo €% € R™ el vector caracteristico de S, i.e.

SeF
o5 _ 1 siieS
0 sii¢sS
0, equivalentemente, Z 0s =1 para todo i € N.
SeFiesS
Pongamos un par de ejemplos de familias equilibradas:

» Cualquier particién de N, P = {Py,..., P}, es una familia equilibrada,
con d0g = 1 para toda S € P.

» Sea N = {1,2,3}, entonces F = {{1,2},{1,3},{2,3}} es una familia

equilibrada, con dg = % para toda S € F.

En el Ejercicio[I9)del Capitulo[5]se estudian algunas propiedades de las familias
equilibradas.
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Definicién 2.20 Un juego (N,v) se dice equilibrado si para toda familia F
equilibrada, con pesos asociados {ds}secr, se verifica que

> ds0(S) < u(N).

SeF

En la definicién anterior, ) dsv(S) representa el valor esperado de v
SeF
asociado a la distribucién de probabilidad {ds}ser.

TUGIlab: TUGIab también dispone de una orden para saber si un juego es o
no equilibrado. La sentencia BALANCEDGAME puede tomar dos valores: 0 si el
juego no es equilibrado y 1 si es equilibrado. En caso negativo, también calcula
una familia equilibrada que no satisfaga la propiedad de la Definicién [2.20]

> A=[0 0001000033333 4];

>> [equilibrado,info]=balancedgame (A)
equilibrado = 0

info = v{1234}<1/2* (v{34}+v{123}+v{124})

A continuacion probaremos el teorema que caracteriza los juegos cuyo
nicleo no es vacio a partir de las familias equilibradas. Recordemos previa-
mente el teorema de dualidad de programacién lineal.

Teorema 2.21 Consideremos el problema de programacion lineal

min clz
i
sujeto a1 Ax > D, (Primal)

siendo x € R", ¢ € R", A = (ajj)i=1,..m y b € Rmﬂ El correspondiente
Jj=1,...,n
problema dual viene dado por

max bly
sujeto a: Aly =c (Dual)
y=>0

8En esta formulacién matricial de los problemas de programacién lineal tratamos a los
vectores z, ¢ y b como vectores columna.
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siendo y € R™. Si uno de los problemas (Primal) o (Dual) es resoluble (tiene
solucion optima finita), entonces el otro problema, (Dual) o (Primal), también
es resoluble y los correspondientes valores de la funcién objetivo de ambos
problemas coinciden. Si uno de los problemas tiene solucion mo acotada, el
otro no tiene soluciones factibles.

El teorema de Bondareva-Shapley establece que los juegos equilibrados
coinciden con aquellos cuyo nicleo no es vacio.

Teorema 2.22 (Bondareval (1963); Shapley| (1967)) El nicleo del juego
(N, v) no es vacio si, y sdlo si, el juego es equilibrado.

C(N,v) # 0 < (N,v) es equilibrado

Demostraciéon: La condicidn necesaria es consecuencia inmediata de la de-
finicién de juego equilibrado. En efecto, sea F una familia equilibrada. Por
hip6tesis, sabemos que existe 2z € C'(N,v). Entonces

D 0su(S) <D 65> wi=> > g

SeF SeF ies SeFieS

=2 > s

1EN SeF:ueSs
>
=v(N)
y, por lo tanto, (IV,v) es equilibrado.

Probaremos la condicion suficiente utilizando el teorema de dualidad de
programacién lineal. Consideremos el siguiente programa lineal:

min Y x;

iEN (P)
sujeto a: Y. x; > v(S), para todo S C N, S # ()
€S

Facilmente se comprueba que

C(N,v) # () < (P) es resoluble y su valor es v(N).
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Sea = = (x;);en una solucién factible de (P), entonces

Zmi > v(S), paratodo ) #S C N,S # N
€S

> ai > v(N).

iEN
Nétese, ademds, que todo elemento x € C'(N,v) verifica que

Z x; > v(9)

i€S

Z:ci =v(N).

1EN
Construimos el dual del problema primal (P):

mix Y. 0gsv(S)

P#£SCN
ST dged =€V (D)
sujeto a: { 0#£SCN
ds > 0, para todo S C N, S # 0

Comprobaremos que:
(D) es resoluble y su valor es v(IN) < (N, v) equilibrado.

El conjunto factible de (D) es cerrado, acotado y no vacio. Obviamente, §g = 0
si S # Ny dy =1 es una solucién factible de (D), para la cual,

Por lo tanto,

Asi pues, (D) es resoluble y su valor es v(N) si, y sélo si, para todo 4, con
6s>0y S dge” =el, se cumple que
0#ASCN
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Obsérvese que esta ultima condicidon es equivalente a decir que para toda
familia equilibrada F,

> d50(S) < o(N).
Aplicando ahora el Teorema queda demostrada la suficiencia. n

Si el cardcter no vacio del nicleo de un juego se transmite a todos sus
subjuegos se dice que el juego es totalmente equilibrado.

Definicién 2.23 Un juego (N,v) se dice totalmente equilibrado si todo sub-
juego (R,vR), con R C N, R # (), es equilibrado.

TUGlIlab: El siguiente ejemplo muestra el funcionamiento del comando TOTAL-
BALANCEDGAME de TUGIab que analiza si un juego es totalmente equilibrado.

> A=[0 0001000000100 1];

>> [totalequilibrado,info]l=totalbalancedgame (A)
totalequilibrado = 0

info =

The subgame given by the coalition S={1,2,3}

is not balanced, because v{123}<(v{3}+v{12})

Llegados a este punto, dejamos que el lector interprete la informacién dada por
TUGIab acerca del juego representado por el vector A.

Un ejemplo de un juego totalmente equilibrado nos ayudaréd a comprender
mejor este concepto.

Ejemplo 2.24 Consideremos el juego (N,v) con N = {1,2,3,4} y funcion
caracteristica:

v(1,2) =v(1,2,3) =v(2,3) =v(2,3,4) =v(3,4) =v(1,2,4) = v(1,3,4) = %

v(N) =1, v(S) =0 en otro caso
Obsérvese que (%, %, i, %) € C(N,v) y, por tanto, el juego (N, v) es equilibrado.
Ademas, (0, %, 0) es un elemento del nicleo de los subjuegos de las coaliciones
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{1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4} y {2,3,4}. También es sencillo comprobar que todos
los juegos bipersonales tienen nicleo no vacio. Luego, el juego es totalmente
equilibrado.

No todos los juegos equilibrados son totalmente equilibrados como se mues-
tra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.25 Consideremos el juego de cuatro jugadores N = {1,2,3,4} con
funcion caracteristica:

0 si]S|€{0,1} 6515 € {{1,4},{2,4},{3,4}}
v(S)=<¢1 si|S|=3dsiSe{{1,2},{1,3},{2,3}}

2 si|S|=4
Es sencillo ver que (%, %, %, %) € C(N,v). Luego el juego original es equilibra-
do. Pero el subjuego (T,vr) con T = {1,2,3} no es equilibrado (exactamente
se corresponde con el juego del ddlar). En consecuencia, el juego (N,v) no es
totalmente equilibrado.

Proposicion 2.26 Todo juego totalmente equilibrado es superaditivo.

Demostracién: Sean S,T € 2V tales que SNT = ). Dado que el subjuego de
la coalicién SUT es equilibrado, existe z € RISVT tal que 2(S) > v(S), z(T) >
v(T)y x(SUT)=v(SUT). Por tanto,

v(S)+v(T) <z(S)+2(T)=2z(SUT) =v(SUT)
como queriamos demostrar. [

El lector puede comprobar facilmente que los juegos exactos son totalmente
equilibrados. Una estrategia habitual para probar que una clase de juegos
esta contenida en la de los totalmente equilibrados es demostrar, en primer
lugar, que todos los juegos de esa clase son equilibrados y, luego, que todos los
subjuegos de un juego de la clase son juegos de la misma clase.

Trataremos ahora con una interesante clase de juegos, contenida en la de
los totalmente equilibrados, definida a partir de una propiedad que conjuga
monotonia y obtencién de repartos eficientes en subcoaliciones.
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Definicién 2.27 (Sprumont| (1990)) Sea (N,v) € G™. Una distribucion
mondtona respecto a la poblacion (“population monotonic allocation scheme”),
abreviadamente PMAS, consiste en una distribucion

(@i,9)osc N ies
verificando:

1. Para toda S C N, in,g = v(S) (eficiencia relativa a S).
€S
2. Para toda S C T ytodoi € S, x5 < x;7 (monotonia).

Como es facil suponer, un juego no tiene por que tener estas distribuciones,
pero la clase de los juegos que las poseen forma una subclase de los juegos
totalmente equilibrados.

Proposicion 2.28 Siun juego cooperativo tiene PMAS entonces es totalmen-
te equilibrado.

Demostracién: Sea (z;5)ps5cn,ics una PMAS del juego (N,v). Sabemos

que Zazi,g = v(5). Tomemos R C S. Entonces, aplicando nuevamente las
€S
condiciones de eficiencia relativa a la coaliciéon R y la monotonia, se obtiene

v(R) = Z%‘,R < szs
i€R i€R

Hemos visto que (z;s)ics € C(S,vs) y, por tanto, el juego es totalmente
equilibrado. n

Una forma de englobar o generalizar el concepto de ntcleo es mediante los
e-nucleos. Se trata de seleccionar preimputaciones en las que ninguna coalicién
tiene incentivos de desviarse cuando se le impone un coste de €. Cuando € = 0,
tenemos el concepto de nicleo clésico y a medida que € aumenta el e-nticleo
también se hace mayor.

Definicién 2.29 (Shapley y Shubik| (1963}, 1966))) Dado ¢ € R, defini-
mos los conjuntos,
C:(N,v) ={z e R" : a(N) = v(N),z(S) > v(S)—e si S € 2N\{@,N}}
CI(N,v)={z e l(v):x(S)>v(S)—esil<|S| <n}
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Béasicamente, la definicion del segundo conjunto difiere de la definicién del
primero en que se seleccionan imputaciones. Es facil ver que se cumplen las
siguientes relaciones:

1. C3(N,v) = Cy(N,v) = C(N,v)
2. Si ez < g1 entonces C.,(N,v) C Ce, (N,v) y CZ(N,v) C CZ (N,v).

Por anadidura, si € es suficientemente grande el e-ntcleo es un poliedro con el
ntimero maximo de caras (2" — 2).

(0,0,1)

(1,0,0) (0,1,0)

Figura 2.8: El nicleo del juego del Ejemplo [2.30]

Ejemplo 2.30 En la Figura[2.§ se dibuja el nicleo del juego v(1) = v(2) =
v(3) =0, v(12) = v(13) = v(23) = 0.5 y v(123) = 1. Los conjuntos CZ(N,v
cone=0.1ye=—0.1 se muestran en la Figura[2.9

Es claro que si e > 0 se debilita el concepto de nicleo, es decir, C(N,v) C
C:(N,v). Si el juego no es equilibrado, siempre existird un e para el que el
correspondiente e-nicleo no es vacio. Esto da pie a la siguiente definicién.

Definicién 2.31 (Maschler et al.| (1979)) Dado un juego (N,v), se define
el menor nicleo (“least core”) como el conjunto

LC(N,v) = ({Ce(N,v) : Co(N,v) # 0}.

eeR
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(0,0,1) (0,0,1)

) 4

(1,0,0) (0,1,0) (1,0,0) (0,1,0)

Figura 2.9: Los e-nucleos, para € = 0.1 y € = —0.1, del juego del Ejemplo

Equivalentemente, el menor nicleo coincide con

LC(N,v) = C,,(N,v), con gy = xef'l*l(iJI\lf,v) warg}géch(v(S) —z(9)).

Si el ntcleo de un juego no es vacio entonces el menor nicleo es un punto
“central” en el nicleo. Todos los C¢ (N, v) tienen dimensién n—1 y la dimensién
de LC(N,v) es menor o igual que n — 2.

Para finalizar, sin entrar en detalles, definimos el concepto, debido a
, de juego con “large core” y recordamos su relacién con la convexi-
dad. La siguiente definicién identifica el conjunto de aspiraciones que podrian
tener los jugadores de un juego. Diremos que el ntcleo del juego es grande
(“large”) cuando para cada aspiracién existe un elemento del nicleo que la
minora.

Definicién 2.32 Sea (N, v) un juego coalicional.

= Un vector y € R™ se dice aceptable si para cada S C N,

Z yi = v(9).
€S
» FEl juego (N,v) tiene “large core” si para cada y € R™ aceptable, existe

xz € C(N,v) tal que x < y.

» Eljuego (N,v) tiene “totally large core” si él y todos sus subjuegos tienen
“large core”.
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Obviamente, no todos los nicleos son grandes. Sharkey| (1982)) demuestra
que si un juego totalmente equilibrado tienen “large core” entonces es un juego
exacto. Los articulos de Biswas et al.| (1999} 2000, |2001) relacionan los juegos
exactos, los juegos con “large core” y la estabilidad del nicleo (concepto que
desarrollaremos en la Seccion .

Se puede probar que todo juego convexo tiene “large core”, pero no todos
los juegos con niucleo grande son convexos. Concretamente, Moulin| (1990))
demostrd que un juego es convexo si, y sé6lo si, tiene “totally large core”.

2.2. El D-nucleo

El siguiente concepto de soluciéon que estudiamos es el D-nticleo. Veremos
que contiene al ntcleo y que para juegos superaditivos coincide con el nicleo.
Resultados més recientes de (Chang| (2000)), que no se incorporan aqui, esta-
blecen una condicién necesaria y suficiente para la existencia del D-ntcleo.
Ademss, en el citado articulo se da una condicién necesaria y suficiente para
que el D-nucleo coincida con el nicleo.

Antes de dar la definicién formal de D-ntcleo necesitamos introducir un
concepto de dominacién entre imputaciones. Una imputacién domina a otra a
través de una coalicién S si le asigna a cada jugador de S un mejor pago, en
sentido estricto, manteniendo la factibilidad, es decir, no puede repartir mas
de lo que la coalicién S puede garantizarse por si misma.

Definicién 2.33 Sean z,y € I(N,v) y S € 2.

= Diremos que x domina a y a través de S, y escribiremos x domy, si
S

x; >y; para todoi €S y le < wv(S).
€S

» Diremos que x domina a vy, y escribiremos xdomy, si existe S € 2V,
S # 0, tal que x domy.
S

s Las imputaciones dominadas a través S son aquellas que son dominadas
por alguna imputacion a través de la coalicion S, esto es,

dom(S) = {x € I(N,v) : ydomz para alginy € I(N,v)}.
S
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Ahora, de modo natural, surge el concepto de D-nicleo como la seleccién
de aquellas imputaciones que no son dominadas por ninguna otra.

Definicién 2.34 (Gillies (1953, (1959)) FEl D-nicleo, o “dominance core”,
es el conjunto

DC(N,v) ={x € I(N,v) : No existe y € I(N,v) tal que ydomz}.
Es sencillo comprobar que el D-nticleo también puede expresarse como:
DC(N,v) =I(N,v)\ |J dom(S).

Se2N\{0}

Ejemplo 2.35 Considérense las siguientes imputaciones y las correspondien-
tes relaciones de dominacion en el juego del délar:

z=(0.5,0.5,0) y=(0,0.6,0.4) z=1(0.3,0,0.7)

x dom z zdomy ydom x
5={1,2} S={1,3} 5={2,3}

A la vista de este ejemplo debemos concluir que la relacion de dominacion no
es transitiva. ;Puede ocurrir que existan coaliciones S y T tales que x domy
S

y que ydomx? Para responder a esta pregunta elijamos cualquier juego de
T

4 jugadores tal que v(i) = 0 para todo i, v(1,2) = v(3,4) = v(1,2,3,4) = 2.

Consideremos las imputaciones x = (1,1,0,0) ey = (0,0, 1,1) y las coaliciones

S ={1,2} yT = {3,4}. Es claro que xdomy y que ydomz, con lo que la
S T

respuesta a la prequnta planteada es afirmativa.

Los siguientes ejemplos muestran que hay juegos que tienen ntcleo vacio
cuyo D-ntcleo no lo es. En el primero, el D-ntcleo es unitario mientras que en
el segundo es un conjunto infinito.

Ejemplo 2.36 Consideremos el juego (N,v) con N = {1,2,3} y funcidn ca-
racteristica:

v(l) =v(2,3) =v(1,2,3) =1

v(S) =0, para el resto de coaliciones.
Fdcilmente comprobamos que I(N,v) = {(1,0,0)} y que C(N,v) = 0. Dado

que solo hay una tmputacion, es la unica que selecciona el D-nicleo, puesto
que no puede ser dominada por ninguna otra, es decir, DC(N,v) = {(1,0,0)}.
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Ejemplo 2.37 Consideremos el juego (N,v) con N = {1,2,3} y funcién ca-
racteristica:

v(N)=1, v(1,2) =2
v(S)=0s5#{1,2},S#N
Por la Proposicion[2.9 podemos concluir que el nicleo es vacio. Por otra parte,
DC(N,v) ={x € I(N,v) : 23 =0} = {(z1,1 —21,0) : 0 < z; < 1}.

En efecto, sea A = {(x1,1 —x1,0) : 0 < x1 < 1}. Observemos que dadas dos
imputaciones x e y pertenecientes a A es imposible que una domine a la otra
a través de la coalicion {1,2}. Ademds, dado que en las restantes coaliciones
la utilidad es 0, tampoco se puede dar una relacion de dominacion. Para con-
cluir, basta considerar que cualquier imputacion con x3 > 0 estd dominada
por alguna imputacion de A a través de la coalicion {1,2}.

El siguiente teorema nos indica algo que, una vez analizados los ejemplos
precedentes, parece razonable: el nticleo siempre va a estar contenido en el
D-nicleo. Ademsds, para la clase de los juegos superaditivos ambos conceptos
coinciden.

Teorema 2.38 Para cualquier juego (N,v) € G™ se tiene que:

a) C(N,v) C DC(N,v).

b) Si (N,v) es superaditivo entonces DC(N,v) = C(N,v).
Demostracién: Sean (N, v) cualquier juego de n jugadores y x € I(N,v) tal

que x ¢ DC(N,v). Veamos que = ¢ C(N,v). En efecto, sabemos que existen
yeI(N,v)y D #S C N tales que ydomz, es decir,
S

v(S) > Zyi > Zx,

€S €S
Por consiguiente, z ¢ C(N,v).
Supongamos ahora que el juego es superaditivo y sea x € I(N,v) tal que
x ¢ C(N,v). Podemos afirmar que existe ) # S C N tal que z(S) < v(S). Para

demostrar que = ¢ DC(N,v) construimos la siguiente asignacion y = (y;)ien
z; + 2SS siies
Yi = N)—v($)-3, j '
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Veamos que y € I(N,v) y que y dom x. Ahora bien, en virtud de la Observacién
S

sabemos que
v(N) —v(S) = > v({j}) > 0.
JEN\S
De ello se sigue que y € I(N,v). Ademds, para todo i € S se cumple que

Yi > x; y que Zyz = v(S). Luego, en efecto, y dom z. En consecuencia, si el
; S
€S

juego es superaditivo entonces DC(N,v) = C(N,v). ]

Observacion 2.39 Dado que el juego del délar y el juego del guante son su-
peraditivos, concluimos que, para ambos, su D-nicleo coincide con su nicleo.

La siguiente proposicién indica que la relaciéon de dominacién se preserva
bajo juegos estratégicamente equivalentes. La demostracion se deja al lector.

Proposicién 2.40 Si dos juegos (N,v) y (N,w) son estratégicamente equi-
valentes entonces, xdomy si, y sélo si, (kx + a) dom(ky + a), siendo k >0y
S S

(N, a) el juego aditivo tales que w = kv + a.

2.3. Conjuntos estables o soluciones de von Neu-
mann-Morgenstern

Los conjuntos estables seleccionan subconjuntos del conjunto de impu-
taciones en base a criterios razonables de dominacién: una estabilidad interna
que confiere a las imputaciones seleccionadas en el conjunto (estabilidad en
el sentido de que ninguna es preferida por otra del mismo conjunto); y una
estabilidad externa que garantiza que cualquier imputacion no seleccionada es
dominada por una del propio conjunto y, por tanto, hay una del conjunto que
es preferida por alguna coalicion.

Definicién 2.41 Dado un juego (N,v) diremos que el conjunto M C I(N,v)
es estable si cumple que:

1. M Nndom(M) =0 (Estabilidad interna)

2. I(N,v)\M C dom(M) (Estabilidad externa)
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Equivalentemente, podemos decir que el conjunto M es estable si, y sélo si,
Mndom(M) =0y MUdom(M) =1I(N,v).

El siguiente resultado indica que las asignaciones del niucleo siempre estan
contenidas en cualquier conjunto estable. Adema4s, cuando el ntcleo es un
conjunto estable entonces es el Unico conjunto estable que existe.

Proposicién 2.42 Sea M un conjunto estable para el juego (N, v). Se verifica
que:

a) C(N,v) C M.
b) Si C(N,v) es un conjunto estable entonces M = C(N,v).

Demostracién: Sea (N, v) un juego arbitrario. Supongamos que existe x €
C(N,v)\M. Sabemos que M es un conjunto estable, por lo que existen y € M
y S C N tales que ydom z, es decir, y; > z; para todoi € S'y Zyl <(9).
o ics
Asi pues, Z x; < v(S), lo que supone una contradiccién con z € C(N,v).
€S

Ahora, supongamos que el nicleo del juego (N, v) es un conjunto estable.
Por a) sabemos que C(N,v) C M. Sea x € M\C(N,v). Dado que C(N,v) es
estable, existe y € C(NV,v) tal que y domz. Ello implica la existencia de dos
imputaciones x e ¢y, ambas en M, entre las que hay una relacién de dominacion.
Por tanto, obtenemos una contradiccién con la estabilidad interna de M. =

Ejemplo 2.43 Consideremos el juego del délar. Veamos que el conjunto
M = {(0,0.5,0.5),(0.5,0,0.5), (0.5,0.5,0) }
es estable. En efecto:

1. M es estable internamente. Fdcilmente se comprueba que no es posible
que una imputacion de M domine a otra. Por ejemplo, ;se cumple que
(0, %, %) d%m (%, 0, %) ¢ La 1nica posibilidad seria para S = {2}, pero esto
es imposible dado que en el juego del ddlar v(2) = 0.

2. M es estable externamente. Sea y € I(N,v)\M, entonces existen i,j €
N, i # 7, tales que y; < % ey; < % Supongamos i =1, j = 2. Es claro

que la imputacion x = (%, %, 0) pertenece a M y xsd(%m}y.
={12
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En la Figura[2.10 se representa el conjunto de imputaciones del juego, las
3 asignaciones que pertenecen a M (en azul), el tridngulo interior (en gris)
formado por las imputaciones dominadas por todos los elementos de M, el
tridngulo rojo de las imputaciones dominadas sélo por (0.5,0.5,0), el tridngulo
rosado de las imputaciones dominadas sélo por (0,0.5,0.5) vy, finalmente, el
tridngulo verde de las imputaciones dominadas sélo por (0.5,0,0.5).

(0,0,1)

(1,0,0) (0,1,0)

Figura 2.10: Un conjunto estable para el juego del ddlar

El siguiente ejemplo muestra que, en general, no hay un dnico conjunto
estable.

Ejemplo 2.44 Sea 0 <c < % y consideremos los conjuntos,
My ={(c,z2,23) : w2,23 > 0,20 + a3 =1 — ¢}
M2 = {(x]-?c)xf}) - T1,x3 Z 07:1;1 +x3 - ]. —C}
M3z = {(z1,22,¢) 1 21,82 > 0,21 + 22 =1 — ¢}
Los conjuntos My, Ms y Ms, denominados conjuntos discriminatorios hacia

los jugadores 1, 2 y 3, respectivamente, también son conjuntos estables para el
juego del dolar. Se deja como ejercicio comprobar esta afirmacion.

Ejemplo 2.45 Consideremos el conjunto de jugadores N = {1,2,3} y la si-
guiente funcion caracteristica:

v(i)=-2,ieN v(i,j)=2, i,jEN, i#j v(1,2,3)=0.
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Este juego es estratégicamente equivalente al juego del délar, con k = % y el
Jjuego aditivo dado por a; = %, i = 1,2,3. Por tanto, como la relacion de
dominacion se preserva bajo juegos estratégicamente equivalentes, es trivial
comprobar que si

M = {(07 %’ %)> (%7 0’ %)7 (%7 %7 0)}

es un conjunto estable para el juego del délar entonces
M ={(-2,1,1),(1,-2,1),(1,1,-2)}
es un conjunto estable para el juego v.

Un ejercicio de interés para aquel que desee practicar con la relacién de
dominacién y el calculo de conjuntos estables, es encontrar algin conjunto
estable para el juego de los guantes.

Sharkey (1982)) demostré que si un juego tienen “large core” entonces el
ntcleo es el tnico conjunto estable.

Observacion 2.46 A pesar de que durante anos se conjeturd que la existencia
de conjuntos estables estaba garantizada, |Lucas (1967) encontré un juego con
10 jugadores para el que no existe ningun conjunto estable.

De interés para quien desee profundizar en esta linea son las nociones
de subsolucién y el super-nicleo (“supercore”) introducidas por Roth (1976])
como generalizacién de los conjuntos estables y cuya existencia estd asegurada.
A continuacion definimos, sin entrar en detalles, estos conceptos. Para ello
necesitamos la idea de proteccion.

Definicién 2.47 Dados un juego (N,v), un conjunto M C I(N,v) y x €
I(N,v), diremos que:

» x estd protegida por M si para cada y € I(N,v) tal que ydomx eziste
z € M wverificando que zdomy.

» M es un conjunto auto-protector si todo elemento x € M x estd protegido
por M.

Definicién 2.48 Dado un juego (N,v), diremos que el conjunto M C I(N,v)
es una subsolucion si cumple que:

1. M satisface la propiedad de estabilidad interna.
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2. M es un conjunto auto-protector.
3. Stz ¢ M entonces x no estd protegido por M.

Observemos que las dos tdltimas condiciones implican que el conjunto de
imputaciones que estan protegidas por M es, exactamente, el propio conjunto
M. De las propias definiciones se observa que los conjuntos estables son, a su
vez, subsoluciones.

Definicién 2.49 Se define el super-nicleo, o “supercore”, de un juego (N,v)
como la interseccion de todas las subsoluciones.

Fijémonos en que el conjunto vacio puede ser una subsolucién y, por con-
siguiente, el super-ntcleo puede ser vacio.

2.4. El core-cover

El siguiente concepto de solucién tipo conjunto que definimos es el core-
cover. Tal y como su propio nombre indica, el core-cover va a contener (cubrir)
al nicleo. Para definirlo con rigor necesitamos hacer uso de dos cotas entre las
que se considera admisible el pago o reparto a cada jugador.

La cota superior, o pago de utopia de un jugador, es la contribuciéon margi-
nal del jugador a la gran coalicién. El pago de utopia de un jugador representa
lo maximo que éste podria pedir, en el sentido de que si pidiera mas entonces
seria rentable para la gran coalicién no tenerlo en cuenta y pasar a un juego
con n — 1 jugadores.

Calculemos, para cada jugador lo que le queda a cada coalicién a la que
pertenece si el resto de jugadores de la coalicion se llevasen su pago de utopia.
Parece razonable que, como minimo, cada jugador se pueda asegurar el maximo
de estas cantidades sobre todas las coaliciones a las que pertenece. Este valor
es la cota inferior o minimo derecho de un jugador.

Definicién 2.50 Dado un juego (N,v) € G™ y un jugador i € N definimos:
» El pago de utopia del jugador i como el valor

M;(N,v) = v(N) = o(N\{i}).
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s El minimo derecho del jugador i como el valor

m;(N,v) = méx{v(S)f Z Mj(N,v)}.

S:esS
© JjeS\{i}

TUGIlab: Los pagos de utopia y el minimo derecho de todos los jugadores de
un juego pueden calcularse con TUGlab usando la orden UTOPIAPAYOFFS. Asi,
si escribimos

>> A=[0 0 09 4 7 11];

>> [M,m]=utopiapayoffs(A)
M=4 7 2

m= 2 5 0

observamos que, por ejemplo, para el segundo jugador el pago de utopia es 7 y el
minimo derecho 5.

El core-cover, como se presenta formalmente a continuacion, se corresponde
con todas las imputaciones que aseguran a cada jugador su minimo derecho y
no mas que su pago de utopia.

Definicién 2.51 (Tijs y Lipperts (1982)) Sea (N,v) € G™. Se define el
core-cover como el conjunto

CC(N,v) ={x € I(N,v) :m(N,v) <x < M(N,v)}.

Se puede comprobar que si el juego (N, v) es convexo, el minimo derecho
de los jugadores se corresponde con la utilidad que pueden conseguir por ellos
mismos, esto es, m;(N,v) = v({i}) para cada i € N.

A continuacién se presenta una condicién necesaria y suficiente para la
existencia de asignaciones en el core-cover.

Proposicién 2.52 El core-cover no es vacio, CC(N,v) # ), si, y sélo si, se
verifican las siguientes condiciones:

1. m(N,v) < M(N,v).
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n

2> mi(N,v) <v(N) <> Mi(N,v).

=1 =1

Se dice que el juego (N, v) es de compromiso admisible, o cuasi-equilibrado,
si cumple las condiciones de la proposiciéon anterior.

TUGIlab: Para comprobar si un juego es de compromiso admisible TUGlab
dispone del comando ADMISSIBLEGAME cuyo funcionamiento queda claro en el
siguiente ejemplo.

>> A=[0 0 0 2 2 2 4];CA=admissiblegame (A)
CA =1
>B=[00001211114321-2];
>> [CB,info]=admissiblegame (B)

CB= 0

info = m(1)>M(1)

Asi, el juego dado por el vector A es de compromiso admisible, ya que el comando
ADMISSIBLEGAME produjo el valor 1. Por el contrario, el juego B no lo es (CB= 0)
puesto que m1(B) > M;(B).

Comprobemos que, en efecto, el core-cover contiene (“cubre”) al nicleo.

Teorema 2.53 FEl nicleo de un juego (N,v) € G™ estd contenido en el core-
cover,

C(N,v) € CC(N,v).

Demostracién: Sea z € C(N,v). Para cada i € N,

keN kEN\i
=o(N) — Z Tk
kEN\i
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Ademas, para cada coaliciéon S tal que i € S,

xi:Zxk— Z Tk ZU(S)— Z Mk(N,U).

keS keS\i keS\i

Asi pues, x; > g;é}é{v(S) — Z Mk(N,v)}. En definitiva, para cada jugador
RIS keS\i
i € N, hemos visto que m;(N,v) < z; < M;(N,v). "

Se puede comprobar que para juegos de 3 jugadores el core-cover y el nticleo
coinciden, o sea, C(N,v) = CC(N,v).

TUGIlab: Para representar el core-cover de un juego de 4 jugadores de com-
promiso admisible podemos usar la sentencia CORECOVERSET. El core-cover se
pinta en color amarillo. Los vértices de este conjunto se calculan con la orden CO-
RECOVERVERTICES. El core-cover del juego del siguiente ejemplo se representa
en la Figura [2.11

> A=[00001211114321T7];
>> imputationset(A),hold on,axis(axis)
>> corecoverset (A)

>> V=corecoververtices(A)

vV =

N W dH OO OO O O O
OO O O OO W o1 01 O
O P OO - O ON O
O O WO O O WOoONW

Dado que el core-cover de los juegos de 3 jugadores coincide con el niicleo, los
comandos CORECOVERSET y CORECOVERVERTICES sélo estdn programados
para juegos de 4 jugadores.
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Figura 2.11: El core-cover de un juego de 4 jugadores con TUGlab

2.5. El conjunto de Weber

El conjunto de Weber, Weber| (1988)), se corresponde con la envoltura con-
vexa de los n! vectores de contribuciones marginales. Demostraremos que con-
tiene al nicleo y nunca es vacio. Ademas, para la clase de los juegos convexos,
todos los vectores de contribuciones marginales son puntos extremos del con-
junto de Weber que coincide exactamente con el nicleo del juego.

Definicién 2.54 Sea (N,v) € G". Se define el conjunto de Weber como la
envoltura convexa de los vectores de contribuciones marginales, esto es,

W (N,v) = conv({m?(v) : o € II(N)})
= {Zajm”j(v) cop > 0,5 = 1,...,n!,2aj = 1}.
J=1 j=1

La definicion del conjunto de Weber nos proporciona una V-representacion
del mismo, es decir, el conjunto de Weber es la envoltura convexa de una
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coleccién finita de puntos. En |[Vasil’ev) (2001) se estudia una H-representacién
de este conjunto’

Las propiedades basicas del conjunto de Weber son: no es vacio, es cerrado,
es acotado, es convexo y contiene al nucleo.

Proposicién 2.55 Sea (N,v) € G™. Se verifica que:

a) El conjunto de Weber es un conjunto no vacio, ) # W(N,v) C R, que
ademds es cerrado, acotado y convero.

b) C(N,v) € W(N,v).

Demostracién: Es trivial ver que W(N,v) # 0, ya que los vectores de
contribuciones marginales siempre existen. Como el conjunto de Weber es la
envoltura convexa de un conjunto finito de puntos, resulta ser compacto y
convexo.

Comprobemos, finalmente, que el conjunto de Weber siempre contiene al
nucleo. Procedemos por reduccion al absurdo. Supongamos que existe © €
C(N,v) tal que z ¢ W(N,v). Entonces, existen a € R" y k € R tales que el
hiperplano

n
HZf = {yER” : Zaiyi :k}
i=1

separa el punto = y el conjunto de Weberm Equivalentemente, para toda
permutacion o € II(N),

n n
Z ria; < Z mg (v)a;.
i=1 =1

9Recordamos que dar una H-representacién de un conjunto convexo es describirlo como
la interseccion de los semiespacios positivos determinados por una coleccién finita de hiper-
planos. Si el conjunto convexo se describe como la envoltura convexa de una coleccién finita
de puntos, hablamos de una V-representacién.
10F] teorema de separacién que empleamos establece que si A C R™ es un conjunto cerrado,
n

convexo y no vacio, y #* ¢ A entonces existe un hiperplano H¥ = {z € R" : Zaixi =k}
i—1

n n
que separa estrictamente x* y A; esto es, Z air; <k< Zaixi, para todo = € A.

i=1 i=1
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Tomemos el orden o* = (i1, ...,1iy) tal que a;, <--- < a;, . Entonces,

n n

.
g Tia; < g ms (v)a;
i=1 i=1

= a;,v(i1) + ai, (v(i1,i2) —v(i1)) + -+ azn(v N) —v(it,. . ipn-1))
= v(i1)(ai, — ai,) +v(i1,d2)(ai, — aig) o+ u(N)ai,

3

< Liy (ah - aiz) + (:Uil + mi2)(ai2 - als st Ty >aln

= Tig @iy + 00+ T, a4y,
n

= E T;Qy.
i=1

La primera igualdad se obtiene directamente de la elecciéon particular de o*
Para las demds igualdades basta con reagrupar adecuadamente los términos y
la dltima desigualdad se verifica dado que z € C(N,v). De este modo llegamos
a un absurdo, como consecuencia de suponer que x ¢ W (N, v). [

De la proposicion anterior se infiere que todo elemento del niicleo se obtiene
por la ponderacién de los vectores de contribuciones marginales.

La siguiente proposicién demuestra que todas las asignaciones del conjunto
de Weber son eficientes aunque, en general, no tienen por que ser imputaciones.
Sin embargo, para la clase de los juegos 0-mondtonos si son imputaciones.
Proposicién 2.56 Sea (N,v) € G™. Se verifica que:

a) W(N,v) C I*(N,v).
b) W(N,v) C I(N,v) si, y sélo si, (N,v) es 0-mondtono.
c) Sea (N,v) un juego convezo, entonces W(N,v) = C(N,v).

Demostracién: Sea (IN,v) un juego de n jugadores.
a) Es inmediato ver que para cada o € II(NV), Z mg (v) = v(N).
1EN
b) Por definicién, (N,v) es 0-mondtono si, y sélo si,

v(S)+ Y (i) < u(T) (2.1)

1€T\S
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para todo S C T. Veamos que estas condiciones son equivalentes a que
para todo i € Ny S C N\{i},

v(S U{i}) —v(S) = v({i}). (2.2)
Una vez comprobada la equivalencia, el resultado es inmediato.
Para demostrar que (2.1)) implica (2.2]) basta con tomar para cada S C
N\{i} ei € N la coalicion T = S U {i}.

Veamos, ahora, que (2.2)) implica (2.1)). Sea S C T, S # T, puesto que si
S =T la relacién es trivial. Supongamos, entonces, que existe k > 1 tal
que T\S = {i1,...,ir}. Se verifica la siguiente cadena de desigualdades:

v(SU{in}) —v(S) = v({ir})
v(SU{in} Ufia}) —o(SU{in}) > v({iz})

v(SU{ittU...U{ix}) —v(SU{ir}U...U{ig_1})

v({ir})

Sumando las desigualdades obtenemos directamente que v(7T') — v(S) >

Z v(1).

i€T\S

>
>

Ya sabemos que C(N,v) C W(N,v). Si (N,v) es convexo, de la Pro-
posicién deducimos que todo vector de contribuciones marginales
pertenece al nicleo, es decir, W(N,v) C C(N,v).

Quedan asf probadas las afirmaciones del teorema. [

La coincidencia del niicleo y el conjunto de Weber caracteriza a la clase de
los juegos convexos.

Proposicién 2.57 Sea (N,v) € G™. Se tiene la siguiente equivalencia.

(N,v) es convezxo si, y solo si, W(N,v) = C(N,v).

Demostracién: Teniendo en cuenta el apartado c) de la proposicién previa,
solo nos queda demostrar que si el conjunto de Weber coincide con el niticleo

entonces el juego es convexo.
Sea T'C S C N\{i}. Demostraremos que

v(S U {i}) — v(8) > v(T U {i}) — o(T).
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Para ello, elegimos o € II(N) tal que o = (o7, 04\, 1, UN\(SU{i})).H Sabe-
mos que,
> omf(v) =o(T) y mi(v) =v(SU{i}) —v(S).
JET

Ademas, dado que m?(v) € C(N,v),

S mi) = o(TU{i}).

jETU{i}

0 equivalentemente,

> " mg (v) +m (v) > (T U4).
JET

De las igualdades previas se llega a
v(T)+v(SU{i}) —v(S) >v(T Ui),
que es la condicién de convexidad buscada. =

La clase de los juegos convexos estd ampliamente estudiada por el buen
comportamiento que tiene con respecto a las distintas soluciones. Es facil com-
probar que los juegos convexos son una subclase de los totalmente equilibrados,
dado que todo subjuego de un juego convexo es a su vez convexo y, por tanto,
su nucleo coincide con su conjunto de Weber.

También se puede comprobar sin dificultad que para juegos convexos, dado
un orden o € II(N), si consideramos para cada coalicion S C N, el orden
os € II(9), la distribucién dada por los vectores de contribuciones marginales
asociados a este orden, (m7*)g.gc n,ics, €s una distribucién mondtona respecto
a la poblacién.

TUGIlab: El conjunto de Weber se representa con TUGlab mediante la orden
WEBERSET vy sus puntos extremos se calculan con WEBERVERTICES. ElI con-
junto de Weber del ejemplo que sigue puede verse en la Figura[2.12] TUglab pinta
el conjunto de Weber en rojo.

1Es decir, o es cualquier permutacién que ordene en primer lugar los jugadores de T, luego
los de S\ T, a continuacién coloque al jugador ¢ y, finalmente, ordene los demds jugadores.
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10 20 20

Figura 2.12: El conjunto de Weber de un juego de 4 jugadores con TUGlab

> A=[00007 7777712 12 12 12 22];
>> imputationset(A), axis(axis),hold on
>> weberset (A)

>> W=webervertices(A)

W =
0 7 5 10
0 7 10 5
0 5 7 10
0 10 7 5
0 5 10 7
0 10 5 7
7 0 5 10
7 0 10 5
5 0 7 10

10 0 7 5
5 0 10 7
10 0 5 7
7 5 0 10
7 10 0 5
5 7 0 10
10 7 0 5
5 10 0 7
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10 5 0 7
7 5 10 0
7 10 5 0
5 7 10 0

10 7 5 0
5 10 7 0

10 5 7 0

TUGIab ofrece numerosas variantes de estas érdenes bdsicas para estudiar con
todo detalle el conjunto de Weber. Por ejemplo, con TUGlab se pueden calcular
H y V representaciones minimales del conjunto de Weber. También es posible
determinar la permutacién del conjunto de jugadores asociada a cada vértice.
Remitimos al lector interesado al manual del usuario que se incluye en el material
informatico que acompafia al libro.

Ejemplo 2.58 Sea (N,v) el juego con N = {1,2,3} y funcidn caracteristica:

v(l)=v(2)=v(3)=0
0(1,2) =4, v(1,3) =7, v(2,3) = 15
v(1,2,3) = 20

Con la ayuda de TUGlab se obtiene que el nicleo del juego se puede expresar
como:

C(N,v) = conv({(4,0,16), (5,0, 15), (0,4, 16), (0,13,7), (5,13,2))}).

El conjunto de Weber es la envoltura convera de los siguientes vectores

o | mi(v) | m§(v) | mg(v)
(1,2,3) ] 0 J 16
(1,32)| 0 13 7
(2,1,3) | 4 0 16
(2,31)| 5 0 15
(3,1,2) | 7 13 0
(321)| 5 15 0

El conjunto de Weber de este juego se representa en la Figura[2.15.
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(0,0,20)

(20,0,0) (0,20,0)

Figura 2.13: El conjunto de Weber de un juego de 3 jugadores con TUGlab

2.6. El conjunto de Harsanyi o selectope

El conjunto de Harsanyi fue introducido independientemente por [Vasil’ev,
(1980) y por Hammer et al.|(1977). Recientemente, este conjunto fue estudia-
do por Derks et al.| (2000) bajo el nombre de “selectope”. Se corresponde con
todas las posibles distribuciones de los dividendos de Harsanyi de todas las
coaliciones entre sus miembros. Estos dividendos surgen de modo natural al
expresar un juego en funcién de la base de los juegos de unanimidad. Con-
cretamente, los dividendos son los coeficientes asociados a los elementos de la
base. Estudiaremos que el nicleo es un subconjunto del conjunto de Harsanyi.
Ademsds, el conjunto de Harsanyi tiene estructura tipo ntcleo, esto es, es el
ntcleo de un juego especifico. Finalmente, daremos una condiciéon necesaria y
suficiente para que este conjunto coincida con el nicleo del juego.

Definicion 2.59 Se define el juego de unanimidad de la coalicion S C N,
S # 0, como aquel juego (N,ug) cuya funcion caracteristica viene dada por:

(1) 1 seScCT
U = .
s 0 en otro caso

En Shapley| (1953b) se prueba que el conjunto de los juegos de unanimidad
constituyen una base de G", es decir, que todo juego coalicional (N,v) se
puede descomponer de forma tunica como combinacién lineal de los juegos
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de unanimidad. Las coordenadas de un juego en la base de los juegos de
unanimidad se denominan dividendos de Harsanyi del juego.

Proposicién 2.60 (Harsanyi (1959, 1963)) Sea (N,v) € G". Se verifica

que
v= Z cpur
0ATCN
siendo cr = Y. (=1)""Y0(T"). Estos valores se conocen como los dividendos

T'CcT
de Harsanyi del juego.

Los dividendos de Harsanyi se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones

v(S) = Z cr, para S C N.
TCS

Para ello, basta con tomar ¢y = 0 y calcular, de manera recursiva en el cardinal
de las coaliciones, los valores

cr =v(T) — Z cr.

T'CT,T'#T

TUGIlab: El célculo de los dividendos de Harsanyi en TUGIab se efectiia me-
diante la sentencia HARSANYIDIVIDENDS. Veamos un ejemplo ilustrativo.

>> A=[3 33 25 9 9];
>> [HD,unanimidad]=harsanyidividends(4)

HD =3 3 3 -4 -1 3 2

unanimidad =
1 0 0 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 1
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El programa nos devuelve los dividendos de Harsanyi y la base de los juegos de
unanimidad. Naturalmente, los dividendos son las coordenadas del juego A en la
base dada (y en el correspondiente orden).

Las siguientes definiciones recogen conceptos que seran fundamentales para
resumir los principales resultados acerca del conjunto de Harsanyi.

Definicién 2.61 Sea (N,v) € G™.
» Un juego (N,v) se dice totalmente positivo si cg > 0 para toda S C N.

» Dos juegos (N,v) y (N,w) se dicen disjuntos si para cada S C N,

cs(v)es(w) =07

» Dado un juego (N,v) se definen dos juegos totalmente positivos (N, vT)
y (N,v™) mediante:

v = Z CcSug; vo= Z —Ccsug.

S:cs>0 S:cs<0
De esta forma se tiene la descomposicion v = v — v~

» Un juego (N,v) es casi positivo si su juego 0-normalizado es totalmente
positivo.

TUGIlab: La descomposicion dada en la definicidon anterior también se puede
calcular con la orden HARSANYIDIVIDENDS.

>> A=[3 33259 9];
>> [HD,unanimidad,Aplus,Aminus]=harsanyidividends(A)

HD = 3 3 3 -4 -1 3 2
unanimidad =
1 0 0 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 1

2Naturalmente, cs(v) y cs(w) son los dividendos de Harsanyi correspondientes a la coa-
licién S para los juegos (N,v) y (N, w), respectivamente.
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0 0 1 0 1 1 1

0 0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 1
Aplus = 3 3 3 6 6 9 14
Aminus = 0 0 0 4 1 0 5

Los juegos Aplus y Aminus son, naturalmente, los juegos totalmente positivos v
y v~ de la definicién anterior.

Como ya hemos dicho, el conjunto de Harsanyi se corresponde con todas las
posibles distribuciones de los dividendos de Harsanyi de todas las coaliciones
entre sus miembros. El niicleo es un subconjunto del conjunto de Harsanyi.
Ademss, el conjunto de Harsanyi tiene estructura tipo nicleo, concretamente
es el nicleo de un juego convexo particular.

Los juegos casi positivos son aquellos en los que el conjunto de Harsanyi
coincide con el ntcleo.

Los vectores de contribuciones marginales son ejemplos de vectores de pa-
go de Harsanyi, de tal forma que el conjunto de Weber, siendo la envoltura
convexa de los vectores de contribuciones marginales, es un subconjunto del
conjunto de Harsanyi. Desarrollemos con detenimiento todas estas ideas.

Definicién 2.62 El conjunto de Harsanyi, que denotaremos por H(N,v), es
el conjunto de repartos dados, para cada t € N, por

o= > pies

SCN:eS
donde p = (pf)ScN:z'eS es cualquier sistema de pesos, es decir, p > 0 y
ijs =1 para cada S C N.
jeSs

Observacion 2.63 Debido a que v(N) = Z cs tenemos ng)f = v(N),

SCN 1EN

para cualquier sistema de pesos p. En el caso de que pf = ‘—1| para cada
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S C N ei €S, el pago de Harsanyi coincide con el valor de Shapley que
introduciremos en el proximo capitulo.

Definimos, a continuacién, dos juegos que tendran especial relevancia. El
primero de ellos, el “Harsanyi mingame”, nos permitird determinar el conjunto
de Harsanyi a través del calculo de su ntcleo.

Definicién 2.64 Sea (N,v) € G". Se define el juego mingame (N,vg) me-
diante:

v (S) =v(S) — (v (N) —v (S) —v (N\S)), S C N.

El niicleo de un juego resulta ser un subconjunto del conjunto de Harsanyi.
Ademss, el conjunto de Harsanyi coincide con el niicleo de un juego convexo:
el juego mingame.

Proposicién 2.65 Sea (N,v) € G™. Se verifica que:
a) El juego mingame (N,vg) es convexo.
b) H(va) = C(N7UH)
¢) C(N,v) C H(N,v)

Observacion 2.66 Dada S C N, se pueden comprobar las siguientes igual-
dades:

v (S) = v(9) + > cr
TNS#D, T\S#D,cT <0

— Z cr + Z er.

TNS#D,cr <0 TCS,er>0

La primera expresion es la suma de v(S) y todos los dividendos no negativos
de las coaliciones T que contengan al menos un jugador en S y al menos un
Jugador fuera de S. Obtenemos de forma inmediata que v(S) > vy (S) para
toda S C N y que v(N) = vg(N).

Una condicién necesaria y suficiente para que el conjunto de Harsanyi de
un juego coincida con el ntcleo es que el juego sea casi positivo.

Proposicién 2.67 H(N,v) = C(N,v) si, y solo si, el juego es casi positivo.
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El segundo juego que definimos en relacién con el conjunto de Harsanyi se
denomina, como no, juego maxgame.

Definicién 2.68 Sea (N,v) € G". Se define el juego maxgame (N,v") como:
v (S) = v(S) + (vT(N) —vT(S) —vT(N\S)), S C N.

Los valores que el mingame y el maxgame asignan a una coalicién se co-
rresponden con el pago minimo y maximo que dicha coalicién puede obtener
mediante un vector del conjunto de Harsanyi. En efecto, se puede comprobar
que para cada S C N,

1. vg(S) = min{z(S) : z € H(N,v)}
2. vf1(8) = méx{z(S) : x € H(N,v)}

Estas propiedades justifican los nombres dados a estos juegos.

TUGIlab: Los juegos mingame y maxgame de Harsanyi pueden obtenerse con
la orden HARSANYISETINFO. El primer resultado serad siempre el mingame vy el
segundo el maxgame.

>> A=[0 0 0 2 5 5 10];
>> [m,M]=harsanyisetinfo(A)

-2 -2 -2 0 3 3 10

7 7 10 12 12 12 10

El conjunto de Harsanyi se dibuja con la orden HARSANYISET. Dado que, en
general, el conjunto de Harsanyi no estd contenido en el conjunto de imputacio-
nes, para obtener una clara representacién de ambos es necesario realizar algunos
ajustes que se explican con detenimiento en la Seccién [5.2.5]y en los ejercicios de
la Seccién [5.3.1] La Figura [2.14] recoge un dibujo del conjunto de Harsanyi, de
color azul, para el juego A=[0 0 0 2 55 10]. También se dibujan el conjunto de
imputaciones del mingame (a trazo discontinuo y en color verde), el conjunto de
imputaciones del juego A (el tridngulo marcado en negro) y el conjunto de Weber
del juego A (en rojo, que coincide con el nicleo pues A es convexo). Sin duda, se
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Figura 2.14: El conjunto de Harsanyi

aprecia claramente que el conjunto de Harsanyi incluye, en general, “muchisimos”
repartos.

2.7. El conjunto de regateo

El siguiente concepto de solucién de tipo conjunto que estudiamos atiende a
la discusion que podria generarse en el juego. Hasta el momento, los conceptos
de solucion descritos dejan a un lado el proceso de negociaciéon que puede tener
lugar en el transcurso del juego, es decir, las amenazas y las contra-amenazas
que podrian hacer las coaliciones. El conjunto de regateo (Aumann y Maschler
(1965)) consiste en seleccionar aquellas imputaciones para las cuales dada
cualquier objecién de un jugador en contra de otro existe una contraobjecion.
Basicamente, lo que se plantea es que dada una coalicién cualquiera y un vector
de pagos asignado, si existe una objeciéon de un jugador de la coalicién en contra
de otro de la misma coalicidn, entonces el otro jugador pueda amenazarlo de
forma creible a través de una contraobjecion.

Uno de los principales inconvenientes de este concepto de solucién es que
su céalculo puede ser laborioso. Concluiremos esta secciéon indicando que, nue-
vamente, en juegos convexos tenemos resultados que simplifican las cuentas.
En este caso, el conjunto de regateo coincide con el ntcleo del juego.

Comenzamos definiendo el exceso de una coalicién con respecto a un vector.
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Definicién 2.69 Sean S C N y x € I(N,v). Se define el exceso del valor de
una coalicion S con respecto al vector x como

e(S,z) =v(S) — Za:j =v(S) — z(9).

JjeS

Se puede considerar que el exceso (.S, z) es una medida de la queja de la
coalicién S con respecto a x. Representa la ganancia (o pérdida si es negativa)
de la coalicién S si sus miembros forman su propia coalicién y no aceptan el
reparto . Cuanto mayor sea, mas dista lo que puede conseguir una coaliciéon
por si misma, v(S), de lo que le asigna la distribucién z, z(S). Por tanto,
para que las coaliciones estén satisfechas con un vector x, deberan tener ex-
cesos cudnto més negativos mejor. Fijémonos en que si x € C(N,v) entonces
e(S,z) <0 para toda S C N y, en particular, e(N,z) = 0.

TUGIlab: El comando EXCESSES calcula todos los excesos correspondientes
a una imputacién dada ordenados de mayor a menor y, por supuesto, también
ordena las coaliciones donde se obtienen.

>> A=[2 3 47 5 9 12]; x=[2.5 5 4.5];
>> [excesos,coalicion]=excesses(A,x)
excesos = -0.50 -0.50 -0.50 -0.50 -2.00 -2.00

coalicion = 1’ ’3’ 712 ’23° ’27 ’13°

Asi, por ejemplo, el exceso del valor de la coalicién {2,3} con respecto a la
imputacién x es de —0.5.

En la Seccién [3.6]se denota por 6(z) el vector de excesos ordenados de mayor
a menor correspondientes a una imputacion x. Este vector es esencial para definir
el nucleolo.

Dados i,7 € N, i # j, el conjunto T';; = {S € 2M\{0} : i € S,j ¢ S}
estd formado por aquellas coaliciones a las que pertenece el jugador ¢ y no
pertenece el jugador j.

Definicion 2.70 Una objecion del jugador i en contra del jugador j con res-
pecto a la imputacion x en el juego (N,v) es un par (y°,5), S € Ty, tal
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que

> yi =v(S)

kesS

y,f > 1y, para todo k € S.

En una objecién, los jugadores de S prefieren de forma estricta el pago
proporcionado por y° que el dado por z. Para que exista la objecién el exceso

e(S,xz) =v(S) — Zaﬁj =v(S) — z(S)

jes
ha de ser positivo.

Definicién 2.71 Una contraobjecion a la objecion (y°,S), del jugador i en
contra del jugador j con respecto a la imputacion x en el juego (N,v), es un
par (2T,T), T € Tj; tal que

>z =o(T),

keT
25 > xy, para todo k € T\S

2 > y? para todo k € TN S.

En una contraobjecién los pagos son débilmente preferidos, en un caso, al
original de la imputacién z y, en otro caso, al de la propia objecién. Para que
exista la contraobjecién ha de darse que e(T,x) = v(T) — z(T) > 0.

Definicién 2.72 Sea (N,v) € G™. Una imputacion x € I(N,v) pertenece
al conjunto de regateo del juego, que denotaremos por M(N,v), si para cada
objecion de un jugador en contra de otro con respecto a la imputacion T existe
una contraobjecion.

La siguiente proposicién indica que no hay ninguna posible objecion con
respecto a un elemento del nicleo y, por ende, el niicleo es un subconjunto
del conjunto de regateo. Ademas, el conjunto de regateo nunca es vacio. Es
interesante revisar los trabajos de |Davis y Maschler| (1963]) y [Peleg| (1963,
1967) para ver demostraciones del caracter no vacio del conjunto de regateo.
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Proposicién 2.73 Sea (N,v) € G™. Se verifica que:
a) C(N,v) C M(N,v).
b) M(N,v) # 0.
c) Si el juego es convexo entonces C(N,v) = M(N,v)

Demostracién: Siz € C(N,v) entonces e(S, z) < 0 para toda coalicién S C
N. Asi pues, no hay ninguna posible objecién con respecto a un elemento del
ntcleo. Los apartados b) y ¢) se encuentran demostrados en Davis y Maschler
(1963)) y Driessen| (1988). (]

En cuanto a la geometria de este conjunto indicar que Maschler demos-
tré que el conjunto de regateo es una union finita de poliedros convexos cerra-
dos. Luego, el conjunto de regateo es un conjunto cerrado pero, en general, no
es un conjunto convexo.

Ejemplo 2.74 Consideremos el juego paramétrico con N = {1,2,3} y fun-
citon caracteristica:

v(l,2)=v(l,3)=a (0.5<a<1)
v(N) =1, v(S) =0 en otro caso.

Probaremos que M(N,v) = C(N,v). Para ello, ya que C(N,v) C M(N,v),
basta con comprobar que M(N,v) C C(N,v).

Sea x € I(N,v)\C(N,v). Veamos que x ¢ M(N,v). En efecto, dado que
x ¢ C(N,v), o bien xza > 1—a o0 bien x3 > 1 —a. Supongamos, sin pérdida de
generalidad por la simetria de los jugadores 2 y 8, que xo > 1 — a. Entonces

e({1,3},z) =v(1,3) — (z1 + z3) > 0,

ya que v(1,3) = a y 1 + 23 = 1 — 22 < a. Consecuentemente, el jugador
1 podria objetar en contra del jugador 2 por medio de la coalicion {1,3}. Sin
embargo, es facil comprobar que el jugador 2 no podria contraobjetar.

2.8. El kernel y el prekernel

Para terminar este capitulo describimos otro concepto de solucién que
atiende al proceso de negociacion que podria darse en el juego. Observare-
mos que el kernel, |[Davis y Maschler| (1965)), de un juego esta contenido en el



128 Capitulo 2. Conceptos de solucién tipo conjunto

conjunto de regateo y aunque su calculo suele ser complicado es mas senci-
llo que el del conjunto de regateo. El prekernel fue introducido por [Maschler
et al.| (1972)) para determinar el kernel en un tipo especial de juegos. Como
veremos una diferencia entre ambos es que el kernel selecciona asignaciones en
el conjunto de imputaciones mientras que el prekernel selecciona simplemente
asignaciones eficientes. En el proximo capitulo, concretamente en la Observa-
cién [3:2] mencionaremos algunas propiedades que, en determinados ejemplos
permiten simplificar el calculo de estos conjuntos.

Definicién 2.75 Sean i,j € N y x € I*(N,v). Se define el mdzimo exceso
del jugador i sobre el jugador j con respecto a la preimputacion x como

sij(z) = max{e(S,z) : S € I'y;}.

Si el maximo exceso es no negativo, representa la maxima cantidad que
el jugador 7 puede ganar sin la cooperacion de j, formando una coalicién que
no contenga a j y suponiendo que el resto de la coalicién estd satisfecha con
la cantidad que les daba x. Podemos entonces decir que el maximo exceso es
una medida de poder del jugador 7 para atacar al jugador j con respecto a la
preimputacion x.

En caso de que z satisfaga racionalidad individual, el jugador j es inmune
a amenazas, dado que puede conseguir v(j) por si mismo.

Definicién 2.76 Sean i,j € N y x € I(N,v). Diremos que el jugador i so-
brevalora al jugador j con respecto a la imputacion x € I(N,v) si:

zj > (j) y sij(x) > s5i(x).

Definicién 2.77 Definimos el kernel de un juego (N,v) como el conjunto de
imputaciones para las que ningun jugador sobrevalora a otro.

K(N,0) = { € I(N,0) & (s545(2) = 534(@) (; = 0(5)) <0,
(sji(@) = siy (@) (w; = v(3) <0, sii # .

Definicién 2.78 Definimos el prekernel de un juego (N,v) como el conjunto
de preimputaciones para las que cualesquiera dos jugadores son igualmente
poderosos en sus amenazas Mutuas.

K*(N,v) = {ac € I"(N,v) : sjj(x) = sji(x), sii #j}.
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El kernel es una union finita de poliedros convexos cerrados. La siguiente
proposicion resalta algunas propiedades del kernel y del prekernel. Sus demos-
traciones pueden consultarse en Driessen (1988). Una de ellas nos indica que
la parte del kernel y del prekernel que esta contenida en el nicleo coincide.

Proposicién 2.79 Sea (N,v) € G™. Se verifican las siguientes propiedades:

a) K(N,v) #0

b) K*(N,v) #0

¢) K(N,v) C M(N,v)

d) Si (N,v) es superaditivo, IC(N,v) = K*(N,v).

e) Si (N,v) es convexo, K(N,v) = K*(N,v) y es um’tarioH

f) K(N,v) N C:(N,v) = K*(N,v) N C:(N,v) para cada € < 0.
Demostracién: Aqui demostraremos tan sélo el apartado ¢). Sea x € IC(N, v)

y sea (yS ,S) una objecién del jugador i en contra del j con respecto a x.
Luego S € I'yj, > y,f =v(9) e y,f > x para todo k € S. Demostramos, a
kesS

continuacién, que existe una contraobjecion de j a i. En efecto, consideremos
dos casos:
1. sij(:r) > sji(:c).
Como z € IC(N,v), z; < v(j). Entonces, z; = v(j) y, por tanto, (z;,{j})
es una contraobjecion valida.
2. Sij(l’) S Sji(.fE)

En este caso elegimos T € I';; tal que sj;(x) = e(T,z) = v(T) — Z Tk
keT

13 Ademds, como veremos en el préximo capitulo, coinciden con el nucleolo.
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Por otra parte,

Swm=>u- > w

keTNS keS kES\T
=v(S) = >
kES\T
<wv(S) — Z Tk
keS\T
=0v(S) — Zxk + Z Tk
kesS kesSnT

Por consiguiente, si sumamos zp\g en los miembros de la desigualdad

llegamos a
i+ D m<v(S) =) m+ ) wm
keTnsS keT\S keS keT
< 85 (x) + Z T
keT

= sij(x) — sji(z) +o(T) < o(T),

lo que claramente indica la existencia de una contraobjecién a través de
la coalicién T'. Dejamos que el lector la construya.

Las pruebas de las demés afirmaciones pueden encontrarse en Driessen| (1988)),
aunque algunas ideas se comentan en la Observacion [2.80 [

Observacion 2.80 Se puede demostrar que el conjunto de regateo y el kernel
de cualquier juego son no vacios a partir de la existencia del nucleolo, con-
cepto de solucion puntual que se estudia en el siguiente capitulo. El nucleolo
pertenece al kernel del juego y, como hemos visto, el kernel es un subconjunto
del conjunto de regateo.

Ademds, sabemos que el conjunto de regateo de un juego convexo coincide
con el nicleo. Como consecuencia, el kernel de un juego convexro es un sub-
conjunto del nicleo. En|Maschler et al| (1979) se prueba que, por anadidura,
PaTa juegos converos estos conceptos son unitarios y coinciden con el nucleolo
del juego.



Capitulo 3

Conceptos de solucion
puntuales

Conceptos clave: Propiedades de las reglas de reparto. El valor de Shapley.
Caracterizaciones axiomdticas del valor de Shapley. Situaciones asimétricas:
los wvalores ponderados. Uniones a priori: el valor coalicional. Situaciones
con comumnicacion restringida: el valor de Myerson. El nucleolo y el prenu-
cleolo. El tau-valor. El core-center

En el presente capitulo estudiaremos conceptos de solucién que determi-
nan un unico reparto. Algunos de ellos estan definidos para la clase general de
juegos, mientras que otros lo estdn inicamente para alguna subclase. Comen-
zaremos introduciendo algunas propiedades basicas de una regla de reparto, o
axiomas, que posteriormente utilizaremos para caracterizar las soluciones que
presentamos.

La caracterizacién axiomatica de soluciones es una parte de la teoria de
juegos que continuamente proporciona nuevas visiones que permiten compa-
rar las distintas soluciones a un juego coalicional. Se trata de desgranar la
regla de reparto dada en propiedades bésicas, de tal forma que se obtengan
resultados de existencia y unicidad de solucién. A veces, resulta sorprendente
que determinadas soluciones complejas queden caracterizadas por una serie
de propiedades que parecen totalmente admisibles y naturales. Otra parte de
la caracterizacién axiomatica consiste en demostrar que ninguna propiedad
sobra, en el sentido de que si se eliminase de la caracterizacion se perderia la
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unicidad. Normalmente esto se conoce como independencia de los axiomas.

La primera solucién puntual que presentaremos serd el valor de Shapley.
Una discusion acerca del valor de Shapley se puede encontrar en [Luce y Raiffa
(1957) y otra, més reciente, en el monografico de Rothl (1988) dedicado a
Shapley. El valor de Shapley (Shapley| (1953b)) ha sido ampliamente estudiado
y, hoy por hoy, quizds sea el concepto de solucién para juegos cooperativos
més utilizado. Sus principales ventajas son, por una parte, la linealidad de
la férmula de calculo que simplifica el mismo y, por otra, el proporcionar un
tnico valor como solucién. Ha sido utilizado, por poner un par de ejemplos
ilustrativos, para distribuir los costes de distintas companias aéreas en un
aeropuerto y para distribuir los costes entre diferentes activos amortizables
cuando los ingresos se obtienen por estos activos conjuntamente. Después del
anélisis de la caracterizacion més conocida del valor de Shapley discutiremos
otras que se han dado para este valor. Mostraremos, ademas, que para la
clase de los juegos convexos el valor de Shapley es el baricentro de los puntos
extremos del nicleo teniendo en cuenta sus multiplicidades.

Se daran indicaciones de la ingente literatura surgida entorno al valor de
Shapley: los valores ponderados, de interés cuando los jugadores no parten de
una situacion simétrica y tienen asociados pesos exégenos; los valores coali-
cionales, aplicables cuando los jugadores se asocian en coaliciones a priori; y
el valor de Myerson, que supone que los jugadores no se pueden comunicar
libremente y estan sujetos a unas restricciones en la comunicacién que vienen
modeladas por un grafo.

El nucleolo fue introducido por [Schmeidler, (1969)) y es, como el valor de
Shapley, un concepto de solucién puntual. Ya sabemos que el nicleo es vacio
cuando hay al menos una coalicién que tiene incentivos para romper la for-
macién de la gran coalicién. La idea del nucleolo consiste en hacer lo mas
“feliz” posible a la coaliciéon mas “infeliz”. Esta idea también es aplicable si el
nicleo no es vacio y, en este caso, la asignacién seleccionada es estable. Una
vez analizadas las buenas propiedades del nucleolo se proporcionard un sen-
cillo método geométrico para su cédlculo en juegos de 3 jugadores. Para mas
jugadores son utiles las técnicas de programacién lineal. El nucleolo persigue
objetivos de justicia, solidaridad y, también, estabilidad. Veremos que en la
clase de los juegos convexos el kernel y el prekernel coinciden con el nucleolo.
Citar también la nocién de nucleolo per capita introducido por |Grotte (1971).
Las ideas bésicas son las mismas, pero ahora se minimizan los mayores exce-
sos per capita. También conviene hablar del trabajo de |Gately| (1974) en el
que se desarrolla el llamado “Gately point” que, inspirado en ideas similares,
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minimiza las propensiones de los jugadores a romper la gran coalicion. Uno de
los problemas de este concepto de solucién es que no tiene por que estar en el
nucleo cuando éste no es vacio y una de sus ventajas es su facil calculo. Los
fundamentos de esta solucion se extendieron al considerar las propensiones
de los jugadores a romper no sélo la gran coalicion sino también otras coali-
ciones. La imputacion que resulta recibe el nombre de “disruption nucleolus”
(Littlechild y Vaidya (1976)) que pertenece al nicleo si éste no es vacio. Estos
valores, variantes del nucleolo, no seran tratados en la presente monografia.

El 7-valor fue introducido por [Tijs (1981) para los juegos cuasi-equilibra-
dos o de compromiso admisible. El 7-valor elige un elemento en el core-cover
de tal forma que cada jugador reciba su minimo derecho méas una cantidad
anadida que depende de su pago de utopia. Obviamente, el 7-valor, no tiene
por que ser un elemento del nicleo. Se dard una caracterizacién axiomatica
para este valor y se caracterizardn aquellos juegos para los que el 7-valor esta en
el nicleo. Recomendamos consultar el trabajo de Driessen y Tijs (1985|) para
una exposicion detallada. Mostraremos que para la clase de los juegos convexos
el 7-valor puede ser calculado ficilmente.

Finalizaremos el capitulo discutiendo una soluciéon que ha sido propuesta
recientemente en (Gonzélez-Diaz y Sanchez-Rodriguez| (2003bl, [2007): el core-
center. Como su propio nombre indica se trata de calcular el centro del nticleo
suponiendo que todas las asignaciones estables son igualmente apetecibles.
Matematicamente, el core-center es la esperanza, o media, de la distribucion
uniforme definida sobre el niicleo. Este concepto de solucién se circunscribe a
la clase de juegos equilibrados.

3.1. Propiedades de una regla de reparto

Comenzamos definiendo algunas propiedades de interés para una regla de
reparto. Pero antes distinguiremos unos tipos especiales de jugadores que, por
sus caracteristicas, nos ayudaran a simplificar el calculo de las soluciones.

Definicién 3.1 Sean (N,v) € G" ei,j € N dos jugadores.

» Fl jugador i se dice titere (o “dummy”) si para cada S C N\{i},
v(SUA{i}) —v(S) = v({i}).

» Si el jugador i es titere y, ademds, v(i) = 0, diremos que es un jugador
nulo.
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» Los jugadores i y j son simétricos con respecto a la funcion caracteristica
si para toda S C N\{i,j} se verifica que

v(SU{i}) —o(S) = v(SU{j}) —v(S).

Observacién 3.2 Sean (N,v) € G" yx € K(N,v)UK*(N,v). Sii,j € N son
Jugadores simétricos entonces x; = xj. Si 1 € N es un jugador titere entonces
x; <wv({i}). Six € K(N,v) entonces x; = v({i}).

Nos centramos ahora en definir formalmente algunas propiedades de las
reglas de reparto, aplazando momentaneamente las interpretaciones intuitivas
de su significado. Sean G el conjunto de todos los juegos TU de n jugadores y
p: G" — R™ una regla de reparto, es decir, una aplicacién que a cada juego
le asocia un vector n-dimensionalll]

Definicion 3.3 Sea ¢ una regla de reparto definida en el conjunto G™.

= La regla de reparto ¢ es invariante por traslaciones si dados dos juegos
(N,v), (N,w) € G", y o = (aa,...,05) € R" tales que w(S) = v(S) +
Zai para cada S C N, se verifica que
€S

o(N,w) = ¢(N,v) + a.

» La regla de reparto ¢ es invariante por cambios de escala si dados (N,v),
(N,w) € G" yr € R tales que w(S) = rv(S) para S C N, se verifica
que

(N, w) =rp(N,v).

» La regla de reparto ¢ satisface covarianza si dados (N,v), (N,w) € G™,
r>0ya=(ag,...,a,) € R" tales que w(S) = rv(S) +Za¢, SCN,
€S
se cumple que
o(N,w) =rp(N,v) + a.

Por supuesto, las definiciones pueden adaptarse ficilmente si la regla se restringe, o
estd sélo definida, a una subclase Q2 C G, esto es, si ¢: 2 C G" — R". En este caso,
simplemente diremos que la regla de reparto ¢ satisface la correspondiente propiedad para
los juegos de la clase Q.
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» La regla de reparto ¢ es eficiente si para todo (N,v) € G™,

> @i(N,v) = v(N).

i€EN
= La regla de reparto ¢ satisface la propiedad de racionalidad individual st
para todo (N,v) € G",
wi(N,v) > v(i), para todo i € N.
» La regla de reparto ¢ satisface seleccion en el nicleo si para todo (N, v) €

G" equilibrado,
©(N,v) € C(N,v).

» La regla de reparto ¢ satisface jugador titere si para todo (N,v) € G™ y
cada jugador i € N que sea titere, se tiene que

©i(N,v) = v(7).

» La regla de reparto ¢ satisface jugador nulo si para todo (N,v) € G™ e
jugador nulo,
wi(N,v) = 0.

» La regla de reparto ¢ satisface simetria si para todo (N,v) € G" y todo
par i, j de jugadores simétricos,

Soi(N’ U) = @j(va)‘

= La regla de reparto ¢ satisface continuidad si ¢ es continua como funcion
de R?"~1 en R™.

» La regla de reparto ¢ satisface aditividad si para todo (N,v), (N,w) €
G", se verifica que

(N, v+ w) = p(N,v) + p(N,w).

» La regla de reparto ¢ satisface monotonia fuerte (o marginalidad) si,
dados (N,v), (N,w) € G"™ ei € N tales que para cada S C N\{i},
w(SU{i}) —w(S) >v(SU{i}) —v(S), entonces

QOZ‘(N, w) > ‘Pi(Nﬂ))-
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La regla de reparto ¢ satisface monotonia coalicional si dados (N,v),
(N,w) € G" y T C N tales que w(T) > v(T) y w(S) = v(S) para
S # T, entonces

wi(N,w) > ¢i(N,v), para todo i € T.

La regla de reparto ¢ satisface monotonia en el agregado si dados (N,v),
(N,w) € G™ conw(N) > v(N) yw(S) =v(S) para S # N, se tiene que

wi(N,w) > ¢i(N,v), para todo i € N.

La regla de reparto ¢ satisface monotonia coalicional débil si dados
(N,v), (Nyw) € G y T C N tales que w(T') > v(T) y w(S) = v(S)
para S # T, entonces

Z@i(NﬂU) > Zg@i(N,U).

i€T €T

La regla de reparto ¢ satisface contribuciones equilibradas si para todo
(N,v) € G" y cada par de jugadores i,j € N,

Pi(N,v) — 0i(N\{J}, v\ g51) = 9 (N, v) — @i (N\{i}, v giy)-

Una regla de reparto ¢ definida en G? satisface estandar para dos si para
cada uno de los dos jugadores 1 = 1,2 se tiene que

@iV v) = (i) + 5(u(1,2)  v(1) ~ v(2)).

La regla de reparto ¢ satisface consistencia si para cada (N,v) € G",
S CN eie§ severifica que

SDZ'(S’ U?) = Soi(Na U)'

siendo (S, vg) el juego reducido a la coalicion S segin la regla g0E|

2Existen distintas formas de definir el juego reducido. En la caracterizacién del valor de
Shapley del Teorema veremos una de ellas.
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Tras la presentaciéon formal de las principales propiedades de una regla
de reparto, procedemos a reflexionar brevemente acerca del significado de las
mismas.

La propiedad de invarianza por traslaciones (cambios de escala) refleja que
si un juego es el trasladado por otro mediante un cambio de origen (de escala),
entonces la regla de reparto también se traslada (escala) de la misma forma.
El axioma de covarianza es una combinacién de las anteriores propiedades.

La propiedad de eficiencia nos indica que la suma de las asignaciones que
reciben todos los jugadores ha de coincidir con el valor de la gran coalicién.

FEl axioma de racionalidad individual exige a una regla de reparto que
asigne a cada jugador al menos su valor individual.

La propiedad de seleccion en el nicleo selecciona reglas de reparto en las
que ninguna coalicién tenga incentivos de desviarse y formar su propia coali-
cion, o sea, repartos estables.

La propiedad de jugador titere (nulo) establece que si un jugador no realiza
aportacién a ninguna coalicién entonces debe recibir su asignacién individual
(no debe recibir asignacion).

La propiedad de simetria nos dice que si dos jugadores son intercambiables
en el juego, deben recibir el mismo pago.

Una regla de reparto es continua si pequenas variaciones en la utilidad que
reciben los jugadores provocan pequenas variaciones en los repartos.

La propiedad de aditividad establece que el pago que reciben los jugado-
res en un juego es igual a la suma de los pagos que recibirian si el juego se
descompone en suma de dos.

El significado de las propiedades de monotonia es el siguiente. La mono-
tonia fuerte indica que si la contribucién marginal de un jugador a todas las
coaliciones en un juego dado es superior o igual a la contribucién marginal del
jugador a todas las coaliciones en otro juego, entonces no debe recibir menos
asignacion en el primer juego que en el segundo. La monotonia coalicional
establece que si dos juegos se diferencian exclusivamente en el valor de una
coaliciéon T' (w(T') > v(T")), entonces todos los jugadores de la coalicién T, in-
dividualmente, deben recibir, al menos, el mismo pago con la regla de reparto
en el juego w que en el juego v. La monotonia en el agregado es un caso parti-
cular de la anterior propiedad cuando entre los juegos v y w la tnica variacién
estd en el valor de la gran coalicién. La monotonia coalicional débil es una
versién debilitada de monotonia coalicional, en la que ahora, colectivamente,
la coalicién T' debe recibir, al menos, el mismo pago con la regla de reparto en
el juego w que en el juego v.
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Una regla de reparto satisface contribuciones equilibradas si la utilidad que
pierde o gana el jugador 7 si j deja de participar en el juego coincide con la
utilidad que pierde o gana el jugador j si se va del juego el jugador .

El axioma de ser estandar para dos, reparte, para juegos de dos jugadores,
la utilidad total a partes iguales una vez se descuentan los valores individuales.
Es decir, la asignaciéon que recibe cada jugador se puede descomponer en dos
partes o fases: en la primera fase cada jugador recibe lo que se puede garantizar
por si mismo y, en la segunda, se divide el resto a partes iguales.

El axioma de consistencia establece igualdad (o consistencia) entre la so-
lucién en el juego original y la solucién en el juego reducido a una coalicién.

3.2. El valor de Shapley

El valor de Shapley (Shapley (1953b))) es, sin lugar a duda, la regla de
reparto méas conocida. Se calcula promediando los vectores de contribuciones
marginales asociados a todos los posibles érdenes de los jugadores. Presenta-
mos, en esta seccion, su definicién y sus principales caracterizaciones axiomati-
cas.

Definicién 3.4 El valor de Shapley de un juego (N,v) € G™ es el reparto,

1

Shi(N,v) = — Z (s — Dl(n—s)l(v(S) —v(S\{i})), para cada i € N.

™ scNuies

La expresion de Sh;(N,v) se puede interpretar como el valor esperado del
jugador i en el juego (N,v). Los coeficientes indican que todas las coaliciones
del mismo tamano son igualmente apetecibles. De hecho, (s — 1)!(n — s)! es

el nimero de permutaciones para las cuales los predecesores del jugador ¢ son
los jugadores de S\ {i}.

Observacion 3.5 Las siguientes expresiones son equivalentes a la anterior:
1

Shi(N,v) = — > sln—s—D(w(SU{i}) - v(S))
SCN\{i}
:% > (w(Pres(i) U {i}) — v(Preq(i))
c€ll(N)

:% Z m? (N, v).

" o€Il(N)
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Teniendo en cuenta la anterior observacion podemos interpretar el valor
de Shapley de la siguiente forma. Supongamos que los jugadores van llegando
a un lugar de modo aleatorio, y al llegar cada jugador recibe como utilidad
su aportacién marginal a los jugadores que ya estaban presentes. El valor de
Shapley se puede ver como el vector de utilidades esperadas de los jugadores
bajo este procedimiento. Dicho de otro modo, el valor de Shapley es la media
de los n! vectores de contribuciones marginales, aunque alguno esté repetido
varias veces (multiplicidad).

TUG]lab: El valor de Shapley se calcula con TUGlab mediante el comando
SHAPLEY.

>> A=[0 0 0 6 5 5 10];
>> Sh=Shapley(A)
Sh =
3.5000 3.5000 3.0000

Advertimos al usuario de la sintaxis especial del comando Shapley: la letra inicial
es maytscula. Recordemos que MATLAB® diferencia maytsculas de mintsculas.

Observemos, en primer lugar, que el valor de Shapley no satisface el axioma
de racionalidad individual en el conjunto general de juegos. No obstante, en la
clase de los juegos 0-mondtonos el valor de Shapley satisface la propiedad de
racionalidad individual. Ademads, si un juego es convexo entonces el valor de
Shapley esté en el ntcleo del juego, es decir, satisface la propiedad de seleccion
en el nicleo en la clase de juegos convexos. La demostracién de este hecho es
trivial teniendo en cuenta que el nicleo de un juego convexo es la envoltura
convexa de los vectores de contribuciones marginales y el valor de Shapley es
el promedio de ellos.

Es facil comprobar que el valor de Shapley satisface las propiedades de
eficiencia, covarianza, jugador titere, jugadores simétricos y aditividad. De he-
cho, los axiomas de eficiencia, jugador nulo, simetria y aditividad caracterizan
el valor de Shapley.

Teorema 3.6 Existe un unico valor en G" satisfaciendo los axiomas de efi-
ciencia, jugador nulo, simetria y aditividad, y es el valor de Shapley. Es decir,
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st @ es una regla de reparto en G™ que wverifica los axiomas de eficiencia,
gugador nulo, simetria y aditividad entonces @ = Sh.

Demostracién: Como ya se ha dicho, es inmediato verificar que el valor de
Shapley satisface las propiedades mencionadas.

Comprobemos que es la tnica regla de reparto que las cumple. Suponga-
mos que @ es una regla de reparto que satisface las propiedades del teorema.
Expresemos el juego (IV,v) como combinacién lineal de la base de los juegos
de unanimidad:

siendo e = Y (=1)""o(T"). Por verificarse la propiedad de aditividad,
T'CcT
tenemos que

(,O(N,U)Z Z SO(NaCTuT)'
PATCN

Facilmente se observa que todos los jugadores de T son simétricos para el
juego (N, crur), cualquiera que sea la coalicién T'. Entonces, para cada i,j €

T,i#j,
@i(N, crur) = ¢ (N, crur).
Ademas, todos los jugadores que no estan en una coalicién T son jugadores
nulos en el juego (N, crur), dado quesii ¢ Ty S C N\{i},
CTUT(S U {Z}) — CT'LLT(S) =0= CT’LLT(’i).

Aplicando los axiomas de jugador nulo y simetria se deduce que

T §iseT
©i(N,crur) =< ¢ .
0 en otro caso

Por la aditividad de ¢,
cr
QD( ,’U) Z 90( 7CTUT) Z n
PATCN PATCN:eT
Ahora, dado que el valor de Shapley satisface los axiomas mencionados, es

trivial comprobar que ¢ = Sh. [

Incidimos nuevamente en que el teorema es cierto para la clase general de
juegos, no hace falta que sean 0-mondtonos o superaditivos.
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Observaciéon 3.7 Comprobamos que los axiomas son légicamente indepen-
dientes, es decir, que si eliminamos cualquiera de ellos, perdemos la unicidad
del valor.

= Regla de reparto sin eficiencia. Definamos ¢ = 25h. Es trivial comprobar
que satisface jugador titere, simetria y aditividad, al igual que el valor
de Shapley.

» Regla de reparto que no satisface jugador titere. Definamos p;(N,v) =

%N), i € N (la solucion igualitaria). Facilmente se observa que satisface

eficiencia, simetria y aditividad, al igual que el valor de Shapley.

» Regla de reparto que mo satisface aditividad. Sea D el conjunto de juga-
dores titeres del juego (N,v) y d su cardinal. Tomemos

o({i}) + L (v(N) =) wv({i})) siie N\D
gOi(N, ’U) = d< ZGZN ) .
v({i}) sii €D

Esta regla satisface eficiencia, jugadores titeres y simetria, al igual que
el valor de Shapley.

» Regla de reparto que no satisface simetria. Consideremos (N,v) € G™,

o € II(N) y o(N,v) =m?(N,v). Es claro que satisface eficiencia, titeres
y aditividad, al igual que el valor de Shapley.

Ejemplo 3.8 Sea (N,v) el juego con N = {A, B,C} y funcion caracteristica:

v(A) =v(B)=v(C)=0
v(A,B) =2, v(A,C) =4, v(B,C)=6
v(A,B,C) =7

Vamos a calcular el valor de Shapley de este juego de tres formas distintas.

1. Utilizando la descomposicion en juegos de unanimidad. Para ello cal-
culamos los dividendos de Harsanyi por el procedimiento descrito en la
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Seccion [2.6.
ciay = v(A) = 0;¢ipy = v(B) = 05¢q0y = v(C) =0
ciapy = v(A, B) —v(A) —v(B) =2
ciacy = v(A,0) —v(A) —v(C) =4
¢y = v(B,C) —v(B) —v(C) =6
ciaBcy = v(A,B,C) —v(A,B) —v(A,C) —v(B,C)
+v(A)+v(B)+v(C)=7—-2—-4—-6=-5

Por tanto,
v =2uga gy +4uga,cy + 6ugp oy — dSupa Boy-
Entonces, de acuerdo con la expresion , el valor de Shapley,
Sh(N,v) = (Sha(N,v),Shp(N,v),Shc(N,v)),

viene dado por:

1 1 1 4
ha(N,v) =2 44> —5- = -
Sha(N,v) =25 +45 =53 =3

1 1 1 7
hp(N,v) =2- + 6= —5- = -
SB( 77)) 2+62 53 3

1 1 1 10
ho(N,v) = 4= + 6= — 5= = —
Shc(N,v) 2+62 53 3

2. Utilizando los ordenes de los jugadores y los vectores de contribuciones
marginales. Calculamos los vectores de contribuciones marginales, que
se recogen en la tabla.

Jugador

Orden | A B C
ABC | 0 2 &
ACB | 0 38 /4
BAC | 2 0 &
BCA |1 0 6
CAB | /4 38 0
CBA |1 6 0

8§ 14 20
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El valor de Shapley es la media aritmética de los vectores de contribu-
ciones marginales, esto es,

1 4 7 10
Sh(N, ’U) = 8(8, 14, 20) = (3, g, 3)

3. Dividiendo de forma igualitaria los valores de las coaliciones desde las
mds pequenas a las mayores. Procedemos por etapas:

)

b)

Empezamos por las coaliciones individuales. Como v(A) =0, y A
es el unico jugador de esta coalicion, al jugador A le asignamos
ese valor, que denotaremos por x*(A) = 0. Procedemos del mismo

modo con los otros jugadores, que tampoco recibirian nada en este
paso, z*(B) = x1(C) = 0.

Ahora nos fijamos en las coaliciones de dos jugadores. Dado que
v(A,B) = 2 y 2}(A) + 21(C) = 0, tenemos v(AB) — (x'(A) +
21 (C)) = 2 para repartir a partes iguales entre A y B. Luego en este
paso A y B, por formar la coalicion AB, reciben 1 unidad cada uno,
2% 5(A) = 2% 5(B) = 1. Andlogamente, para las otras coaliciones
de dos jugadores, tendriamos

Coalicion | Utilidad | Acumulado | A repartir Reparto
S v(S) z1(9) v(S) —2'(S) | 24(i), i€ S
AC 4 0 4 2
BC 6 0 6 3

Finalmente, para la gran coalicion v(A, B,C) = 7. En las etapas
anteriores los jugadores llevan acumulados los siguientes pagos:

Jugador | Etapa 1 | Etapa 2 | Total
A 0 1+2 3
B 0 1+8 4
C 0 2+83 5
12

Asi pues, en este paso disponemos de v(A, B,C) — 12 = —5 unida-
des a repartir a partes iguales entre los 3 jugadores que forman la

coalicion. Luego cada uno percibird f%
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El total acumulado por cada jugador en el proceso de reparto descrito
nos da el valor de Shapley del juego

SN, = (3= F -5 - 8) = (4

w3
“l5

).

Ejemplo 3.9 Para el juego del délar los vectores de contribuciones marginales
son:

)

Jugador

Orden | 1 2 3
123 |0 1 0

132 |0 0 1

213 |1 0 0

231 |0 0 1

312 |1 0 0

321 |0 1 0

2 2 2

Luego, el valor de Shapley del juego del ddlar es:

111
Sh(N,v)=1|=,=,=|.
( 71)) <37 37 3>
Ejemplo 3.10 Los vectores de contribuciones marginales del juego del guante

(el jugador tercero posee el guante unico del par) son:

Jugador
2

Orden
123
132
213
231
312
321

S|~~~ ~]|C

NIQOIRID DD DI
NIRIDI DD DD

4

Figémonos en que el vector (0,0,1) aparece repetido 4 veces, es decir, tiene
multiplicidad 4. Luego, el valor de Shapley del juego del guante es:

112
Sh(N,’U) = <6,673>
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Ejemplo 3.11 Consideremos la familia de juegos {(N,vq)}3_,, donde N =
{1,2,3} y, para cada a € [0, 3], la funcidn caracteristica viene dada por

V(1) = v4(2) = v4(3) =0
va(12) =2 — a,v,(13) = a®,v,(23) = 1+ @
va(123) = 3

En la Figura hemos representado con TUGIlab la trayectoria del valor de
Shapley de esta familia (curva en azul). Como se puede apreciar, la curva resul-
tante es continua. En la misma figura se dibuja (curva en negro) la trayectoria
del valor obtenido promediando los vectores de contribuciones marginales sin
contar su multiplicidad. Se observa que hay saltos en la trayectoria (puntos en
negro aislados) lo que nos permite aventurar, de forma empirica, que este va-
lor no es continuo. Dejamos al lector la comprobacion rigurosa de este hecho.
Ademds, para ciertos valores del pardmetro el valor de Shapley no pertenece
al conjunto de imputaciones del juego. ;A qué es debido?

(0,0,3)

(3,0,0) (0,3,0)

Figura 3.1: Continuidad del valor de Shapley

TUGIlab: Presentamos el cédigo en MATLAB® que hemos usado para generar la
Figura [3.1] En él aparecen algunas de las funciones auxiliares que no describimos
en esta monografia, pero que pueden ser muy dtiles para realizar tareas mds
avanzadas.
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>> PP=[];QQ=[];a=[0:0.01:3];AA=[0 0 0 2 0 1 3];
>> clf;imputationset (AA)

>> hold on, axis(axis)

>> for ii=[1:size(a,2)]

>>  A=[0 0 0 2-a(ii) a(ii)~2 1+a(ii) 3];
>> [S,C]l=Shapley(A);

>>  C=repeatedrows(C);

>>  PP=[PP;S];

>>  QQ=[QQ;mean(C)];

>> end

>> imputation3plot (AA,PP,’b.’)

>> imputation3plot (AA,QQ,’k.’%)

En este fragmento de cddigo aparecen las siguientes 6rdenes auxiliares de TUGlab:
REPEATEDROWS e IMPUTATION3PLOT. Remitimos a la guia de usuario del
programa para la descripcién detallada de estos comandos.

Existen diversas caracterizaciones del valor de Shapley. Como ya se ha
comentado, este valor ha generado una abundante y prolifica literatura. Hoy
en dia, 55 anos después de que su autor lo definiese, todavia siguen apareciendo
articulos en prestigiosas revistas de teoria de juegos relacionados con el valor
de Shapley. Puede consultarse la monografia de Roth (1988)) dedicada a este
valor y a sus extensiones, aunque ya hay nuevas aportaciones interesantes no
incluidas. Recientemente, en el ano 2003, se conmemoraron los 50 anos del
valor en un congreso celebrado en Stony Brook (New York), y alli se pudo ver
que el valor estd todavia en auge.

Se puede comprobar que el valor de Shapley satisface las propiedades de
monotonia fuerte y de contribuciones equilibradas, lo que dio pie a las siguien-
tes caracterizaciones axiomaticas que se presentan sin demostracion.

Teorema 3.12 (Myerson (1980)) Eziste un tnico valor en G que satis-
face los axiomas de eficiencia y contribuciones equilibradas, y es el valor de
Shapley.

Teorema 3.13 (Young (1985)) Eziste un tunico valor en G™ satisfaciendo
los axiomas de monotonia fuerte, simetria y eficiencia, y es el valor de Shapley.
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Hart y Mas-Colell| (1989) caracterizaron el valor de Shapley a través de la
denominada funcién potencial.

Definicion 3.14 Se dice que P: G™ — R es una funcion potencial si:
1. P: G° — R es nula, o sea, P(0,v) =0,

2. Y D'P(N,v) = v(N), para todo (N,v) € G,
€N
donde D'P(N,v) representa la contribucion marginal del jugador i al juego
(N,v) € G™ mediante la funcion P, es decir,

D'P(N,v) = P(N,v) — P(N\i,vn;).

Hart y Mas-Colell (1989)) demostraron que existe una tnica funcién poten-
cial Py, ademés, para cada juego (N,v) € G™ y para cada jugador i € N, la
contribucién marginal del jugador ¢ coincide con el valor de Shapley de dicho
jugador.

Teorema 3.15 (Hart y Mas-Colell (1989)) FEziste una tinica funcion po-
tencial P: G™ — R. Ademds, dados (N,v) € G™y cualquier jugador i € N,

D'P(N,v) = Shi(N,v).

En el mismo trabajo, Hart y Mas-Colell (1989) caracterizan el valor de
Shapley utilizando la propiedad de consistencia y la propiedad de ser estdndar
para dos. Sea ¢ una regla de reparto. Para cada grupo de jugadores S C N se
define el juego reducido (S,v%) siendo, para R C S,

v&(R) = v(R) — Z ¢i(R,vz) donde R = RU (N\S).
1EN\S

En el juego reducido (S,v%), la funcién caracteristica de una subcoalicién
R C S representa la utilidad que queda después de que los miembros de N\S
han sido pagados mediante .

Teorema 3.16 (Hart y Mas-Colell (1989)) FEziste un unico valor que sa-
tisface las propiedades de consistencia y estandar para dos, y es el valor de
Shapley.
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La siguiente propiedad relaciona la extensiéon multilineal con el valor de
Shapley de un juego. El valor de Shapley se puede obtener integrando las
derivadas parciales de la extension multilineal a lo largo de la diagonal principal
x1 =-+-=xy, en el cubo [0, 1]".

Proposicién 3.17 Sean (N,v) € G, f la extension multilineal de (N,v) e
i € N un jugador cualquiera. Se verifica que:

1 8f
| o (t,.... t)dt.

Shi(N,’U) =

Demostracién: Calculemos, en primer lugar, la derivada parcial de la ex-
tensién multilineal f respecto de la variable x;.

§£($1,...,33n): Z ( H Tk H (1—xj))U(T)

TCNeT keT,k#i  jEN\T

= > (e I a=2)ues.

SCN,igS keS  j¢s.j#i

Ahora, si T C N e i € T entonces es obvio que existe S C N \ {i} tal que
T = SU{i}. Ello nos permite agrupar la expresién anterior y escribir,

gji(xl,...,»’vn): Z <ka H (1_xj)>(U(SU{i})—v(S)),

SCNi¢S keS — j&S.ji

Evaluando la expresién anterior en x; = --- = x,, = t, llegamos a
of 1 )
P, (t,....t) = Z 51— )" (S U {i}) — v(9)).
SCN,i¢S

Integrando con respecto a t en el intervalo [0, 1],E|

1 af 1
(t,.. )t =Y (/ t°(1 - t)“*S*ldt) (0(S U {i}) — v(8))
0 8561 ’ 0
SCN,i¢S
= Shi (N7 U)a
como queriamos demostrar. [

En la Seccién explicamos de que forma se puede implementar este
procedimiento para calcular el valor de Shapley con la ayuda de TUGlab.

3Recuérdese la distribucién beta; fol t5(1 — ) dp = st

n!
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3.3. Valores de Shapley ponderados

La propiedad de simetria es uno de los principales axiomas que caracteriza
el valor de Shapley. Sin embargo, en ocasiones no parece razonable exigir esta
propiedad. Pensemos, por ejemplo, que no siempre los esfuerzos de los juga-
dores son iguales a la hora de formar una coalicién, o bien que, a menudo, los
jugadores tienen diferentes habilidades, lo que supone que inicialmente par-
tan de una situacién no simétrica. También podemos pensar en situaciones no
simétricas cuando cada jugador representa a su vez a otros agentes, pudiendo
ser el numero o el tipo de agentes representados por cada jugador distinto.
En su tesis doctoral Shapley| (1953a)) ya introdujo los valores de Shapley pon-
derados y, a partir de este momento, muchos otros han desarrollado estudios
de valores no simétricos: (Owen| (1968, |1972), Kalai y Samet| (1987)) y Hart y
Mas-Colell (1989).

Comenzamos definiendo un sistema de pesos de un conjunto de jugadores.
A continuacién, definimos los valores de Shapley ponderados de los juegos
de unanimidad y, en general, los valores de Shapley ponderados de cualquier
juego.

Definicién 3.18 Un sistema ordenado de pesos p = (\, X)), consiste en:

1. Un vector de pesos estrictamente positivos, A = (A1,...,\p) € R™, con
Ai > 0 para todo © € N.

2. Una particion ordenada de N, ¥ = {S1,...,Sn}, o sea, una particion
en la que cuenta el orden en el que se escriben las coaliciones. Diremos
que los jugadores de Sy pertenecen al primer nivel, o nivel inferior, y
que los jugadores de Sy, son jugadores del nivel m, o nivel superior.

Asi pues, la particién ordenada {{1},{2},{3}} de N = {1,2,3} es distin-
ta de la particién ordenada {{2},{1},{3}}. Una particién ordenada permite
considerar los pesos relativos a grupos de jugadores. Si ¥ = {N}, consiste
simplemente en considerar un sistema de pesos para los jugadores.

Definicién 3.19 Sean S C N, (N,ug) el juego de unanimidad de la coalicion
S yp=(\X) un sistema ordenado de pesos. Definimos el valor de Shapley
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ponderado por el sistema de pesos p del juego de unanimidad (N, ug) mediante

(Shp)i(N) uS) = FESNSK ’ )
0 en otro caso

con k=méax{j:S;NS#0} eiec N.

Como podemos observar en la definicién precedente, la particién ordenada
divide a los jugadores en distintos niveles de forma que los jugadores del nivel
mas alto se reparten la utilidad proporcionalmente a sus pesos y el resto no se
lleva nada.

Aplicando la aditividad del valor de Shapley obtenemos la definicién de
valor de Shapley ponderado de un juego (N,v) € G™.

Definicién 3.20 Sean (N,v) € G™ y p un sistema ordenado de pesos. Se
define el valor de Shapley ponderado con sistema de pesos p, como el valor que
a cada © € N le asigna,

(Shyp)i(Nv) = Y cs(Shy)i(N, us),
SCN
siendo cg, S C N, los correspondientes dividendos de Harsanyi del juego
(N, v).
Naturalmente, si A; = \; para todo i # j y ¥ = {N} entonces Sh = (Sh),.
Ejemplo 3.21 Consideremos el juego del guante con L = {1} y R = {2,3}.

Calculamos el valor de Shapley ponderado para distintos sistemas ordenados
de pesos.

Sistema de pesos | (Sh)p
A=(1,2,3) (i 1 l)
E:{N} 127 37 4
A= (1,2,3)

5= ({1 2y | 59
A=1(2,2,2) (g 1 l)
Z:{N} 376’6

A continuacion, definimos el concepto de coalicién de socios para proceder
a dar dos axiomas que conjuntamente con eficiencia, jugador nulo y aditividad
caracterizan los valores de Shapley ponderados.
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Definicién 3.22 Una coalicion S es una coalicion de socios en (N,v) € G™
siv(T'UR) =v(R) para toda T C S, T #S y R C N\S.

Una coalicién de socios S se comporta como si fuera un tnico jugador de
tal forma que cualquier coalicién que no contenga a ningun socio no varia su
utilidad si se une a un subgrupo de socios, o sea, los socios van en grupos.

Definicion 3.23 Sea ¢ una regla de reparto en G™.

= Diremos que ¢ satisface positividad si para todo juego mondtono (N,v) €
G, (N, v) > 0.

= La regla ¢ satisface companerismo si dada S, una coalicion de socios en
(N,v) € G", se verifica que

0i(N,v) = p;(S, <Z ij(N,v))uS), para todo i € N.
jeS

La propiedad de positividad simplemente indica que si un juego es mond-
tono, la regla de reparto no puede darle valores negativos a ningin jugador.
El axioma de companerismo nos indica que la utilidad total que consiguen
en el juego (NNV,v) los miembros de cada coalicién de socios ) ¢;(NN,v), se

€S
la reparten los jugadores de S del mismo modo que si jugaéen el juego de
unanimidad ug entre ellos solos.

Teorema 3.24 (Kalai y Samet| (1987)) FEziste un tnico valor ¢ que sa-
tisface eficiencia, jugador nulo, aditividad, positividad y companerismo, y se
corresponde con ¢ = (Sh),.

3.4. El valor coalicional

En esta seccién presentamos otra modificacién del valor de Shapley. Su-
pongamos que por mecanismos externos al propio juego, no contemplados en
la funcién caracteristica, se sabe que ciertos jugadores tienen afinidades (de
tipo personal, politico, o de cualquier otra indole) que provocan una mayor
tendencia a cooperar entre ellos. De esta forma, el juego se modifica sustan-
cialmente y se parte de un estado inicial en el que los jugadores que tienen
afinidades aparecen agrupados en un sistema de coaliciones “a priori”. |Owen
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(1977) estudia este problema para juegos con utilidad transferible, e introduce
un valor llamado valor coalicional, o valor de Owen, que proporciona un repar-
to de la utilidad en juego. El proceso que realiza, basicamente, es el siguiente:
la estructura de coaliciones induce un juego entre éstas (juego cociente), a cada
coalicién “a priori” le asigna el valor de Shapley del juego cociente y distribuye
este valor entre los miembros de la coalicién teniendo en cuenta las posibili-
dades de que éstos entren a formar parte de otras coaliciones. Owen da una
caracterizacion de su valor utilizando axiomas de eficiencia, titeres, simetria
entre jugadores de una misma coalicién “a priori”, simetria en el juego cociente
y aditividad. Pasamos a definir formalmente los conceptos que necesitamos.

Definicién 3.25 Un sistema de coaliciones “a priori” P = {Py,..., Py} es
una particion de N. Una permutacion o € II(N) se dice admisible con respec-
to a P si es una permutacion de N tal que los elementos de las coaliciones
“a priori” aparecen consecutivos. Denotaremos por II(N, P) el conjunto de
permutaciones admisibles con respecto a P.

Consideremos un juego (N,v) con sistema de coaliciones “a priori” P,
que denotamos por (NN, v, P). Definimos, a continuacion, el juego cociente que
desempenard un papel importante en la definiciéon del valor coalicional.

Definicién 3.26 Sean (N,v) € G" y P un sistema de coaliciones “a priori”.
Definimos el juego cociente, (M,vp), como aquel con conjunto de jugadores
M ={1,...,m} y funcidn caracteristica

vp(S) = ’U(U P;), para todo S C M.
jes
Como observamos, el juego cociente tiene tantos jugadores como elementos
hay en la particién (representantes) y el valor que obtiene una coalicién de
representantes es el valor en el juego original de todos los jugadores que son
representados por la coalicién de representantes.

Denotaremos por G al conjunto de juegos con sistema de coaliciones “a
priori” con n jugadores. Tras efectuar una serie de cuentas que aqui se omiten,
se puede obtener el valor coalicional de la siguiente forma: primero, calculamos
el juego cociente inducido por particién de los jugadores; en segundo lugar,
obtenemos el valor de Shapley del juego cociente que realiza un reparto entre
las coaliciones “a priori”; finalmente, el valor asignado a cada coalicién se
distribuye entre sus miembros teniendo en cuenta las posibilidades de que
dichos jugadores entren a formar parte de otras coaliciones.
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Definicién 3.27 Sea (N,v,P) € G, se define el valor coalicional, o valor
de Owen, como

%‘(N/U’P) -
Z Z Kl(pj —k —1)lsl(m —s—1)! (U(QuKU{i})—U(QUK))'

~ < pjlm!
SCM:j¢S KCPj:i¢K

siendo © € N, j el 1nico indice para el que it € Pj y Q) = U P.
kesS

Observaciéon 3.28 Se puede comprobar que la anterior expresion es equiva-
lente a

@Z)Z-(N,U,P):“_[(N{P)“ S (o(Pres(i) U {i}) — v(Preg (i),

" o€II(N,P)

Teniendo en cuenta la tltima observacién, el valor coalicional puede ser
visto como la media de las contribuciones marginales, dandoles probabilidad
cero a aquellos érdenes en los cuales entre dos jugadores de una coalicion “a
priori” hay jugadores de otras coaliciones “a priori”, e igual probabilidad al
resto de 6rdenes, es decir, a aquellos en los que los jugadores de cada coalicién
“a priori” aparecen consecutivos. Ademads, (N, v, P) = Sh(N,v) si P = {N}
6 P={{1},...,{n}}.

Ejemplo 3.29 En el juego del guante calculamos el valor coalicional si los dos
agentes con el guante de la mano derecha se coaligan. Es decir, consideremos
el sistema P = {{1},{2,3}}. Los vectores de contribuciones marginales de las
permutaciones admisibles se recogen en la tabla:

Jugador

I(N,P) |1 2 3
123 0 1 0
132 0 0 1
231 1 0 0
321 1 0 0

2 1 1

Luego, el valor coalicional seria
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Si tomamos P = {{1},{2},{3}} entonces el valor coalicional coincide con el

valor de Shapley.
211
=Sh=1{=,=-,=).
¥ (3’6’6)

Definimos ahora nuevos axiomas o propiedades basicas de una regla de
reparto con el propdsito de dar una caracterizacion del valor coalicional, similar
a la dada para el valor de Shapley, a través de eficiencia, simetria, jugador titere
y aditividad.

Definicién 3.30 Sea (N,v, P) € G% y ¢ una regla de reparto en G'p.

= La regla @ satisface eficiencia si

> @i(N,v,P) =v(N).

1EN
= La regla o satisface jugadores titeres si para todo i jugador titere,
@i(N,v, P) = v(i).
» La regla ¢ satisface simetria individual si para todo (N,v,P) € G,
i,J € Py, tales que v(SU1) =v(SUj) para todo S C N\{i,j},
wi(N,v, P) = ¢;(N,v, P).

= La regla ¢ satisface simetria en el cociente si para todos Py, P, € P tales

que vp(SUEk) = vp(SUI) con S € M\{k,l},

S wilN,o, P) =3 @i(N, v, P).

i€ Py i€P

» La regla ¢ satisface aditividad si para todo (N, v, P), (N,w, P) € G se
verifica que

©(N,v+w, P) = ¢(N,v,P) + ¢(N,w,P).

La explicacién de estas propiedades es clara: son extensiones de las ya
estudiadas para la clase de juegos sin coaliciones a priori. Los dos axiomas de
simetria constituyen la tnica novedad: uno entre jugadores de cada coalicion
a priori y otro entre las coaliciones a priori.
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Teorema 3.31 Euxiste un unico valor ¢ en G'b satisfaciendo los axiomas de
eficiencia, titeres, simetria individual, simetria en el cociente y aditividad, y
es el valor coalicional, es decir, ¢ = .

Existen otras caracterizaciones del valor coalicional. Citamos algunas de
ellas. Winter| (1992)) anadi6é dos caracterizaciones, una utilizando la propiedad
de consistencia y otra mediante el potencial. Por otra parte,|Calvo et al.| (1996))
caracterizaron el valor coalicional utilizando la propiedad de contribuciones
equilibradas introducida por Myerson| (1980).

3.5. El valor de Myerson

En determinadas situaciones pueden existir limitaciones en la comunicacion
que no permitan que los jugadores cooperen libremente. Los dos principales
valores estudiados en este contexto son el valor de Myerson (Myerson| (1977)) y
el valor posicional (Borm et al.|(1992)). Aqui describimos brevemente el valor
de Myerson.

Myerson estudia situaciones de comunicacién restringida y modela la res-
triccién en la cooperacién mediante un grafo. Si dos jugadores estan unidos
mediante un arco del grafo pueden comunicarse directamente y, por tanto,
formar una coalicién, pudiendo también comunicarse por medio de otros ju-
gadores si éstos sirven de enlace en el grafo.

La regla de asignacién que propuso (el valor de Myerson) viene a ser el
valor de Shapley de un nuevo juego construido a partir del original: el juego
restringido por el grafo. Este juego representa el valor que puede obtener
cada coalicién si la restriccion en la cooperacion viene dada por un grafo.
Comenzamos pues definiendo el concepto de grafo no orientado.

Definicion 3.32 Un grafo no orientado en N es un conjunto de pares no
ordenados de elementos distintos de N. Si denotamos por [n : m] el arco o
camino que une a los jugadores n € N y m € N, entonces un grafo orientado
es cualquier conjunto del tipo

A:{[n:m]; neN,meN,n;&m}.

Denotemos por g(N) el conjunto de grafos no orientados en N. Para cada
SCNuycada A€ g(N),i,j€ S estdn conectados en S si A induce en S algin
camino que conecta i con j. Denotaremos por S|A la clase de las componentes
conezxas inducidas por A en S.
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Ejemplo 3.33 Consideremos el grafo no orientado de la Figura[3.2, para el
que N ={1,2,3} y A={[1:2],[1:3]}.

2 3

L

1
Figura 3.2: Un grafo no orientado

Los jugadores 2 y 3 estdn conectados en {1,2,3} por A, pero no lo estdn
en {2,3}. En el ejemplo,

{172?3}|A: {{13273}}a {273}|A: {{2}7{3}}

Definicién 3.34 Una terna (N,v,A), en la que (N,v) € G™ y A € g(N),
se denomina un juego con comunicacion restringida. Denotaremos por Gt al
conjunto de las situaciones con comunicacion restringida con n jugadores.

Estamos ya en condiciones de definir formalmente el valor de Myerson en
la clase de los juegos con comunicacién restringida.

Definicién 3.35 Sea (N,v, A) € G}, se define el valor de Myerson mediante
on(N,v, A) = Sh(N,v?)
siendo (N, UA) el denominado juego de comunicacion, dado por

vA(8) = Z v(T), para todo S C N.
TeS|A

Es trivial comprobar que el valor de Myerson es una generalizacion del
valor de Shapley, puesto que cuando la comunicacién entre los jugadores es
completa, esto es, si todos los pares de jugadores estan conectados, entonces

v (N,v, A) = Sh(N,v).

Los tres axiomas de la siguiente definicion seran claves para caracterizar
el valor de Myerson.

Definicion 3.36 Sea ¢ una regla de reparto en Gi..
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» La regla ¢ satisface eficiencia en componentes si para todo (N,v, A) €
G% y S e NJ|A,
> @i(N, v, A) = v(S).
€S
» La regla ¢ satisface justicia si para todo (N,v,A) € G} y para todo
i:] €A,
pi(N,v, A) — 0i(N, v, A\(i : j)) = (N, v, A) — (N, v, A\(i : j)).

= La regla ¢ satisface estabilidad si para todo (N,v,A) € G y para todo
i:j €A,
‘pi(vav A) 2 (,OZ'(N,U, A\(l : ]))
(Pj(N7U7A) > (Pj(vaaA\(i : ]))

El axioma de eficiencia en componentes nos indica que cada componente
conexa S del grafo g se reparte la utilidad que puede conseguir. La propiedad
de justicia establece que si el arco que une a los jugadores 7 y j desaparece
y, por tanto, estos jugadores no se pueden comunicar directamente, ambos
jugadores se ven afectados de la misma forma. La propiedad de estabilidad
se refiere a que nunca puede ser perjudicial para los jugadores comunicarse
directamente.

Enunciamos, sin demostracion, una caracterizacién axiomatica del valor de
Myerson.

Teorema 3.37 (Myerson| (1977))) Eziste un tunico valor ¢ en G} que sa-
tisface los ariomas de eficiencia en componentes y justicia, y es el valor de
Myerson, es decir, ¢ = ppr. Ademds, si (N,v) es superaditivo, gy verifica
estabilidad.

Ejemplo 3.38 Considera el grafo del Ejemplo y el juego del dolar. En
este caso, la funcidn caracteristica del juego (N,v?) seria
vA(1) = v(2) = v2(3) = v1(2,3) = 0
vA(1,2) = v(1,3) = v1(1,2,3) =1
El juego (N, v) es el juego del guante, para el que ya hemos calculado su valor

de Shapley:

211
er(N,v, 4) = Sh(N,v") = <3’676>.
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Para finalizar la seccién del valor de Shapley y sus extensiones, queremos
anadir que existen otros modelos similares a los descritos que analizan si-
tuaciones mas complejas, por ejemplo: modelos que describen situaciones con
comunicacién restringida y coaliciones a priori al mismo tiempo, otros que
modelan situaciones con incompatibilidades entre jugadores, etc.

3.6. El nucleolo y el prenucleolo

Ya conocemos que el nicleo es el conjunto de repartos que preservan la
cooperacién. El nucleolo selecciona uno de estos repartos para juegos equili-
brados. En general, podemos definirlo como aquella imputacién que hace que
las quejas de las coaliciones sean lo mas pequenas posible.

El prenucleolo se diferencia del nucleolo en que, en general, es una preimpu-
tacion. Si el prenucleolo resulta ser racionalmente individual entonces coincide
con el nucleolo. En esto se basan muchos algoritmos de programacion. Por
ejemplo, Jean Derks ha elaborado un algoritmo (el mas rédpido que se conoce)
que computa el prenucleolo de un juego de 20 agentes como maximo en menos
de un dfa. Este programa, desarrollado en MATLAB®, puede descargarse de
la direccién

http://www.derks.com

Schmeidler| (1969)) demostré la existencia del nucleolo utilizando funciones
continuas y conjuntos no vacios compactos. Por su parte, Maschler et al.[ (1979))
dieron una caracterizacion geométrica de este valor.

En general, no hay una formula explicita para el cdlculo del nucleolo sino
que es necesario recurrir a resolver un numero finito de problemas de progra-
macién lineal. Ademas, el criterio de Kohlberg| (1971)) nos permite conocer si
una imputacién dada es, o no, el nucleolo de un juego.

En la Definicién [2.69 introduciamos el concepto de exceso del valor de una
coalicién con respecto a una imputacién dada. Deciamos que dados x € I(N,v)
y S C N, el exceso e(S,z) = v(S) — x(S) mide la queja (o infelicidad) de la
coalicién S con respecto a x. Cuanto mayor sea, mas “infeliz” estd la coalicion
S. Obviamente, si S = N o bien S =0, e(S,z) = 0.

A continuacion, definimos formalmente el nucleolo, que serd aquella impu-
tacion que minimiza la maxima queja, es decir, el nucleolo se ocupa en primer
lugar de contentar a las coaliciones mas inestables.

Recordemos, brevemente, la definicién del orden lexicogréafico entre vecto-
res:


http://www.derks.com
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Definicion 3.39 Definimos el orden lexicogrdfico <p en R™ de la siguiente
manera:

= Diremos que x <p y si existe k € N, 1 < k <n, tal que
Tk < Yk
» Diremos que x <py six =y 06 x <p y.

Dado un reparto x € R", sea 0(z) la 2"-tupla cuyas componentes son los
excesos, del valor de todas las coaliciones con respecto a x, ordenados de forma
no creciente, es decir,

Ya estamos en condiciones de introducir el nucleolo de un juego como las
asignaciones que minimizan lexicograficamente los vectores de excesos.

Definicién 3.40 Sea (N,v) € G™.
» Se define el nucleolo del juego (N,v) como el conjunto

Nu(N,v) ={z € I(N,v) : 6(z) <r, 0(y), para todo y € I(N,v)}.

» El prenucleolo del juego (N,v) se define como el conjunto de todas las
preimputaciones x € I*(N,v) que cumplen

0(z) <r, 0(y), para todo y € I*(N,v).
El prenucleolo se denotard por PreNu(N,v).

Los elementos del ntcleo verifican que e(S,z) < 0 para toda S C N. Por
tanto, es evidente que los vectores de excesos de los elementos del nticleo son
lexicograficamente menores que los de cualquier punto de fuera del ntcleo.
Esto implica, directamente, que si el ntcleo de un juego no es vacio entonces
el nucleolo esta contenido en el nicleo.

Es sencillo demostrar que la suma de las coordenadas del vector de excesos
es constante. Matematicamente, existe k € R tal que

Z e(S,z) = k, para todo = € I(N,v).
SCN
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También se verifica que para todo x € I(N,v),
e(S,x) + e(N\S,z) = v(S) + v(N\S) —v(N).

Ello implica que si disminuimos un exceso es a costa de aumentar el de la coa-
licion complementaria. Enunciamos y demostramos un resultado mas general.

Proposicién 3.41 Sean (N,v) € G", x € I*(N,v) y F una coleccion equi-
librada con pesos asociados (0g)ser. Entonces existe kx € R, una constante
que solo depende de la familia F, tal que:

Z ose(S,x) = kr.

SeF

Demostracién: Sean (N,v) € G", x € [*(N,v) y F una coleccién equilibra-
da con pesos asociados (dg)ser. Se tiene que,

Y dse(S,x) =Y d5(v(S) — z(S))

SeF SeF
= bgv(8) = ) bs3(S)
SeF SeF
= Z dsv(S) —v(N)
SeF

Es claro que esta 1ltima expresion nos sirve como constante kx, lo que concluye
la prueba. [

Como vemos en la siguiente definicion se puede definir el nucleolo de cual-
quier conjunto X C R™.

Definicion 3.42 Sea X C R". El nucleolo del conjunto X es el conjunto
Nu(X)={r € X :0(x) <1, 0(y) para todoy € X}.

Es claro que, Nu(N,v) = Nu(I(N,v)).

Procedemos a revisar, sin demostracion, algunos resultados fundamentales
acerca del nucleolo. El lector interesado puede consultar, por ejemplo, |Driessen
(1988). Basicamente, estos resultados afirman que el nucleolo de un juego TU
es un unico punto.
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Teorema 3.43 Sea X C R", X # 0 y X compacto. Entonces, Nu(X) # 0 y
es un conjunto compacto.

Asi pues, del teorema anterior deducimos que el nucleolo de cualquier conjunto
compacto que no sea vacio también es un conjunto compacto que no es vacio.
Si el conjunto, ademds, es convexo entonces el nucleolo se reduce a un punto.

Teorema 3.44 Sea X C R", X # (), convero y compacto. Entonces Nu(X)
es un conjunto unitario.

Como corolario del teorema anterior deducimos que el nucleolo de un juego
TU esencial es un punto, que pertenecera al nicleo si el juego es equilibrado.

Teorema 3.45 FEl nucleolo de un juego esencial (N,v) € G™ consiste en un
unico punto. Si C(N,v) # () entonces

Nu(N,v) € C(N,v).

El nucleolo de un juego siempre pertenece al kernel. En el caso de juegos
convexos, el kernel y el prekernel coinciden con el nucleolo.

Teorema 3.46 Sea (N,v) € G™ un juego esencial. Se verifica que:
a) Nu(N,v) € K(N,v).
b) Si(N,v) es un juego convexo, entonces KK(N,v) = K*(N,v) = Nu(N,v).

Se puede comprobar que el nucleolo de un juego satisface propiedades de
jugador titere y jugadores simétricos. También es facil deducir, de la propia
definicién, que el nucleolo de un juego transformado por cambios de origen
y escala se corresponde con la transformacién del nucleolo original, es decir,
satisface la propiedad de covarianza. Por anadidura, el nucleolo satisface la
propiedad de monotonia coalicional débil, si bien falla en las otras tres pro-
piedades de monotonia estudiadas: monotonia fuerte, monotonia coalicional y
monotonia en el agregado.

Naturalmente, el prenucleolo de un juego consiste en un dnico punto, ya
que PreNu(N,v) = Nu(I*(N,v)). El prenucleolo de un juego coincide con
el nucleolo siempre que el prenucleolo sea una imputacion, o sea, satisfaga la
propiedad de racionalidad individual.
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Ejemplo 3.47 Consideremos el juego del guante, siendo el jugador 1 el po-
seedor del guante unico. Sabemos que C(N,v) = {(1,0,0)}. Luego Nu(N,v) =
(1,0,0).

Ejemplo 3.48 Sabemos que el juego del délar no es equilibrado, o sea, el
nicleo es el conjunto vacio, C(N,v) = (). Comprobaremos que x = (%, %, %)
es el nucleolo. Por una parte, dado que todos los jugadores son simétricos, el
nucleolo ha de asignarles el mismo pago, digamos a. Pero, para que el valor
sea eficiente ha de cumplirse que a+a+a = 3a = v(N) = 1. Luego, en efecto,

x ha de ser el nucleolo. Ahora, calculamos los excesos del nucleolo

e(N,z) =0
e({1,2},2) =v(1,2) — 21 — 22 = §
e({1,3},2) =v(1,3) — 21 — 23 = §
e({2,3},z) =v(2,3) — o — 23 = §
e({1},z) =v(1) — 21 = —%
e({2},2) =v(2) —xg = —%
e({3},2) =v(3) — 23 = —3
e(d,z) =0

y escribimos el correspondiente vector de excesos
Q(IE) = (%a %a %7 07 Oa _%7 _%a _%)
Ejemplo 3.49 Sea (N,v) el juego con N = {A, B,C} y funcidn caracteristi-
ca,
v(A) =v(B)=v(C)=0
v(A,B) =4, v(A,C) =0, v(B,C)=3
v(A,B,C) =6

Consideremos la imputacion x = (2,3,1) y calculemos los correspondientes
ercesos.

e(N,z)
e({A,B},z) = -1, e({A,C},z) = -3, e({B,C},x) = -1
e({4},z) = =2, e({B},2) = =3, e({C},2) = -1

e(d, z)

8

9
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Observamos que en las coaliciones {A, B} {B,C} y {C}, el exceso es de -1.
Si traspasamos de A a B la cantidad % 5 Y consideramos la nueva imputacion
= (1.5,3.5,1). De nuevo, calculamos los excesos,

e(N,y) =
e({A,B},y) = —1, e({4,C},y) = =2.5, e({B,C},y) = —1.5
e({4},y) = -1.5, e({B},y) = =35, e({C},y) = -1

e(0,y) =

Entonces, Nu(N,v) = (1.5,3.5,1), dado que no podemos disminuir el exceso
-1 de las coaliciones {A, B} y {C} al mismo tiempo.

TUGIab: Laorden NUCLEOLUS de TUGIab permite calcular tanto el nucleolo
como el prenucleolo de un juego. Mas adelante veremos que el proceso implica la
resolucién de varios problemas de programacién lineal consecutivos que TUGIab
realiza con la orden LINPROG de la “toolbox” de optimizacién de MATLAB®.
Cada programa lineal resuelto satisfactoriamente devolvera en pantalla el mensaje
Optimization terminated successfully. A continuacién, presentamos dos
ejemplos. En el primero el nucleolo y el prenucleolo coinciden, mientras que en el
segundo son distintos. Obsérvese que en el segundo ejemplo, el prenucleolo no es
una imputacién.

>> A=[0 0 003368986 15 16 17 20];
>> [nucleolo,prenucleolo]=nucleolus(A)

Optimization terminated successfully.
Optimization terminated successfully.
Optimization terminated successfully.
Optimization terminated successfully.

nucleolo =

1.50 3.67 4.67 10.17
prenucleolo =

1.50 3.67 4.67 10.17

>> A=[2 109 2 1 6]
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>> [nucleolo,prenucleolo]=nucleolus(A)

Optimization terminated successfully.
Optimization terminated successfully.
Optimization terminated successfully.
Optimization terminated successfully.
Optimization terminated successfully.

nucleolo =
3.5000 2.5000

prenucleolo =
4.2500 3.2500

-1.5000

Ejemplo 3.50 Los tres problemas del Talmud mencionados en la Seccion|1.21
pueden modelarse matemdticamente mediante los juegos:

>> A1=[0 0 0 0 0 O 100];
>> A2=[0 0 0 O O 100 200];
>> A3=[0 0 0 0 100 200 300];

Con TUGIlab podemos calcular el nucleolo de estos tres juegos.

>> NAl=nucleolus (A1)
NA1 =

33.3333 33.3333
>> NA2=nucleolus (A2)
NA2 =

50 75 75
>> NA3=nucleolus(A3)
NA3 =

50 100 150

33.3333

Sorprendentemente, éstas son las mismas soluciones propuestas para estos pro-
blemas en el Talmud hace unos 2000 anos.

A continuacién, presentamos una forma constructiva para el cdlculo del
nucleolo cuyos detalles y justificacion tedrica pueden verse en los trabajos de
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Maschler et al| (1979) o Driessen (1988)[f] Sea (N,v) € G™ un juego esencial
y consideremos los conjuntos,

XO=I(N,v) y 2°={SCN:S#N,S#0}.
Se define de forma recursiva

¢ = min méx e(S5, )
zeXi—1 Sexi—l

X ={re X771 mix e(S,z)=¢}

Sexi-1
Y ={S et :e(S, x)=¢, para todo x € X’}
SRR
para j=1,...,s, con s =min{ j:j > 1,% = (}. El nucleolo coincide con el

conjunto final X%.

TUGIlab: Vamos a calcular para el juego del Ejemplo el nucleolo a través
de la resolucién de programas lineales usando TUGlab. Recordemos la funcién
caracteristica del juego,

v(l)=v(2)=v(3)=0
v(1,2) = 4, v(1,3) =0, v(2,3) = 3
v(1,2,3) =6

Dado un reparto © = (1,22, 23) la primera coordenada del vector de excesos
sen’aE]

91 (1’) = géézl]}(() 6(5, .%')

= max{—x1, —x2, —x3,4 — x1 — T2, —x1 — T3,3 — T3 — T3}

“En |Maschler et al.| (1979) se describe un método geométrico para el clculo del nucleolo
facil de aplicar a juegos de 3 jugadores.

5Siendo estrictos, en realidad nos estamos refiriendo a la primera coordenada no trivial.
Obsérvese que 6(x) tiene siempre al menos 2 coordenadas nulas, las correspondientes a los
excesos de las coaliciones ) y N.
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Por lo tanto, la primera coordenada del vector de excesos del nucleolo vendria
dada por el valor éptimo del siguiente programa:

min 6y (zy, z2,z3)

I ZO

xIo ZO

I3 ZO
1+ 29 +2x3=0

sujeto a :

Claramente, la funcién objetivo 61(x1,x2,x3) no tiene por que ser lineal. No
obstante, este problema es equivalente al siguiente problema de programacién
lineal:

min €
—r1 <€
—r2 < €
—r3 < €
. 4—x1— 19 <€
sujeto a: -

—r1 — 23 < €

3— 29— a3 < €1

x;>0,i=1,2,3
( 21+ 22 +23=06
Podemos resolver este problema utilizando la orden NUCLEOLUSINFO del pa-
quete TUGlab. Veamos como funciona.

>> A=[0 0 0 4 0 3 6];
>> [N,infoN]=nucleolusinfo(A)
Optimization terminated successfully
Optimization terminated successfully
N =

1.5000 3.5000 1.0000
infolN =

{1x11 cell} {1x11 cell}

Observamos que el programa ha calculado el nucleolo y en la variable infoN alma-
cena cierta informacién en unas estructuras de MATLAB® llamadas celdas. infoN
consta de dos celdas, porque se han completado dos problemas de programacién
lineal para calcular el nucleolo. Cada celda, a su vez, contiene 11 elementos. Con-
sultemos la informacién que el programa almacena relativa a la solucién del primer
problema de programacion lineal y que esta guardada en la primera celda. Veamos
como se puede acceder a ella e interpretarla.
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>> infoN{1}
ans = Columns 1 through 3
[1x4 double] [6x4 double] [6x1 double]
Columns 4 through 7
[1x4 double] [6] [1x4 double] [1x4 double]
Columns 8 through 11
[3x1 double] [-1.0000] [2x1 double] [1]

Vemos que en esta celda hay 11 elementos de informacién, de hecho 11 matrices
de distintos 6rdenes. El contenido de estas matrices se puede ver tecleando

>> [obj,A,b,AA,bb, cotasinf,cotassup,
solucion, valoroptimo, saturadas,
convergencia]=infoN{1}{:}

obj =

0 0 0 1
A =

-1 0 0 -1

0 -1 0 -1

0 0 -1 -1

-1 -1 0 -1

-1 0 -1 -1

0 -1 -1 -1
b =

0

0

0

-4

0

-3
AA =

1 1 1 0
bb =

6
cotasinf =

0 0 0 -Inf
cotassup =

Inf Inf Inf Inf
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solucion =
1.6149
3.3851
1.0000
valoroptimo =
-1.0000
saturadas =
3
4
convergencia =
1

En el primer vector se guarda la funcién objetivo. Asi, [0 0 0 1] significa 0-xz; +
0-2940-23+1-€1. En las siguientes dos matrices tenemos las restricciones de
desigualdad del problema escritas de la forma Ax < b. Por ejemplo, la primera
restriccion seria —x1 — €1 < 0.

A continuacién estdn las restricciones de igualdad, (AA)x =(bb), que en este
caso es (nica y justamente la condicién de eficiencia 1 + x2 + 3 = 6. Luego
aparecen las acotaciones de las variables, cotasinf <z <cotassup. En nuestro
caso, éstas se reducen a x1,x9,x3 > 0.

La solucién éptima se almacena en solucion, es decir, una imputacién donde
se alcanza el éptimo del primer problema es

xr = (1.6149, 3.3851, 1.0000)

y el valor éptimo del problema viene dado por la variable valoroptimo. O sea,
la primera coordenada del nucleolo ha de ser ¢ = —1. La siguiente matriz nos
informa de las restricciones de desigualdad que se saturan en la solucién éptima:
la tercera y la cuarta. La dltima matriz, convergencia, es un cédigo para saber
si el algoritmo de resolucién del problema de programacion lineal ha convergido
(1 es la respuesta afirmativa).

Podemos comprobar que las restricciones que se saturan, la tercera y la cuarta,
junto con la condicién de eficiencia son dependientes (no determinan de forma
dnica la solucién) y, por tanto, necesitamos resolver otro problema de programa-
cién lineal. En este segundo paso, en el que, obviamente, introducimos toda la
informacién del primer problema, intentamos obtener la segunda componente del
vector de excesos del nucleolo. La informacién relativa a este segundo problema
se encuentra almacenada en la segunda celda de la variable infoN.
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>> [obj2,A2,b2,AA2,bb2, cotasinf2,cotassup2,
solucion2, valoroptimo2, saturadas2,
convergencia2]=infoN{2}{:}

obj2 = 0 0 0 1
A2 =
-1 0 0 -1
0 -1 0 -1
-1 0 -1 -1
0 -1 -1 -1
b2 =
0
0
0
-3
AA2 =
1 1 1 0
-1 0
bb2 =
6
-1
cotasinf2 =
0 0 0 -Inf
cotassup2 =
Inf Inf Inf Inf
solucion2 =
1.5000
3.5000
1.0000
valoroptimo2 =
-1.5000
saturadas2 =
1
4
convergencia2 = 1

Por tanto, como en este paso se saturan las restricciones 1y 4 del nuevo proble-
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ma, que junto con las anteriores determinan de modo tnico una solucién (forman
un sistema compatible determinado), tenemos que (1.5,3.5,1) es el nucleolo, que
es el valor obtenido originariamente en la variable N. Si las restricciones que se
saturan no determinasen de forma tnica una solucién seguiriamos el proceso que,
obviamente, finalizard en un ndmero finito de pasos.

Ahora, podemos calcular el vector de excesos asociado al nucleolo (cuyos
dos primeros valores distintos han de ser los almacenados en valoroptimo y
valoroptimo2) y las coaliciones en las que se obtienen.

>> [excesos,coalicion]=excesses(A,N)

excesos =
-1.0000 -1.0000 -1.5000 -1.5000 -2.5000 -3.5000
coalicion =
737 712) 71) 723) )13) 72)

La siguiente proposicion nos da una condicién para comprobar si una asig-
nacion es el nucleolo de un juego. Se conoce como el criterio de Kohlberg.

Proposicién 3.51 (Criterio de Kohlberg) Sean un juego (N,v) € G™ y
x € I(N,v), con z; # v(i),i = 1,...,n. Denotemos por k(z) el nimero de
excesos distintos de la imputacion x. El reparto x es el nucleolo del juego si,
y solo si, para 1 < j < k(x) se verifica que

J
U
t=1
es una familia equilibrada, siendo F' el conjunto de coaliciones asociadas al

t-ésimo exceso en el orden no decreciente.

Puede consultarse la demostracion en |Kohlberg (1971) o bien en Owen|(1995).
Ejemplo 3.52 Sea el juego (N,v) donde

v(l) =v(2) =0,v(3) =20
v(1,2) = 5,0(1,3) = 25,v(2,3) = 25
v(1,2,3) = 30



3.6 El nucleolo y el prenucleolo 171

Comprobemos que © = (%, %, ?) es el nucleolo del juego. Los excesos asocia-

dos a las coaliciones son

FExcesos Familia
*5/3 {{172}7{1a3}7{273}}
—10/3 {{1}, {2}, {3}}

Dado que la primera familia es equilibrada y la union de la primera con la
sequnda también lo es, x es el nucleolo del juego.

Ejemplo 3.53 Sea el juego (N, v) dado por

v(l)=v(2)=v(3)=0
v(1,2) =4,v(1,3) = 9,v(2,3) =2
v(1,2,3) = 10

Veamos siz = (5,1,4) es el nucleolo del juego. El exceso mayor se obtiene para
la coalicion {1,3} vy, dado que no es equilibrada, x no es el nucleolo del juego.
4 Y la imputacion y = (5.75,0.5,3.75) ? Los excesos asociados a las coaliciones
son:

Ezxcesos Familia
0.5 | {{2},{1,3}}
2.25 | {{1,2},{2,3}}

"3.75 31
5.75 an

Se puede comprobar que las familias

{25 {1,335 {{2}, {1, 3}, {1,2},{2,3}}
{25 {135, {1, 2}, {2, 3}, {3} 1 {2}, {1, 3}, {1, 2}, {2, 3}, {3}, {1}}

son equilibradas. Por tanto, la imputacion y = (5.75,0.5,3.75) es el nucleolo.

Finalizamos esta seccion dedicada al nucleolo indicando un resultado de
imposibilidad.

Teorema 3.54 (Young (1985)) Para n > 5 no existen soluciones en G"
que satisfagan simultaneamente seleccion en el nicleo y monotonia coalicional.
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Observacion 3.55 |Housman y Clarkl (1998) probaron que para n = 4 tam-
bién se tiene el teorema de imposibilidad, mientras que para n = 3 existen
infinitas soluciones que satisfacen ambas propiedades. Recordemos que el va-
lor de Shapley satisface monotonia coalicional (dado que satisface monotonia
fuerte, y esta propiedad implica monotonia coalicional) pero, en general, no
estd en el nicleo. El nucleolo satisface seleccion en el nicleo, sin embargo, no
satisface monotonia coalicional.

3.7. El 7-valor

En esta seccidon estudiaremos el 7-valor, un concepto de solucién intro-
ducido por [Tijs (1981) para los juegos cuasi-equilibrados o de compromiso
admisible.

Definicién 3.56 Sean (N,v) € G™ un juego TU de compromiso admisible,
m(N,v) el vector de minimos derechos y M(N,v) el vector de los pagos de
utopia de los jugadores. Se define el T-valor como el reparto que satisface

T(N,v) = m(N,v) + a(M(N,v) —m(N,v))

con a € R tal que Y 1i(N,v) = v(N).
1EN

El 7-valor elige un elemento en el core-cover de tal forma que cada jugador
reciba su minimo derecho mas una cantidad anadida que depende de su pago
de utopia, véase la Figura Obviamente, el 7-valor no tiene por que ser un
elemento del nucleo.

Recordemos que, como ya demostramos en el Teorema los juegos
equilibrados son cuasi-equilibrados.

Ejemplo 3.57 Consideremos el juego (N,v) con N = {1,2,3} y funcién ca-
racteristica,

v(l)=v(2)=0
v(3) =v(1,2) =100
v(1,3) = 200
v(2,3) = 300
v(1,2,3) = 400
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m(N,v)

Figura 3.3: Esquema de la definicién del 7-valor

Se puede comprobar que m(N,v) = (0,0,100) y M(N,v) = (100,200, 300).
Entonces,
7(N,v) = (0,0,100) + (100, 200, 200)

con « verificando que Y 7;(N,v) = 400. De estas relaciones obtenemos,
1EN

3
a=cy T(N,v) = (60,120, 220).

TUGIlab: Como se deduce inmediatamente del ejemplo que sigue, la orden
TAUVALUE de TUGIab computa el 7-valor y el escalar a que interviene en su
definicién.

>> A=[0 00 9 4 7 11];
>> [tau,alfal=tauvalue(A)
tau =
3.3333 6.3333 1.3333
alfa =
0.6667
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A continuacién describimos algunas propiedades que satisface el 7-valor.
Todas son de sencilla interpretaciéon. Recomendamos al lector que analice la
relacion entre la propiedad de monotonia complementaria y la de monotonia
coalicional.

Definicion 3.58 Sea ¢ una regla de reparto en G™.

= La regla ¢ satisface la propiedad de a prueba de titeres si dado D C N
el conjunto de titeres del juego (N, v) se verifica queﬂ

QD(N\Dv’UN\D) = QO(Nv’U)|N\D-

» La regla ¢ satisface monotonia complementaria si dados (N,v), (N,w) €
G" yT C N tales que w(T) > v(T) y w(S) = v(S) si S # T, entonces
wi(N,v) > p;(N,w) para todo i € N\T.

» La regla ¢ satisface proporcionalidad restringida si o(IN,v) es proporcio-
nal a M(N,v) cuando m(N,v) = 0.

= La regla ¢ satisface minimo derecho si

©(N,v) =m(N,v) + ¢(N,v — m(N,v)).

El lector podra comprobar que el 7-valor satisface todos los axiomas que
acabamos de definir.

Teorema 3.59 (Tijs (1987)) Sea (N,v) € G™ un juego de compromiso ad-
misible. El T-valor es el unico valor en la clase de los juegos de compromiso
admisibles que satisface los ariomas de eficiencia, proporcionalidad restringida
y la propiedad del minimo derecho.

Terminamos esta seccién con unos ejemplos resueltos con TUGlab.

TUGIlab: Consideremos los siguientes juegos:

®Naturalmente, (N, v)|n\p consiste en considerar tan sélo las coordenadas de (N, v)
correspondientes a los jugadores de N \ D.
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Con TUGIab comprobamos que para el juego B, el core-cover, el niicleo y el 7-valor
coinciden.

>> CV=corevertices(B)

Cv =

1 1 1 0
>> CCV=corecoververtices(B)
CCV =

1 1 1 0
>> T=tauvalue(B)
T =

1 1 1 0

Figura 3.4: El 7-valor no tiene por que pertenecer al nicleo de un juego

Para el juego A, el ndcleo sigue siendo unitario. Pero, el core-cover contiene es-
trictamente al nicleo y el 7-valor no pertenece al niicleo.

>> CVA=corevertices(A)

CVA =

1 1 1 0
>> TA=tauvalue(A)
TA =

0.9000 0.9000 0.9000 0.3000
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>> clf;imputationset(A);;hold on,axis(axis), corecoverset(A)

Las ultimas lineas de comandos producen el dibujo de la Figura en la que se
representa el core-cover del juego A junto con el nicleo (el punto gris) y el T-valor
(el punto rojo).

3.8. El core-center

Sea (N, v) un juego equilibrado. Supongamos que todos los jugadores estan
de acuerdo en encontrar una asignacién en el nicleo de un juego. Es claro
que en el nicleo hay asignaciones que benefician a unos jugadores, otras a
otros, pero todas atienden a criterios de estabilidad. Podemos, pues, pensar
en promediar el continuo de asignaciones (en el caso de que el niicleo no
degenere en un punto). La regla de reparto obtenida de esta forma se denomina
core-center y ha sido definida por Gonzalez-Diaz y Sanchez-Rodriguez| (2003b),
2007)) y |Gonzalez-Diaz (2005)). En fisica, el centro de gravedad es un concepto
importante porque permite estudiar el movimiento de un sistema complejo a
través del movimiento de su centro. Podemos decir que el core-center es el
unico punto del nucleo en el que todas las distribuciones del nucleo estan en
equilibrio: El core-center es el centro de gravedad del nticleo si consideramos
que su “masa” estd uniformemente distribuida.

Sea (N,v) un juego equilibrado y consideremos la distribucién de proba-
bilidad uniforme sobre el nicleo. El core-center se define como la esperanza
matematica de esta distribucién.

Definicién 3.60 Sea (N,v) € G"™ un juego equilibrado. Se define el core-
center como el valor

w(N,v) = E[X] donde X ~ U(C(N,v)).

El core-center satisface propiedades de eficiencia, racionalidad individual,
racionalidad coalicional, simetria, covarianza y jugadores titeres. Ademas, se
puede comprobar que satisface monotonia coalicional débil y no satisface las
otras tres propiedades de monotonia; en este sentido, podemos decir que tiene
un comportamiento analogo al nucleolo.

El siguiente teorema refleja que el core-center es continuo en la clase de los
juegos equilibrados.
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Teorema 3.61 Sea (N,v) € G™ un juego equilibrado. El valor p es continuo,

es decir, para cada sucesion de juegos equilibrados {v'} tal que lim vt =w se
t—o00

tiene queﬂ
Tim (N, v') = (N, v).

Aunque pueda parecer que la continuidad del centro de gravedad es una
propiedad evidente, lo cierto es que, en general, no se verifica tal y como
muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.62 El centro de gravedad de un politopo convero no tiene por que
verificar la propiedad de continuidad.

1
1
2
1
3
1 1 g
-1 -5 0o I

Figura 3.5: La discontinuidad del centro de gravedad

Consideremos el tridngulo formado por los vértices (—a,0), (a,0) y (0,1),
con a > 0. Independientemente del valor de a, su centro de gravedad es el punto
(0, %) Si ahora hacemos tender a hacia 0, en el limite tenemos el segmento
que une los puntos (0,0) y (0,1), cuyo centro de gravedad es el punto (0, %)
Luego, el centro de gravedad del limite de los tridngulos no coincide con el
limite de los centros de gravedad. La situacion se esquematiza en la Figura
3. Ol

El problema de la continuidad surge cuando, en el limite, el politopo dege-
nera en uno de dimension menor. A la vista de este ejemplo, el Teorema [3.61

. . ’ . . n__
"La convergencia de las funciones caracteristicas v’ se entiende en R?" ~1.
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adquiere una notable relevancia: la continuidad del core-center es una conse-
cuencia de la peculiar estructura convexa del ntcleo de los juegos equilibrados.

TUG]lab: Calcular el core-center con TUGIab consiste simplemente en ejecutar
el comando CORECENTER tal y como se indica en el ejemplo que sigue.

>> A=[0 0 01 55 10];
>> CC=corecenter (A)
CC =
2.5442 2.5442 4.9116

Definimos ahora varias propiedades que nos servirdn para caracterizar el
core-center dentro de la clase de los juegos equilibrados. Primeramente defini-
mos juego simétrico y juego cuasi-simétrico.

Definicién 3.63 Sea (N,v) € G™.
» Fl juego (N, v) es simétrico si cada par de jugadores i y j son simétricos.
» Dos jugadores i y j son cuasi-simétricos si para cada S C N\{i,j},

v(SU{i}) — (0(9) +v(@) = v(SU{j}) — (v(F) +v(5))-

» El juego (N,v) es cuasi-simétrico si cada par de jugadores i y j son
Cuasi-simetricos.

» Sea (N,v) un juego equilibrado y supongamos que C'(N,v) un m-politopo
conm <n— IEI Una diseccién de C(N,v) consiste en un nimero finito
de juegos {(N,v1),...,(N,v)} tales que:

k
1. C(N,v) = | J C(N,v)
/=1
2. Para cada par £,0' € {1,...,k} con L £/,

VOlm(C(N, ’Ug) N C(N, Ug/)) =0.

8Un politopo P es un m-politopo si su dimensién es m. Por vol,,, denotaremos su volumen
m-dimensional.
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En los juegos simétricos el valor de la coalicién S, v(.S), depende solamente
de la cardinalidad de la coalicién. Facilmente se comprueba que un juego es
cuasi-simétrico si el juego O-normalizado es simétrico. Una diseccion del nticleo
de un juego consiste en dividir su nicleo en niicleos de otros juegos de tal forma
que recubran todo el ntcleo original y que el volumen de sus intersecciones
sea nulo.

Definicién 3.64 Sean (N,v) € G"™ y ¢ una regla de reparto.

» La regla ¢ satisface simetria débil si para cada juego simétrico (N,v) y
jugadores 1,7 € N,

Spi(Nv U) = (pj(va)‘

= La regla ¢ satisface simetria débil extendida si para cada juego cuasi-
simétrico (N, v) y jugadores i,j € N,

pi(N,v) —v(i) = ¢j(N,v) —v(j).

La propiedad de simetria débil otorga igual pago a todos los jugadores de
un juego simétrico. Es sencillo comprobar que esta propiedad es més débil que
la clasica de simetria. La propiedad de simetria débil extendida indica que si
para dos jugadores su contribucién a cualquier coalicién difiere solamente en
la diferencia de sus valores individuales, v(i) — v(j), entonces la diferencia en
los pagos debe ser también v(i) — v(j).

Observacion 3.65 Se puede comprobar que invarianza ante traslaciones y
simetria débil implican simetria débil extendida.

El siguiente axioma es la traduccion al contexto de los juegos equilibrados
de la propiedad fundamental del centro de gravedad.

Definicién 3.66 Sea (N,v) un juego equilibrado y supongamos que C(N,v)

es un m-politopo, conm <n—1, y que {(N,v1),...,(N,vr)} es una diseccion
de C(N,v). Una regla ¢ satisface aditividad ponderada si

k
Vol (C(N,v))p(N,v) = > voln (C(N, ve) (N, vy).
/=1



180 Capitulo 3. Conceptos de solucién puntuales

Obviamente, por definicién, el core-center satisface el axioma de aditividad
ponderada. A partir de esta propiedad se define una mas débil que denomina-
mos “trade-off”.

Definicion 3.67 Sea ¢ una regla definida sobre los juegos equilibrados. La
regla ¢ satisface “trade-off” si existe o € [0, 1] tal que

p(N,v) = ap(N,w1) + (1 — a)p(N, wa).

cualquiera que sea la diseccion en juegos equilibrados {(N,w1),(N,ws)} del
Juego (N, v).

La siguiente propiedad que se presenta impone cierta estructura a los coe-
ficientes de los juegos implicados en una diseccion del nicleo de un juego.

Definicion 3.68 Sea ¢ una regla definida sobre los juegos equilibrados. Con-
sideremos dos disecciones {(N,v1),...,(N,vx)} y {(N,w1),...,(N,wp)} del
Juego (N,v) formadas por juegos equilibrados. Una regla ¢ satisface “strong-
trade-off” si verifica que:

1. Existen aq,...,ap y B1,..., 0 tales que
k l
P(N,v) = aip(N,v) = > Bip(N, wy).
i=1 i=1

2. Si p,q son tales que C(N,vp) es una traslacion de C(N,w,), entonces
ap = fy.

El siguiente teorema muestra una caracterizaciéon axiomética del core-
center en base a las propiedades estudiadas.

Teorema 3.69 Sea (N,v) € G™ un juego equilibrado y ¢ una regla de reparto
verificando los aziomas de eficiencia, continuidad, simetria débil extendida y
“strong trade-off”. Entonces p(N,v) = pu(N,v).

Observacién 3.70 En|Gonzdlez-Diaz y Sanchez-Rodriguez (2008b) se discu-
te ampliamente sobre las propiedades de “trade-off” y “strong trade-off”. Se
presenta también una caracterizacion del core-center para juegos converos de
tres jugadores utilizando el axioma mds débil (“trade-off”) y una propiedad
muy natural que asigna el centro de simetria del nicleo en juegos cuyo nicleo
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es simétrico. Ademds es de interés la interpretacion de la propiedad de “trade-
off 7 en base a romper el nicleo de un juego en dos, o mds, y distinguir las
asignaciones que benefician a una coalicion o a su complementaria.

En algunas subclases de juegos converos, que incluyen los juegos de 3 y
4 jugadores, se puede demostrar que el core-center es el valor de Shapley de
otro juego que, para cada coalicion, cuantifica las asignaciones que descar-
ta el niucleo. Es todavia una cuestion sin respuesta si este resultado puede
extenderse a la clase de todos los juegos convexos. Véase |Gonzalez-Diaz 1f
\Sanchez-Rodriguez (2003d).

Para finalizar este capitulo queremos recordar al lector que en las Secciones

y analizaremos varios ejemplos en los que se comparan algunas de
las soluciones puntuales que hemos estudiado.






Capitulo 4

Aplicaciones

Conceptos clave: Los juegos simples. Indices de poder: Shapley-Shubik
y Banzhaf. Los juegos de bancarrota. Los juegos de mercado. El juego del
aeropuerto. Los juegos de secuenciacion

En este capitulo se presentan algunas clases de juegos asociados a proble-
mas concretos que han merecido la atenciéon de numerosos investigadores, bien
por su interés académico o bien por su interés practico en situaciones reales.
Las aplicaciones de la teoria de juegos cooperativos crecen dia tras dia y es
facil encontrar en publicaciones recientes nuevos problemas que se estudian
con un enfoque cooperativo.

Aqui comenzamos analizando los juegos simples que tienen como ambito
primordial de aplicacion la “politologia”. Por poner un ejemplo, se utilizan
para describir todas las posibilidades de formar gobierno una vez que tenemos
el reparto de escafios en un Parlamento. Mediante un juego simple se modelan
situaciones en las que cada coalicién o bien es ganadora o bien es perdedo-
ra. Daremos resultados sobre el nicleo y los conjuntos estables de los juegos
simples. Definiremos el concepto de indice de poder y los de juego de mayoria
absoluta y juego de mayoria ponderada. Estudiaremos tanto el indice de po-
der de |Shapley y Shubik! (1954)) como el indice de Banzhaf-Coleman (Banzhaf
(1964)), |Coleman| (1971))).

Los juegos de bancarrota, |O’Neill (1982), modelan, a través de un juego
cooperativo, situaciones en las que varios acreedores demandan pagos a una
entidad que no tiene suficientes fondos para satisfacer a todos los demandan-



184 Capitulo 4. Aplicaciones

tes. En este contexto es recomendable la lectura del trabajo de recopilacion de
Thomson| (2003)). Describimos lo que se conoce como problema de bancarrota
y sus principales soluciones. Entre ellas, la més conocida es, quizas, la solucién
proporcional que divide el estado proporcionalmente a las demandas. Anali-
zaremos algunas reglas y veremos la relaciéon que existe entre las soluciones
clésicas del problema de bancarrota y las soluciones del juego asociado.

Una de las primeras aplicaciones de la teoria de juegos fue la de describir
el regateo que tiene lugar en el mundo de los negocios. El modelo mas simple
fue sugerido por Edgeworth| (1881)). Posteriormente, los juegos de mercado han
sido ampliamente estudiados, referencias fundamentales son [Shapley y Shubik
(1969, 1975). Un resultado crucial nos indica que estos juegos se corresponden,
precisamente, con los juegos totalmente equilibrados, lo que nos asegura, entre
otras cosas, que el nicleo no sea vacio. Ademds, probaremos que los pagos
asociados a equilibrios competitivos (véase |Varian| (1984} 1999)) son elementos
del nicleo del juego.

Es comin, en muchas situaciones, que los individuos cooperen en un pro-
yecto conjunto y los costes comunes tengan que ser repartidos. El problema
del reparto de costes consiste en su distribucién de un modo justo entre los
individuos. La definicién del juego de costes supone conocer el conjunto de
jugadores y, para cada coalicion S C N, el coste asociado a dicha coalicién.
Un juego de costes cldsico es el juego del aeropuerto estudiado en |Littlechild
y Thompson| (1977).

Una buena recopilacion de diversos juegos cooperativos que provienen de
problemas de optimizacién se encuentra en (Curiel (1997). Ademads, es acon-
sejable la lectura del trabajo de Borm et al| (2001)), donde, entre otros, se
estudian los juegos de programacién lineal, los juegos de asignacién, los juegos
de permutacién, los juegos de secuenciacion, los juegos del viajante y los juegos
de rutas, los juegos de minimo coste en una red y los juegos de localizacion.
Aqui nos centraremos exclusivamente en los juegos de secuenciacion.

4.1. Juegos simples. Indices de poder

Como queda dicho, los juegos simples encuentran un marco adecuado de
aplicacién en los andlisis de fuerzas en parlamentos o instituciones y érganos
de decision equiparables. Comenzamos esta seccion definiendo conceptos basi-
cos para modelar estos juegos. Sencillamente, un juego simple es aquel juego
monotono para el que el valor de cualquier coalicién o bien es 1 (coalicién
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ganadora) o bien es 0 (coalicién perdedora).

Definicién 4.1 Sea (N,v) € G™.

» Fl juego (N,v) se dice simple si es mondtono y, ademds, v(N) =1y
v(S) € {0,1} para toda S € 2.

» Una coalicion S € 2V se dice ganadora si v(S) = 1.
» Una coalicion S € 2V se llama coalicién perdedora si v(S) = 0.

» Sea (N,v) un juego simple. Diremos que S es una coalicion minimal
ganadora siv(S) =1 yv(T) =0 para toda T C S, T # S.

s Un jugador i € N es:

Titere si v(S) +v({i}) = v(SU{i}) para toda S C N\{i}.
Nulo si v(S) =v(SU{i}) para toda S C N\{i}.
Dictador si v(S) =1 si, y sdlo si, i € S.

o Veto siv(S) =1 implica que i € S.

Alternativamente, se pueden definir los juegos simples prescindiendo de la
condiciéon de monotonia.

Ejemplo 4.2 Sea (N,v) el juego dado por N = {1,2,3,4} y

0 si|S|e{0,1} 6siSe{{1,2,3},{1,3,4},{2,3,4}}
v(8)=14 0 si S e {{1,3),{1,4},{2,3},{2,4}, {3,4}}
1 si|S| =46 siSe{{1,2},{1,2,4}}

Observamos que cumple todas las condiciones de la definicion de juego
simple, excepto la de monotonia. Ademds, es fdcil comprobar que no tiene dic-
tadores y que los jugadores 1 y 2 son jugadores veto. Como ejercicio, dejamos
que el lector intente modificar la funcion caracteristica para que el jugador 1
sea un dictador.

Observacion 4.3 Obsérvese que un jugador titere, i, puede ser dictador, en
cuyo caso v(i) = 1, pero también puede ser nulo, y entonces v(i) = 0. Ademds,
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es facil comprobar que el conjunto de jugadores veto se puede escribir de la
siguiente forma:
veto(N,v) = ﬂ {Se2V :u(8)=1}.
Se2N
Por otra parte, un jugador i es veto si, y solo si, v(N\{i}) = 0.
A continuacién damos una formulacién equivalente de juego simple, en

el sentido de la Definicién a través de las coaliciones ganadoras y las
coaliciones ganadoras minimales.

Definicién 4.4 Un juego simple (o juego de votacion) es un par (N, W), don-
de N es el conjunto de jugadores (votantes) y W es la coleccion de coaliciones
ganadoras (S € W < v(S) =1), tal que:

1. 0 ¢ Ww
2. NeWw
3. 85eWyScCT implica T €W.

Tal y como deja entrever la tultima condicién de la anterior definicion,
los juegos simples van a estar caracterizados por las coaliciones ganadoras
minimales.

Definicion 4.5 Una coalicion ganadora S se dice que es ganadora minimal
st mo contiene propiamente a minguna otra coalicion ganadora. Denotaremos
por W™ al conjunto de coaliciones ganadoras minimales. Entonces,

Wt ={SeW:v(T)=0 si TCS,T=#S}.
Asi pues, el conjunto W de coaliciones ganadoras puede expresarse como
W={Se2V:5ecWm$existe T C S, T € W™}.

Veamos como, a partir de los juegos simples, se modelan tanto la conocida
regla de mayorfa absoluta como el poder en el juego de un parlamento (véase

Ejemplo [1.19)).

Definicién 4.6 (Juego de mayoria absoluta) Supongamos una situacion
en la que tenemos n votantes (o jugadores) y que cada uno dispone de un unico
voto. El juego (N,v) de mayoria absoluta es el juego simple de n jugadores
que tiene como coaliciones ganadoras, S € W, aquellas tales que |S| > 5.
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El juego de mayoria absoluta es aquel en el que son ganadoras las coalicio-
nes que suman, al menos, la mitad més uno de los votos. Se deja al lector la
comprobacién de que los juegos de mayoria absoluta son SuperaditivosE

De forma sencilla podemos extender los juegos de mayoria absoluta para
abarcar la situacion en la que los votantes pueden disponer de mas de un
voto, siendo, de nuevo, el criterio de “la mitad més uno” el que determina las
coaliciones ganadoras.

Definicién 4.7 (Juego de mayoria ponderada) Consideremos un nime-
ro n de votantes (o jugadores). Para i = 1,...,n, sea w; el nimero de votos
del jugador i y denotemos por w = wi + - - - + wy, el numero total de votos. El
Juego (N,v) de mayoria ponderada asociado al esquema de votos [w1, . . ., wy)
es el juego simple de n jugadores para el que una coalicion S es ganadora,

SeW, si
w
i€S

Ejemplo 4.8 Recordemos el Ejemplo[1.19 presentado en el Capitulo[1. En él,
los votantes, o jugadores, serian los partidos y los votos, los escanos. Podemos,
en consecuencia, describir el juego del parlamento del siguiente modo:

» Congunto de jugadores: N = {A, B,C, D, E}.

n Funcion caracteristica:

1 .
o(8) = S%SEW
0 siS¢gw

siendo el conjunto de las coaliciones ganadoras minimales

W™ = {AB, AC, BCD, BCE, ADE}.

Otra generalizacién del juego de mayoria ponderada consiste en cambiar
la cuota de la mayoria.

'En el contexto de los juegos simples la superaditividad del juego es equivalente a que
SNT # 0, para cualquier S,T € W.
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Definicién 4.9 Un juego (N,v) de mayoria ponderada con cuota, que deno-
taremos [q; w1, ..., wy], donde n es el nimero de votantes, w; el nimero de
votos del votante © y q la cuota, es aquel juego simple tal que

SeWw si Z w; > q.
€S
El juego de mayoria absoluta de n jugadores se corresponderia con el juego
de mayoria ponderada con cuota [5;1,...,1]. Asimismo, el juego de mayoria
ponderada con pesos [w1, ..., w,] es el juego de mayoria ponderada con cuota
[5;w1,...,wy,]. Observemos que, en general, los juegos de mayoria ponderada

con cuota no son superaditivos.

TUGIab: Consideremos el juego de mayoria ponderada con cuota [4;1,5,1, 5].
Comprobamos con TUGIab que, en efecto, no es un juego superaditivo.

> A=[01 0110111111111];
>> [S,info]=superadditivegame (A)
S=0

info = (v{1234}-v{12})<v{34}

Ejemplo 4.10 El congreso de los Estados Unidos consta de 537 votantes: el
presidente, 101 senadores (incluido el vicepresidente) y 435 diputados.
Una coalicion es ganadora si contiene:

= Al presidente y la mayoria de senadores y diputados.
] % de senadores y diputados.

Se observa que este juego se puede modelar como un juego simple en el
que, ademds, el presidente no tiene poder de veto.

Ejemplo 4.11 En los siguientes juegos de mayoria ponderada se describen
las coalictones ganadoras minimales y la tipologia de los jugadores.

Cuota 3;2,2,1]
Coaliciones ganadoras || W™ = {AB, AC, BC, }
Tipo de jugadores A, B,C son simétricos
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Cuota [4;2,2,2,1]
Coaliciones ganadoras Wm ={AB,AC, BC}

Tipo de jugadores D es nulo; A, B,C son simétricos
Cuota [3;3,1,1]

Coaliciones ganadoras | W™ = {A}

Tipo de jugadores A es dictador

Para calcular el nicleo de un juego simple debemos encontrar los jugadores
veto del juego. De hecho, un juego simple es equilibrado si existe al menos un
jugador veto. Los elementos del nticleo se corresponden con todas las posibles
divisiones (no negativas) de la unidad entre los jugadores veto.

Proposicién 4.12 FEl juego simple (N,v) € G" es equilibrado si, y sélo si,
tiene un jugador veto, o sea,

C(N,v) # 0 < veto(N,v) # 0.

Ademds, cualquier division no negativa de v(N) entre los jugadores veto
serd un elemento del nicleo, i.e.

C(N,v) = {:p ERL iz =0siigveto(N,v), S aj= 1},

jEveto(N,v)

Demostracién: Comencemos probando la necesidad. Sea (IN,v) un juego
simple cuyo ntcleo no sea vacio y demostremos que existe al menos un juga-
dor veto. Sabemos que i € N es un jugador veto si, y sélo si, v(N\{i}) = 0.
Supongamos, por reduccién al absurdo, que no existieran jugadores veto. En-
tonces, para todo i € N, v(N\{i}) = 1. Dado z € C(N,v) se verificaria que

Z xj > v(N\i) =1, para todo i € N
JEN\G

lo que a su vez implicarfa que z; = 0 para todo i € N. Por lo tanto C(N,v) = 0,
lo que nos lleva a una contradiccién.

Probemos ahora la suficiencia. Supongamos que el conjunto de jugadores
veto no es vacio y tomemos S = veto(NV,v). Consideremos las asignaciones
x € R™ tales que

1. z; >0, paratodot € S'y Z@ =1.
i€S
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2. x; =0, para todo i € N\S.

Es facil comprobar que x € C(N,v). En efecto, sea cualquier coalicién gana-
dora T' O S. Entonces

in > Z«Tz‘: 1 =(T),

€T i€S

lo que concluye la demostracion. [

Observacion 4.13 La anterior proposicion es vdlida también para los juegos
simples definidos prescindiendo de la condicion de monotonia. De hecho, la
monotonia solo se utiliza en la demostracion de la necesidad. Veamos que
sin recurrir a esta propiedad sigue siendo cierto que C(N,v) # () implica la
existencia de un jugador veto.

Sea © € C(N,v), entonces le =v(N)=1yxz; >0 para todo i € N.

1EN

Por tanto existe j € N tal que x; > 0. Probaremos que si j ¢ T entonces
v(T) = 0 y, por tanto, j seria veto. En efecto,

v(T)gz:xig Z ri=1-x; <1,

ieT iEN\j

con lo que v(T) = 0.

TUGIlab: Para el juego del Ejemplo calculamos con TUGIab los vértices
del nicleo.

>> V=corevertices(A)
V:
1 0 0
1 0 0 0

Asi pues, el nicleo es el segmento C(N,v) = conv({(1,0,0,0),(0,1,0,0)}).
Naturalmente, los jugadores 1 y 2 son veto.
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Observemos que si modificamos adecuadamente el juego anterior para que
el jugador 1 sea un dictador entonces el nicleo degenera en otra dimensién
mas, esto es, el nicleo seria el punto (1,0,0,0).

Pasamos a analizar algunos resultados sobre juegos simples y conjuntos
estables.

Proposicién 4.14 Sea (N,v) un juego simple y S una coalicion ganadora
minimal. Entonces el conjunto

Xs={rxe€I(N,v):z;=0sii¢ S}
es un conjunto estable.

Demostracién: Comprobamos que se verifican tanto la propiedad de esta-
bilidad interna como la de estabilidad externa.

= Estabilidad interna. Sean z,z € Xg y supongamos que xd%m z, con
T C S, T +# S (el argumento para cualquier otra coalicién T" C N seria
totalmente andlogo). Entonces, x; = z; = 0si j € S, x; > 2z; para todo
1€Ty Z x; < v(T) = 0. Hemos llegado a una imposibilidad que surge
€T
de suponer que hay una relacién de dominacion entre dos elementos del
conjunto Xg a través de la coalicién T.

» Estabilidad externa. Sea y € I(N,v)\Xg. Entonces o = 1 — Zyi > 0.
Definimos x € Xg de la siguiente forma: e
x'_{yng siie S
"o sii¢ S’
Es trivial comprobar que x d%m 1y, con lo que queda probada la estabili-

dad externa.

Luego, Xg es un conjunto estable. [

La siguiente proposicién establece que para la clase de los juegos simples es
equivalente que el niicleo no sea vacio y que los nicleos de todos sus subjuegos
no sean vacios. Por otra parte, ya sabemos que si un juego tiene distribuciones
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mondtonas respecto a la poblacién (PMAS) entonces es totalmente equilibra-
do. En el contexto de los juegos simples, estas dos propiedades también son
equivalentes.

Proposicién 4.15 Sea (N,v) un juego simple. Las siguientes propiedades son
equivalentes:

a) (N,v) es equilibrado.
b) (N,v) es totalmente equilibrado.
c¢) (N,v) tiene PMAS.

En juegos cooperativos es habitual hablar de concepto de solucién, bien
sea ésta puntual o conjuntista. En el ambito de los juegos simples, en lugar
de solucién nos referiremos a indices de poder, reflejo de que, habitualmente,
con estos juegos se modelan situaciones de repartos de poder entre partidos
politicos u otros organismos de decisién.

Definicion 4.16 Un indice de poder es una funcion @ que asigna a cada juego
simple (N,v) un vector p(N,v) € R™.

Lloyd Shapley y Martin Shubik introducen el indice de poder que lleva
sus nombres en el articulo Shapley y Shubik| (1954). El indice de poder de
Shapley-Shubik es el valor de Shapley del juego simple y se puede reformular
de la siguiente manera.

Definicién 4.17 Sea (N,v) un juego simple. Se define el indice de poder de
Shapley-Shubik mediante

1
%i(N,v):ﬁ Z (s—=1)l(n—s)! parai € N.

Sew
S\{i}¢gw

Ejemplo 4.18 Considérese el juego de mayoria ponderada [6;4,3,2,1]. Para
cada permutacion de los jugadores, en la tabla que sigue resaltamos, en letra
negrita, el jugador que se lleva la contribucion (se dice que el jugador es pivote
en la permutacion correspondiente).
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ABCD BACD CABD DABC
ABDC BADC CADB DACB
ACBD BCAD CBAD DBAC
ACDB BCDA CCBDA DBCA
ADBC BDAC C(CDAB DCAB
ADCB BDCA CDBA DCBA

Aplicamos la definicidn y calculamos el indice de poder de Shapley-
Shubik, obteniendo
111
S(N,v) = > ).

10565672) = (Ev 17 Zv E

1

L
Observacion 4.19 Se puede comprobar facilmente que los indices de poder
de Shapley-Shubik para los tres juegos del Ejemplo son, respectivamente,

(%7 %7 %)7 (%7 %7 %70) ) (1a070)

Observacion 4.20 Dado que, en general, la suma de dos juegos simples no es
un juego simple, no se puede discutir la propiedad de aditividad en estos juegos.
Por ello, las caracterizaciones axiomdticas que se basan en esta propiedad no
son aplicables. \Dubey (1975) caracterizo el indice de poder de Shapley-Shubik
utilizando una propiedad especifica de aditividad para juegos simples que se
conoce como transferencia.

A continuacién describimos el indice de Banzhaf que inicialmente se defi-
ni6 para la clase de los juegos simples (Banzhaf (1964))) y, posteriormente, se
extendié a la clase de los juegos TU (Owen, (1975)).

Definicién 4.21 Un “swing” (cambio) para el jugador i se define como una
coalicion S € 2V tal que i € S, S es una coalicion ganadora y S\{i} es
perdedora.

Sea 6; el nimero de “swings” para el jugador i. Se define el indice de
Banzhaf normalizado como el porcentaje del nimero total de “swings” para
cada jugador.

Definicién 4.22 FEl indice de poder de Banzhaf, 3, de un juego simple (N,v)
viene dado, para cada i € N, por la expresion:

0;
ﬁZ(Na U) =
0;
=1

J
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Observacién 4.23 FEste indice también se conoce como indice de poder de
Banzhaf-Coleman. |Dubey y Shapley (1979) obtuvieron una caracterizacion
azriomatica del indice de Banzhaf utilizando también la propiedad de transfe-
rencia. Se puede comprobar facilmente que este valor satisface las propiedades
de jugador nulo y simetria.

Ejemplo 4.24 Consideremos el juego de mayoria ponderada [6;4,3,2,1] y
sea W el conjunto de coaliciones ganadoras. En cada coalicion ganadora re-
saltamos, en letra negrita, a aquellos jugadores para los que dicha coalicion es
“swing”.

W = {AB, AC, ABC, ABD, ACD, BCD, ABCD}

El indice de poder de Banzhaf del juego es

5331)

N7 :<7775777
BNY) =15 12 12" 12

Ejemplo 4.25 Considera el juego de mayoria ponderada [3;2,1,1]. El valor
de Shapley-Shubik de este juego es:

211
%(Na U) — (75 P 7)
3°6'6
Las coaliciones ganadoras y los jugadores para los que son “swing” son:
W={AB,AC, ABC}

Finalmente, calculamos el indice de Banzhaf:

311
N7 = (77 = 7)
En consecuencia, para este juego los indices de poder de Shapley-Shubik y el
de Banzhaf no coinciden.

Ejemplo 4.26 Vamos a calcular y analizar el indice de Shapley-Shubik y el
indice de Banzhaf correspondientes al Consejo de Segquridad de las Naciones
Unidas. Para ello, aplicaremos la propiedad de simetria que satisfacen ambos
indices, dado que todos los miembros permanentes del Consejo son simétricos
y todos los no permanentes también lo son. En primer lugar, describimos como
vario la formacion del Consejo en los anos 1954 y 1965.
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» Ano 1954. El Consejo estaba formado por 5 miembros permanentes (Es-
tados Unidos, URSS, Inglaterra, Francia y China) y por 6 no perma-
nentes. Para que una propuesta fuese aceptada, 7 miembros tenian que
apoyarla, pero los miembros permanentes tenian poder de veto.

= Anio 1965. El Consejo estaba formado por 5 miembros permanentes y
por 10 no permanentes. Para que una propuesta fuese aprobada tenia
que ser apoyada por 9 miembros (los miembros permanentes sequian
teniendo poder de veto). En otro tipo de decisiones, las de procedimiento,
se necesitaban soélo 9 votos afirmativos.

Calculamos primeramente el indice de Shapley-Shubik correspondiente a la
situacion del ario 1954. Denotemos por P a los miembros permanentes y por P
a los no permanentes. Aplicamos la simetria entre los miembros permanentes
y entre los no permanentes. El numero de drdenes distintos es 51'716" = 462.

sEn qué ordenes es P pivote? En aquéllos de la forma

(PPPPPP)P(PPPP)
es decir en 5% = 6. Por tanto, el indice correspondiente al conjunto de to-
dos los miembros no permanentes serd de 4% = 0.013, y el de los miembros

permanentes serd de % = 0.987. Aplicando la simetria tenemos que:

1456

16
Sp(N,v) = ——— = 0.0022
Sp(N,v) 6169 0.00
Dicho de otro modo, la razon de poder entre un miembro permanente y uno no
permanente es de 90 : 1. El poder conjunto de los permanentes es de 0.9870.

Procedemos ahora a efectuar las cuentas en el ario 1965. El nimero de

ordenes distintos es 5}15(!)! = 3003. P es pivote en las siguientes permutaciones:
(PPPPPPPP)P(PPPPPP)
es decir en 5%, = 56 drdenes.
12947
Sp(N,v) = ——— = 0.1962
SpNv) = 55503
1 56
Sp(N,v) = ———= =0.0018

10 3003



196 Capitulo 4. Aplicaciones

Por tanto la razon de poder entre un miembro permanente y uno no perma-
nente es de 105 : 1. El poder otorgado a los permanentes es de % = 0.9813.
Observamos que, con respecto a la situacion anterior, los miembros perma-
nentes bajan un poco su poder conjunto aunque individualmente lo aumentan.

Calculamos ahora el indice de Banzhaf referido a la situacion del Consejo
en el ano 1954.

’ Coaliciones ganadoras ‘ Repeticiones ‘ 6(P) ‘ 0(P) ‘

PPPPPPP G =15 75 | 30
PPPPPPPP )G =20 100 | o0
PPPPPPPPP 15 B0
PPPPPPPPPP 6 30 | 0
PPPPPPPPPPP 1 5 0

y \ | 285 | 30 |

Asi pues, el indice de poder de Banzhaf de cada miembro permanente y
cada mo permanente es:

2851
30 1

Por lo tanto, la razon de poder entre un miembro permanente y uno no perma-
nente es de 11 : 1. Conjuntamente, el poder de los permanentes es de 0.9047.

Como ejercicio, el lector puede efectuar los cdlculos del indice de Banz-
haf referidos al ario 1965. Obtendrd que el valor de Banzhaf de un miembro
permanente es 0.1669 y el de un no permanente 0.01653. Conjuntamente, el
poder de los permanentes, con respecto al indice de Shapley-Shubik, disminuye
a 0.8346.

Observacion 4.27 Resenar que para el cdlculo del indice de Banzhaf de un
juego simple es de wutilidad su extension multilineal. Ademds, existen otros
indices de poder de interés estudiados en la literatura, como por ejemplo, el
indice de | Deegan y Packel (1979).

Un trabajo reciente en el que, nuevamente, se manifiesta la aplicaciéon de
los juegos simples al anélisis del poder politico se puede encontrar en |Algaba
et al. (2007), en este caso para distribuir el poder en la fallida Constitucién
Europea.
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4.2. Los juegos de bancarrota

Los juegos de bancarrota han merecido una gran atencién desde su intro-
duccién por (O’Neill (1982)) y |[Aumann y Maschler| (1985) tanto por su apli-
cabilidad a situaciones reales, como por su interés académico. En [Thomson
(2003) se puede encontrar un buen compendio que resume la evolucién de la
literatura referida a los juegos de bancarrota a lo largo del tiempo.

En esta seccién exponemos, de forma abreviada, las principales ideas acer-
ca de este tipo de juegos y algunas soluciones especificas. En todo juego de
bancarrota hay un conjunto de acreedores entre los que hay que repartir una
hacienda que por lo general, y aqui radica el interés del planteamiento, no es
suficiente para cubrir las deudas.

Definicién 4.28 Sean E > 0 el estado a repartir y d = (dy,...,d,) € R las
demandas de los acreedores.

n
» El par (E,d) es un problema de bancarrota si 0 < E < Zdi‘
i=1
= Una regla de reparto asociada a un problema de bancarrota es una fun-

cion f que a cada problema da bancarrota (E,d) le asocia un valor
f(E,d) € R™ tal que

1. 0< fi(E,d) < d;, parai=1,...,n.
2. fi(E,d)=E.
=1

Asi pues, una regla de reparto es una forma de distribuir la totalidad del
estado entre los acreedores con la tnica condicién de no dar a ninguno de ellos
una cantidad superior a su demanda.

Definicién 4.29 Se define el juego cooperativo (N, v) asociado al problema de
bancarrota (E,d) como aquel juego con conjunto de jugadores N ={1,...,n}
y funcion caracteristica:

w(S) = mzix{O,E -y di},S CN.
iEN\S
El juego de bancarrota asocia a cada coalicién lo que queda del estado

una vez satisfechas completamente las demandas de los acreedores ajenos a la
coalicién. Veamos un sencillo caso préctico.
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Ejemplo 4.30 Supongamos que el patrimonio de una empresa que se ha de-
clarado en quiebra asciende a 10000 unidades monetarias. Cuatro acreedores
solicitan las siguientes cantidades d = (3000, 2000, 5000, 8000). El correspon-
diente juego de bancarrota tendria cuatro jugadores, N = {1,2,3,4}, y su
funcion caracteristica seria:

v(N) = 10000
u(1,2,3) = 2000, v(1,2,4) = 5000, v(1,3,4) = 8000, v(2,3,4) = 7000
v(1,2) =v(1,3) =v(2,3) =0, v(1,4) = 3000,
v(2,4) = 2000, v(3,4) = 5000

v(i) =0, para todo i € N

A continuacién demostraremos, siguiendo a |Curiel et al. (1987), que los
juegos de bancarrota son convexos.

Proposicion 4.31 Los juegos de bancarrota son convexos.
Demostracién: Dada R C N, denotemos por d(R) = Z d;. Es facil ver que
i€R
si R C T entonces
E—-d(N\R)<E—-dN\T).

Ciertamente, R C T implica N\ R D N \ T y, consecuentemente, d(N \ R) >
d(N \ T), de donde se sigue inmediatamente la desigualdad buscada.
Sean S, T € 2V tales que S C T C N \ {i}. Se tiene que

v(SU{i}) + o(T)
- méx{O, E—d(N\ (Su {i}))} + méx{(), E—d(N\ T)}
- mé,X{O, E—d(N\(SU{i})), E—d(N\T), 2E—d(N\(SU{i}))—d(N\T)}.
Anélogamente,
w(T U {i}) + v(S)
- méx{(), E—d(N\(TU{i})), E—d(N\S), 2E—d(N\(TU{z’}))—d(N\S)}.
Teniendo en cuenta que S C T'U {i} deducimos que

E—d(N\S)<E—dN\ (TU{i)).
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Por lo tanto

v(T'U{i}) +v(S)
- méx{O, E—d(N\(TU{i}),2E — d(N\ (T U{i})) — d(N \ 5)}.
Por otra parte, ya que TU{i} D SU{i} yTU{i} DT
E—d(N\(TU{i})) > E—d(N\(SU{i}))
E—d(N\(TU{i})) > E—d(N\T)
2E —d(N\ (TU{i})) —d(N\S)=2E —d(N\ (SU{i})) —d(N\T).
Estas desigualdades implican que el juego (N,v) asociado a un problema de

bancarrota es convexo, puesto que v(SU{i}) +v(T) < v(T'U{i}) +v(S) para
todo S, T € 2V, S c T c N\{i}. u

Han sido propuestas distintas reglas de reparto para los problemas de ban-
carrota: la solucién de igual ganancia, la solucion de igual pérdida, el reparto
proporcional y el reparto proporcional ajustado, entre otras. Revisamos las
principales.

Definicién 4.32 Sea (E,d) un problema de b(mcarrotaﬂ

» La solucién de igual ganancia (CEA) asigna a cada acreedor i el minimo
entre a y su demanda d;, estando o univocamente determinado por la
propiedad de eficiencia. Formalmente, para cada i € N,

CEA;(E,d) = min {o, d;}
donde a es tal que
E= Zmin {a,d;} .
iEN

» La solucion de igual pérdida (CEL) asigna a cada acreedor i el maximo
entre 0 y d; — (3, estando  univocamente determinado por la propiedad
de eficiencia. Es decir, para cada i € N,

CEL;(E,d) = méx {0,d; — 8}

2Las abreviaturas CEA, CEL, PRO, APRO y RA responden a las denominaciones de
las soluciones en inglés. En concreto, “Constraint Equal Award”, “Constraint Equal Loss”,
“Proportional”, “Adjusted Proportional” y “Random Arrival”.
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donde 3 es tal que

E =) max{0,d; — B}

1EN

El reparto proporcional (PRO) divide el estado de forma proporcional a
las demandas de los acreedores, esto es, para cada i € N,

E

di——.
> dy
kEN

PRO;(E,d) =

El reparto proporcional ajustado (APRQO) empieza asigndndole a cada
acreedor su derecho minimo, que se corresponde con el mdximo entre 0 y
la parte del estado no demandada por el resto de los acreedores, es decir,

8 = méX{O,E - Z dj}.
FEN\G
Una vez realizada esta asignacion, el estado restante, E' = E — > s;,
1eEN
es dividido de forma proporcional entre los demandantes teniendo en
cuenta que las demandas de los jugadores en el estado E' son d =
min {d; — s;, E'}, dado que demandas mayores que E' se consideran irre-
levantes. Por lo tanto, el reparto proporcional ajustado asigna a cada
1€ N,
E/
APRO;(E,d) = s; + d; :
) 1 Z d?c

keN

» FEl reparto del Talmud (T) divide el estado de la siguiente forma:

n
dA
1. Si Z 51 > FE, entonces
i=1

T(E,d) = ml’n{%,/\}

stendo A tal que

—~ . d
E = Z mm{g7 A}
=1
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n

d.
2. S5 Z 57’ < FE entonces
i=1

T,(E,d) = d; —ml’n{%,/\}

siendo A\ tal que

n

E= Z(di - min{%, )\}).

=1

» El reparto de las llegadas aleatorias (RA) divide el estado para cada
1 € N del modo,

RAZ-(E,d):% 3 min{di,mémx{E— 3 dj,o}}.

" well(N) JEN,m(5)<m(i)

Observamos que, en el reparto del Talmud, si el estado coincide con la
mitad de las demandas, cada jugador recibe la mitad de su demanda. En caso
de que el estado sea menor, se aplica la CEA, y si el estado es mayor, la CEL
(en ambos casos aplicadas a las mitades de las demandas en lugar de a las
demandas).

Para comprender el reparto de llegadas aleatorias, supongamos que los
acreedores llegan de uno en uno y se les va asignando el dinero disponible
hasta que se termina. El reparto de llegadas aleatorias es el promedio de estas
asignaciones en todos los posibles érdenes de llegada.

En el siguiente teorema proporcionamos relaciones entre las soluciones des-
critas previamente y los conceptos de solucién para el juego TU asociado al
problema de bancarrota.

Teorema 4.33 Sea (E,d) un problema de bancarrota y (N,v) el juego TU
asociado. Se verifica que

» RA(E,d) = Sh(N,v) (O'Neill (1983))

» T(E,d) = Nu(N,v) (Aumann y Maschler (1985))

3DR es la solucién de Dutta-Ray que selecciona, para juegos convexos, un vector en el
nicleo del juego que es méximo en el orden de Lorenz. Véase Dutta y Ray| (1989)).
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» APRO(E,d) = 7(N,v) (Curiel et al. (1987))
» CEA(E,d) = DR(N,v) (Dutta y Ray (1989))

Observacion 4.34 Dado que los juegos de bancarrota son convexos, se sim-
plifica considerablemente el cdlculo del valor de Shapley, del nucleolo y del
T-valor. Ademds, todos ellos estdn en el nicleo del juego TU asociado.

Ejemplo 4.35 Retomamos los problemas de bancarrota presentados en el E-
jemplo del Capitulo [1 Un hombre tiene 3 esposas y estipula que a su
muerte rectban 100, 200 y 300 unidades monetarias, respectivamente. Vea-
mos, en primer lugar, cudles serian los juegos de bancarrota asociados (em-
pleamos la notacion vectorial de TUGlab para la funcién caracteristica) si en
el momento de su defuncion su hacienda es de E unidades, en los casos:

E Juego

100 A=[0,0,0,0,0,0,100]
200 A=[0,0,0,0,0,100,200]
300 | A=[0,0,0,0,100,200,300]

Los repartos que hemos analizado en esta seccion, para los tres estados
constderados, dan los resultados que se recogen en la siguiente tabla.

Estado E
Reparto 100 \ 200 \ 300
CEA | (33.3,83.3,33.3) | (66.6,66.6,66.6) | (100,100,100)
CEL (0,0,100) (0,50,150) (0,100,200)

APRO | (33.3,33.5,35.3) | (40,80,80) (50,100,150)
T (35.3,33.3,33.3) | (50,75,75) (50,100,150)
RA | (35.5,35.3,33.3) | (33.3,83.5,85.3) | (50,100,150)

TUGIlab: Con ayuda de TUGlab vamos a representar el niicleo del juego dado
en el Ejemplo [4.30l Calculamos, ademds, las soluciones proporcional ajustada (el

T-valor), la solucién del Talmud (el nucleolo), y la de llegadas aleatorias (el valor
de Shapley).

>> A=[0 0 0 0 0 O 3000 0 2000 5000 2000 5000 8000 7000 10000];
>> format bank Ypresentacidén con 2 cifras decimales
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8000 "

7000 ="

60004'?
5000—"5
4000—"?
30004'?
2000—"?

1000 "

0 1000 2000

3000 4000

Figura 4.1: Nucleo (en gris), nucleolo (en azul), 7-valor (en amarillo) y valor
de Shapley (en rojo) de un problema de bancarrota

>> tv=tauvalue(A)
tv =
1666.67 1111.11 2777.78 4444 .44
>> nu=nucleolus(A)
Optimization terminated successfully.
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Optimization terminated successfully.
Optimization terminated successfully.
Optimization terminated successfully.

nu =
1500.00 1000.00 2500.00 5000.00
>> sh=Shapley (A)
sh =
1666.67 1166.67 2666.67 4500.00
>> clf

>> imputationset (4)

>> hold on, axis(axis)

>> coreset (A)

>> plot3(tv(1,1),tv(1,2),tv(1,3),’<y’)
>> plot3(nu(1,1),nu(1,2),nu(1,3),’0b?)
>> plot3(sh(1,1),sh(1,2),sh(1,3),’*r’)

En la Figura se puede ver el resultado obtenido tras ejecutar las 6rdenes
anteriores en MATLAB®. Con el fin de distinguir mejor la posicién relativa de
los tres valores, hemos ampliado y rotado el dibujo que por defecto presenta
MATLAB®.

Para terminar esta seccién quisiéramos comentar que existen innumerables
articulos de investigaciéon dedicados al estudio axiomaético de las soluciones
descritas. Otra perspectiva, también aplicable a los problemas de bancarrota,
consiste en asociar a cada problema de bancarrota un problema de negociacion
y, de nuevo, estudiar relaciones entre las reglas de reparto y las soluciones
cldsicas a los problemas de negociacién (la solucién de Nash, la solucién de
Nash ponderada, la solucién de Kalai-Smorodinski, la de iguales pérdidas, etc).

4.3. Los juegos de mercado

El siguiente contexto aplicado que centra nuestra atencién relaciona la
teoria de juegos cooperativos con un modelo clasico de Microeconomia: los
mercados de intercambio. Un mercado de intercambio estd caracterizado por
un conjunto de agentes, sus bienes, sus dotaciones iniciales y sus funciones de
utilidad. Estas funciones cuantifican la utilidad que les supone a los agentes
el intercambio de sus bienes a unos precios determinados. A cada mercado de
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intercambio se le puede asociar un juego cooperativo que resume la informacién
del mercado en la funcién caracteristica. Como es de esperar, existen relaciones
entre los equilibrios competitivos del mercado de intercambio y el juego TU al
que da lugar. Concretamente, los pagos asociados a los equilibrios competitivos
del mercado de intercambio seleccionan asignaciones en el nicleo del juego.

Primeramente estudiaremos los mercados de intercambio y los equilibrios
competitivos (constltese Mas-Colell et al. (1995) o |Varian| (1984)), para dar
paso al andlisis de los juegos de mercado. Veremos cé6mo se asocia un juego
a cada mercado de intercambio; ademads, estudiaremos propiedades de estos
juegos en relacion con el nicleo. Como ya hemos anticipado, veremos que los
pagos asociados a los equilibrios competitivos se corresponden con asignaciones
en el nucleo. El grueso de los resultados que mencionaremos se recogen en los
articulos Shapley y Shubik]| (1969} 1975). También se pueden consultar algunos
de los resultados que expondremos en [Aumann (1989), [Eichberger| (1993) y
Rafels i Pallarola et al.| (1999). Mencionemos, por iltimo, las interesantes
relaciones entre el nicleo y el equilibrio competitivo que aparecen recogidas
en Moulin| (1995)).

Definicion 4.36 Un mercado de intercambio M estd caracterizado por los
siguientes elementos:

M = (N,RT x R, (w",0);en, (u)ien)
donde
= N es el conjunto de agentes.
= R es el espacio de bienes o mercancias.
= R representa el espacio del dinero.

» Para cada i € N, (w',0) € R x R representa las dotaciones iniciales
de bienes y dinero, respectivamente, del agente ZE|

= Para cada i € N, u* es la funcion de utilidad del agente i, medida en
términos monetarios, que suponemos continua y concava. Es decir,

ui:]RT—MR

y u'(x) representa la utilidad que asigna el agente i a la cesta de bienes
xr € R

4Es decir, suponemos que la dotacién inicial de dinero es nula.
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Podemos construir la funcién de utilidad U? : R — R que mide, conjun-
tamente y en términos monetarios, la utilidad proporcionada por la cesta de
bienes y por el dinero obtenido en el intercambio, mediante:

Ul(a',t") = u'(z") + ', (2',t") e RT x R.

Bajo el supuesto de que los agentes, inicialmente, no disponen de dinero,

tenemos que
Si=0

1EN
y, por tanto,
DU ) =D ul(ah).
1EN iEN
Supongamos que los bienes 1,...,m se intercambian en el mercado a unos
precios fijos pi,...,pm, respectivamente. Sea p = (p1,...,pm) el vector de
precios.

Definicién 4.37 Sea M = (N,R7 x R, (w',0);en, (u')ien) un mercado de
intercambio.

= La asignacion T' es dptima al precio p para el agente i si
U, plw’ — 7)) = mix U'(ah,plw’ — 7)),
x’ERT
= El vector (p,z',...,2"), donde p € R™, 7' € R’ es un equilibrio com-
petitivo para el mercado M si, para cada agente i € N, T es dptima al
precio p y, ademds, se verifica

Z:Ei = Z w' (cierre de mercado).

1EN 1EN

Asociado a cada equilibrio competitivo, (p,Z!,...,Zz"), hay un vector de
pagos, z = (2");en, donde, para cada i € N,
2t =u'(7) + p(w' — 3°) = UY(Z", p(w’ — V).
Naturalmente, z* representa la utilidad que le proporciona al agente i la asig-
naciéon 6ptima z', medida en términos monetarios, después de producirse el
intercambio de los bienes y el correspondiente pago de los intercambios entre
los agentes.

Diversos resultados garantizan la existencia de equilibrio competitivo bajo
ciertas condiciones. Por ejemplo, si:
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1. u® es de clase 1 en su dominio, para todo i € N.
2. u'(z +a) > u'(z), para todo i € N y para todos x,a € R,

3. > w;- > 0, para todo j € M.
iEN
entonces tenemos asegurada la existencia de equilibrio competitivo en el mer-
cado.

Definicion 4.38 FEl juego de mercado asociado al mercado de intercambio

M = (N,R7 x R, (w',0)ien, (u')ien) es el par (N,v), siendo N el conjunto

finito de agentes y v la funcion caracteristica, definida para cada S C N, por
v(S) = max > u'(z?)

A
5 ies

stendo
Ag = {(zi)ieg ;2 € R, Zx’ = sz}
€S €S

Comprobaremos que el conjunto de los pagos asociados a los equilibrios
competitivos estd contenido en el nucleo. Por lo tanto, el nicleo del juego de
mercado no es vacio si existe al menos un equilibrio competitivo.

Proposicion 4.39 Sean M un mercado de intercambio, z el pago asociado al
equilibrio competitivo (p,z',...,2") y (N,v) el juego de mercado asociado a
M. Se tiene que z € C(N,v).

Utilizando la caracterizacién de Bondareva-Shapley, e independientemente
de la existencia de equilibrios, el nticleo de un juego de mercado nunca es vacio.

Teorema 4.40 Los juegos de mercado son equilibrados.

Teniendo en cuenta que todo subjuego de un juego de mercado es, a su
vez, un juego de mercado, deducimos que los juegos de mercado son totalmente
equilibrados.

Corolario 4.41 Los juegos de mercado son totalmente equilibrados.

El siguiente teorema pondra de manifiesto que la clase de los juegos de
mercado coincide con la clase de los juegos totalmente equilibrados.
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Teorema 4.42 Una condicion necesaria y suficiente para que un juego sea
totalmente equilibrado es que sea un juego de mercado.

Demostraciéon: Ya conocemos que los juegos de mercado son totalmente
equilibrados. Basta con probar entonces que dado un juego totalmente equili-
brado (N, v), podemos construir un mercado M¢ de tal forma que la funcién
caracteristica del juego asociado al mercado, (N, w), coincida con la funcién
caracteristica del juego (N, v); es decir, v(S) = w(S) para toda S C N.

Sea (IN,v) un juego totalmente equilibrado. Construimos un mercado aso-
ciado a este juego (mercado entre coaliciones) de la siguiente forma:

MC = <Na Ri X Ra (e{i}, O)iENa (ui)i€N>a

donde: N es el conjunto de jugadores; el conjunto de bienes son los propios
jugadores (interpretado como su tiempo, su trabajo, ellos mismos,...); las do-
taciones iniciales son los vectores caracteristicos de cada coalicién individual;
y, para todo i € N, todos los jugadores tienen la misma utilidad u’ = u, dada
por

u(x) = méx{ Z dsv(S) : dg > 0, Z dge” = :E}

0#£SCN Pp£SCN

Facilmente se comprueba que u es una funcién continua, concava y homogénea
de grado uno. Ademsds, u es superaditiva, es decir,

1EN 1EN

para cada z* € R%.

Construimos el juego de mercado asociado a M¢, denotado (IV,w), y com-
probamos que para toda S C N, w(S) = v(S). Esta igualdad se prueba
demostrando que w(S) = u(e) para toda S C N y que v(S) = u(e®) para
toda S C N. Dejamos los detalles al lector. [

Concluimos con un resultado que nos indica que, para los mercados de
coaliciones, el conjunto de pagos asociados a los equilibrios competitivos del
mercado coincide exactamente con el nicleo.

Teorema 4.43 El conjunto de los pagos asociados a los equilibrios compe-
titivos del mercado entre coaliciones Mg coincide con el nicleo del juego de
mercado asociado a M¢.
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Demostraciéon: Ya hemos probado que los pagos asociados a los equilibrios
competitivos son asignaciones del nticleo. Demostraremos entonces que dada
cualquier asignacion en el nicleo podemos construir un equilibrio competitivo
cuyo pago asociado es, precisamente, ese elemento del nicleo.

Es sencillo comprobar que dado z € C(N,v), el vector (z, %,,%)
es un equilibrio competitivo para el mercado Mg, cuyo pago asociado es,
precisamente, z. ]

Concluimos esta seccién estudiando con mas detalle los juegos de asigna-
cién, que presentabamos en el Ejemplo del Capitulo [1} y que surgen al
considerar un mercado bilateral.

Ejemplo 4.44 Describiamos en el Ejemplo[1.29 un mercado con m propieta-
ri0s, que poseen una casa cada uno, y n compradores interesados en adquirir
una unica vivienda. Denotdbamos por ¢; la valoracion que el propietario i hace
de su casa y por h;j la valoracion que de la vivienda i tiene el comprador j.

Un problema de asignacion entre m = | M| compradores yn = |N| vendedo-
res (o en un mercado bilateral) consiste en encontrar las transacciones dptimas
que mazimicen la utilidad conjunta. Si denotamos por a;; = max{0, h;j — ¢;},
debemos encontrar i1,...,1, € M y j1,...,jk € N tales que hagan mdzima la
suma

Qjyjy + ot Qi
siendo k = min{|M|,|N|}.
Construimos entonces el juego de asignacion (M U N,v) asociado al pro-
blema de asignacion, de la siguiente forma:

= Conjunto de jugadores: M U N

s Funcion caracteristica:

v(S)=0,siSCM 6SCN

v(ij) = max{0, hjj — ¢;} = a5, sii € M,j € N

v(S) = max{a; j, + -+ ai.j.}, en otro caso
siendo k = min{|SNM|,|SON|}, i1,...,ix € SOM y j1,...,j5k € SON.

Figémonos en que la matriz a;; es suficiente para determinar la funcién
caracteristica v. Por otra parte, el precio al cual se hace la transaccion entre
cada comprador y cada vendedor no interviene en la funcion caracteristica.
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FEstudiemos un caso simple de un juego de asignacion. Consideremos dos
vendedores 1 y 2 que valoran sus casas en 10 y 20 unidades, respectivamente.
Hay dos posibles compradores 8 y 4 siendo sus tasaciones de las casas las
recogidas en la tabla:

Comprador
Casa 3 \ 4
1 ] 18
2 23 25

La matriz de transacciones seria

a3 ais) (4 8
ass asy) \3 5)’

y la funcion caracteristica del juego de asignacion

v(S)=0 st Sc{l,2} 65 C {34}

v(13) = 4, 0(14) = 8,0(23) = 3,v(24) = 5
v(123) = 4,0(124) = 8,0(134) = 8, v(234) = 5
v(1234) = 11

4.4. El juego del aeropuerto

Supongamos que tenemos m tipos de aviones de distinto tamano y que-
remos sufragar el coste de construir una pista para que pueda ser usada por
todos. Si construimos una pista para que aterrice el avién mas grande, ésta
servird también para el resto de los aviones. Sin embargo, las caracteristicas
de una pista para aviones pequenos no son adecuadas para los aviones de gran
envergadura.

Veamos cémo formular este problema desde la perspectiva de los juegos
cooperativos.

Sea t; el coste de construir una pista para los aviones del tipo j siendo

O=th<ti <ta<...<tp.

De esta forma, con tipo m denotamos la clase de aviones que necesitan una
pista mayor y con 1 la clase de los aviones més pequenos.
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m
Sean Nj el conjunto de aviones del tipo j (j = 1,...,m) y N = U N;
j=1
el conjunto de todos los aviones. Como es habitual, denotaremos por n; al
numero de aviones de tipo j, n representa el niimero total de aviones, es decir,

m
n= g n; y, por ultimo, s; denotara el niimero de aviones de tipo j o superior,
=1

m
es decir, s; = g Ng.
k=j

Definimos el juego de costes, (N, ¢), como aquel con conjunto de jugadores
m

N = U N; y funcién caracteristica
Jj=1

¢(S) =méx{t; : 1 <j<m,SNN; #0}, S 2M\0.

Como se aprecia, el coste que debe sufragar una coalicién S se corresponde
con el coste de construir una pista que puedan utilizar todos los aviones de la
coalicion.

Definicion 4.45 Dada T C N, definimos el juego de unanimidad dual aso-

ciado a T mediante
. 1 TNS#0
up(S) = {

0 en otro caso

Se verifica que u}.(S) = ur(IN) — ur(IN\S). A partir de esta expresion es
facil observar que el valor de Shapley del juego de unanimidad dual coincide
con el valor de Shapley del juego de unanimidad y coincide exactamente con
% sii €T (los jugadores de N\T son titeres). El juego de unanimidad dual se
puede interpretar como el que modela el coste de un bien piiblico demandado
Unicamente por los jugadores de T'.

La siguiente proposicién proporciona expresiones para el valor de Shapley
y para el 7-valor en funcién de los costes de construir la pista.

Proposicién 4.46 Sea (N,c) el juego de costes del aeropuerto. Entonces:

a) La funcion caracteristica ¢ se puede descomponer como

m

Cc = Z(tk - tk,l)u*Tk,

k=1
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m
siendo Ty, = U Ny, k=1,....,m.
r=Fk

J
b) Shi(N,c)=Y_ t’“S:’H sii€Nj.
k=1

m

—1
C) T(N,C):tm<znktk> tj, SiiGNj.
k=1

Como observamos la interpretacion del valor de Shapley del juego del aero-
puerto es clara: el coste que debe pagar un avién de un tipo determinado sélo
depende de los costes de los aviones de menor tamano. El coste de construir la
pista para los aviones de tipo 1, t1, se divide entre todos los aviones de manera
igualitaria; a continuacion, el coste incremental de construir la pista para los
aviones del segundo tipo, to —t1, se divide entre todos los aviones exceptuando
los de tipo 1, y asi sucesivamente. Dejamos que el lector interprete el reparto
del 7-valor.

TUGIlab: Vamos a representar el niicleo y calcular el valor de Shapley, el
nucleolo, el core-center y el tau-valor para un juego de costes del aeropuerto con
4 tipos de aviones y costes 1 < 2 < 3 < 4. Recordemos, véase la Observacién @
que el nicleo de un juego de costes C" (N, v) coincide con C(N, —v).

>> A=[-1 -2 -3 -4 -2 -3-4-3-4-4-3-4-4-4-417;
>> N=nucleolus(A),Sh=Shapley(A),tv=tauvalue(A),CC=corecenter(A)
Optimization terminated successfully.

Optimization terminated successfully.

Optimization terminated successfully.

Optimization terminated successfully.

Optimization terminated successfully.

Optimization terminated successfully.

N = -0.5000 -0.7500 -0.8750 -1.8750

Sh = -0.2500 -0.5833 -1.0833 -2.0833

tv = -0.3333 -0.6667 -1.0000 -2.0000

CC = -0.4219 -0.6719 -0.9531 -1.95631

El niicleo se representa en la Figura [4.2]
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Figura 4.2: Nicleo de un juego de costes del aeropuerto

4.5. Juegos de secuenciacion

Una situacién de secuenciacién consiste en un conjunto de trabajos o tareas
que tienen que ser procesados, unos detras de otros, en una o varias maquinas.
Las tareas tienen tiempos y costes de procesado determinados. Definimos,
a continuacion, el modelo mas sencillo, en el que existe sélo una maquina
para procesar las tareas y éstas tienen un orden inicial asignado. Ademas,
supondremos que la funcién de costes es lineal en el tiempo de finalizacion.

Definicion 4.47 Una situacion de secuenciacion viene determinada por el
cuarteto (N, og,p,c), donde:

= N es el conjunto de trabajos o tareas que tiene que procesar una maquina.

= 09 es una permutacion de N indicando el orden inicial de las tareas
(00(i) = j significa que la tarea i serd la j-ésima tarea procesada en la
maquina).

» p = (pi)ien es un vector que especifica los tiempos de proceso de las
diferentes tareas, siendo p; > 0 para cada © € N.
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» ¢ = (¢)ien es la funcion de coste, ¢; : [0,00) — R. El valor ¢;(t) nos
indica el coste de terminar la tarea i en el instante t. Consideraremos
que el coste es lineal en el tiempo, i.e.,

¢i(t) = ait + B;, siendo a; >0 y B; € R.

El orden que tienen inicialmente asignado las tareas refleja el derecho que
tiene cada una de ellas de procesarse en un determinado intervalo de tiempo.
Ahora bien, cada grupo de agentes, o coalicién, puede reducir los costes si
se reordenan adecuadamente entre ellos. Para precisar esta idea necesitamos
definir algunos conceptos previos.

Si el orden de las tareas que van a ser procesadas en una maquina viene
dado por ¢ € II(N), denotaremos por:

» t(0,1) el tiempo de inicio de la tarea i, teniendo en cuenta que las tareas
que le preceden segin ¢ han finalizado,

» t(0,5) el tiempo de finalizacién de las tareas que estan en S,

t(U, S) = Z Pk

keS:o(k)<o(u)

donde w es el ultimo jugador en S siguiendo el orden dado por o, i.e.,
o(u) > o(k) para todo k € S.

» ¢, (9) el coste total de las tareas de S en el orden dado por o,
co(S) = Zci (t(o,{i})).
i€S

El valor ¢,(S) se corresponde con la suma de todos los costes de las
tareas que estdn en S. Con el criterio de coste lineal en el tiempo de
finalizacién obtenemos que el coste asociado al orden o € II(V) es

co(N) =) (ait(o, {i}) + i) -

1EN
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Dos problemas pueden ser analizados en esta situacién: el primero consiste
en encontrar el orden que maximiza las ganancias y el segundo en distribuir
las ganancias entre los agentes involucrados.

El indice de urgencia de una tarea ¢ € N mide el coste de proceso de la
tarea ¢ por unidad de tiempo.

Definicién 4.48 Sea (N, 00,p,c) una situacion de secuenciacion.

» Definimos el indice de urgencia de la tarea i € N como u; = %

(3

» Dos jugadores i,j € N son contiguos en el orden o si o bien o(i) =
o(j)+1 o bien o(i) = o(j) — 1.

Smith (1956|) resolvi6 el problema de maximizar las ganancias a través de
los indices de urgencia. Describimos formalmente el resultado.

Proposicién 4.49 Sea (N, 09, p,c) una situacion de secuenciacion. Entonces

S~ ailtloo, {i}) — (5, {i}) = mix {3 au(t(o0, {i}) — (o, {i}) |

(N
iEN o€ll(N) Moy

st, y solo si,

U&—l(l) Z u&_l(g) 2 Z u&_1(n).

De esta forma para obtener el orden 6ptimo &, debemos ordenar las tareas
en orden no creciente de sus indices de urgencia.

Curiel et al.[(1989) introducen la solucién de igual ganancia entre jugadores
contiguos. Es facil comprobar que la ganancia, o pérdida, de intercambiar
dos jugadores contiguos 7,5 € N tal que ¢ precede a j en un orden dado se
corresponde con «;p; — ;p;. Definimos, pues, los siguientes coeficientes

g9ij = méx{oyp; — a;p;, 0}, para i,j € N,i # j.

En funcién de estos valores, si ¢ es un orden 6ptimo de la situaciéon de secuen-
ciacién (N, g, p, ¢) se obtiene que

Coo(N) —cs(N) = > Yij-

i,jE€EN:a0(1)<o0(j)
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Definicion 4.50 La solucién de igual ganancia entre jugadores contiguos,
EGSE es una aplicacion que a cada situacion de secuenciacion (N, og,p,c) le
asigna el vector de R™, dado, para cada i € N, porﬁ

1 1
EGSi(N7007P704)=§ > 9i5 + 5 > ok

j€Suc(oo,i) kePre(oo,i)

Esta regla de asignacion es independiente del orden 6ptimo elegido y asigna
a cada jugador la mitad de las ganancias que se obtienen en todos los inter-
cambios en los que interviene el jugador para la obtencion del orden 6ptimo a
partir del orden inicial.

Curiel et al.| (1989) definen el juego de secuenciacién asociado a una situa-
cién de secuenciacién y para ello introducen los érdenes admisibles.

Definicién 4.51 Un orden o € II(N) es admisible para S si satisface las
siguientes condiciones:

1. t(o0,1) = tg; para todo i € N\S.
2. Pre(op,i) N (N\S) = Pre(o,i) N (N\S) para todo i € S.

La primera condicién indica que el tiempo de inicio de cada tarea que
no esta en la coalicién S es el mismo que en el orden inicial; mientras que
la segunda condiciéon no permite a los jugadores de S saltar sobre jugadores
que no estén en S. Con ello se asegura que los agentes de N\S no salgan
perjudicados cuando los de S se reordenan entre ellos. Al conjunto de érdenes
admisibles de la coalicién S lo denotaremos por ) g.

Definicién 4.52 A cada situacion de secuenciacion (N, oo, p,c) se le puede
asociar el correspondiente juego TU de secuenciacion (N,v) donde, para cada

S e 2N,

v(S) = méx {Z o (t(o0, {i}) — t(o, {i})) } (4.1)

7€Ls =

°En inglés, “Equal Gain Splitting”.

5Ya conocemos que Pre(o,1) es el conjunto de los predecesores del jugador ¢ en el orden
dado por la permutacién o. Al conjunto de los sucesores de i en el orden determinado por o
lo denotaremos por Suc(o, ).
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La utilidad que puede conseguir una coaliciéon se define como la maxi-
ma ganancia que pueden obtener los miembros de la coalicién por medio de
6rdenes admisibles. La expresion (4.1) puede ser reescrita en términos de los
coeficientes g;;. Para ello definimos el concepto de coalicién conexa.

Definicién 4.53 Sean S C N y o € II(N).

= La coalicion S es conexa con respecto a o si para todo i,j € S yk € N
tal que 0(i) < o(k) < o(j) se verifica que k € S.

» La coalicion conexa S C T es una componente de T con respecto a o si,
para cada i € T\S, SU{i} no es una coalicion conexa con respecto a o.

Las componentes de T' con respecto a ¢ forman una particion de T', deno-
tada T'/o. De esta forma, para cada coalicién S conexa con respecto a o,

S = D g
1,j€S:0(1)<o(4)
y, para cada coalicién T no conexa con respecto a o,
o) = Y v(S).
SeT /o

En|Curiel et al.| (1989) se prueba que los juegos de secuenciacién son juegos
convexos, por tanto, estos juegos son equilibrados. Ademas, (Curiel et al.| (1994))
probaron que si (IV, 0g, p, ¢) es una situacién de secuenciacién donde la funcién
de coste es aditiva y mondtona no decreciente en el tiempo de finalizacion
entonces la regla de asignacion EGS se encuentra en el nicleo del juego de
secuenciacion asociado.

Definicién 4.54 Sea I un a’rbolm Un juego (N, v) es I'-aditivo en componen-
tes si:

1. v(i) = 0 para cada i € N.

2. (N,v) es superaditivo.

3. 0(S) = Y (D).

TeS)T

"Un 4rbol es un grafo conectado sin ciclos. Se extiende la definicién de S/o a S/T' consi-
derando las componentes de S inducidas por el arbol T
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Es sencillo comprobar que los juegos de secuenciacion son I'-aditivos. Con-
cretamente son o-aditivos dado que el grafo es lineal y se corresponde con una
permutacion de los jugadores.

Los siguientes resultados, debidos a |Potters y Reijnierse| (1995)), establecen
relaciones entre algunos conceptos de solucién en la clase de juegos I'-aditivos
en componentes.

Teorema 4.55 Sea (N,v) un juego I'-aditivo en componentes. Entonces
a) M(N,v) = C(N,v)

b) K(N,v) = Nu(N,v)

Observacién 4.56 Si se anaden nuevas restricciones al problema, que mode-
len situaciones en las que los trabajos no pueden ser procesados en cualquier
momento o bien deben ser procesados en intervalos fijos de tiempo (“ready
times” o “due dates”), los juegos asociados dejan, en general, de ser conve-
zos aunque stguen siendo equilibrados. Los desarrollos precisos de estas ideas
pueden consultarse en |Hamers et al.| (1995) y Borm et al. (2002).

Otras extensiones aparecen si se considera mds de una mdquina en la que
se pueden procesar los trabajos. Véase, por ejemplo, Hamers et al. (1999).

Por dltimo, citar que también han sido estudiadas situaciones de secuen-
ciacion en las que no existe un orden inicial de las tareas a procesar (Klijn y
Sanchez-Rodriguez (2000)).

Ejemplo 4.57 Terminamos la seccion con unos sencillos ejemplos de juegos
de secuenciacion. Sean N ={1,2,3}, p = (1,2,2) y o = (3,2,4). Los indices
de urgencia de las tareas son u; = 3, uo = 1 y ug = 2. Asi, ordenando estos
indices de mayor a menor, obtenemos que el orden dptimo es ¢ = (1,3,2).
Los coeficientes g;; son

g1z =2 g1 =4
g13=0 g31 =2
g3 =4 ga=0
Finalmente, en la siguiente tabla, calculamos, para cada posible orden ini-

cial og, el juego coalicional asociado a la situacion de secuenciacion y la so-
lucion de igual ganancia:
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’ o0 ‘ Juego \ EGS ‘
12310 0 0 0 O 4 411 (0,2,2)
1321 [0 0 0 0 0 O 01| (0,00)
21310 0 0 4 0 4 81| (24,2
23110 0 0 0 2 4101 | (34,3)
31210 0 0 0 2 0 21| (1,0,1)
3210 0 0 4 0 4 6] (321)

El cdlculo de la solucion EGS es muy simple. Por ejemplo, para el orden 321,
al jugador 2 le precede el 3 y le sigue el 1, de modo que:

1 1
EGS>(N,00,p, o) = 5932 + 2971 = 2.






Capitulo 5

El paquete TUGIab

Conceptos clave: Descripcion de TUGlab. Ejemplos usando TUGlab.
Prdcticas con TUGlab. Ejercicios

En los capitulos precedentes hemos presentado las funciones principales de
TUGIab intercaladas en pequenos médulos con los correspondientes conceptos
de la teoria de juegos cooperativos. Esos breves incisos muestran la forma
més simple y sencilla de las funciones definidas en TUGlab, su sintaxis béasica
y sus aplicaciones inmediatas. Asi, hemos visto que, para juegos de 3 y 4
jugadores, con TUGlab podemos: comprobar la monotonia, la convexidad y el
caracter equilibrado de un juego; calcular conceptos de solucién como el valor
de Shapley, el nucleolo o el 7-valor; dibujar el conjunto de imputaciones, el
conjunto de Weber y el niicleo de un juego; obtener los dividendos de Harsanyi;
la extension multilineal y la normalizacién de cualquier juego,...

El objetivo de este capitulo es doble. Por una parte, explicar con mas
detenimiento el funcionamiento de algunas 6rdenes de TUGlab para poder
extraer el méximo partido de su definicién, siendo especialmente importante
entender el mecanismo interno de las érdenes de dibujo. Por otra, presentar
algunos ejemplos de aplicaciones de TUGlab méas avanzadas que las vistas
en los capitulos previos combinando las funciones propias de TUGlab con las
capacidades generales de MATLAB®E]

Incluiremos una seleccién de juegos, listos para ser ejecutados en TUGlab,
que cubren todos los aspectos de la teoria que pueden ser abordados con la

'MATLAB® es una marca registrada de The MathWorks, Inc.
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ayuda del programa. Concluimos el capitulo con una coleccién de ejercicios
propuestos orientados a recapitular y repasar los contenidos desarrollados en
el libro.

5.1. Descripcién de TUGIlab

TUG]Iab es una “toolbox” en MATLAB®, esto es, un paquete o médulo de
funciones que extienden las capacidades bésicas de MATLAB®, desarrollada
por los autores de esta monografia, con més de 50 funciones para calcular y
visualizar conceptos de teoria de juegos de 3 y 4 jugadores. En el CD que
acompana al libro se encuentra disponible el paquete TUGlab junto con una
completa guia de usuario (en inglés y en formato pdf). El paquete incluye:

1. Los documentos principales (31 documentos con extensiéon .m) que defi-
nen funciones directamente relacionadas con la teoria de juegos.

2. Los documentos auxiliares (27 documentos con extensién .m) necesa-
rios para los calculos pero no directamente relacionados con la teoria de
juegos.

3. Los documentos de datos (2 documentos con extensién .mat).
4. La guia de usuario en formato pdf y en inglés.

5. Varios documentos con ejemplos que ilustran cémo puede ser utilizado
el paquete TUGlab, incluyendo animaciones y una biblioteca con juegos
TU “clasicos”.

El paquete TUGlab se puede emplear con cualquier versién de MATLAB®:
MATLAB 6 y MATLAB 7 en Unix, PC o Macintosh. Para instalarlo, basta
con copiar el paquete completo en el disco duro del ordenador, eligiendo un
directorio que pertenezca al camino de bisqueda de MATLAB®. El material
integro también estd disponible, en su versién mas actual, en la pagina web

http://eio.usc.es/pub/io/xogos!

Esta pagina pertenece al grupo SaGaTh (Santiago Game Theory Group), el
grupo de teoria de juegos del Departamento de Estadistica e Investigacién
Operativa de la Universidad de Santiago de Compostela.
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5.1.1. Las funciones principales de TUGlab

Escribimos, a continuacién, la lista de los comandos principales definidos
en TUGlab con una breve definicién de los mismos

1.

2.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

additivegame Comprueba si un juego TU es aditivo.

admissiblegame Comprueba si un juego TU es de compromiso admi-
sible.

. balancedgame Comprueba si un juego TU es equilibrado.

. belongtocore Comprueba si un punto dado pertenece al nicleo de un

juego TU.

. convexgame Comprueba si un juego TU es convexo.
. corecenter Calcula el core-center de un juego TU.
. corecoverset Dibuja el core-cover de un juego TU.

. corecoververtices Calcula los vértices del core-cover de un juego de 4

jugadores que sea de compromiso admisible.

. coreset Dibuja el nticleo de un juego TU equilibrado.

corevertices Calcula los vértices del nicleo de un juego TU.
dualgame Devuelve el dual de un juego TU.

essentialgame Comprueba si un juego TU es esencial.

exactgame Comprueba si un juego TU es exacto.

excesses Calcula los excesos de una asignacién.

facesgames Calcula los juegos de las caras de un juego TU.
harsanyidividends Calcula los dividendos de Harsanyi de un juego TU.

harsanyiset Dibuja el conjunto de Harsanyi de un juego TU.

2Recordamos al lector que MATLAB® distingue las letras mayusculas y las mintsculas
de modo que es fundamental para su correcto funcionamiento escribir los comandos con la
combinacién de mayusculas y mintsculas adecuada, justamente, la que aparece en la lista.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

imputationset Dibuja el conjunto de imputaciones de un juego TU.

imputationvertices Calcula los vértices del conjunto de imputaciones
de un juego TU.

MLExtension Devuelve la extensién multilineal de un juego TU.
monotonicgame Comprueba si un juego TU es mondtono.
normalizedgame Devuelve la 0 y la 0-1 normalizacién de un juego TU.
nucleolus Devuelve el nucleolo y el prenucleolo de un juego TU.

Shapley Calcula el valor de Shapley y los vectores de contribuciones
marginales de un juego TU.

superadditivegame Comprueba si un juego TU es superaditivo.
tauvalue Calcula el tau-valor de un juego TU.

totalbalancedgame Comprueba si un juego TU es totalmente equili-
brado.

utopiapayoffs Devuelve los pagos de utopia y los minimos derechos de
todos los jugadores de un juego TU.

weberset Dibuja el conjunto de Weber de un juego TU.
webervertices Calcula los vértices del conjunto de Weber.

zeromonotonicgame Comprueba si un juego TU es 0 mondtono.

A continuacién reproducimos la lista de las 27 funciones auxiliares de TUG-
lab. Todas estas funciones son propias de TUGlab a excepcion de las 3 en letra
cursiva, que forman parte de la “toolbox” de optimizacién y que sélo se utilizan
para el calculo del nucleolof]

3Si la “Optimization toolbox” ests instalada en el ordenador que ejecuta MATLAB®,
recomendamos eliminar estos documentos del directorio de TUGlab.
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CCimputation3.m centroidgame3.m

checksegment.m convexhullextremes.m
coreinfo.m efficiency.m
gramschmidt.m harsanyisetinfo.m
hyperplane.m imputation3plot.m
linprog.m lipsol.m
nucleolusimplex.m nucleolusinfo.m
precision.m repeatedrows.m
weberinfo.m weberinfoExtra.m

checkbounds.m
corecoverinfo.m
facetsorder.m
heronformula.m
imputationset3white.m
nucleolusaux.m
poligonorder.m
weber4aux.m
weberverticesExtra.m

El paquete TUGlab se completa con dos documentos adicionales de datos:
intersecciones.mat e interseccionesCC.mat. Recordamos al lector que en
el CD que acompana al libro se incluye un manual de ayuda del usuario (en
inglés). En ¢l se detallan pormenorizadamente todas las funciones de TUGlab
proporcionando, para cada una de ellas, la siguiente informacién:

1. La sintaxis.

2. Una breve descripcién de ayuda.

3. Las variables de entrada de la funcién (“inputs”).

4. Las variables de salida de la funcién (“outputs”).

5. Comentarios relativos a los conceptos de la teoria de juegos TU asocia-
dos a la funciéon que se describe y cualquier informacién necesaria para

comprender como actia.

6. Un ejemplo ilustrativo.

7. Una lista de las funciones de TUGIab relacionadas.

A modo de ejemplo mostramos lo que dice la guia de usuario respecto del

comando ADDITIVEGAME [

“Esta es la misma informacién que se obtienen invocando la ayuda de MATLAB® con el

comando HELP ADDITIVEGAME.
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ADDITIVEGAME
[S,info]=additivegame(A)
ADDITIVEGAME Checks if a TU game is additive.

INPUT

For 3 players the characteristic function must be introduced with vec-
tor A=[vl v2 v3 v12 v13 v23 v123]. For 4 players the characteristic
function must be introduced with vector A=[vl v2 v3 v4 v12 v13 v14
v23 v24 v34 v123 v124 v134 v234 v1234].

OouUTPUT

S=additivegame(A) If the TU game given by vector A is additive S is
1, otherwise S is 0.

[S,info]=additivegame(A) If the game is not additive, info provides an
instance where additivity breaks down.

COMMENTS
A game is additive if v(SUT) = v(S) +v(T), for all disjoint coalitions
S, T C N.

EXAMPLE

>>A=[0002224];

>> [aditivo,info]=additivegame(A)
aditivo = 0

info =

vl3 <> vl+v3

See also SUPERADDITIVEGAME, CONVEXGAME.

Finalmente, el CD que se adjunta con el libro contiene ejemplos, simula-
ciones y material avanzado en los siguientes documentos:

1. examples.m (4Kb). Una coleccién de ejemplos de juegos TU de 3 y 4
jugadores.

2. parametric3.m (4Kb). Un ejemplo de un juego paramétrico de 3 juga-
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dores: A(p)=[0 00 pp p 1], con p =0,...,2/3. Dibuja los ntcleos de
11 de estos juegos. Si p < 1/2 el juego A(p) es convexo. Para p > 1/2 el
juego A(p) no es convexo y, por tanto, el nicleo y el conjunto de Weber
no coinciden. Para uno de estos valores, concretamente p = 8/15, el pro-
grama superpone el dibujo del nicleo y el del conjunto de Weber para
comprobar que, en efecto, el segundo contiene estrictamente al prime-
ro. A medida que el pardmetro p se acerca al valor 2/3, el nucleo se va
reduciendo hasta colapsar en un punto.

(0,0,1)

(1,0,0) (0,1,0)

Figura 5.1: Nicleo y conjunto de Weber del juego A(p) para p = 8/15

3. parametric4.m (4Kb). Un ejemplo de un juego paramétrico de 4 ju-
gadores: B(p)=[0 0 0 0 ¢(p) c(p) c(p) ¢(p) c(p) ¢(p) P P p P 22], con
¢(p) = max{0,p — 5} y p = 0,...,14. Dibuja los nicleos de 14 juegos
de esta familia. Si p < 10 el juego A(p) es convexo. Para p > 10 el jue-
go A(p) no es convexo y, por tanto, el nicleo y el conjunto de Weber
no coinciden. Cuando p = 12, obtenemos el sorprendente ejemplo de
Derks y Kuipers (2002)): el nicleo de este juego tiene 24 puntos extre-
mos y ninguno de ellos es un vector de contribuciones marginales (véase
la Figura . Para este valor particular, se superponen en la misma
figura el nicleo, el conjunto de Weber y los vectores de contribuciones
marginales.

4. moviesource.m (4Kb) y simulation.m (4Kb). Un ejemplo para crear
una pelicula en MATLAB®. El documento moviesource.m crea los fo-
togramas de la pelicula que se guardan en un documento denominado
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Figura 5.2: El ntcleo del juego paramétrico B(p) para p = 10

simulation.mat. Ahora, se puede ver la pelicula completa ejecutando
el programa simulation.m. Este ejemplo se estudia con detalle en la

Seccién £.2.3

En las secciones que siguen veremos otros ejemplos interesantes de juegos
TU analizados con la ayuda de TUGlab. Estos ejemplos, junto con los mate-
riales que vayamos desarrollando en el futuro, irdn siendo incorporados a la
pagina web del programa.

5.1.2. Representacion grafica con TUGlab

La representacién grafica del nicleo de los juegos de 3 y 4 jugadores es, sin
duda, el elemento distintivo de TUGlab. En la Seccién hemos estudiado
las propiedades generales del conjunto de imputaciones de los juegos de 3 y 4
jugadores. Para que el usuario saque el mayor partido posible de los comandos
de dibujo es conveniente tener presente algunos datos acerca de como TUGlab
representa el conjunto de imputaciones.

En el caso de juegos de 3 jugadores, se acostumbra a realizar una repre-
sentacién plana del conjunto de imputaciones, que es un tridngulo equilatero
contenido en el plano de eficiencia = +y + z = v(N) en R3. Asi, para el juego
A=[000111 3] el conjunto de imputaciones “real” serfa el tridngulo de la iz-
quierda en la Figura[5.3] De forma natural, se opta por proyectar ese triangulo
en R? para obtener un dibujo méas manejable, el de la derecha en la Figura
A la hora de elegir la representacién plana del conjunto de imputaciones en
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(0,0,3)

o0 a2 NW

(3,0,0) (0,3,0)

Figura 5.3: Conjunto de imputaciones para un juego de 3 jugadores

TUGlab hemos optado por proyectar el conjunto de imputaciones de un juego
de 3 jugadores, el simplex en R3, en el tridngulo equildtero en R? definido por
los vértices (0,0), (L,0) y (%, @L), con L =v(N)—(v(l)+---+v(n)). Esta
proyeccién es una isometria del hiperplano de eficiencia en R?. De este modo,
para dibujar una asignacion en nuestro tridngulo tendremos que transformar
las coordenadas “reales” en las coordenadas “planas” a través de la matriz
de la proyeccion (que se puede obtener con la orden CCIMPUTATIONS). Si
queremos dibujar una imputacién en la representacion plana utilizaremos la
orden imputation3plot(A,punto) que, en el tridngulo definido por el juego
A, dibuja la asignacién con coordenadas “reales” punto=[x1 x2 x3]. Asi, por
ejemplo, la secuencia de comandos

> A=[000255 10];

>> clf

>> imputationset (A)

>> hold on, axis(axis)

>> Sh=Shapley(A);

>> punto=[1 7 2];

>> imputation3plot(A,punto,’*b’)
>> imputation3plot(A,Sh,’<r’)

nos permite dibujar el tridngulo de imputaciones determinado por el juego A
y sobre él, dibujar la imputacién (1,7,2) en azul y marcada con un asterisco
(traduccién del cédigo de colores y marcas *b*’) y el valor de Shapley del
juego en rojo y marcado con un tridngulo (’r>?). El resultado puede verse en
la Figura
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(0,0,10)

(10,0,0) (0,10,0)

Figura 5.4: Asignaciones en el tridngulo de imputaciones

Hasta donde conocemos, las representaciones graficas para juegos de 4 ju-
gadores son poco frecuentes en la literatura. Tal vez por ello, y a diferencia del
caso de 3 jugadores, no existe un modo tipico, ampliamente aceptado, de pre-
sentar en R? el tetraedro de imputaciones contenido en R*. En TUGlab hemos
optado por el camino més sencillo a la hora de programar: eliminar la cuarta
componente, esto es, proyectar en XY Z. Ciertamente, de este modo, obtene-
mos dibujos deformadosﬂ nuestra proyeccién no preserva las distancias. No
obstante, creemos que ese inconveniente se ve compensado no solo por el me-
nor coste de programacién sino por el hecho de que, en nuestra representacion
tridimensional, las coordenadas de los puntos dibujados son las “reales”.

Consecuentemente, para dibujar una imputacion con 4 coordenadas usare-
mos directamente la orden PLOT3 de MATLAB®, o sea, nos olvidamos de la
cuarta coordenada. La siguiente secuencia de comandos muestra como dibujar
los vértices del conjunto de Weber del juego dado por el vector A.

> A=[000011111111113];
>> clf

>> imputationset (A)

>> hold on, axis(axis)

En realidad, existe una segunda fuente de deformacién del dibujo debida a la forma que,
por defecto, utiliza MATLAB® para elegir las escalas en los ejes: una circunferencia parece
una elipse. Este efecto puede corregirse eligiendo la opcién AXIS EQUAL (ejes iguales).



5.2 Ejemplos avanzados usando TUGlab 231

>> W=webervertices(A);
>> plot3(W(:,1)’,W(:,2)?,W(:,3)’,’*b’)
>> weberset (A)

El resultado de estas 6rdenes de dibujo puede verse en la Figura[5.5

Figura 5.5: Asignaciones en el tetraedro de imputaciones

Recomendamos al usuario que, como norma general no exenta de excep-
ciones, tanto para juegos de 3 como de 4 jugadores, utilice el conjunto de
imputaciones como referencia para las demas representaciones. Es decir, suge-
rimos que todos los dibujos se superpongan sobre el conjunto de imputaciones
conservando la escala y los limites impuestos por éste. Esta doble tarea, su-
perposicién y fijacién de la escala, se consigue con los comandos HOLD ON y
AXIS(AXIS), respectivamente.

5.2. Ejemplos avanzados usando TUGIlab

[ustraremos con varios ejemplos cémo la plataforma TUGlab puede usarse
para explorar los aspectos geométricos que subyacen detras de algunos concep-
tos de la teorfa de juegos cooperativos. Combinando las érdenes genéricas de
MATLAB® con las especificas de TUGlab es posible diseniar ejemplos elabora-
dos, simulaciones, representaciones graficas complejas, etc. que profundicen en
partes concretas de la teoria. Estos ejemplos podrian servir como punto de par-
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tida para la preparacion de practicas de laboratorio en cursos de introduccion
a la teoria de juegos cooperativos.

5.2.1. Convexidad

Sabemos que un juego TU es convexo si, y sélo si, los vectores de con-
tribuciones marginales pertenecen al niicleo. Consideremos los juegos dados
por

A=10,0,0,0.2,0.2,0.2,1]

B =10,0,0,0.55,0.55,0.55, 1].
De los dos juegos, tan sélo A es convexo. Representando los correspondien-
tes nicleos, véase la Figura [5.6] parece intuirse que un juego de 3 jugadores

es convexo si su nucleo “toca” las tres caras del conjunto de imputaciones.
L Es correcta esta interpretacién para juegos de 3 jugadores? Desde luego, la

(0,0,1) (0,0,2)

(1,0,0) (0,1,0) (1,0,0) (0,1,0)
Figura 5.6: Nucleos de los juegos A y B

propiedad no es cierta para juegos de 4 jugadores, tal y como se deduce del
analisis de los juegos

¢ =]o,0,0,0,1,1,0,1,0,0,6,5,5,5,10]
D =0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,6,5,5,5,10].
Observemos que ambos juegos tienen el mismo conjunto de imputaciones y el

mismo nucleo, véase la gréfica de la izquierda en la Figura[5.7} Todos los puntos
extremos del nicleo pertenecen a las caras del tetraedro de imputaciones. Sin



5.2 Ejemplos avanzados usando TUGlab 233

19 10 150

Figura 5.7: Niucleo de los juegos C y D y nicleo del juego E

embargo, el juego C es convexo y el D no lo es. Ahora bien, si el nticleo tiene
un vértice que es un punto interior del conjunto de imputaciones entonces el
juego no es convexo, como ocurre, por ejemplo, con el juego

E =10,0,0,0,10,40,30, 60, 10, 20, 90, 90, 120, 130, 160].

Estos ejemplos sirven también para ilustrar que, en general, la informacion
contenida en el conjunto de imputaciones y en el niicleo, su estructura convexa,
no es suficiente para reconstruir la funcién caracteristica, ni tan siquiera para
determinar si el nicleo dado proviene de un juego convexo. Esta propiedad
esta relacionada con la exactitud de un juego, véase la Definicién [2.15

5.2.2. Los extremos del conjunto de Weber

El conjunto de Weber es un politopo definido como la envoltura convexa
del conjunto finito de vectores de contribuciones marginales. Este conjunto de
generadores del politopo podria no ser minimal, es decir, no todos los vectores
de contribuciones marginales tienen que ser vértices del conjunto de Weber.
Presentamos un par de juegos en los que se da esta situacién:

A =10,0,0,10,4,4,10]
B =1[0,0,0,0,0,1,2,2,3,0,2,3,2,3,4].

Los conjuntos de Weber de los juegos A y B se muestran en la Figura [5.8
Utilizando el comando WEBERVERTICES podemos saber cuéles de los vec-
tores de contribuciones marginales son extremos. Asi, por ejemplo, para el
juego A, los vértices son: (6,0,4), (10,0,0), (0,10,0) y (0,6,4) mientras que
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(0,0,10)

(10.0,0) (0,10,0)

Figura 5.8: Vectores marginales que no son vértices del conjunto de Weber

(6,4,0) y (4,6,0) no son extremos del poliedro de Weber. Es frecuente escu-
char, e incluso leer, que el valor de Shapley es el baricentro del conjunto de
Weber. Sin duda, se trata de un abuso del lenguaje del que es consciente quien
hace la aseveracion, pero que puede inducir a error al oyente o lector. Siendo
formales, y los ejemplos anteriores son claros, esta afirmacion es falsa. Asi, en
el Ejemplo [3.11] vimos que el baricentro de los vértices del conjunto de Weber
no es, en general, continuo, mientras que el valor de Shapley lo es. Incidimos
en estos aspectos diferenciadores entre valores en el siguiente apartado.

5.2.3. Comparacion de valores

TUGIlab incluye algunas 6rdenes especializadas que pueden ser utilizadas
para trabajos de investigacién. Por ejemplo, el paquete incluye el calculo del
core-center de un juego equilibrado, que se define como el centroide, o centro
de gravedad, del ntcleo. Este concepto ha sido introducido en
v Sanchez-Rodriguez (2007) y puede interpretarse como la media de la distri-
bucién uniforme definida sobre el nicleo.

Es bien conocido que el valor de Shapley se corresponde con el centro
de masas de un sistema finito de n! particulas de igual masa situadas en
las posiciones determinadas por los vectores de contribuciones marginales. El
core-center es el centro de masas del politopo niicleo suponiendo que la masa
estd uniformemente distribuida sobre todo el nicleo. Estos dos valores tienen
comportamientos muy distintos.

Utilizando TUGIab se puede hacer una animacién del siguiente juego pa-
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(0,0,10)
* Shapley value
O Core-center
<l Nucleolus
A=[0, 0,0, a, 5, 5, 10]
a=2.5
(10,0,0) (0,10,0)

Figura 5.9: Comparacion de valores para el juego paramétrico A, con a = 2.5

ramétrico A = [0,0,0,a,5,5,10], a € [0,10], y comparar el valor de Sha-
pley, el core-center y el nucleolo. La simulacién completa se encuentra en el
material adicional suministrado en el CD, concretamente en los documentos
moviesource.m (4Kb) y simulation.m (4Kb). En la Seccién explicamos
como ejecutar estos documentos para ver correctamente la simulaciéon. Aqui,
brevemente, resumimos lo que ocurre. El juego A es convexo en el rango [0, 5].
El nucleolo, Nu, el core-center, u, vy el valor de Shapley, Sh, coinciden para
a = 0. El nucleolo toma el valor constante Nu = (2.5,2.5,5), para todos los
valores de a € [0, 2.5] mientras que, p y Sh varian. En la Figura vemos el
fotograma correspondiente al valor a = 2.5.

Los tres valores convergen a (1—3?, %, %) cuando el pardmetro a va de 2.5 a 5.
El juego no es convexo en el rango [5, 10], el niicleo es un tridngulo que colapsa
en el punto (5,5,0) cuando a tiende a 10, asi u y Nu coinciden y convergen
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(0,0,10)

* Shapley value

O Core-center

< Nucleolus
A=[0,0,0, a, 5, 5, 10]
a=8.5

*
(10,0,0) (0,10,0)

Figura 5.10: Comparacién de valores para el juego paramétrico A, con a = 8.5

a ese punto. Pero, el conjunto de Weber aumenta de tamaifo y, por tanto, Sh
se separa de los otros dos valores. En la Figura [5.10| se recoge el fotograma
correspondiente al valor del parametro a = 8.5. La pelicula completa, asi como
el c6digo en MATLAB® que la genera, forma parte del material incluido en el
CD que acompana al libro.

La siguiente tabla presenta los valores obtenidos con las érdenes NUCLEO-
LUS, CORECENTER y SHAPLEY de TUGIab, para algunas elecciones del

parametro a.

KN N | ; | Si |
0 (2.5,2.5,5) (2.5,2.5,5) (2.5,2.5,5)
1 (2.5,2.5,5) (2.5442,2.5442,4.9116) | (2.6667,2.6667,4.6667)
2.5 (2.5,2.5,5) (2.7381,2.7381,4.5238) | (2.9167,2.9167,4.1667)
1 (3,3.4) (3.0490,3.0490,3.9020) | (3.1667,3.1667,3.6667)
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’ a ‘ Nu ‘ 7 ‘ Sh ‘
5 | (3.3333,3.3333,3.3333) | (3.3333,3.3333,3.3333) | (3.3333,3.3333,3.3333)
7 (4,4,2) (4,4,4) (3.6667,3.6667,2.6667)
10 (5,5,0) (5,5,0) (4.1667,4.1667,1.6667)

5.2.4. Juegos paramétricos

El paquete TUGIlab ofrece grandes posibilidades para el estudio de familias
paramétricas de juegos. El ejemplo del epigrafe anterior es una buena muestra.
También, en la Seccion describiamos dos documentos, que se incluyen
en el material informatico que acompana al libro, en los que se estudiaban
un juego paramétrico de 3 jugadores (simulation3.m) y otro de 4 jugadores
(simulation4.m).

Nos ocuparemos aqui de otro juego paramétrico de 3 jugadores, concreta-
mente el determinado por A(p)=[0 00 1 1 0 p], cuando el pardmetro p varia
entre 1 y 5. El lector habré observado que se trata de una familia de juegos
en la que tan sélo variamos el valor de la gran coalicién y que para p = 1
tenemos el juego de los guantes. Hemos dibujado con TUGlab los nicleos de 7
juegos de la familia junto con el nucleolo y el core-center de cada uno de ellos.
Dado que los conjuntos de imputaciones de estos juegos estan contenidos en
planos paralelos en R3, presentamos en la Figura todos los correspondien-
tes tridngulos, con los nicleos (en amarillo) y las trayectorias seguidas por el
core-center (en azul) y el nucleolo (en rojo).

Figura 5.11: Los ntcleos de la familia paramétrica de juegos de los guantes
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En la Figura [5.12] se aislan estas trayectorias. Hasta un cierto valor del
parametro, p = 2, los dos valores calculados coinciden, para seguir trayectorias
divergentes para valores de p > 2. Animamos al lector a que interprete estos
resultados pensando en la familia paramétrica como una variante del juego de
los guantes.

Este ejemplo pone de manifiesto que tanto el nucleolo como el core-center
son funciones continuas del parametro p. Claramente la trayectoria del nu-
cleolo no es derivable, propiedad que parece tener el core-center. ;Es ésta
una propiedad general del core-center de una familia uniparamétrica de juegos
equilibrados?

15

0.5

Figura 5.12: Trayectorias del core-center y el nucleolo para la familia pa-
ramétrica de juegos de los guantes

5.2.5. El conjunto de Harsanyi

Con TUGIab se puede dibujar el conjunto de Harsanyi de un juego, tam-
bién llamado “selectope”. El conjunto de Harsanyi esta formado por todos los
posibles repartos de los dividendos de Harsanyi de todas las coaliciones en-
tre sus miembros. El conjunto de Harsanyi estd relacionado con el ntcleo
y con el conjunto de Weber como muestra el siguiente ejemplo. El juego
A =[1,1,2,1,2,4,10], véase la Figura no es superaditivo, el conjun-
to de Weber (rojo) no estd contenido en el conjunto de imputaciones, pero
contiene al nicleo (gris) y esta contenido en el conjunto de Harsanyi (azul).

El conjunto de Harsanyi contiene al conjunto de Weber y tiene estructura
tipo ntcleo, de hecho es el ntucleo del juego mingame asociado. Para ver un
ejemplo del c6digo en MATLAB® que permite generar un grafico como el de
la Figura [5.13| remitimos al lector al Ejercicio [13| de la Seccién [5.3.1
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Figura 5.13: El conjunto de Harsanyi, el nicleo y el conjunto de Weber

5.2.6. La extensién multilineal

El valor de Shapley de un juego puede obtenerse a través de la extension
multilineal. Con ayuda de las érdenes de TUGlab, y empleando los recursos
bésicos de célculo simbdlico de MATLAB®, recordamos este procedimiento.

Consideremos el juego A=[0, 0, 0, 2, 5, 5, 10]. Por una parte, podemos
calcular directamente el valor de Shapley, a partir de los vectores de contribu-
ciones marginales, con la orden:

>> format rat
>> Sh=Shapley(A)
sh = [17/6 , 17/6 , 13/3]

Alternativamente, para calcular el valor de Shapley podemos proceder del
siguiente modo. Primero obtenemos la extensiéon multilineal del juego A,

>> [MLE,P]=MLExtension(A)
P = 2xx*y-2%x*y*z+5*xx*z+5xy*z

Para poder realizar los calculos con las variables x, y v z debemos declararlas
como variables simbdlicas en MATLAB®.

>> syms X y Z
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Ahora, calculamos la matriz jacobiana de la funcién P: R? — R, la exten-
sion multilineal.

>> DP=jacobian(P, [x y z])
DP = [ 2xy-2xy*z+b*z, 2*%x-2*%x*z+b%z, —2*x*y+5*xx+5*y]

A continuacion, evaluamos todas las derivadas parciales de P a lo largo de
la diagonal del cuadrado, esto es, en los puntos de la forma (r,r,r).

>> DPenr=subs(DP, [x y z],[r r r])
DPenr= [7*r-2*%r"2 , T7*xr-2*r"2 , -2*r 2+10%r]

Finalmente, hacemos la integral definida entre 0 y 1.

>> valor=int (DPenr,r,0,1)
valor = [17/6 , 17/6 , 13/3]

Como podemos comprobar, el valor obtenido coincide con el valor de Sha-
pley calculado anteriormente.

5.2.7. Un experimento

Martin Shubik en un interesante articulo titulado “Some simple games for
teaching and research” conjetura que si el nticleo de un juego es “grande”
entonces es mas probable que unos jugadores eventuales del juego seleccionen
un reparto en su interior. Para sustentar esta opinién, propone tres juegos:
uno con nucleo grande, otro con nicleo degenerado en un punto y otro con
nucleo vacio. Durante el periodo 1961 a 1994, M. Shubik planted estos juegos
a estudiantes de la Universidad de Yale, de distintos niveles. Su objetivo fun-
damental era comprobar si las soluciones normativas eran elegidas en casos
practicos por personas sin conocimientos de teoria de juegos. El porcentaje de
asignaciones en el nicleo, obtenido por M. Shubik, fue superior al 86 % para
el juego con ntcleo grande; y para el juego con nicleo unitario fue muchisimo
menor, por debajo del 26 %.

Hemos replicado el experimento, utilizando el juego de nticleo grande, con
alumnos de la diplomatura de Relaciones Laborales de la Universidad de Vi-
go en los cursos 2005-2006 y 2006-2007. Es importante mencionar que estos
alumnos no disponen de conocimientos de teoria de juegos y que, en general,
su bagaje matemadtico es escaso. El enunciado concreto del problema que les
planteamos es el siguiente:
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Tres individuos A, B y C pueden ganar 400 euros si se coordinan
y realizan un trabajo juntos. Si A y B cooperan prescindiendo de
C ganaran 100 euros; A y C juntos obtendrian 200 euros; mientras
que si fuesen B y C' quienes colaborasen se garantizaran 300 euros.
Un individuo solo no ganaria nada. La informacién se resume en la
siguiente tabla:

Coaliciones | A | B|C | AB | AC | BC | ABC
(Ganancia 0] 0] 010012001300/ 400

Los tres individuos resuelven cooperar para ganar los 400 euros, pero
no se ponen de acuerdo en la manera de repartirlos entre ellos. Por eso
deciden recurrir a ti: un juez imparcial, un arbitro. Escribe tu propues-
ta de reparto dando tres nimeros, (R4, Rp, Rc), que representarian
las asignaciones a los individuos A, B y C, respectivamente. No olvides
que

R4+ Rp + Rc = 400.

Explica brevemente tus razones para elegir ese reparto.

En nuestro juego el ntcleo es un trapezoide. La razén de su tamano con
respecto al del simplex es 3/16; si la eleccién fuera al azar éste serfa, pues, el
porcentaje de asignaciones en el nicleo que cabria esperar: el 18.75 %.

Los resultados del experimento en el curso 2005-2006 fueron los siguientes:

= 28 asignaciones pertenecian al ntcleo.

= 19 asignaciones estaban fuera del nicleo pero dentro de imputaciones;
de ellas 8 coincidieron con la solucién igualitaria.

= 2 asignaciones que ni siquiera eran eficientes; razonaban que el arbitro,
por el mero hecho de decidir el reparto, tenia que quedarse con una parte
(gente practica y realista).

Los resultados del curso 2006-2007 se presentan, con la ayuda de TUGlab,
en la Figura Vemos el ntcleo del juego en gris. Las asignaciones de los
alumnos son los puntos azules, con las frecuencias con que fueron elegidas.
Hemos destacado el valor de Shapley, en rojo, que no fue seleccionado por
nadie, y la solucién igualitaria, en verde, que, pese a no ser estable, fue elegida
por 12 alumnos.
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(0,0,400)
* Estudiantes
* Shapley
_ *  Solucion igualitaria
A=[0 0 0 100 200 300 400] =3 Imputaciones
I Nucleo
+2,
Respuestas en el nucleo:58.0645%
(400,0,0) (0,400,0)

Figura 5.14: Resultados del experimento en el curso 2006-2007

Quisiéramos finalizar con unas breves reflexiones. Comparando nuestros
resultados con los obtenidos por M. Shubik parece que un mayor nivel ma-
tematico de los participantes implica un mayor porcentaje de selecciones en el
ntcleo. Por otra parte, es evidente que la solucion igualitaria tiene un elevado
predicamento como reparto “justo” entre la gente. Coincidimos con M. Shubik
en que este tipo de experimentos obligan a una interesante reflexiéon acerca de
los presupuestos en que se fundamentan las soluciones normativas.

5.3. Ejemplos y ejercicios con TUGIlab

Esta seccién es una coleccién de juegos y de ejercicios que esperamos sirvan,
por una parte, como una referencia rapida para el lector y, por otra, como una
forma amena de adiestrarse en el manejo de TUGlab. En la lista, con los juegos
de 3 y 4 jugadores separados, el lector encontrara ejemplos diversos de juegos
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con una breve descripcién de cierta peculiaridad que los identifica. Algunos
van acompanados con unas pocas lineas de cédigo que pretenden servir de guia
de cémo combinar TUGlab con los comandos propios de MATLAB®.

5.3.1. Juegos de 3 jugadores

La mayor parte de los juegos de la seleccién que ahora presentamos estian
recogidos en el documento ejemplos.m incluido en el CD que acompana al
libro.

1. El juego denominado “The cattle drive”, Shapley| (1987). Véase el Ejem-
plo

> A=[0 00110 1]

2. El juego de ahorros correspondiente al juego de la depuradora descrito en
la Seccién[I.1] Representa el nicleo y las soluciones puntuales propuestas
en dicho ejemplo: el nucleolo, el core-center, el valor de Shapley y el 7-
valor.

>> A=[0 0 0 2000 0 1000 2500]

3. Un juego que no es superaditivo, ni esencial ni mondtono.
> A=[ 123000 5]

4. Un juego esencial y simétrico.
>> A=[0 0 0 2 2 2 10]

5. Un par de juegos aditivos y, por tanto, degenerados. El conjunto de
imputaciones es un punto.

>> A1=[0 0 0 0 O O 0]

>> A2=[111222 3]

6. Un juego mondtono que no es 0-mondtono, no admite 0-1 normalizacién.
El juego es esencial y degenerado aunque no es aditivo.
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>> A=[1 00111 1]
7. Un juego que es O-monoétono pero no es mondtono.
>> A=[-1 -1 -100 0 -1]

8. Considera el juego A=[0 0 0 2 5 5 10] ;Es superaditivo? ;Es aditivo?
Es convexo? ;jEs equilibrado? Obtén la normalizacién 0-1.

9. ;Es el juego B=[0 0 0 8 8 8 10] equilibrado? ;Por qué?

>> A=[0 0 0 2 5 5 10]

>> balancedgame (A)

>> B=[0 0 0 8 8 8 10]

>> [b,info]=balancedgame (B)

Representamos el nicleo del juego A.

>> clf

>> imputationset (A)

>> hold on, axis(axis)
>> coreset(A)

Obtenemos los puntos extremos del nicleo. ;Coincide el nicleo con el
conjunto de Weber? ;Qué se puede concluir?

>> corevertices(A)
>> [vertices,WC]l=corevertices(A)

10. Repite el ejercicio anterior para el juego C=[0 0 0 6 5 5 10]. Representa
el nicleo y el conjunto de Weber en el mismo grafico (primero representa
el conjunto mayor, es decir el conjunto de Weber). Dibuja el nicleo del
juego C y el nucleo de su 0-1 normalizacién. ;Qué se puede deducir?

11. Obtén la H-representacion del nicleo de los juegos A y C de los ejercicios
y [10] utilizando la orden COREINFO.

>> [a,b,c,d,e,f,gl=coreinfo(A)
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12. Un ejemplo de un juego con nicleo “perfecto”, véase[Shapley| (1971)). Las

caras paralelas del nucleo equidistan entre si. La circunferencia inscrita
en el tridngulo es tangente a los 6 lados del nicleo. Véase la Figura [5.15
Calcula las distintas soluciones puntuales de este juego.

>> n=3;s=[1112 2 2 3];
>> A=g-sqrt(s.*(n-g8)/(n-1))

(0,0,3)

(3,0,0) (0,3,0)

Figura 5.15: El nicleo del juego “perfecto” de 3 jugadores

13. Obtén para el juego A=[0 0 0 2 5 5 10]: los dividendos de Harsanyi, la
descomposiciéon en los juegos de unanimidad, la parte positiva y la parte
negativa, el mingame, el maxgame y el conjunto de Harsanyi.

Representa el conjunto de Harsanyi y el nicleo del juego A en el mismo
grafico (véase la Seccion [5.13)).

>> A=[0 0 0 2 5 5 10]

>> [HD,una,Aplus,Aminus]=harsanyidividends(A)
>> [mingame maxgame]=harsanyisetinfo(A)

>> V=corevertices(mingame)

Para dibujar escogemos la mayor ventana, la correspondiente al conjunto
de imputaciones del juego mingame. Pero dibujaremos en el tridngulo de
imputaciones de A.
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% los vertices de imputaciones del mingame.

>> vertices=imputationvertices(mingame) ;

% coordenadas en el triangulo determinado por el juego A.
>> [M,minvert]=CCimputation3(A,vertices);

>> ventana=[min(minvert) max(minvert)];

% coordenadas maximas y minimas

% para fijar la ventana de dibujo.

>> ejes=[ventana(l) ventana(3) ventana(2) ventana(4)]

>> clf

% repetimos el primer punto para cerrar la poligonal.

>> minvert(end+1, :)=minvert(1,:);

% pintamos imputaciones del mingame

% en el sistema de referencia determinado por el juego A.
>> plot(minvert(:,1)’ ,minvert(:,2)’,%:.g’)

>> axis(ejes),hold on

>> harsanyiset (A)

>> weberset (4)

%el conjunto de imputaciones de A sin color.

>> imputationset3white(A)

>> coreset (A)

14. Un juego con ntucleo unitario interior al conjunto de imputaciones.
>> A=[0 0 0 2000 2000 1000 2500]
15. Algunos juegos que no son equilibrados.

>> A1=[0 0 0 2000 2250 1000 2500]
>> A2=[0 01211 2]

16. Un par de juegos equilibrados.

>> A1=[0 O 0 1000 1000 0 1000]
>> A2=[5 6 4 12 15 12 25]

17. Un juego cuyo nucleo estd estrictamente contenido en el conjunto de
Weber.

>> A=[0 0 0 4 7 15 20]
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Un juego no superaditivo cuyo nucleo es un tnico punto. De hecho, el
conjunto de imputaciones es unitario.

>> A=[1 232 4 5 6]

Un ejemplo idéneo para dibujar el nicleo del juego, el de su 0-normali-
zacion y el de su 0-1 normalizacién.

>> A=[11214 4 7]

Ejemplo de un juego financiero de depdsitos bancarios, véase Rafels i Pa-
llarola et al.| (1999)).

>> A=[20000 20000 50000 50000 75000 75000 120000]
Un juego con un ntcleo irregular. Calcula las principales soluciones.
>> A=[0 0 0 4 3 2 8]

Un juego cuyo nicleo degenera en una de las aristas del conjunto de
imputaciones. Calcula las principales soluciones.

A=[10 15 30 25 40 60 70]

Un juego que no es ni totalmente positivo ni casi-positivo, por tanto
el conjunto de Harsanyi y el niicleo son distintos. El juego no es 0-
mondtono y, consecuentemente, el conjunto de Weber no esta contenido
en el conjunto de imputaciones. El juego no es superaditivo.

>> A=[1 121 2 4 10]

Los juegos A1l y A2 tienen 4 vectores de contribuciones marginales ali-
neados. El juego Al es superaditivo mientras que A2 no lo es.

>> A1=[0 0 0 10 4 4 10]
>> A2=[0 0 0 14 4 4 10]

Un juego convexo cuyo conjunto de Weber se reduce a una linea.
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>> A=[0 0 0 3 0 0 3]

26. Un juego no convexo. El conjunto de Weber es un triangulo con 3 vectores
marginales alineados. El vértice superior tiene multiplicidad 3.
>> A=[0 0 0 0 3 4 4]

27. Un juego no convexo cuyo conjunto de Weber tiene 6 puntos extremos
distintos. No hay ningin lado del conjunto de Weber que sea paralelo a
un lado del conjunto de imputaciones.
>> A=[0 0 0 6 57 10]

28. Los juegos del articulo de M. Shubik “Some simple games for teaching
and research” al que nos referimos en la Seccién Son, por orden:
el juego la (“fat core”), el juego 1b (nucleo unitario), el juego 6 (nicleo
vacio), juego en el que el jugador 1 es titere, y los juegos la y 1b con
diferente normalizacién (trasladados por el vector (100,100, 100)).
>> J1a=[0 0 0 100 200 300 400]
>> J1b=[0 0 0 0 400 400 400]
>> J6=[0 0 0 250 300 350 400]
>> Dummy=[0 O 0 O O 400 400]
>> Jlamas100=[100 100 100 300 400 500 700]
>> J1bmas100=[100 100 100 200 600 600 700]

29. Un juego 1-convexo, véase Driessen (1988]). El 7-valor, el nucleolo y el
core-center coinciden ya que son el baricentro del nucleo, que es un
triangulo. El valor de Shapley no pertenece al nicleo. El conjunto de
Weber tiene 5 extremos.
>> A=[0 0 0 9 4 7 11]

30. El “flow game”, A=[0 1 0 1 3 3 5], un caso particular de un juego de

programacién lineal. En la Figura [5.16| se representa su ntcleo, que es
un cuadrildtero, junto con el 7-valor, el nucleolo y el core-center, que
coinciden (en rojo), y el valor de Shapley (en azul).
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(0,1,4)

(4,1,0) (0,5,0)

Figura 5.16: El ntcleo del “flow game” con el nucleolo y el valor de Shapley

31. Calcula el nucleolo resolviendo una serie de programas de programacion
lineal en los siguientes juegos: A=[0 0 0 30 30 80 100], B=[10 20 30 30
44 55 66] y C=[0 0 20 5 25 25 30]. Indica el programa resuelto en cada
etapa conjuntamente con la informacién proporcionada. Calcula el core-
center y el valor de Shapley y compara las soluciones. Obtén, para cada
solucidn, el vector de excesos y las coaliciones en las que se alcanza.

5.3.2. Juegos de 4 jugadores

La mayoria de los juegos de 4 jugadores que presentamos a continuacion
estan recogidos en el documento ejemplos.m incluido en el CD que acompana
al libro.

1. Un juego degenerado y aditivo. El conjunto de imputaciones es un punto.
> A=[111122222233334]

2. El juego de los guantes con 4 jugadores para L = {1,2} y R = {3,4}.
> A=[0 0000111101111 2]

3. Un ejemplo del juego de conexién a una red eléctrica, véase
llarola et al.| (1999).
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>> A=[0 000000 10 10 10 20 20 20 20 30]

4. Considera el juego A=[0 0000352303553 7. Representa el
conjunto de vectores de contribuciones marginales distinguiendo aquellos
que son extremos del conjunto de Weber de los que no lo son. Representa
graficamente el nicleo del juego y también el conjunto de Weber.
>> A=[0 000035230355 3T7];
>> clf
>> imputationset (A)
>> hold on, axis(axis)
>> [a,b]=webervertices(4d);
>> plot3(b(:,1)’,b(:,2)?,b(:,3)’,7*b?)
>> coreset(A)
>> hold on, axis(axis)
>> plot3(a(:,1)’,a(:,2)?,a(:,3)’,’*r’)
>> weberset (A)

5. Un juego con nucleo “perfecto”, véase Shapley| (1971). Las caras para-
lelas del nicleo equidistan entre si. La esfera inscrita en el tetraedro de
imputaciones es tangente a las 14 caras del nucleo.
>>n=4;s=[ones(1,4) 2*ones(1,6) 3*ones(1,4) 4],
>>A=s-sqrt(s.*(n-s)/(n-1))

6. El nicleo del juego es un cubo.
>A=[000011111111113]

7. Los juegos del Ejercicio 1] de la Seccién relativos al teorema de

imposibilidad (Housman y Clark (1998))) para 4 jugadores, véase la Ob-
servacién Comprueba que el nticleo del juego A es un segmento y
que los otros son juegos con nicleos unitarios. Los juegos Al y A2 tienen
el mismo nucleo. El ntcleo de los juegos A3 y A4 coincide.

> A=[000001111011112]
> A1=[0 0000111101121 2]
> A2=[0 0000111101112 2]
> A3=[000001111021112]
> A=[000001111012112]
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8.

10.

Figura 5.17: El ntcleo del juego “perfecto” de 4 jugadores

Un juego equilibrado que no es totalmente equilibrado (su nicleo es un
punto).

A=[0 0 0 0 350 350 350 350 350 350 350 350 350 350 700];

. Un juego que no es equilibrado, aunque todos los subjuegos propios son

totalmente equilibrados.
A=[0 00000000 0 525 525 525 525 525]
Algunos juegos que no son equilibrados.

>> A1=[0 0 O

333 3 4];
>> A2=[0 0 O 5 6.5

0100003
006.56.56. 0 10 10 10 10 13];
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11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Un juego simple no mondétono que no es totalmente equilibrado.
> A=[00001000000100 1]

Un juego totalmente equilibrado.

> A=[0000012230232 34]

Un juego convexo cuyo ntcleo tiene 24 puntos extremos.

>> A=[0 0 0 0 10 40 30 50 11 20 94 42 82 92 160]

Calcula el nucleolo del juego A=[0 000113467912 13 15 20]
analizando los programas lineales que se resuelven en cada etapa.

Para este juego, el core-cover coincide con el ntcleo.

> A=[1 000121222746 8 10]

Juego de la defensa mutua, véase Rafels i Pallarola et al.| (1999).
>> A=[0 0 0 0 150 0 150 200 100 250 350 400 400 550 850]

Ejemplo en el que el prenucleolo no es una imputacién y, por tanto, no
coincide con el nucleolo.

> A=[ 0010001000000 0 0 10]

Un juego de bancarrota con E = 10000, d; = 3000, d2 = 2000, d3 = 5000
y dgq = 8000.

>> A=[0 0 0 0 0 O 3000 O 2000 5000...
2000 5000 8000 7000 10000]

El conjunto de Weber del juego A no esta contenido en el conjunto de
imputaciones. Es un conjunto realmente complejo con 22 puntos extre-
mos y nada menos que 25 caras. Todos los vectores de contribuciones
marginales son extremos del conjunto de Weber.
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> A=[000021110.50.50.5645 9]
20. Un juego convexo cuyo nucleo es una piramide invertida.
>> A=[0 0 0 0 10 10 10 10 10 10 20 20 20 20 30]

21. Representa para el juego A =[00 0 0 10 40 30 50 10 20 90 40 80 90 160]
el core-cover y el ntcleo en dos ventanas separadas para poder comparar
mejor ambos conjuntos.

> A =[0000 10 40 30 50 10 20 90 40 80 90 160]
>> clf

>> subplot(1,2,1)
>> imputationset (A)
>> axis(axis)

>> coreset(A)

>> axis equal

>> subplot(1,2,2)
>> imputationset (A)
>> hold on

>> axis(axis)

>> corecoverset (A)
>> axis equal

22. Analiza el juego A=[0 0007 7777712 12 12 12 22]. Representa
el nicleo y el conjunto de Weber. ;Cuantos extremos tiene el nicleo?
L Es éste el nimero maximo de extremos que puede tener el nicleo de
un juego de 4 jugadores? ;Es algiin extremo del nicleo un vector de
contribuciones marginales? Véase Derks y Kuipers| (2002)).

23. Un juego exacto no convexo.
> A=[02205505229555 11]

24. Todos los juegos de esta familia paramétrica tienen el mismo ntcleo, que
resulta ser un segmento. Sin embargo, el nucleolo varia con el parametro.
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Figura 5.18: Nicleo y conjunto de Weber del juego de |Derks y Kuipers| (2002)

>> a=[1:0.05:5/4] ;Nu=[];

>> for p=1:size(a,2)
juego=[0 0001 1/21101a(p)1112];
% Dibujamos imputaciones
clf
imputationset (juego) ;
hold on,axis(axis)
% pintamos el core
coreset (juego) ;
% calculamos el nucleolo
Nu(p,1:4)=nucleolus(juego);
% dibujamos el nucleolo
plot3(Nu(p,1),Nu(p,2) ,Nu(p,3),’ *k’)
pause
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end
>> format rat % Numeros en formato racional
>> Nu % Todos los nucleolos

5.4. Problemas propuestos

Finalizamos el capitulo dejando al lector una amplia coleccién de problemas
y ejercicios que abarcan los contenidos que hemos desarrollado a lo largo de
esta monografia.

1. Encuentra la 0-normalizacién y la 0-1 normalizaciéon de los siguientes
juegos explicando, en el caso de no ser posible, las razones de ello.

a) ({1,2,3},v), siendo
v(l) =1,v(2) = 3,v(3) =3,
v(1,2) = 5,0(1,3) = 7,0(2,3) = 9,v(1,2,3) = 12

b) ({1,2,3},w), siendo

c) ({1,2,3},u), siendo
u(l) =0,u(2) = 2,u(3) =2,
w(1,2) = 3,u(1,3) = 1,u(2,3) = 15,u(1,2,3) = 4

2. Prueba que la 0-1 normalizacién de cualquier juego esencial de tres ju-
gadores de suma constante resulta el juego de dividir el ddlar.

3. Prueba que los juegos de unanimidad son superaditivos.

4. A cada funcién de produccién f le podemos asociar un juego TU, (N, v),
con dos propietarios, denotados 1y 2, y m trabajadoresﬁ donde

N={1,2,....m,m+1,m+ 2}

5Una funcién de produccién es una aplicacién f: {1,2,...,m,m+1,m+2} — R tal que
f)=f(2)=0, f(t+1) > f(t) paratodo t € {1,...,m+ 1}.
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f(s—=1) sileS 2¢S obienl¢ S, 2¢€ S
v(S) =< f(s—2) sil,2€ S
0 sil,2¢ S

con s = |S|. (Es el juego (IV,v) convexo?

. A cada par de funciones de produccién f! y f? le podemos asociar un

juego TU, (N, w), con dos propietarios y m trabajadores, dado por:

fi(s—1) sile S, 2¢S
f2(s—1) siltgs, 2¢8
max{f1(r) + f2(t) :r+t=s5—-21t >0} sil,2€S
0 sil,2¢ 8

w(S) =

con s = |S|. (Es el juego (N, w) convexo?

. Construye la funcién caracteristica de la variante del juego del guante

donde cada miembro de L posee p guantes izquierdos y cada miembro
de R posee q guantes derechos.

Obtén el juego en forma caracteristica asociado al siguiente juego en
forma normal.

Juan A Juan B
Laura/Pablo A B A
A (0,3,1) | (2,1,1) || (1,0,0) | (1,1,1)
B (4,2,3) | (1,0,0) || (0,0,1) | (0,1,1)

. Demuestra la afirmacién realizada en la Observacién Dado un juego

(N,v) y el juego en forma estratégica asociado, al hacer la reduccién de
éste ultimo a la forma coalicional se recupera la funcién caracteristica v.

. Prueba que si P es cualquier punto interior de un tridngulo equilatero

de altura h entonces la suma de las distancias perpendiculares desde P
a las caras del tridngulo es igual a h.
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10. Calcula el nucleo del siguiente juego:

v(l)=v(2)=v(3)=0
v(1,2) =4,v(1,3) =7,v(2,3) =15
v(1,2,3) = 15

y estudia como varia si se consideran los juegos paramétricos:

a) v(1,2) =a;0 <a<15.
b) v(1,3) =b;0< b <15
c) v(1,2) =a;v(1,3) =b;0 < a,b < 15.

11. Considera el juego de jugadores N = {A, B,C, D} y funcién caracteristi-

v(A) =v(B)=v(C)=v(D)=0
v(A,B) =2,v(A,C) =3,v(A,D)=4
v(C,D)="7,v(B,D)=6,v(B,C)=5
v(A,B,C) =5,v(A,B,D)=6,v(A,C,D) =7,v(BCD) =38

Demuestra que el nicleo no es vacio y calcilalo.
12. Realiza un andlisis dindmico del ntcleo del siguiente juego paramétrico
v(l) =v(2) =v(3) =v(23) =0,v(12) = v(13) = a,v(123) = 1
para a € [0, 2].

13. Demuestra que el nicleo de un juego cooperativo y el niicleo de su juego
dual coinciden.

14. Encuentra un contraejemplo que demuestre que la Proposicién [2.9] es
falsa para juegos degenerados. Busca, ademads, un ejemplo de un juego
degenerado y de suma constante con ntcleo vacio.

15. Considera el juego (N,v) dado por

v(l)=v(2)=v(3)=0
1

v(12) = 7, v(13) = 5, v(23) = Z v(123) = 1

N
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y las siguientes imputaciones:
p=(1%5h 1= Gpiws)h 7= (10, =20, t=( 11
a) Comprueba que p domina a t¢.
b) Comprueba que ¢ domina a 7.
¢) (Qué imputacién de la lista domina a s?
d) Demuestra que ni p ni g son dominadas por ninguna imputacién de
la lista anterior.
e) Encuentra una imputacién que domine a q.
f) Prueba que ninguna imputacién puede dominar a p.
16. Considera el siguiente juego:
v(A) =v(B) =v(C) =v(D) =
v(A, B) =50,v(C, D) = 70,v(A, )
v(B,D) =90,v(A, D) = 30,v(B, ):
v(ABC) = v(ABD) = v(ACD) = v(BCD) =v(ABCD) =120
y las imputaciones
u = (25,25,35,35) w = (20,40, 20, 40)
= (35,65,10,10) = = (30,60, 30,0)
Encuentra ciclos de dominacién que involucren a 3 y a 4 de las impu-
taciones citadas.
17. Tres jugadores, L1, Lo y L3, tienen cada uno un guante izquierdo y dos

jugadores, R; y Ra, tienen cada uno un guante derecho. Si suponemos
que el valor de una coalicién es el nimero de pares de guantes que se
pueden formar:

a) Demuestra que la imputacién (%, %, %, %, %) (formada por los pagos

a Ly, Lo, L3, Ry y Rs) estd dominada por otra imputacion.

b) Demuestra que la imputacién (=, 2, 2 I 1) estd dominada por

10° 10’ 10° 10 10
otra 1imputacion.

c¢) Calcula el nicleo de este juego.
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18. Sea ¢ una constante tal que 0 < ¢ < % Prueba que
Ze={(c,w3,23) 1 w2,23 > 0,72 + 23 =1 — ¢}
es un conjunto estable para el juego de dividir el délar.

19. Unicidad de los pesos y las familias equilibradas (véase la Definicién
2.19)).

a) Prueba que la unién de dos colecciones equilibradas es una coleccién
equilibrada

b) Dadas dos familias equilibradas C'y D tales que C C D, C # D,
existe otra familia equilibrada B tal que BUC = D.

¢) Demuestra (por induccién en el nimero de coaliciones de la co-
leccién) que toda coleccién equilibrada es la unién de colecciones
equilibradas minimales.

d) Finalmente, prueba que toda coleccién equilibrada tiene pesos dni-
cos si, y sélo si, es minimal.

20. Prueba que si un juego tiene un conjunto estable con una tunica impu-
tacion, entonces es degenerado.

21. Calcula m(N,v), M(N,v), C(N,v) y CC(N,v) para el siguiente juego:

22. Prueba que si n = 2 6 n = 3 entonces C(N,v) = CC(N,v). Construye
un juego con n = 4 tal que C(N,v) # CC(N,v).

23. Demuestra que si (IV,v) es un juego cooperativo tal que para toda coa-
licion S C N se verifica que:

v(N) Zv(S)+ > v(i),

ieN\S

entonces el nicleo del juego coincide con el conjunto de imputaciones no
dominadas.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Considera el juego de los guantes con N = RUL, RN L = .

a) Demuestra que si |[R| < |L|, el nicleo del juego contiene un dnico
vector en el que los miembros de L no reciben nada.

b) Calcula el niicleo del juego si |R| = |L].
Calcula el valor de Shapley para un juego superaditivo degenerado.

Calcula el valor de Shapley y el nucleolo de los siguientes juegos TU de
3 jugadores:

L]

Al B
U1 0
0
0

C|AB| AC | BC | ABC|
0] 60 | 80 [ 100 [ 105
0
0

60 | 80 | 100 | 135
2 4 6 7

U2

B
0
0
0

U3

Representa en el simplex las restricciones del nicleo y las soluciones
calculadas.

Demuestra que el nucleolo satisface las propiedades de jugadores simétri-
cos y jugadores titeres.

Determina y demuestra la relacién entre los conjuntos de imputaciones
v los nicleos de dos juegos que son estratégicamente equivalentes.

Un gobierno municipal del estado de Minnesota consta de un grupo for-
mado por 6 concejales y 1 portavoz, y el alcalde. Para que una propuesta
sea aprobada debe estar apoyada por:

a) La mayoria del grupo y por el alcalde (en el grupo, el portavoz sélo
vota si hay empate entre los concejales).

b) Al menos 6 de 7 miembros del grupo pero el alcalde en contra (en
este caso, el portavoz siempre vota).

Describe el juego al que da lugar este problema.

. Es el juego del ejercicio anterior de suma constante? Prueba que no es
equilibrado.

Calcula los indices de Shapley-Shubik y de Banzhaf del juego del gobierno
municipal de Minnesota.
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

Considera un tribunal formado por 2m miembros y un presidente que
sélo vote en caso de empate. ;Es el poder del presidente igual al de cual-
quier otro miembro? Calcula y compara los indices de Shapley-Shubik y
de Banzhaf.

El gobierno de una ciudad esté formado por dos cdmaras. Una de ellas
consta de 3 miembros y la otra de 7. Para aprobar una propuesta se
necesita mayoria en cada camara. Calcula los indices de Shapley-Shubik
y de Banzhaf de cada miembro.

Calcula el indice de Shapley-Shubik, el indice de Banzhaf y el nucleolo
de los siguientes juegos de votacién ponderada con cuota:

a) [6;4,3,2,1] D) [7:4,3,2,1]

.,Crees que el nucleolo es un buen indice de poder?

Una empresa quiebra y sus deudas son de 10000, 20000 y 30000 euros con
los agentes A, B y C, respectivamente. Compara el valor de Shapley, el
nucleolo, el core-center y el 7-valor del juego TU asociado si la empresa
dispusiera para sufragar sus deudas de:

a) 10000 euros. b) 15000 euros. c¢) 25000 euros.
d) 43000 euros. e) 55000 euros. f) 60000 euros.

(Compra-venta de una casa). Los compradores 2 y 3 tienen cada uno
300000 dolares. Supongamos que el jugador 2 valora la casa en 200000
délares y el jugador 3 lo valora en 300000 délares. Ademas el vendedor
la tasa en 100000 dolares.

a) Escribe la funcién caracteristica asociada a este juego. Calcula la
0-1 normalizacién.

b) Dibuja el nicleo en el tridngulo de imputaciones e interprétalo.
Tres ciudades quieren conectarse a una depuradora ya construida. Sea

0 1 2 3
oLl

0— /0 26 12 17
1— 0 30 21
2 — 0 44
3— 0



262

Capitulo 5. El paquete TUGlab

38.

39.

40.

la matriz de costes, de tal modo que a;; representa el coste de conectar la
ciudad 7 y la ciudad j y ag; el coste de conectar la depuradora con la ciu-
dad j. Define la funcién caracteristica del juego de costes que represente
adecuadamente este problema. ;Es superaditivo el juego? Representa
geométricamente el conjunto de imputaciones.

Tres agentes son propietarios de las acciones de una corporacién. El pri-
mer agente dispone del 1.1% de las acciones, el segundo del 49% vy el
tercero del 50%. Para que se apruebe una resolucién en la Junta de
Accionistas, se necesitan el 51 % de las acciones. Encuentra la funcién
caracteristica de este juego. Encuentra una representacion del correspon-
diente juego simple mondtono como un juego de mayoria ponderada.

Consideremos ahora que el tercer jugador cede una parte a de sus accio-
nes, que como méaximo representa el 49 % de las acciones, a una fundacién
(jugador 4) que no asistird a la Junta. Analiza el juego resultante.

Dado un juego cooperativo (N, v) € G, se define la distribucién iguali-
taria como
v

= parat=1,...,n.

a) Justifica que satisface la propiedad de monotonia coalicional.

b) Demuestra que una condicién necesaria y suficiente para que la
distribucién igualitaria esté en el nicleo del juego es que para toda
coalicién S C N,

o(S) _ v(N)
s n

siendo s el cardinal de S'y n el de N.

¢) Un juego es simétrico si el valor de cualquier coalicién s6lo depende
de su cardinalidad, es decir, si v(S) = f(|S]). Demuestra que un
juego simétrico es equilibrado si, y sélo si, la distribucién igualitaria
pertenece al ntucleo del juego.

Considera el juego con N = {1,2,3,4} y funcién caracteristica:

v(2) =v(3) =v(4) =v(12) =v(34) =0
v(N) =2,v(S) =1 en otro caso.
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41.

Sean los juegos (N, v!), (N,v?), (N, v?) y (N, v*) que coinciden con (N, v)
salvo en las siguientes coaliciones:

v1(134) = 2,0%(234) = 2,03(123) = 2 y v(124) = 2.

Demuestra que el nticleo de cada uno de estos juegos se reduce a un
Unico punto, en concreto:

C(N,v') = C(N,v*) = {(0,0,1,1)}

C(N,v*) = C(N,v*) = {(1,1,0,0)}

Deduce que no puede existir una solucién que satisfaga la propiedad
de pertenecer al nicleo y monotonia coalicional en G*. Este ejercicio
ilustra el teorema de imposibilidad mencionado en la Observacién [3.55
Los juegos utilizados se recogen en el Ejemplo [7] de la Seccién [5.3.2

Demuestra que los juegos duales de la base de unanimidad vienen dados
por:
1 SNT#0
wp(S) = .
r(5) {0 SNT =0

Justifica que {w}} e n 79 forman una base de G™ y que las coordenadas
de un juego en la base de unanimidad y las coordenadas del juego dual
en la base dual de los juegos de unanimidad coinciden. Formalmente, si

entonces

TCN,T#0

Demuestra que un juego cooperativo es convexo si, y sélo si, su dual es
céncavo.
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