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Introducion

Este manual esta elaborado co material que actualmente estou a usar para as materias de Mate-
maticas do Grao de Economia na Universidade de Vigo. Hal Varian, na introducién do seu manual
Microeconomia Intermedia, comenta a intencién de transmitir a idea de que o cdlculo diferencial € un
instrumento para analizar as mesmas cuestions que se poden examinar tamén verbal ou graficamen-
te. Afirma que moitos argumentos resultan mdis sinxelos coas Matemaéticas e que tédolos estudantes
de Economia deberfan sabelo. Por elo, unha das premisas para a elaboracion deste material foi tentar
que o alumnado se decate da repercusion desta materia no grao de Economia.

Por outra parte, nos dltimos anos e sobre todo dende a pandemia, os profesores de Matematicas
vimos observando no alumnado que se incorpora & Universidade serias deficiencias na formacion
basica referida a nosa materia. Concretamente, no grao de Economia, tamén o profesorado respon-
sable das materias cuantitativas nos vén referindo estas carencias. Atallar estas irregularidades na
formacién matemdtica do alumnado de Economia € outra das premisas para a elaboracién do ma-
terial que aqui se recolle. Debo aclarar que descartei de pleno a posibilidade de intentar ofertar un
curso de nivelacion. Impartin durante algtin tempo este tipo de cursos, que foron moi habituais na
primeira etapa de implantaciéon do Plan Bolonia. Ao meu modo de ver, estes cursos serven para que
o alumno sexa consciente dos contidos que se supdn deberia dominar ao iniciar a sia educacién
universitaria, pero non € posible que con eles adquira as destrezas das que carece. Para conseguir tal
obxectivo precisase mais tempo do que se dispon nestes cursos.

Dende a mifia experiencia, o idoneo € integrar tales contidos dentro da propia materia ao longo do
curso, segundo se van precisando. Contidos como, por exemplo, propiedades basicas dos logaritmos
ou representacion e propiedades das funcions elementais, coméntanse cando se empezan a precisar e
aplicanse nos exercicios. De tal xeito que moitos dos exercicios que se refiren propiamente a materia
son complementados con cuestidns relativas a conceptos basicos relacionados, conceptos que antes
ddbamos por dominados polo alumnado.

Nesta situacion sentin a necesidade de cambiar o enfoque das materias de Matematicas nesta
titulacién, das que agora son responsable. Con este novo enfoque, 6ptase por usar a mesma notacién
que usan as materias cuantitativas que o alumnado cursara neste grao e incliense tamén exercicios
madis enfocados ds aplicacions 4 Economia, sen intencidn de intromisién nos contidos doutras ma-
terias. Obviamente, as limitacions de cofiecementos esixibles fai que este tipo de exercicios sexan
moi sinxelos e non recollan o rigor co que se tratardn noutras materias os conceptos utilizados, sim-
plemente tentase que o alumno albisque a relacién das nosas esixencias coa necesidade de destrezas
que terd na titulacion.

Outro aspecto a considerar é a importancia de forzar ao alumno a realizar célculos alxébricos
habitualmente. Son moitos os docentes que refiren a falta de destreza neste aspecto, esta destreza
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sO se adquire coa prictica. Asi poderia dicir que, intencionadamente, intercalanse exercicios mais
sinxelos dende o punto de vista das operaciéns con outros mdis complexos.

No curto espazo de tempo en que se levan feito as modificacions mencionadas debo manifestar
que, ainda que os cambios detectados no alumnado non son todo o bos que deberian, si se apre-
cia unha notable melloria. Este progreso percibese nas destrezas do alumno medio e, sobre todo,
apréciase un cambio na suda actitude fronte 4 materia, percibese que se decata da importancia das
Matemadticas para certas materias propias da titulacién. Ver este cambio na actitude do alumnado
¢ para min a mellor recompensa que podo recibir. Acollo este labor de cambiar a orientacién das
materias de Matemadticas no grao de Economia con ilusién, coa esperanza de colaborar na mellora
da docencia neste grao.

Obviamente, os cambios realizados precisaron de reorganizar os contidos existentes e de re-
nunciar a unha pequena parte deles. Tentouse desbotar aqueles contidos secundarios que non seran
relevantes noutras materias. Estou agradecida a moitos dos profesores que imparten materias cuan-
titativas no grao de Economia por compartir comigo inquedanzas, apreciacions, recomendacions
e suxestions. As stas achegas resultaron sumamente valiosas. Especial recofiecemento a Consuelo
Pazo.

O material que aqui se recolle correspéndese co usado como apoio ds clases tedricas e practi-
cas, € obvio que este material complementase co desenrolo que do mesmo se realiza nas propias
clases. Nelas fanse apreciacions, comentarios ou variacions nos exercicios que poden depender das
circunstancias e das valoraciéns que a profesora tefia no seguimento do alumnado. Non se trata de
un manual completo para seguir a materia de xeito autosuficiente.

Se ben € certo que esta nova proposta precisou de bastante traballo individual para preparar o
material aqui recollido, non serfa de xustiza atribuir todo o mérito a esta autora. Son profesora do
Departamento de Matemdticas dende o ano 1991 e sintome moi xubilosa por ter coincidido con
profesores con inquedanzas por mellorar a docencia, por innovar e tratar de conectar co alumnado,
sen perder o rigor que as Matemadticas precisan. Froito destas inquedanzas levamos publicado varios
manuais. O material de base deste, que presento agora en solitario, forma parte deses recursos que en
comun elaboramos ao longo deste tempo Manuel Besada, F. Javier Garcia, Miguel Mirds, Carmen
Quinteiro e eu mesma.

Especial recoflecemento para o profesor Manuel Besada que foi, hai xa algtin tempo, o meu
director de tese e, dende entén, un gran compaiieiro e ainda mellor amigo. Sempre xeneroso e des-
prendido, a porta do seu despacho sempre estivo aberta para todos; particularmente sempre me sentin
arroupada e apoiada en calquera proxecto no que participei. Agora, xa xubilado, tivo a paciencia de
adicarlle bastante tempo a revisar e comentar comigo este manual. Por todo sempre lle estarei enor-
memente agradecida.

S6 engadir que os erros, inexactitudes ou descoidos que podades atopar no texto son exclusiva-
mente da mifia responsabilidade.

A autora.
Vigo, outubro 2024.



Capitulo 1
Calculo matricial. Sistemas de ecuacions lineais.

Empezamos este capitulo revisando conceptos e propiedades do calculo vectorial e matricial
que serdn precisos para os contidos da materia. Sobre os sistemas de ecuaciéns lineais, revisamos
o teorema de Rouché para aplicalo 4 discusion e o método de Gauss para a resolucién. Facemos
especial incidencia nos sistemas con pardmetros e a interpretacioén de resultados nas aplicacions a
problemas précticos.

1.1. Vectores

Cando falamos de vectores no plano pensamos en segmentos orientados que veflen dados por
dias coordenadas, por exemplo (2,2) ou (3,1). Vectores que podemos sumar ou multiplicar por
un ndmero, operaciéns que tefien unha visualizacién grifica moi sinxela. Asi, por exemplo (2,2) +
(3,1) =(5,3) e 2(3,2) = (6,4).

y y (6,4)
(5,3)
(2 2,) - (3,2)
e
—(3,1)
X T
En xeral, denotamos por R” ao conxunto {(z1,-- ,x,) : ¢; € R} e os seus elementos chama-

molos vectores. En R” estdn definidas as operacions:

w suma: (1, ..., 25) + (Y1, -, Yn) = (@1 + Y1, s Tn + Yn)-

= produto por un ndmero: (21, ..., &,) = (rey,...,ra,), r € R.

En particular R? = {(z1,22) : 21,22 € R} e R? = {(2,y,2) : z,y,2 € R}.

Definicion 1.1 Os vectores vy, - -+ , v, € R"™ dise que son linealmente independentes se dados r1,
-, 1 € R tales que rivy + - - + 1 =0, setenque 71 = --- =1 = 0.
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icir, v1,- -+ , U, son linealmente independentes se o iinico xeito de expresar o vector 0 =
E d R linealmente ind dent to d tor 0
(0,---,0) € R™ como combinacion lineal deles é tomando tédolos coeficientes iguais a cero.

En caso contrario, diremos que os vectores vy, - -+ , vy, son linealmente dependentes.

Exemplos 1.2 1. Os vectores (1,1) e (—1,0) son linealmente independentes porque se r, s € R
fosen tales que r(1,1) + s(—1,0) = (0,0), entén r = s = 0. Efectivamente, como (1, 1) +
s(—1,0) = (r — s,r),obtemosquer— s=r=0,deonder =s=0.

2. Como (1,1,-5) +2(—1,4,3) + (1,-9,—1) = (0,0,0), os vectores (1,1,—5), (—1,4,3) e
(1,—-9,—1) son linealmente dependentes.

Obsérvese que os vectores 21, - - , Ty son linealmente dependentes se, e s6 se, polo menos un
deles se pode poifier como combinacién lineal dos restantes.

Definicién 1.3 O produto escalar de dous vectores u,v € R™, u = (uy,...,up), v = (v1,...,0n),
definese como o niimero real u - v = u1v1 + - - - + UpVnp.

Dous vectores u, v € R™ son perperdiculares cando o seu produto escalar é nulo, u - v = 0.

Definicién 1.4 Chamamos médulo ou lonxitude dun vector w = (uy,...,u,) ao nimero real
[ul| = /u? +u3 + -+ u2. Unvector u € R™ dise que é unitario cando ||u|| = 1.

Paratodo z,y € R™ et € R, verificase:
a) ||z|| = 0se,esdse, x=0.

o) ||z +yll < [l=[| + [yll
A | = zf| = [f]] e) [|z][ =0

Sexan u,v € R™. Diremos que u e v estdn na mesma direccion cando tefian a mesma direccion
e sentido, € dicir, se existe A € R, A > 0 tal que © = v e diremos que estdan en direccién oposta
cando tefian a a mesma direccién e sentido contrario, € dicir, v = Av para algin A € R, A < 0.
Obviamente en ambos casos u € v son linealmente dependentes.

Se u € R™, u # 6, entén o vector HuH € o vector unitario que estd na mesma direccidon que u e

— |—H € o vector unitario que esta na direccién oposta a u.

A distancia entre dous puntos = (z1,...,%,) €y = (y1,...,Ys) ¢ 0 niimero real d(z,y) =
|z —yl| = /(x1 — y1)% + (22 — y2) + - - - + (Tn, — Yn)2. Observemos que, se 7,y € R, entén
d(z,y) = |z = yl.

Exercicios

1. Son os vectores (—1,3) e (—2, 6) linealmente independentes?

2. Seu = (2,-1,4), v = (=3,0,2) e w = 2u — v, calcula w. Son os vectores u, v € w
linealmente independentes?
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3. Calcula a lonxitude dos seguintes vectores, obtén os vectores unitarios na stia mesma direccién
e da un vector perpendicular a cada un:
a=(4,1) b=(2,-2) = (3,4)

¢ = (8,—6)
e=(41,0) f=(-3,12,-3) g¢=(2.4,-1)

=(-1,1,-2)

4. Calcula o produto escalar dos vectores
a) (1,0,1) e (1,1,0) b)(-2,0)e(2,0) ©¢)(2,0,2)e(-1,-1,0)

5. Se temos a disposicién n produtos con prezo de venda por unidade pq, . . . , py, respectivamente
e adquirimos x; unidades do primeiro, x5 unidades do segundo, ...e x,, unidades do tltimo,
que interpretacion ten o produto escalar dos vectores P = (p1,...,pn) e X = (T1,...,25,)?

1.2. Matrices e determinantes

Chamamos matriz sobre R de orde m x n a todo conxunto formado por m x n elementos de
R, ordenados en m filas e n columnas. O elemento situado na fila i-ésima e na columna k-ésima
diremos que ocupa o lugar ik.
M xn denotard o conxunto das matrices sobre R de orde m X n.

Exemplo 1.5 Asi, un elemento A € M3 serd por exemplo A = ( 50 1).

-1 2 3
3 -1 4 1 2 .
SeB:(2 0 1)60:(_1 0>,entonB€M2x3eC€M2X2.
ayp - Qin
En xeral, se A € M, seradoxeitoA= 1| --- --- -+ |, cona; €R.
Am1  * Gmp

En M., xn, definense as operacions:
= suma de matrices: A + B = (a;) + (bix) = (aix + bir.) € Myxn,onde A, B € M, xn

= produto dun ndimero por unha matriz: rA = (ra;;) € My xn,onder € Re A € My, xn

= produto de matrices: AB = (a;;)(bjr) = (Z?zl aijbjk) € Myxonde A € My yp €
Be Mnxk;

Que propiedades verifican as operaciéns con matrices?
Definicion 1.6 O rango dunha matriz é o mdximo niimero de vectores columna linealmente inde-
pendentes que postie. Este niimero coincide co mdximo niimero de vectores fila linealmente indepen-

dentes que a matriz posiie.

Exemplo 1.7 Se A, B e C' son as matrices do exemplo 1.5, temos que:

5 0 1\, (3 -1 4\ (8 -1 5
A+B:<—1 2 3>+(2 0 1)2(1 2 4)
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5 0 1 15 0 3
=325 3= (5 ¢ %)
1 2 -2 —4
_202_2(—1 o>:(2 0)
1 2\/5 01 3.4 7
CA*(—1 o) (—1 2 3>*(—5 0 —1)

rango A = rango B = rango C' = 2

Tipos especiais de matrices

A matriz trasposta de A € M, ., € a matriz que se obtén intercambiando en A filas por columnas.
Dendtase por A’. Verificase que A* € M., ., €, ademais, (A)! = A.

Unha matriz A € M,,,, dise que é simétrica se coincide coa sta trasposta, é dicir, A* = A ou
equivalentemente a;;, = ay; , para todo i, k.

Unha matriz A = (a;) € M, dise diagonal se a;;, = 0, para todo i # k.
Matriz identidade é aquela matriz diagonal na que a;; = 1, para todo .

A matriz inversa dunha matriz A € M,, ., é unha matriz que denotamos A~! e que verifica que
A1A = AA-! = I, onde I é a matriz identidade de orde n. A matriz inversa de A, se existe, é
unica.

Exemplo 1.8 Se A, B e C son as matrices do exemplo 1.5, temos que:

5 —1
At=10 2 S ngz Ct = <; _01) S M2><2 071 = ((1) _11)
1 3

2 2

1 0 0
A matriz identidade de orde 2 é I, = ((1) (1)) e a matriz identidade deorde 3é I35 = (0 1 0
0 0 1

Exemplo 1.9 Vexamos un exemplo sinxelo de aplicacién do cdlculo matricial 4 economia. A lingua-
xe matricial pode simplificar considerablemente determinados calculos como os que presentamos a
continuacion.

Unha pequena xastreria ten tres establecementos e o stock en cada un € o seguinte:
Tenda 1: 100 pantaléns, 300 camisas, 60 chaquetas e 20 traxes.
Tenda 2: 120 pantaléns, 350 camisas, 60 chaquetas e 40 traxes.
Tenda 3: 140 pantaléns, 400 camisas, 65 chaquetas e 30 traxes.

Podemos recoller os stocks de cada tenda nunha matriz cuxas filas corresponden cos distintos
establecementos e cada columna co tipo de prenda considerada:

100 300 60 20
E= {120 350 60 40
140 400 65 30
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Supofiamos que o taller subministra a cada tenda o nimero de pezas dadas por:
Tenda 1: 10 pantaléns, 40 camisas, 12 chaquetas e 5 traxes.
Tenda 2: 12 pantaldns, 45 camisas, 20 chaquetas e 10 traxes.
Tenda 3: 14 pantaldns, 40 camisas, 25 chaquetas e 15 traxes.
Supofiamos ademais que as vendas despois dun mes de cada tenda son:
Tenda 1: 10 pantaléns, 40 camisas, 15 chaquetas e 6 traxes.
Tenda 2: 15 pantaldns, 50 camisas, 20 chaquetas e 10 traxes.
Tenda 3: 14 pantaldns, 50 camisas, 25 chaquetas e 15 traxes,
Se representamos por A e V as matrices correspondentes ao abastecemento e 4s vendas de cada
tenda dun xeito andlogo ao que fixemos coas existencias temos:

10 40 12 5 10 40 15 6
A= (12 45 20 10 V=15 50 20 10
14 40 25 15 14 50 25 15

a) Se os prezos de venda de cada peza son: pantalén (50 €), camisa (30 €), chaqueta (75 €)
e traxe (120 €), os ingresos durante este mes de cada unha das tendas obterianse multiplicando a
matriz de vendas pola matriz de prezos do seguinte xeito:

VP =V (50 30 75 120)" = (3545 4950 5875)"

Obtemos asi unha matriz fila onde cada un dos elementos son os ingresos da cada unha das tres
tendas este mes.
b) As existencias de cada tenda despois deste mes vefien dadas por

100 300 57 19
E=FE+A-V=[117 345 60 40
140 390 65 30

As existencias totais da xastreria vefien dadas por

(1 1 1)E' = (357 1035 182 89)

Obtemos asi unha matriz fila onde cada un dos elementos son as unidades de cada un dos catro
tipos de peza de que se dispon en total nas tres tendas.
¢) Ao final do mes, o taller non puido axustar a producién e volve enviar o mesmo abastecemento
as tendas pero as vendas no mes seguinte duplican ds do anterior. Ent6n as existencias de cada tenda
90 260 39 12
despois deste segundo mes vefien dadas por E”/ = E' + A—2V = 99 290 40 30
126 330 40 15

Obsérvese que tamén poderiamos ter recollidos tédolos datos nas matrices £, A e V' facendo
corresponder as columnas cos distintos establecementos e as filas cos tipo de pezas. Que operaciéns
farfamos neste caso para obter os resultados mencionados?
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Determinante dunha matriz cadrada

Se A € M,,«n, definiremos o determinante de A por recorrencia:
Sen=1,A=(a)edet(A) =a.
Sen = 2, A= ((111 a12> € det(A) = 11022 — 120421 .
az1 a2
ayp vt Glp
Enxeral,se A = (a;;)=| -+ --- --- | definimos o seu determinante, que denotamos det(A)
anl o Apn
ou |A|, como det(A) = ay1 A1y + a12A12 + - + a1p A1, onde Ay = (—1)"F Ay, sendo Ay 0
menor complementario de a;, € dicir, é o determinante da matriz de orde n — 1 que se obtén de A
ao suprimir a fila i-€sima e a columna k-ésima.
Ademais A, = (—1)"T*A;;, chdmase adxunto do elemento ay.

aip a2 a3
Observacion 1.10 Se A = | as1  aos ass |, o determinante de A é o ndmero real:

a3y as2 ass

det(A) = ay det <a22 a23> gy det (a21 azg) +ays det <a21 azz) _
a32 as

ass asip  ass as2
11022033 + A12023031 1 421032013 — G13022031 — A11023032 — 433012021 -
Esta férmula chdmase regra de Sarrus e € vélida para determinantes de orde 3. Os determinantes
de orde maior que 3 deben desenrolarse por unha fila ou por unha columna.

Proposicion 1.11 Propiedades dos determinantes

1. Un determinante pode obterse desenrolando calquera fila (ou columna), non necesariamente
a primeira como figura na definicion.

2. Intercambiar dias filas (ou columnas) dun determinante cambialle o signo.
3. Un determinante con dias filas (ou columnas) iguais é nulo.

4. Un determinante non varia se a unha fila (ou columna) se lle suma unha combinacion lineal
das restantes.

5. Se B é a matriz que se obtén de multiplicar por un niimero \ s6 unha fila ou columna dunha
matriz A € My, xn, enton det(B) = Adet(A).

6. O determinante é nulo se, e so se, unha fila (ou columna) é combinacion lineal das restantes
filas (ou columnas).

Exemplo 1.12 Exemplos de cdlculo de determinantes de orde 2, 3 e 4 respectivamente son:
5 1 1 2 3
det =15+1=16 -1 1 5|=1-20-9+6-15+2=-35
b3 -2 3 1
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-1

9 —2(-3)—3(-3)=15

N = O N
— == o
O = N W
Il
NN = O
N = O
— = =
Il

Proposicion 1.13 Unha matriz A € M,, ., ten inversa se, e s6 se, det(A) # 0.

1
Neste caso A™! = det(4) Adx(A"), onde Adx(A") é a matriz formada polos adxuntos da
e

matriz trasposta de A.

Exemplo 1.14 Vexamos algins exemplos de cdlculo da inversa dunha matriz:

1 2 3
1.SeA= |1 -5 4|,det(A) = 0e, polo tanto, non existe A~
2 =37
1 3 3
2. Como o determinantede A= [ 1 4 3| non é nulo, podemos calcular a sda inversa:
1 3 4
1 1 1 7 —3 — 7T -3 -3
At=13 4 3 Adx(A?) Al=[-1 1 0
3 3 4 -1 0 1

Definicion 1.15 Chamamos menores dunha matriz aos determinantes das submatrices cadradas
que contén, é dicir, os determinantes das matrices cadradas que se obtefien dela eliminando filas
e/ou columnas.

Proposicion 1.16 O rango dunha matriz coincide coa maior das ordes dos seus menores non nulos.

Na préctica € de grande utilidade usar este resultado para calcular o rango dunha matriz. Podemos
usalo ademais para averiguar se un conxunto de vectores é linealmente independente. Por exemplo,

1 0 1
os vectores {(1,1,0), (0,1,1),(1,0,1)} son linealmente independentes porque [I 1 0| # 0 e asi
0 1 1
1 0 1
rango [ 1 1 0] = 3, édicir, as tres columnas da matriz son un conxunto de vectores linealmente
0 1 1

independente. En xeral construiremos unha matriz colocando os vectores en columna (ou en fila) e
estudaremos o seu rango, buscando o determinante de maior orde distinto de cero contido na matriz.
Os vectores involucrados no menor que nos da o rango son linealmente independentes e os demais
son dependentes deles.
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Exercicios

-1 0 3 1 2 -1 1 0 1
6. Dadas as matrices A= 1 -4 3|,B=(01 2 |,C=10 —-2|,D=10
0 3 4 11 2 0 -2 0
E:(l 0 8).
Comproba os seguintes resultados:
det(A) = 34, det(B) =5, det(AB) =170
4 14 2 1 4 8 -1
BA+7B=1|3 -5 23| B}=|8 13 16| AD=| 1
7 16 26 8 16 17 0
-2 —4
-1 0 3 1 0 1
_ _ t A _ t_
(A-B)C=|1 8 CA—(_2 9 _14> (BC) —<_2 —6 —6>
-1 -8
1 0 8
DE=(0 0 0| ED=1 EC=(1 -16)
0 0 0
7. Calcula o valor dos determinantes:
a 0 0 1 a b+c a b b a®> ab b
D=0 b O E=|1 b a+c M=1b a b N=12a a+b 2b
0 0 ¢ 1 ¢ a+b b b a 1 1 1
9 a a a a a b 0 0
a’ ab ab a b b b 0 a b 0
Dl=|ab a* ab D2 = D3 =
ab ab  a a b ¢ c 0 0 a b
a b ¢ a b 0 0 a
1 1 1 1
1 a+1 1 1
D= 1 1 b+1 1
1 1 1 c+1
8. Calcula os valores de = que anulan os seguintes determinantes:
r—b—a a b a+x b c z a b
a) c r—c—b b b)| a b+z ¢ c)la z b
c a r—c—a a b ct+x a b =
1 0 7T 3
9. Dadas A = 0 _2 )¢ B={ _ 5 k) calcula o valor de k para que se cumpra que:
8 3 7 3 —-26 —12
a)A+B—<75 O) b)AB-(10 1) c)2A—4B—( 20 0 >
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Indica para que valores dos parametros a, b, ¢, se cumpre que AB? = C, sendo

1 -1 2 1 1 0 0o -1 -3
A= -1 -1 2 |,B=(a b ¢ |,C=| -2 -5 -3
2 1 -1 01 -1 3 6 2

(-1 =B 3 —1

Sexa A = 3 3 o1 ) Proba que A° = I. Usa este resultado para obter A™".

Consideremos a matriz:

1 0 0 0 O
1 1 0 0 O
M=]1 1 1 0 0
1 1 1 1 1

Calcula M2, MMt e M'M.

Para que valores de m tefien inversa cada unha das seguintes matrices:

-2 m 0 m 2 0 m -1 =5
a)| O 0 m b0 1 1 o110 4 -1
1 -1 0 1 0 m 4 2m 9
Calcula o rango das seguintes matrices:
1 4 -1 3 1
a)|l2 5 3 by|1 4 ) (§ 8 g)
1 10 -11 5 =2
RN
6 -7 -2 -5 e)
4 -1 -1 0 L
2 2 2 2

Estuda o rango das seguintes matrices, segundo os valores de m.

1 0 -m . m 1 3 2 1 1 1
al-1 0 0 b) (? o 1) ol1 1 -1 1| &ofm 1 1
2 m m 3 2 m 3 1 m 1

Unha empresa de construcion ofrece tres modelos de vivendas: estilo rustico, estilo moderno e
estilo contemporaneo. Os materiais basicos empregados en cada tipo de vivenda son o aceiro,
a madeira, o vidro e a pintura, o nimero de unidades de cada unha recollénse na matriz M.

5 20 16 7 17
7T 18 12 9 21
6 26 8 5 13

M =
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17.

1.3.

Cada fila indica a cantidade de materias primas necesarias para un determinado tipo de viven-
da na orde mencionada; cada columna indica a cantidade dunha determinada materia prima
necesaria para cada tipo de vivenda, tamén na orde mencionada.

a) Se o aceiro custa 2500 € por unidade e a madeira custa 1200 €, o vidro, a pintura e a man
de obra custan 800, 150 e 1500 € por unidade, respectivamente, utiliza o calculo matricial
para calcular o custo total de fabricacién de cada tipo de casa (materias e man de obra).

b) Se ademais temos un custo de transporte de 45 € por unidade de aceiro e 20, 30 e 5 €
por cada unidade de madeira, vidro e pintura respectivamente, utiliza o cdlculo matricial para
calcular: o custo das materias empregadas en cada tipo de casa, o custo do transporte das
mesmas e o custo total.

c) Aceptouse un pedido de cinco vivendas de estilo rustico, sete de estilo moderno e doce
de estilo contemporaneo. Indica a operacién matricial que nos da a cantidade total de cada
materia prima necesaria para realizar o traballo. Calcula o custo total das materias do pedido.

Un supermercado premia mensualmente aos seus empregados mdis eficientes cun sobresoldo
e con bonos de compra por valor de 10 euros cada un. Cada mes, 15 empregados son recom-
pensados con 200 €, 190 €, 180 €...e 50, 47, 44 ...bonos respectivamente. Recolle estas
bonificaciéns nunha matriz e utiliza o cdlculo matricial para obter o valor total en euros das
recompensas que recibe cada un dos 15 empregados e o valor total que a empresa inviste nas
recompensas.

Sistemas de ecuacions lineais

Definicion 1.17 Un sistema de m ecuacions lineais con n incégnitas é unha expresion formal do

tipo

a1 T+ appret o4 apr, = by
a1+ axTet -4 agpx, = by
Am1T1+  Qp2Zot+ -+ GppTp = bm

Este sistema pode escribirse mediante a ecuacion matricial AX = b, onde A = (a;;) € Myxn,
X = (1’1,1,‘27. .. ,$n)t eb= (bl,bg,.. .7bm)t.

1.

A matriz A denominase matriz de coeficientes do sistema, X matriz de inc6gnitas e b matriz
de termos independentes.

. Xo = (%01, %02, - -, Ton)" é unha solucién do sistema AX = b se verifica AX, = b.

. Denotaremos por (A|b) € M, (n41) @ matriz que ten como n primeiras columnas as colum-

nas de A e a columna n + 1 é a matriz b. Esta matriz denominase matriz ampliada do sistema
e defineo perfectamente.

. Osistema AX = b denominase homoxéneo se b = (0,0, ...,0)".
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Exemplo 1.18 Os sistemas de ecuacions lineais
T4y + 2=6 r+y—32= 0 rz+y—32= 0
20 —y + z=3 20 —y — 32=—-3 20 —y — 32=-3
—x—y+2=0 dr+y—92=-3 dr4+y—92= 5

poden pofierse en forma matricial do xeito seguinte:

1 1 1 T 6 1 1 =3 x 0
2 -1 1 yl =13 2 -1 -3 y|l=1-3
-1 -1 1 z 0 4 1 -9 z -3

1 1 -3 T 0

2 -1 -3 y|l=1-3

4 1 -9 z 5

Un sistema de ecuacioéns lineais presenta dous problemas para estudar: a existencia de solucién
e a obtencién do conxunto de soluciéns.

Proposicion 1.19 Sexa X, unha solucion dun sistema AX = b.
7 é unha solucion do sistema homoxéneo asociado AX = 0 se, e s6 se, Z + X, é solucion do
sistema completo AX = b.

Este resultado afirma que as soluciéns do sistema son suma dunha solucién particular deste
sistema con cada unha das soluciéns do sistema homoxéneo asociado e, polo tanto, se o sistema ten
solucion, ten a mesma cantidade de soluciéns que o sistema homoxéneo asociado.

Observaciéns 1.20 1. Todo sistema homoxéneo é compatible, pois o vector nulo é sempre unha
solucion del. Ademais, se X, € unha solucion dun sistema homoxéneo AX = 6 entén rX,
tamén € solucién do mesmo sistema, para todo r € R, porque ArX, = rAX, = rf = 0 .
Logo un sistema homoxéneo ou ben ten unha tnica solucién (a trivial) ou ten infinitas.

2. Como consecuencia un sistema non homoxéneo pode non ter solucién e no caso de tela pode
ser Unica ou ter unha cantidade infinita, non se poden dar mdis casos que estes tres.

3. Un sistema AX = b dise que é incompatible se non ten solucién. En caso contrario denomi-
nase compatible.

Se o sistema AX = b é compatible e a solucién € tnica, diremos que o sistema é compatible
determinado; e diremos que € compatible indeterminado se ten infinitas soluciéns.

Teorema 1.21 (Teorema de Rouché-Frobenius) O sistema de m ecuacions lineais con n incégni-
tas, AX = b, ten solucion se, e sé se, rango A = rango(A|b).

Ademais, se rango A = rango(A|b) = n o sistema é compatible determinado e se rango A =
rango(A|b) < n é compatible indeterminado.
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T4y + 2=6 1 1 1|6
Exemplos 1.22 O sistema 2z —y + z=3 ) ten como matriz ampliada | 2 -1 1|3 ]. Co-
mo det(A) = —6 # 0 entén rango(A) = 3 = rango(A|b), e o sistema resulta ser compatible
determinado.
r+y—32=0 1 1 =3/0
O sistema 22 —y — 3z=—3 ten como matriz ampliada |2 —1 —3|—3|. Para este
4o +y —92=-3 4 1 -9/-3

sistema de ecuacions lineais, det(A4) = 0, pero ; _11‘ # 0, polo que o rango de A vale 2.

Dentro da matriz ampliada, o tnico xeito de completar o menor a un menor de orde tres é

1 1 0
2 —1 —3| que tamén € nulo, polo que o rango da matriz ampliada tampouco vale tres, e vale 2.
4 1 -3

Ent6n, rango(A) = rango(A|b) = 2 < 3 e o sistema é compatible indeterminado.

2 -1

r+y—32=0 1 1 =30
Osistema 2x —y — 3z=—3 ) tencomo matrizasociada [ 2 —1 —3|—3 |. Neste sistema
4xr 4+ y —92=5 4 1 =915

de ecuacions lineais, o rango da matriz A vale 2 pero o rango da matriz ampliada vale 3. Logo o
sistema non ten solucién, é incompatible.

Exemplo 1.23 Discutiremos o seguinte sistema, para tédolos posibles valores de a.
ar 4y +z =1
z +ay +z =1
r 4y +azx =1

As matrices de coeficientes e ampliada son, respectivamente,

A=

— = Q
)

11 1 11
a 1 (AJp) = a 1|1
1 a 1 a|l
Como det(A) = a® — 3a + 2, os tnicos valores de a que fan que este determinante sexa cero

son a = 1 e a = —2. Daquela contemplamos os seguintes casos:

1. Sea # 1ea # —2, entén rango A = rango(A|b) = 3 e coinciden co nimero de incognitas
do sistema. O sistema €, pois, compatible determinado.
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1 1 11
2. Se a = 1, amatriz ampliada é (A]b) = (1 1 1|1 |.Enténrango(Alb) =rangoA=1e¢
1 1 11
non coinciden co nimero de incognitas do sistema, polo que se trata dun sistema compatible
indeterminado.
-2 1 1]1 P
3. Se a = —2, a matriz ampliada é (A[b) = 1 -2 1]1]|.Como 1 _2’ #0e
1 1 =21
-2 1 1 -2 1 1
1 -2 1| =0,enténrango A = 2. Ademais | 1 —2 1| # 0, ent6n o rango da
1 1 -2 1 1 1

matriz ampliada € 3 e neste caso o sistema ¢ incompatible.

Método de Gauss para a resolucion de sistemas de ecuacions lineais

Dicimos que dous sistemas de ecuaciéns lineais son equivalentes se tefien as mesmas solucions.
Verificase que:

1. Se unha ecuacién dun sistema lineal se multiplica por unha constante non nula, o sistema
resultante é equivalente.

2. Se a unha ecuacién dun sistema lineal se lle suma unha combinacion lineal das restantes
ecuacions, o sistema resultante € equivalente.

O método de Gauss consiste en utilizar estas propiedades para construir un sistema equivalente
0 que queremos resolver que tefia como matriz asociada unha matriz triangular superior, € dicir, que
os coeficientes a;; sexan nulos se ¢ > j. As operacions necesarias realizanse directamente nas filas
da matriz ampliada asociada ao sistema dado. O sistema equivalente obtido finalmente serd moito
madis facil de resolver.

Exemplo 1.24 Resolveremos, empregando o método de Gauss, o sistema

r+y—3z =0
20 —y—3z =3
dr+y—9z =3

Facemos as operacidns necesarias para obter un sistema equivalente que tefia como matriz aso-
ciada unha matriz triangular superior. Traballamos directamente na matriz ampliada asociada a este
sistema. Asi, por exemplo no primeiro paso substituimos a segunda fila polo resultado de restar-
lle a primeira multiplicada por dous e substituimos a terceira polo resultado de restarlle a primeira
multiplicada por catro, resultando

11 =30\ moror 101 =3[0\ Ti U 11 3]0
2 —1 -—3|3| o -3 33| *= 01 —1/-1
4 1 -9[3 0 -3 3|3 00 00
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No dltimo paso, substituimos a segunda fila polo resultado de multiplicala por —é e a terceira polo
resultado de restarlle a segunda.

No sistema equivalente obtido, a dltima fila non achega ningunha informacién, pois resulta na
ecuacion Ox + Oy + 0z = 0. Deste xeito non obtemos condicidns para z, da segunda ecuacién temos
y—z = —1,entén y = z — 1. Da primeira ecuacién, z +y — 3z = 0, obtemos z = 3z —y =
3z—(2—-1)=3z—2+41=2z+1.

Logo este sistema é compatible indeterminado e as stas soluciéns sonx = 2z + 1,y = 2z — 1,
z e R

Exemplo 1.25 Aplicamos o método de Gauss para resolver os seguintes sistemas:

3z —4y 4+ 2=2 3xr —4y + z=3
a) 2x —5y=0 b) 2z — 5y=1
Tty + =2 z—y+2=0

r+y—z—-2t= 1

o 20Ty 3s— 190+ bu=—8 " x;xy__gzié
z+3y+ 2z — 8t +2u=-3 . —1—2:0
r—2y—4z4+Tt—3u= T yrz=
T+ 3y +2—t=6 ﬂf*ﬁjﬁé
e) 2z + Ty + 32 — 4t=15 f) y+Z: 3
T4y+2z+t=1 yT ==
20 +4z= 2
a)
3 -4 1 2 1 1 1 2\ ®moernsrn /1 1 1 2
2 5 0 0™ (2 —5 0 of 2B (0 7 —2 —4
11 1 2 3 -4 1 2 0 -7 -2 —4
1 1 1 2
Rrissfs g 7 —2 4
00 0 0

de onde deducimos que rango(A) = rango(A|b) = 2 e, polo tanto, o sistema é compatible indeter-

minado. As soluciéns son x = @, y = 4}2Z , 2 €R.

b)
3 -4 1 3 1 -1 1 0\ m2r-m (1 -1 1 0
2 -5 0 1|5 (2 5 0 1] E0B g 3 —2 1
1 -1 1 0 3 -4 1 3 0 1 2 -3
1 -1 1 0
Ssthels g 3 9

0 0 4 =8

polo que rango(A) = rango(A|b) = 3 e, daquela, o sistema é compatible determinado. A solucién
ér=3,y=1,2=—-2.



1.3 Sistemas de ecuacions lineais 15

c)
1 1 -1 -2 0 Bogfior (101 -1 -2 0 1
2 7 3 -19 5 FSFZ 0 5 5 —15 5 —10
1 3 1 —8 2 0 2 2 -6 2 -4
1 -2 —4 0 -3 -3 9 -3 6
BZE (11 -1 =2 0 R 1 -1 -2 0 1
P |01 1 =301 =2 myEsE (001 1 =3 1 =2
0 1 1 -3 1 -2 00 0 0 0 0

0o -1 -1 3 -1 2 00 0 0 0 O
Posto que rango(A) = rango(Alb) = 2, o sistema € compatible indeterminado. As soluciéns
sonx =3+4+2z—t+u,y=—-2—2+3t—u,z,t,ucR.

d)
Fo—2F) —Fs
1 -1 -1 1\ Bomor /1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
2 —2 0 o PRy o 2o 2| BEPE (g o 2 2
1 -1 1 0 0 0 2 -1 0o 0 0 1

€)

131 -1 6 112 1 1\ F-RoR

2 7 3 —4 15|20 1 31 -1 6| S

112 1 1 2 7 3 —4 15
11 2 1 1 11 2 1 1
0 —2 1 2 —5|PHBpBy o 1 o _p5| B30
0 5 -1 -6 13 0 3 0 -4 8

Vemos que rango(A) = rango(A|b) = 3, polo que o sistema resulta compatible indeterminado.

Assoluciénssonw:—%—l—;ty 8+4tz—3+%t,t6R.
f)
1 0 2 1 1 0 2 F+F%F1021
—1 1 1 =2|pop | 0 1 1 3 |om-FoR 001 13
0 1 1 3 -1 1 1 -2 01 3 -1
2 0 4 2 2 0 4 2 00 0 O
1 0 2 1
Fs—Fy—F; [0 1 1 3
00 2 —4
00 0 O

Como rango(A) = rango(A|b) = 3, o sistema é compatible determinado. A solucién é x = 5,
y=>5ez=—2.
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Exemplo 1.26 Discutimos e resolvemos, nos casos en que sexa posible, os seguintes sistemas para
tédolos posibles valores de a e b.

3z —y+22=1 axr +y=1

a) x4 4y + 2=b b) x4+ az=0
2z — b5y + az=—2 ay + z=b

ax + y=>b T+ ay + az=3

c) 2y + z=a d) T+ 2=2
ax — z=2b ar — (a+ 1)y — z=b

T —y+3z= 1 v —y—a

e) 204 = 22 i_ gii _? f) 2ax + z=b
32— at—a+ 1 axr + ay + =3

a) det(A) = 13a — 13. Se a # 1, verificase que rango(A) = rango(A|b) = 3 = n° de incdgnitas,
polo que o sistema ten solucion tnica.
da +23+ba—100  3ba—a—4b+4 -39+ 13b

A solucién é: x = =
solucién é: x 30— 13 Y

13a—13 °° 13a—13°

Se a = 1, entén rango(A4) = 2 porque det(A) = 0 e

i) _41' # 0. Ademais comple-

3 -1 1

tando este menor dentro da matriz ampliada temos |1 4 b | = —39 + 13b. Asi, se ade-
2 -5 =2

mdis b # 3, rango(A|b) = 3, polo que o sistema é incompatible. Se b = 3, sendo a = 1,

rango(A|b) = 2, polo que o sistema é compatible indeterminado. Neste caso o sistema a resolver é:
r 4z = 3—-4y

% 4z =-—24 5y },deondesetenquew:—5+9y,z:8—13y,y€R.

b)det(A) = —a®—1.Se a # —1, entén rango(A) = rango(A|b) = 3 = niimero de incégnitas,
a? —ab a’b+1 b—a

s - € - °
a’+1 y a’+1 i a’+1

polo que o sistema ten solucidn tnica. A solucién é x =

Se a = —1, entén rango(A) = 2 porque det(A) = 0 e

-l 0. Ademais completando
1 0

-1 1 1

este menor dentro da matriz ampliada temos | 1 0 0|=-b—1.Asi,seb# —1,e o sistema
0 -1 b

¢ incompatible. Se b = —1, sendo a = —1, ent6én rango(A|b) = 2, polo que o sistema é compatible

indeterminado e as soluciéns sonx = z,y = 1+ 2,2 € R.

¢) det(A4) = —a. Se a # 0, entén rango(A) = rango(A|b) = 3 = nimero de incégnitas, polo

. L a® + ab —2ab — a®
que o sistema ten solucién tnicax = —1,y = , 2= .

Se a = 0, entén rango(A) = 2 det(A) = 0e

; (1)‘ # 0. Ademais completando este menor
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1 0 b

dentro da matriz ampliadatemos |2 1 0| = 0, polo que o sistema € compatible indeterminado
0 —1 2b

paratodo b € R e as soluciéns son y = b, z = —2b,x € R.

d) det(A) = a + 1. Se a # —1, entén rango(A) = rango((A|b) = 3 = niimero de incdgnitas,
polo que o sistema ten solucién Unica:
3+ 3a—2a®+ab 1—b+ba+ 3a — 2a>
xr = =

—1—a— ba + 2a?
) €z = .
1+a

1+a 1+a

Se a = —1, entén rango(A) = 2 porque det(A) = 0 e

1 _01’ # 0. Ademais completando

1 -1 3

este menor dentro da matriz ampliada temos | 1 0 2| =b+ 2 Asi,seb # —2, o sistema
-1 0

é incompatible. Se b = —2, rango(Alb) = 2, polo que o sistema é compatible indeterminado e a

solucionéz =2 — z,y = —1 — 22,z € R.

e) Temos que det(A) = 2a(—a +9). Se a # 0, a # 9, entén rango(A) = rango(Alb) = 4 =
—13a 4a 4+ 3

—a19 Y T T Taxoe

nimero de incdgnitas, polo que o sistema ten solucién tnica, z =
a+4
—a+9

Se a = 0, entén rango(A) = 3 e rango(A|b) = 3, polo que o sistema é compatible indetermi-
nado.

t =

Se a =9, entén rango(A) = rango(A|b) = 3, polo que o sistema é compatible indeterminado.

-1 0 a
f) rango(A) = 2, para todo a € R. Ademais, | 0 1 b| =b—a%— 3. Asi,se b = a® + 3,
a 1 3
rango(A|b) = 2, polo que o sistema e compatible indeterminado. As soluciéns son
a?+3—2 —a?+3—=z
T = Y = ,2€R
2a 2a

Se b # a? 4 3, entén rango(A|b) = 3 e o sistema é incompatible.

As veces interesaranos resolver sistemas de ecuacions lineais que provefien dunha situacién de-
terminada, entén teremos que interpretar se as solucidns obtidas poden considerarse realmente solu-
cidns para a situacion que esteamos a tratar. Vemos un exemplo.

Exemplo 1.27 Unha empresa elabora tres produtos, A, B e C, que deben ser procesados cada un
por tres maquinas, I, II e III. Cada unidade de A requiere 3 horas de procesamento na mdquina I,
1 hora na mdquina II e 8 horas na maquina III. Cada unidade de B require 2 horas na miquina
I e 3 horas en cada unha das outras ddas, mentras cada unidade de C necesita 2, 4 e 2 horas nas
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maquinas respectivamente. Ademais disponse das maquinas I, IT e IIT por 900, 1200 e 1500 horas,
respectivamente. Cantas unidades (enteiras) de cada produto poden elaborarse usando todo o tempo
dispoiiible nas maquinas?

Se representamos por a, b, ¢ o nimero de unidades de cada un dos produtos A, B e C' que seran
elaborados, temos que se deben verificar as condicions:

3a +2b +2c¢ = 900
a +3b +4c = 1200
8a +3b +2c = 1500

3 2 2 3 2 2 900
Comorango (1 3 4| =rango |1 3 4 1200 | = 2, tratase de un sistema compatible
8 3 2 8 3 2 1500
indeterminado, e as infinitas soluciéns son:
2 2 -1
a:3007+ c7 b 7007 Oc,conceR

Pero destas infinitas soluciéns sé nos interesan os valores de a, b, ¢ que sexan nimeros enteiros

non negativos. Por exemplo ¢ = 0,b = 2790 4 — 3% ¢ ypha solucién do sistema pero non é unha
solucién valida.

T T T

Precisamos que ¢ sexa un nimero enteiro non negativo e que 300 + 2¢ e 2700 — 10c sexan
multiplos de 7, para que a e b sexan tamén niimeros enteiros. Notese que ademais débese verificar
2700 — 10c > 0, e dicir, 0 < ¢ < 270

Probando con ¢ = 0,1,... vemos que o primeiro que nos vale é ¢ = 4, que nosdaa = 44 e
b = 380. A partir de aqui deberemos ir sumando a 4 multiplos de 7, de xeito que os posibles valores

de ¢ son:
c=4,11,18,...,270

E dicir, ¢ = 4 + Tk, con k = 0,1,2,..., mentres obtefiamos ¢ < 270, o cal sucede para k < 38.
Asf temos 39 soluciéns posibles para o problema exposto:

a=44 b=380 c=4
a=46 b=370 c=11
a=48 b=360 c=18

a=120 b=0 c =270

Poderiamos cuestionarnos cal € a solucién que nos da o maior nimero total de unidades produci-
das. Se engadimos ds solucidns anteriores unha terceira columna co total de unidades, 7' = a+b+c,
temos:

a=44 b=380 c=4 T =428

a=46 b=370 c=11 T =427

a=48 b=360 c=18 T =426

a=120 b=0 c=270 T =390
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E vemos que a solucién que nos da o maior total de unidades (enteiras) producidas usando as
tres maquinas todo o tempo posible é a = 44,b = 380, ¢ = 4 con 428 unidades en total.

De feito, T" = %, polo que aumentando o valor de ¢ diminte o de 7°, por eso 7' € maximo
para o valor mdis pequeno de c.

Método de Gauss para calcular a inversa dunha matriz

Sexa A € M,,x,, unha matriz verificando det(A) # 0 e denotemos A™! = (wq|xa]...|z,)
ZL’lj
$2j " ., . 1 1 . .
onde z; = . ¢ a columna j-ésima de A~". Calcular A~" equivale a resolver o sistema
xnj

AA~Y = [, é dicir, o sistema A(xq|@a] ... |z,) = (A1 |Axa] ... |Azy,) =T

Equivalentemente, temos que resolver os n sistemas de ecuaciéns lineais, Az; = e; con e; a co-
lumna j-ésima da matriz identidade. Estes sistemas tefien a mesma matriz de coeficientes, a matriz A,
soamente varfa a columna de termos independentes e como det(A) # 0, todos tefien solucién dnica.
Ademais ao resolver estes sistemas polo método de Gauss fixdmonos s6 nos elementos da matriz de
coeficientes para decidir as operaciéns a realizar. Logo podémolos resolver conxuntamente, consi-
derando a matriz formada por ddas submatrices: a propia matriz A, que é a matriz de coeficientes
comun a tédolos sistemas, e a matriz identidade, que recolle as columnas de termos independentes
dos mencionados sistemas.

aiy a9 .. Qin 1 0 ... 0
a1 a9 . Q2p 01 ... 0
Ap1 Gp2  -o. Gpp|0 0 ... 1

Utilizando o método de Gauss, transformamos esta matriz primeiro nunha matriz coa primeira sub-
matriz triangular superior e despois noutra matriz con esta submatriz diagonal na forma:

1 0 ... 0 T11 T12 e Tqn
0 1 0 T2l T2 e Ton
0 0 ... 1lTpt ZTno ... Tpn

onde cada unha das n columnas tltimas serfa a tnica solucién do sistema Ax; = e;, € dicir, as n
columnas da matriz A~!. Asi, a matriz inversa de A é a segunda submatriz obtida finalmente:

i1 T12 ... Tin
T21 X22 ... T2n

Tnl Tp2 ... Tpn
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Exemplo 1.28 Na prictica, para calcular a inversa de A = podemos realizar as ope-

— o
O = =
=)

raciéns que seguen:

1 1 0[1 0 0 1 1 01 00
01 10 1 o™ (o 1 1fo 1 of PHEPH
10 1/0 0 1 0 -1 1/-1 0 1
1 101 00 1 101 00
o110 102301 1]0 1 o]y
0 0 2/-1 1 1 00 1/-3 % 3
1 101 0 0 1 0o 4 -1 1
01 ol L 1 _1 Fi—Fy—Fy 0105 2
2, 3 2 2, 2 3
1 1 1 1
00 1-5 5 3 00 -5 5 3
11 1
2 2 2
e, de aqui, temos que A~! = % % 7%
_11 1
2 2 2

Exercicios

18. Calcula, se € posible, a inversa de cada unha das seguintes matrices empregando o método de

Gauss:
1 3 3 1 2 -1 L2 10 1 0 2
00 1 2 2 1
1 4 3 01 2 01 3 3 1 9 2 1 0
1 3 4 1 1 2 00 0 1 01 1

19. Calcula o valor de a, b e ¢, sabendo que (2, 1, —1) é unha solucién do sistema

ar + by + cz=a+c
br—y+bz=a—b—c
cx — by + 2z=b

20. Multicines SUR ten tres salas, A, B e C. Os prezos de entrada ds salas son de 7, 8 e 9 euros,
respectivamente. Nun dfa determinado, a recadacién conxunta dos tres espacios foi de 1540
euros e o total de espectadores 200. Se se intercambiaran os espectadores das salas A e B,
a recadacion total terfase incrementado en 40 euros. Calcula o nimero de espectadores que
acudiron a cada unha das salas ese dia.
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21.

22.

23.

24.

25.

Antfa, Brais e Carmela deben repartir un premio en metdlico. Antia debe recibir 3000 € mais
que a media de Brais e Carmela, Brais debe recibir a media do que reciban as stas amigas e
Carmela debe recibir 3000 € menos que a media do que reciban Brais e Antia. Cantos euros
recibird Antia mdis que Brais? Se o premio é de 99000 €, canto recibird cada un?

A produtora cinematografica Filmtropia vai rodar tres peliculas nos préximos meses, unha de
tematica romantica, outra histdrica e unha terceira de accién. En cada unha debe contratar un
nimero predeterminado de actrices e actores e un nimero de intérpretes infantis que pode ser
variable. Cada dia de rodaxe ten asignada unha cantidade fixa para o pago dos honorarios a
tédolos intérpretes, este orzamento diario e a distribucion de intérpretes por pelicula figuran
no cadro adxunto.

Pelicula Romantica Histérica Accion
Actrices 1 4 3
Actores 2 4 2
Intérpretes infantis c 3c-3 2c-1
Orzamento diario (miles de €) 18 44 30

A retribucion dos actores e das actrices sera a mesma, e fixarase en funciéon do nimero de
intérpretes infantis que se contraten. Cal deberd ser o niimero de intérpretes infantis en cada
pelicula? Determina os honorarios de cada intérprete por xornada de traballo.

Dous produtos A e B compiten no mercado. As demandas z4 e xp destes produtos estan
relacionadas cos seus prezos P4 e Pp polas ecuacions de demanda x4 = 17 —2P4 + %PB e
xp =20—3Pp + %PA. As ecuacions da oferta, que dan os prezos aos cales x 4 € g estardn
dispofiibles no mercado, son P4 = 2+ 24 + 375 ¢ Pg = 2+ 3o + ;7.4. No punto de
equilibrio do mercado, dado que a demanda e a oferta deben ser iguais, deben satisfacerse as
catro ecuaciéns. Calcula os valores de equilibrio x 4, x5, Ps € Pp.

M. Rito é xerente dun hotel en Sanxenxo que ten en total 120 habitaciéns, que estiveron
ocupadas na sua totalidade no mes de xullo pasado. As reservas realizaronse por catro vias
diferentes: a través da web do hotel, dende a empresa turistica madrilefia Zarzuela, por unha
compaiiia de Abu Dhabi e a través de chamada telefénica directa.

No mes de agosto o hotel mantivose cheo, houbo a mesma cantidade de reservas por telé-
fono e via web que en xullo, pero a compafiia de Abu Dhabi cancelou tddalas sdas reservas
e a empresa madrilefia aumentou as sdas nun 50 %. En setembro s6 se ocuparon 90 habita-
cidns, as reservadas por teléfono duplicaronse, por via web mantiveronse estables, pero tanto
a compafifa de Abu Dhabi coma a empresa madrilefia renunciaron a tédalas stias reservas.

Anteriormente, no mes de xufio quedaran sen ocupar 42 habitacidns de xeito que, en referencia
ao mes de xullo, as reservas por teléfono e via web foron o 80 %, a compaiiia de Abu Dhabi
reservou o 60 % e a empresa madrilefia 0 30 %. Que cantidade de reservas se fixo cada mes a
través de cada unha das catro vias mencionadas?

Unha empresa fabrica cravos, parafusos e roscas, que deben pasar todos por unha maquina
cortadora, un torno e unha empaquetadora. Os cravos empaquétanse en caixas de 100 unidades
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26.

27.

que requiren un total de 6 minutos na cortadora e 4 minutos no torno por caixa. Os parafusos
empaquétanse en caixas de 50 unidades que requiren un total de 6 minutos na cortadora e 8
minutos no torno. As roscas empaquétanse en caixas de 50 unidades que requiren un total de 4
minutos na cortadora e 7 minutos no torno. Se a empaquetadora gasta medio minuto por caixa,
determina a producién nunha xornada de 5 horas para que se agoten os tempos dispoiiibles na
cortadora e no torno fabricando caixas completas. Canto tempo traballa a empaquetadora cada
xornada?

No taller de GUmersindo CHIvite fanse bolsos artesanalmente reciclando roupa usada. Este
material sepdrase en tres grupos: pano téxtil, peles (sintéticas e naturais) e pequenos lotes de
guarnicions (cremalleiras, boténs, corddns ... ).

Elaboran tres modelos de produto: bolsos, totebags e mochilas. Para facer un bolso precisanse
0.75 m? de tea, 0.75 m? de pel e un lote de guarniciéns. Para facer unha totebag precisanse
soamente 0.75 m? de tea e para facer unha mochila, dous metros cadrados de tea, 0.5 m? de
pel e tres lotes de guarnicions.

Acaba de chegar un contedor de roupa usada que xerard 210 m? de tea aproveitable, a quinta
parte de pel e 126 lotes de guarnicidns. Cantos bolsos, totebags e mochilas poderan facer con
este material? Cantos poderan facer con 7' m? de téxtil e as proporciéns correspondentes de
pel e guarniciéns?

Discute e resolve, nos casos en que sexa posible, os seguintes sistemas para tédolos posibles
valores dos pardmetros.

ax +y=1 ar + z=1

a) —r+ay+ z=1 b) z + ay=0
—r+y+az=1 Y+ az=2
r+ay+z=—1 z4+y+2=0

c) 20 +y+az= 0 d) T —ay+ 2z=0

T+ 2y + z=-1 r+y—az=1

e) B f) 4 4 2y + 5z=b
y+2=6 6x + 3y + 8z + at=1
2y — z=m
2r —my + 2z=m mz + (2+m?)y=1+m
g) 2z + 2y=0 h) my — z=1

2r+y —4z=m _
3¢ — y=11 } 2‘”+y+32+t“}

T+ y+z=m mz + 2y + (2m — 4)z=5
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mx + y=2m (m+1)x+ 2z=1
i) x4+ 2=0 ) (m+1z+y+z=m+1
x4+ my==0 (m+ 1)z +my+ (m—1)z=m

28. Resolve os sistemas:

4 2 2 2 2 T 1
4 2 0 0 0 T 0
0 —4 2 0 0 ]|®|=]|0
0 0 0 -4 2)\, 0
11 1 11 31 1
-1 0 1 11 ) 0
1 -1 0 11 a3 | = |0
-1 -1 -1 =10 )\, 0

1.4. Introducion a Matlab. Vectores e matrices con Matlab

En tdédolos capitulos deste manual, incluimos unha seccién na que damos unhas pequenas pin-
celadas sobre como resolver célculos relacionados coa materia tratada utilizando Matlab.

Preténdese dar a cofiecer ao alumnado o funcionamento basico do programa Matlab, de xeito
que poida utilizar este software individualmente para autocorrexirse ou axudarse na resolucion de
moitos dos exercicios propostos na clase.

O alumno debe darlle tanta importancia 4 mecdnica das sentenzas usadas como 4 comprension
dos resultados que Matlab nos ofrece, posto que de nada serve utilizar unha calculadora para facer
calculos se non se saben interpretar os resultados que esta nos amosa.

Operacions con matrices

As matrices en Matlab escribense entre corchetes. Os datos introdicense por filas. Os elementos
de cada fila sepdranse por espazos en branco ou comas. Ao final de cada fila marcase co punto e

5 -1 0 3 -1 0 1 ; } 2

coma. Asf,asmatrices A= (1 1 -2 4|,B= 1 -3 2 |eC=
-5 0 3
1 3 -7 5 -2 3 -5 1 —1 6

introddcense como:

A=[5 -1 0 3;1 1 -2 4;1 3 -7 5]
B=[-1 0 1;1 -3 2;-2 3 -5]
C=[ 1 10;214;-50 3;1 -1 6]
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A suma e o produto de matrices efectiianse usando os operadores + e *, respectivamente. A potencia
co operador ~, de xeito que A" 3 equivale ao produto matricial AxA«A. A trasposta dunha matriz
A calcilase engadindo 4 dereita un apéstrofe, A’ . As ordes det, inv e rank calculan, respectiva-
mente, o determinante, a inversa e o rango dunha matriz.

Se precisamos usar pardmetros necesitaremos definilos antes. Por exemplo, para crear a varia-

s . . . . . . 1 a
ble simbdlica a, debemos introducir syms a. Asi, para introducir a matriz M = <1 1_ a)
escribiremos:
syms a

M=[1 a;1 1-a]

Se quixésemos saber os valores de a que anulan o determinate de M, podemos usar a sentenza
solve:

D=det (M)
solve (D)

Exercicios

29. Para as matrices definidas anteriormente, calcula, cando sexa posible: A + B, 24t — C, A'B,
det(A), rango(A), B(Ct—A), det(B), det(C A), rango(C A), B™* A, (AC)~L, (AC)*— B3,
det(M), M~t e 3M?2.

1 a a° a
. a 1 a a? .
30. Calcula para que valor de a a matriz A = 00 1 a ten inversa.
a® 0 a 1
1 -1 1 a
. a 2a -1 1 .
31. Calcula para que valor de a a matriz B = 0 2 -1 1 ten inversa.
a 0 0 a
b a a a
. a b a a .
32. Calcula para que valores de a e b a matriz C' = 0 a b a ten inversa.
a a a b

Os vectores en Matlab considéranse como unha matriz fila. Por exemplo:
x=[1 2 -1], y=I[4, 2, -3]

O comando dot (x,y) devolve o produto escalar dos vectores x e y. Se x e y son vectores fila,
dot (x,y) é omesmo ca xxy’,onde y’ é o vector y°.

O produto escalar dos vectores x = (1,2, —1) e y = (4,2, —3) pode calcularse, pois, dun dos
dous xeitos seguintes:
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x=[1 2 -1], y=I[4, 2, -3]
dot (x,V)
xxy’

O resultado que nos devolve o programa en ambos os casos € 11.
Para calcular a norma dun vector x utilizaremos norm (x) . Para obter a distancia entre dous
puntos x e y podemos, pois, empregar a sentenza

norm(x-y)
1.5. Autoavaliacion

As seguintes cuestions tefien sé unha resposta correcta.

1. Para os vectores © = (1,1,1), v = (1,0,0) e w = (0,1, 1) unha das seguintes afirmaciéns é

FALSA.
a) u, v e w son linealmente dependentes. b)u=v+w
c)ue (1,0, —1) son linealmente independentes. ~ d) ||u|| =1

2. Sexan A = (_11 2) eB = (1 11 _01) . Unha das seguintes afirmacions € FALSA.

1 1 -
0 3
aBtA=[2 1 b)AB:(3 -1 _1)
0 -2 1
-1 -2
{0 3 9 -1 4
c)BA—<2 1) d) A® = 9 _1
2 1 2
. 0 1
3. O rango da matriz 11 1 vale: a)1 b)2 ¢)3 d)4
0 0
2 -3 )
4. Se A = (_2 3 ),enton

ayrango A =2 b) At =A c)Aésimétrica. d)det(4) =0

5. Sexa A € Mjy4. Pédese afirmar que

a)rango A <4 b) A pode ter 5 filas linealmente independentes.
c)det(4) >0 d)rangoA =4

6. Cal das seguintes afirmacions € FALSA?

1 2 -1 5 —1
ayrango(1 2 —-1] =1 b)rango|0 2 | =3
1 2 -1 1 3




26 Capitulo 1. Célculo matricial. Sistemas de ecuaciéns lineais.

. (m 1 .
7. Para que valores de m a matriz ( 1 1) ten inversa?

a)Sem=1 b)Sem#0 c)Sem#1 d)Sem# —1

3 m )
8. Se A = <1 1),enton

a) A é simétrica candom =0 b) A ten inversa cando m = 3
c)det(A) =0candom =3  d)rango A =1candom # 3

9. Sexa A € My tal que det(A) = 2. Cal das seguintes afirmacions é FALSA?

a) rango A = 2
b) rango A =4
¢) O sistema homoxéneo AX = 0 s6 ten a solucion trivial.

d) Osistema AX = b é compatible determinado, para todo b.

10. O sistema 2r+3y =13 }

—r4+y =1

a) ten ddas soluciéns, x =2ey = 3.

b) ten infinitas soluciéns, entre elas x = 2, y = 3.
c) é incompatible.

d) ten solucion unica.

T —2y+=z2

=0
11. O sistema —y+2z =1
rT4+z =2

a) é compatible determinado.  b) é compatible indeterminado.
¢) é incompatible. d) € homoxéneo.
12. Sexa Az = b un sistema de ecuacidns lineais. Se o sistema homoxéneo Az = 6 é compatible
determinado e existe z, € R"™ é tal que Az, = b, entén
a) x, é a tnica soluciéon de Az =60 b) Ax = b é compatible indeterminado.
¢) Az = b é incompatible. d) Az = b é compatible determinado.

13. Cal das seguintes afirmacions ¢ FALSA?

2 _
a) = 1, y = 0 é unha solucién do sistema rin(l+y) +y° =0 .
r+yy =1
2 _
b) rin(l+y) +y° =0 ¢é un sistema de ecuacions que non son lineais.
T+y =1
. z+y =7 |, . e . .

¢) O sistema 3y =2 ¢ un sistema de ecuacions lineais compatible determinado.
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d) O sistema 2;6__23 i g } ¢ un sistema de ecuaciéns lineais compatible indetermi-
nado.
d3r =3

14. Sobre as ecuacidns }, pédese afirmar que

y+z2=0

a) non forman un sistema.
b) forman un sistema compatible indeterminado.
¢) forman un sistema compatible determinado.

d) forman un sistema incompatible.
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Capitulo 1. Célculo matricial. Sistemas de ecuaciéns lineais.

1.6. Soluciéns dos exercicios propostos

3.
6] = 2v/2; 7l = (

1 _L)
V2T V2

— /17 e — (.4 _1_
||6|| - 177 ||§H - (\/ﬁa \/ﬁ?o)

7.N = a3 — 3a?b + 3ab® — 1
D1 = a% — 3a*b? + 24313

D2 =a(a—b)(a—c)(b—c)
D3 =a*—b*

D4 = abe

8.
a)r =0,z =a+ b+ c(dobre)
b) x =0 (dobre), zr = —a—b—c

r=a,x=b,x=—-a—0>
11. A7t = A2
12.
1 0 0 0
2 1 0 0
M?=1| 3 2 1 0
n n—1 n—2 2
1 1 1 1
1 2 2 2
MM!=| 1 2 3 3
1 2 3 n—1
n n—1 n—2
n—1 n—1 n-—2
MM=|n-2 n—-2 n-2
1 1

1
13. a) Param # 0,2

lell =55 e = (3 8)
_ . _h
Hh” - \/67 ] — (_

0

0

0

1

1

2

3

n

2 1
2 1
2 1
1 1

b) Paratodo m € R

15. a) Se m # 0, a matriz ten rango 3. Se m = 0, ten rango 1.
b) Se m # 3, a matriz ten rango 2. Se m = 3, ten rango 1.
¢) Se m # 2, a matriz ten rango 3. Se m = 2, ten rango 2.
d) Se m # 1, a matriz ten rango 3. Se m = 1, ten rango 1.

c) Param # 3,29

20. Acudiron 100 espectadores 4 sala A, 60 4 sala B e 40 4 sala C.

21. Antia recibird sempre 2000 € madis que Brais. Cando o premio é¢ 99000 €, Antia recibird
35000 €, Brais 33000 € e Carmela 31000 €.
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22. Debe haber 3 intérpretes infantis na pelicula romantica, 6 na histérica e 5 na de accién. Os
honorarios dos intérpretes adultos son de 4000 € diarios, e de 2000 € para os intérpretes infantis.

23.24=4,25 =6,P4 =8, Pp =6.

24. En xufio: 48 reservas via web, 9 da empresa madrilefia, 9 da compaiia de A.D. e 12 por
teléfono.

En xullo: 60 reservas via web, 30 da empresa madrilefia, 15 da compaiiia de A.D. e 15 por
teléfono.

En agosto: 60 reservas via web, 45 da empresa madrilefia, ningunha da compaififa de A.D. e 15
por teléfono.

En setembro: 60 reservas via web, ningunha da empresa madrilefia nin da compaififa de A.D. e
30 por teléfono.

25. A empaquetadora tsase 27 minutos cada xornada, para empaquetar 30 caixas de cravos, 12
de parafusos e 12 de roscas.

26. Co contedor que chegou pddense facer 36 bolsos, 164 totebags e 30 mochilas. En xeral, con

T m? de téxtil faranse %T bolsos, %T totebags e T'/7 mochilas.
28. 2, =1/4, 21 =1/8,..., 21 = 521

ap=lLa,1=-la,2=1,...,a0=(-1)", 1 =0

Solucions autoavaliacion. 1d, 2c, 3¢, 4d, 5a, 6b, 7c, 8c, 9a, 10d, 11a, 12d, 13d, 14b






Capitulo 2
Diagonalizacion de matrices e formas cadraticas.

Recollense neste capitulo algunhas propiedades das matrices cadradas que precisaremos para o
desenrolo da materia. Comezamos traballando cos conceptos de autovalor e autovector.

2.1. Autovalores e autovectores dunha matriz cadrada

Definicion 2.1 Diremos que un vector non nulo v € R™, v # 0, é un autovector (ou vector pro-
pio) da matriz A € M,,y,, se existe un niimero real \ de xeito que Avt = X\v'. A este valor \
chamdmoslle autovalor (ou valor propio) da matriz A.

Exemplo 2.2 Vexamos un par de exemplos sinxelos:

v = (2,1) é un autovector da matriz (; _21) asociado ao autovalor A = 3 porque

G2 0=6)=0)

2 2\ (-2)_ (4 _ (-2, o tamén & un autovalor de (2 2
9 1 4 = 8] = 4 ) €mos que amen € un autovalor de 2 _1)

ademais (1, —2) e (—2,4) son autovectores asociados a este mesmo autovalor.

Tense entén que A € R é un autovalor de A € M,,«,, se, e s6 se, existe un vector v € R”,
v # 0, de xeito que Avt = vt E dicir, se existe un vector non nulo, v € R™, de maneira que
(A — X))ot = 0.

Daquela, A € R ¢ un autovalor de A € M, «, se, e sO se, o sistema de ecuacions lineais
(A= AXI )1)t = 0 ten solucion distinta da trivial, € dicir, é compatible indeterminado. Polo teorema
de Rouché- Frobenius, isto equivale a dicir que det(A — AI) = 0. Esta propiedade permitiranos
calcular os autovalores dunha matriz cadrada.



32 Capitulo 2. Diagonalizacién de matrices e formas cadrdticas.

Proposicién 2.3 \ € R é un autovalor da matriz A € M, ., se, e s6 se, det(A — X\I) = 0, sendo
I a matriz identidade de orde n x n.

Observacion 2.4 Polo tanto, para calcular os autovalores da matriz A € M,,,, resolveremos a
ecuacion det(A — AI) = 0. Este determinante proporciona un polinomio en A que se denomina
polinomio caracteristico de A.

Daquela, unha matriz A € M,, ., ten, ao sumo, n autovalores reais. Podenos resultar util saber

que as matrices simétricas tefien tédolos seus autovalores reais.

Exemplos 2.5

Z

1. O polinomio caracteristico da matriz (; _21) é

2 2 1O\ _ o (2=-Xx 2 \_ .o
w2 2) A0 ) =a (3 ) -eoace

Logo os autovalores desta matriz son aqueles valores A € R tales que A — X\ — 6 = 0, é dicir,

A=3el=-2.
1 2 3
2. O polinomio caracteristicode | 3 1 2| ¢
2 31
1 2 3 1 00 1-A 2 3
det 31 2] -=Xx]0 1 0 = det 3 1-X 2
2 3 1 0 01 2 3 1-A

=X +3X2+ 150+ 18

Os autovalores desta matriz son aqueles nimeros reais A € R tales que —A\3+3A\2+15\+18 =
0. Entén, A = 6 € o dnico autovalor real desta matriz.

1 -3 3 1—-A -3 3
3.S A= (3 -5 3],enténdet(A—N)=| 3 —5—-A 3 | =-=A3+12)2+16.
6 —6 4 6 —6 4—-A

Dado que —\? + 12)\? + 16 = 0 se, e s6 se, A = —2 (con multiplicidade 2) ou A = 4, os
autovalores de A son —2 e 4.

Exercicios
a 0 0 a a 0 0
1. Se a,b,c € R, calcula os autovalores das matrices {0 b 0], |a a O]e < a) .
a 0
0 0 ¢ 0 0 b
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a =5
10 b
autovector asociado o autovalor A\ = —2. Cal € o outro autovalor desta matriz?

2. Dada a matriz T = ( , calcula os valores de a e b para que o vector (1,2) sexa

3. Comproba que o vector (1, 1) é autovector asociado 4 matriz <g§ :21) .

4. Comproba que os vectores (2, 2) e (0, —1) son autovectores asociados a (a f 9% 20 b> , sendo

a,b € R, a,b# 0. A que autovalores estdn asociados?

5. Calcula os autovalores das seguintes matrices:

130 10 0
A= B= 2 c:<31)
. 13

210 3 2 0 -7 5 5
A= 0 3 0 B=| -1 0 0 C=| -5 3 5
1 0 2 0 0 1 -5 5 3
3 0 0 1 0 0 1 0 0
D=0 4 0 E=11 2 0 F=1011
0 0 -1 2 2 4 0 0 2
-1 0 6
G=| -1 0 4 H:(g (2))
-1 0 4

2.2. Diagonalizacion de matrices

Definicion 2.6 Diremos que unha matriz cadrada A € M., «.,, é diagonalizable se existen unha
matriz diagonal D € M, v, e unha matriz inversible P € M, tales que A = PDP~!

As matrices diagonais tefien propiedades interesantes. Pédense multiplicar sen dificultade, os
seus determinantes calcilanse facilmente, podese determinar rapidamente se tales matrices tefien
inversa e, en caso afirmativo, as suas inversas son sinxelas de obter.

Se A é unha matriz diagonalizable, enton tamén é sinxelo calcular calquer potencia de A, xa que
como A = PDP~! tense que A¥ = PDP~'PDP~* k). ppP~1 = pDkp-1!

Nos non estudiaremos formalmente que condicidns se tefien que verificar para que unha matriz
sexa diagonalizable, pero si que as comentaremos.

Proposicion 2.7 Se A € M, ., é unha matriz con tédolos seus autovalores reais distintos, enton
A é diagonalizable.
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Ademais, o xeito de obter matrices P e D que diagonalizan unha matriz A que tefia tédolos seus
autovalores reais distintos € o seguinte: os elementos da diagonal principal da matriz diagonal D
son os autovalores de A e as columnas da matriz P son autovectores de A asociados a cada un dos
diferentes autovalores, colocados na mesma orde que estes. Como se verifica que os autovectores
asociados a autovalores distintos son linealmente independentes, esta matriz P ¢ inversible.

En xeral, resultan ser diagonalizables aquelas matrices que, tendo tédolos autovalores reais, po-
sien tamén tantos autovectores linealmente independentes como indica a multiplicidade do autovalor
ao que estdn asociados. As matrices P e D que a diagonalizan obtéfiense dun xeito similar.

Debemos saber que as matrices simétricas estdn nestas condicions e polo tanto son todas diago-
nalizables.

Exemplo 2.8 Consideremos a matriz real simétrica A = | —1 5 —1 |. Calcularemos A%°,

diagonalizando previamente A.

O polinomio caracteristico de A é det(A — ) = | 1 5—A =1 |=-X+11)\ -
1 -1 3-A
36\ + 36. Polo tanto, os autovalores de A son as soluciéns da ecuacién — A3 +11X\2 — 36\ +36 = 0,
é dicir 2, 3 e 6. Como os autovalores de A son distintos, entén A é diagonalizable, é dicir, existen
ddas matrices P, D tales que A = PDP~!. Para calculalas necesitamos un autovector asociado a
cada un dos autovalores de A.

Calculemos un autovector asociado o autovalor A = 2. Serd un vector v = (z,y, z), v # (0,0, 0),

T 0
verificando (A —2I) |y | = | 0], é dicir,
z 0
1 -1 1 T 0
-1 3 -1 y]l =10
1 -1 1 z 0
r—y+z =0
As coordenadas de v serdn as soluciéns do sistema —x + 3y —z =0 , distintas da solucidén
r—y+z =0
trivial. Asi y = 0,2 = —z, 2z € R son as soluciéns do sistema e v = (—z,0,2),z € R,z # 0 son

todolos autovectores asociados o autovalor A = 2. (Obsérvese que x = y = z = 0 é unha solucién
do sistema pero v = (0, 0,0) non é autovector de A)
Ast, por exemplo (1,0, —1) é un dos autovectores de A asociado o autovalor A = 2.

Do mesmo xeito obtemos, por exemplo, que (1, 1, 1) € un autovector asociado o autovalor A = 3
e (1,—2,1) é un autovector asociado o autovalor A = 6.

Entén temos, por exemplo,
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1 1 1\ /200 111
A=[0 1 =2]|0 3 0 0 1 2| =
-11 1)\0 06/ \-1 1 1
11 1Y\ /2 0 0\, 503
Lo—2) |03 0)=f2 2 2
-11 1/)\0 0 6 L o
Polo tanto
(1 1 1\ /20 0 0 B0
A =-10 1 =20 3° 0|2 2 2]|=
— 20
111 0 0 6 1 -2 1
220 320 620 3 0 -3
1
-1 0 3 —2.6*||2 2 2|=
920 20 20
2203 6 1 -9 1
L 3-220+2.3046%0 2.30-2.620 -3.2%04+2.3%46%
== 2.3%0 -2, 6% 2.3%0 44,62 2.3%0 -2 6%

0\—3.22042 304620 2.30_2 620 3 92049 3204620

219 + 319 + 619 319 —92. 619 _219 + 319 + 619
AP = 39 -2.6" 3Y44.69 392 6"
_219 + 319 + 619 319 —92. 619 219 + 319 + 619

Noétese que as matrices P e D non son Unicas, podemos cambiar a orde dos autovectores nas
columnas da matriz P, cambiando a sda vez a orde dos autovalores de forma axeitada na diagonal
da matriz D. Obtemos asf outras matrices que verifican igualmente A = PDP~!

Exercicios

7. Consideremos a matriz A = ( :13 ? ) Como sabemos, existe unha matriz P tal que A =

PDP~!, sendo D unha matriz diagonal formada polos autovalores de A.
a) Calcula os autovalores de A
b) Obtén os autovectores asociados a cada autovalor e obtén as matrices P e D.
c) Comproba que A = PDP~!
d) Calcula 420
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8. Consideremos a matriz M = —1 1 21 —0 1
0 -1 1
a) Calcula os autovalores de M
b) Obtén os autovectores asociados a cada autovalor.
¢) Atopa unha matriz B e unha matriz diagonal D tales que M = BDB™!
d) Calcula M35

-2 1 0
9. Comproba que a matriz A = 1 —2 0 | édiagonalizable e calcula A16
1 1 0
1k k"
10. Calcula |0 1 0| ,sendok € N.
0 0 1
21 30 k
2 6 2 2 1 3
11. Calcula.(0 _1) <2 _1) <3 1> ke N
2 0 0\ 10 0\" -1 2 —2\"
1 1 - -3 -2 0 01 -2 ,neN
1 -1 1 5 5 3 0 0 -1

12. Atopa unha matriz A € Mo da que (1, 3) sexa autovector asociado a A = 2 e (0,4) sexa
autovector asociado a A = —1. E unica esta matriz?

13. Atopa unha matriz A € M5 con autovalores 3 e 0, da que (1, 0) sexa autovector asociado a
A = 3. E Unica esta matriz?

Aplicaciéns a dinamica de procesos economicos

Entre as aplicaciéns do cdlculo de potencias de matrices cadradas estd a andlise da evolucién
no tempo dun modelo econémico. Consideramos unha situacién caracterizada polo estado de n
variables, representado por un vector X € R"™ cuxas compoiientes expresan os valores de cada
variable. Se a situacion evoluciona co tempo, modificando os valores en cada periodo, é posible que
a relacion entre os estados do sistema en dous periodos consecutivos, X; e X1, se exprese da
forma X;1; = AX,; onde A € M,,«,,. Polo tanto basta cofiecer o estado no periodo inicial X, para
calcular o estado no perfodo 4, que serfa X; = A’X,, posto que X; = AX; | = A?X; o= --- =
A?X,. Como acabamos de ver, este calculo simplificase moito se a matriz A é diagonalizable.

Tamén pode resultar de interese o estudo do comportamento a longo prazo, calculando o limite
cando 7 tende a infinito de A*X,.
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Exemplo 2.9

Nunha cidade hai ddas discotecas: Rux e Kioto. Un estudo de mercado reflicte que Rux conser-
vara de ano en ano o 40 % dos seus clientes, pasando o resto a ser clientes da outra disco e Kioto
tenderd a manter o 70 %, cambidndose o resto a Rux. Actualmente Rux ten unha media de 300
clientes e Kioto, 220. Se a tendencia continua, cantos clientes terd cada unha dentro de 5 anos?

Se denotamos por R os clientes que ten Rux nun determinado momento, por K os que ten Kioto
e por R’ e K’ os que terdn respectivamente despois dun ano, chegamos 4 seguinte relacion:

R =04R+0.3K

K' =0.6R+0.7K

Equivalentemente, en forma matricial temos:

(%) = (55 07) (%)

Polo tanto, como <0'4 03) <300) = (186> , ao cabo dun ano Rux tera 186 clientes e Kioto

0.6 0.7) \220 334
tera 334. 5
. 0.4 0.3 300 173.33 . )
Do mesmo xeito, como (0.6 0.7) (22()) = (346.66> , ao cabo de cinco anos Rux terd 173

clientes e Kioto terd 347.
Para simplificar este tltimo cdlculo poderiamos ver se a matriz que modela o proceso é diagona-
lizable, no noso contexto de traballo poderemos tamén usar Matlab para facer este tipo de calculos.

Exercicios

14. Feito un estudo anual sobre o habito de consumo de aceite de oliva en Galicia, veuse que o
80 % dos fogares nos que se consume aceite de oliva contindian a facelo ao cabo dun ano e que
040 % dos fogares que consumen outro tipo de aceite, ao cabo dun ano, comezan a consumir
aceite de oliva.

a) Plantexa un modelo matricial que permita saber como varia cada ano a porcentaxe de
fogares que consumen aceite de oliva.

b) En concreto, na nosa poboacién, 14000 fogares consumen actualmente aceite de oliva e
6000 consumen outros aceites. Indica que operacidén haberd que realizar para saber en
cantos fogares se consumird aceite de oliva dentro de 10 anos.

15. Nunha pequena cidade de 32500 habitantes hai un sé hipermercado e varios supermercados
pequenos. Realizado durante os ultimos dous anos un estudo da variacion trimestral dos clien-
tes, resulta que o 85 % dos clientes habituais do hipermercado seguen a selo o final do trimestre
e os que deixan de selo pasan a acudir habitualmente os supermercados pequenos. Dos clien-
tes habituais dos supermercados, permanecen sendoo o final do trimestre o 78 % e o resto
converténse en clientes habituais do hiper.
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16.

17.

18.

19.

a) Plantexa en forma matricial un modelo que represente a variacion na distribucion da
clientela.

b) Sabendo que actualmente a metade da poboacion son clientes habituais do hipermerca-
do, e supofiendo que se mantefia a tendencia estudada, indica a operacién que debemos
realizar para saber cal serd a distribucién da clientela dentro de catro anos.

Dudas marcas de tabaco controlan o mercado repartindoo na actualidade nun 60 % e 40 %. Os
consumidores da marca mdis exitosa son fieis nun 60 %, cambianse cada ano o 30 % e o resto
deixan de fumar. No caso da outra marca, permanecen fieis o 40 %, optan por cambiar de
marca outro 40 % e o resto deixan o tabaco. Cémo se repartird o mercado ao cabo de 5 anos
supoilendo que se mantefia esta tendencia?

Unha navieira ten a sda frota de barcos distribuida entre os portos de Barcelona, Mdlaga e
Mallorca. Dos barcos que a principio de cada mes estan en Barcelona, a final de mes sé volve
a metade, un 20 % vaise a Mélaga e o resto atraca no porto de Mallorca. Da frota de barcos
que esta a principio de mes en Mdlaga atépase, a fin de mes, un 20 % en Barcelona, un 40 %
en Mallorca e o resto volta a Mdlaga. Por ultimo, dos barcos que hai en Mallorca, un 80 %
regresa a0 mesmo porto e o resto dirixese a Barcelona.

Supoiiendo que o nimero total de barcos non varia, pidese:

a) Plantexa en forma matricial un modelo que represente a variacién na distribucién da
frota.

b) Sabendo que no instante actual hai 350, 500 e 200 barcos en Barcelona, Mdlaga e Ma-
llorca, respectivamente, determina o niimero de barcos que habera en cada porto ao cabo
de dous anos.

A empresa Bicitown xestiona o aluguer de bicicletas nunha pequena cidade costeira. Das bicis
que pola mafi estdn no casco vello da cidade, ao final do dia s6 se atopan a metade nesta zona,
un 15 % estd na zona nova e o resto estd na zona de praia. Das bicis que estdn a principio do
dia na zona nova atdpanse, 4 fin do dfa, un 30 % no casco vello, un 40 % na zona de praia e o
resto seguen na zona nova. Finalmente, das bicis que hai na zona costeira pola maiid, un 70 %
mantense na misma zona e o resto estd no casco vello ao finalizar o dia.

a) Plantexa en forma matricial un modelo que represente a variacién na distribucién das
bicis nas tres zonas da cidade.

b) Sabendo que esta mafid habia 400, 260 e 200 bicis no casco vello, na zona nova e nas
praias, respectivamente, indica a operacion que debemos realizar para saber como esta-
ran repartidas as bicis dentro de ddas semanas.

A poboacién activa dun pafs clasificase en tres categorias profesionais: técnicos superiores,
operarios cualificados e operarios non cualificados. Supéiiase que:
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= Cada traballador activo s6 ten un fillo.

= O 50 % dos fillos dos técnicos superiores tamén o son, o 25 % é operario cualificado e o
25 % restante é operario non cualificado.

= Os fillos dos operarios cualificados repartense entre as tres categorias segundo as por-
centaxes 30 %, 40 % e 30 %.

= Para os fillos de operarios non cualificados as proporciéns de reparto entre as categorias
son 50 %, 25 % e 25 %.

Pidese:
a) Plantexa en forma matricial un modelo que represente a distribucién da poboacién activa
do pais de xeracion en xeracion.
b) Cal serd a distribucién dos traballadores a longo prazo?

20. Nunha vila hai tres tafonas: Bopan, Maispan e Todopan. Realizado durante o dltimo ano un
estudo da variacién trimestral dos clientes, resulta que o 20 % dos clientes de Bopan seguen a
ser clientes ao final do trimestre, pasan a ser clientes de Maispan o 60 % e de Todopan o 20 %
restante. Dos clientes de Maispan, permanecen fieis ao final do trimestre o 50 % e cambian

a Bopan o 30 % e a Todopan o resto. Dos clientes de Todopan, permanecen fieis o 30 % e
cambian a Bopan o 30 % e a Maispan o resto.

a) Plantexa un modelo matricial que represente a variacion trimestral da clientela.

b) Sabendo que actualmente o 15 % dos habitantes consumen produtos procedentes de Bo-
pan, o 73 % son clientes de Todopan, mentres o resto consumen os produtos da outra
panaderia, e supofiendo que se mantefia esta tendencia, indica a operacién que debemos
realizar para saber cal serd a clientela de cada establecemento dentro de seis anos?

2.3. Formas cadraticas. Clasificacion

Estudamos neste epigrafe as formas cadréticas e a stia clasificacién. As propiedades aqui estuda-
das serdn fundamentais para os capitulos finais deste manual.

Definicion 2.10 Sexa A = (a;x) € My« unha matriz simétrica. Chdmase forma cadratica en
R™ asociada a A d aplicacion Q) : R™ — R definida por

n
Q1, ... wn) = (w1, xn) A1, . 20)" = Z @ik TiTk
i,k=1

Exemplos 2.11
. 2 -3 . .. 9
1. A matriz { ~ 3 5 determina a forma cadratica ): R — R,
2 =3\ (z T
Qz,y) = (v y) 3 5 )= (2z — 3y — 3z +5y) y =z(2x — 3y) + y(—3z +
5y) = 222 — 3y — 3wy + 5y? = 222 + 5y? — 6wy
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-3 2 1
2. Amatriz | 2 5 —1 | determina a forma cadritica @ : R> — R seguinte:
1 -1 0
-3 2 1 T
Qa,y,2)=(zyz) [ 2 5 —1||y|="--=-32"+5y+4day — 2yz + 222
1 -1 0 z

Observacion 2.12 Como vemos este proceso ¢ totalmente mecdnico e o resultado é xa previsible.
No sucesivo non deberemos realizar todas estas operacions para chegar 4 expresion da forma ca-
drética asociada a unha matriz simétrica, senén que o faremos directamente. Asi por exemplo a

matriz (? 36> , determina a forma cadrética, Q(z,y) = 222 — 6y? + 2xy. Reciprocamente, dada

a expresion alxébrica dunha forma cadratica podemos obter de xeito inmediato a matriz simétrica
asociada.

Definicion 2.13 Unha forma cadrdtica Q) en R™ (ou a matriz simétrica asociada) dise que é

1. definida positiva se Q(z) > 0, para todo x € R™, x # 0
2. semidefinida positiva se Q(z) > 0, para todo x € R™
3. definida negativa se Q(z) < 0, para todo x € R™, x # 0
4. semidefinida negativa se Q(z) < 0, para todo x € R™

5. non definida ou indefinida se existen x,y € R" tales que Q(x) < 0e Q(y) > 0

Observacion 2.14 Toda forma cadratica definida positiva é semidefinida positiva.

Toda forma cadrética definida negativa é semidefinida negativa.

A tnica forma cadratica semidefinida positiva e semidefinida negativa a un tempo € a asociada a
matriz nula.

Exemplos 2.15 1. A forma cadrdtica Q: R® — R, Q(z,y, z) = 222 + 5y% + 322 € definida
positiva.

2. A forma cadritica Q: R?> — R, Q(z,y) = 22 — y? ¢ indefinida porque, por exemplo,
Q(1,0) >0eQ(0,1) < 0.

3. A forma cadritica Q: R? — R, Q(z,y) = 2% — 22y + y* é semidefinida positiva porque
Q(x,y) = (x —y)? > 0, para todo (z,y) € R?. Esta forma cadratica non ¢ definida positiva
pois, por exemplo, Q(1,1) = 0.

Salvo formas cadréticas moi determinadas, non é doado ver directamente cal € o seu signo. En
xeral, para averigualo consideraremos dous métodos diferentes, segundo usemos os autovalores ou
os menores principais da matriz.
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Proposicion 2.16 Sexan A € M., ., a matriz simétrica asociada d forma cadrdtica () con autova-
lores \1, s, ..., \y. Verificase:

1. Q é definida positiva se, e s6 se, \1 > 0, Ay > 0,..., A, > 0.

2. Q ¢ semidefinida positiva se, e s6 se, \1 > 0, 3 > 0,..., A\, > 0.

3. Q é definida negativa se, e s6 se, A\ < 0, o < 0,..., )\, <O.

4. Q ¢é semidefinida negativa se, e so se, \1 < 0, 2 <0,..., )\, <0.

5. Q é indefinida se, e s6 se, existen i, k € {1,... ,n} tales que \; > 0 e A\, < 0.

Clasificar unha matriz segundo o seu signo utilizando os autovalores serd practico para as ma-
trices diagonais e tamén cando usemos software de cdlculo simbdlico. Noutros casos pode ser mdis
interesante o resultado que enunciamos a continuacion, que usa os menores principais da matriz.

Proposicion 2.17 Sexa A = (a;i,) € Myxn a matriz simétrica asociada d forma cadrdtica Q e

aiy - Qi
denotemos por D, =det | --- --- --- |, paratodor =1,---  n. Verificase:
a?"l ... a?"’r’
1. Q é definida positiva se, e so se, D, > 0, paratodor =1,... n.
2. Q é definida negativa se, e sé se, (—1)"D,. > 0, para todor =1,...,n.
3. Se D. >0, paratodor =1,..., n—1e D, =0, enton Q) é semidefinida positiva.
4. Se (—1)"D, > 0, paratodor =1,....,n—1e D, =0, enton Q é semidefinida negativa.
5. Se Q non é definida positiva nin definida negativa e det(A) # 0, entén Q ¢ indefinida.

Compre comentar que este tltimo resultado pode non decidir en certos casos, por exemplo para
unha matriz simétrica de orde 3 x 3 tal que D1 > 0, Do = D3 = 0, este resultado sé garante que a
matriz non € definida positiva nen definida negativa, pero non sabemos en cal dos outros tres casos se
atopa. Terfamos que recorrer aos autovalores que, en xeral, € un método mais fatigoso nos calculos,
pero sempre clasifica 4 matriz.

Exercicios

21. Indica cales das seguintes funcions son formas cadraticas:
a) F(z,y) = (v +2y)*

b) F(z,y) = (2% + 3y* + day, 2?)

o) Fla,y) = -2 —y* +ay +y

d) F(z,y,2) =ay — 22

e) F(z,y)=(x—2)%+ (y— )2 +4(z — 1)

—a3 4 2y% — 322

D Flay,z) = ———
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22. Escribe a expresion das formas cadraticas asociadas 4s matrices dos exercicios 7 e 8. Cal € o
seu signo?

23. Determina a matriz simétrica asociada a cada unha das seguintes formas cadrdticas e clasifi-

caas:
a) p(x,y) = 2% = 22y +y°
b) p(x,y,2) = 22 — 2y + y? + 22

x,y,2) = 22% — 3zy + y? + 2yz + 2o + 22

z,y, z,w) = 22 — 2zw + 3% + 22w + 22

o)y
d) ey

—~ N~

24. Clasifica, segundo o seu signo, as seguintes formas cadréticas:
a) Q(w,y,2) = —x? — 2y% — 422 — 22y — 222
b) Q(z,y) = 2 + 3y> + 4xy
©) Q(z,y) = =22 —y* +xy
d) Q(z,y,2) = 522 + y? + 922 + 4oy + 1222 + 6yz
e) Q(w,y,2) = 22 +2y? + 22 + 22y + 22
0 Q(z,y,2) = —2* — 4y* — 2> + 2zy
2 Q(z,y,2) = 2% +y? + 22y — 2yz — 22
25. Estuda, segundo os valores de a € R, o signo da forma cadrética Q(z,y, 2) = 222 + 2y% +
2% + daxy.

26. O obxectivo da politica fiscal do goberno basease na reducién do deficit piblico, para o que se
estd a estudar a posibilidade de introducir un imposto novo en funcién do pagado (ou devolto)
en concepto de imposto sobre a renda das persoas fisicas (R) e no imposto sobre o patrimonio
(P). Este novo imposto viria dado pola expresién T = 2R? + 4P? — 4PR. Esta disposto o
goberno a devolver cartos con este novo concepto tributario?

2.4. Autovalores con Matlab

A orde eig(A) calcula os autovalores (tanto reais coma complexos) da matriz A. Asi, por
exemplo, tecleando

A=[3 -1 1;-1 5 -1;1 -1 3]
eig(a)

3 -1 1
obtemos que os autovaloresde A= | —1 5 —1] son2,3,6.
1 -1 3

O signo dunha forma cadrética estd caracterizado polo signo dos autovalores da matriz simétrica
asociada. Asf, para calcular o signo da forma cadrética Q(z, y, z) = 222 + 4y? + 222 + 22y, vemos
o signo dos autovalores da matriz simétrica que a define coas ordes:
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A=[2 1 0;1 4 0;0 0 2], eig(d)

Posto que os tres autovalores son positivos, a forma cadrética € definida positiva.

Exercicios

27. Estuda o signo das formas cadréticas:
Q1 (x,y,2,t) = 22 + 9% + 22 + 12 + 2yz + 2yt + 22t

Qa(z,y,2,t) = y? + 22 — 4% + 22y + 2wz + 2yz + 4at

Q

3(21, 09, T3, 04) = 322 4+ 62124 + 23 + 20973 + 429wy + 62374 + 203 + 822
Qu(w1, 22,73, 24) = 723 + T23 + 403 — 42129 — 182123 — 42973

Qs (21, 2, w3, w4) = 227 + 23 + 323 — 323 + 8w314

(

Qo(x1, 2,73, T4, 5) = 5$%+x%+9:¢§—x£+3x§+4az1m2+12x1$3+6$2z3—$1$4+7$4$5

2.5. Autoavaliacion

As seguintes cuestions tefien s6 unha resposta correcta.

1. Cal dos seguintes NON ¢ autovector de A = (; Z) ?

a)(1,-1) b)(0,2) ¢ (1,0) d)(-2,2)

2. E X\ =0 un autovalor de A = ( _; _g )?

a) Non, porque o cero nunca pode ser un autovalor.
b) Non, porque det(A) = 0.

c) Si,porque(ig 73)(8):0(8)
d) Si,porque(ig 72)(3): (g)

3. Os autovalores da matriz A = (_22 ?) son:

a)—2el b)—2e—-6 c¢)0e2 d)—3e2

4. A matriz simétrica asociada 4 forma cadrética Q(w, y) = 322 — 2y? + 22y é

oG 5) () o) o)
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10.

. (=2 0\,
.Amatrlz<0 1)e

a) definida positiva.  b) definida negativa.  ¢) non definida.  d) semidefinida negativa.

-2 0 0
SeA=|1 0 -3 0 |,entén
0 0 =3
a) Os autovalores de A son: —2, —3,0. b) A é non definida.
¢) A é semidefinida negativa. d) A é definida negativa.
2 1 0

CAmatriz |1 -3 1 | é

0 1 -1

a) semidefinida positiva.  b) definida positiva.  c) definida negativa. ~ d) indefinida.

. Cal das seguintes matrices € indefinida?

100 11 2 -2 1 1 111
alo 20| w1t 1 0] ofl1 -1 1 dl1 2 2
00 3 2 0 4 1 1 -6 12 2

A forma cadritica Q(x,y, 2) = o + 5y? + 22 + 4oy — 2yz é
a) indefinida.  b) definida negativa.  ¢) semidefinida positiva.  d) definida positiva.

A forma cadritica Q(z,y, 2) = 2% + 3y? + 2% + 212 ¢

a) definida positiva.  b) semidefinida positiva.  c) definida negativa. ~ d) indefinida.
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2.6. Solucions dos exercicios propostos

2.a=8,b= —7.0 outro autovalor é A\ = 3

5. Para A: -2, 3, 4.
Para B: 1 (dobre), 3.
C non ten autovalores reais.

6.
Autovectores asociados a A para A = 2 (autovalor dobre): (0,0,2),z € R, z # 0
Autovectores asociados a A para A = 3: (z,z,z),x € R, 2 # 0

Autovectores asociados a B para A = 1 (autovalor dobre): (z, —xz,2), 2,z € R,z 2002 # 0
Autovectores asociados a B para A = 2: (2z, —x,0),z € R, x # 0

Autovectores asociados a C' para A = —2 (dobre): (22 + z,z,x + 2),z,z E R,z 002z #0
Autovectores asociados a C' para A = 3: (z,z,z), z € R,z # 0

Autovectores asociados a E para A = 4: (0,0,z),z € R, 2 # 0
Autovectores asociados a E para A = 2: (0, —x,2),z € R,x £ 0
Autovectores asociados a E para A = 1: (z, —2,0),z € R, x £ 0

Autovectores asociados a F' para A = 1 (autovalor dobre): (z,2,0),z € R, z # 0
Autovectores asociados a F' para A = 2: (0, x,2),z € R,z #0

Autovectores asociados a G para A = 0: (0,2,0),z € R, 2 # 0
Autovectores asociados a G para A = 2: (2z,z,2),x € R,z # 0
Autovectores asociados a G para A = 1: (3z,z,2),x € R,z # 0

11.
1 3\" /=1 1\ ((=2F 0\ 1 /=1 1\ 1 [(-2)k+4k 4k (2
<3 1> *<1 1)( 0 4k>§<1 1)*5 4k — (—2)* (—2)’€+4’€)
2 0 0\ /0 0 2\ /2° 0 0 o -1 1
1 1 -1 ] =[|-111 000—%%%:
1 -1 1 1 11 0 0 2°/\ 4 0 0
200 0
_ 249 249 _249

249 _249 249

-2 =27 I senépar
01 -2 =
00 —1 {A se n € impar

12. A tnica matriz posible é <§ _01)
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13. Calqueira matriz da forma <3 ) ,paraa € R

a
0 0
10

14, (0.8 0.4) (14) _ (13.33)
0.2 0.6 6 6.66
Dentro de 10 anos, 13333 fogares consumirdn aceite de oliva.
s (0.85 0.22) 10 (16225) _ (19322)
“\0.15 0.78 16225 13178
Dentro de catro anos 19322 habitantes serdn clientes habituais do hipermercado e 13178 habi-
tantes dos supermercados pequenos.

6 (0.6 0.4>5 <0.6> _ (0.2856)
“\0.3 04 0.4 0.1860
Pasados 5 anos, dos fumadores que habia inicialmente, o 28.56 % consumen a marca A e o
18.6 % consumen a marca B. O restante 52.84 % deixan de fumar. O mercado existente en 5 anos

repartirase nun 60.56 %, para a marca A, e 39.44 %, para a marca B.
24

0.5 0.2 0.2 350 300

17.102 04 O 500 | = | 100
0.3 0.4 0.8 200 650

Ao cabo de dous anos, haberd 300 barcos en Barcelona, 100 en Mélaga e 650 en Mallorca.
05 0.3 0.3\ /400 322.5

18.{0.15 0.3 0 260 | = 69.1
0.35 04 0.7 200 468.39

Dentro de duas semanas habera 323 bicis no casco vello, 69 na zona nova e 468 nas praias.
02 03 03\ /15 27.27

20. { 0.6 0.5 0.4 121 = | 50.5
0.2 02 0.3 73 22.22

Pasados seis anos, 0 27 % seran clientes de Bopan, o 51 % de Maispan e o 22 % de Todopan.

23.
a) Semidefinida positiva.
b) Semidefinida positiva.
¢) Indefinida.
d) Indefinida.
24.
a) Definida negativa.  b) Indefinida.
¢) Definida negativa.  d) Semidefinida positiva.
e) Definida positiva. ) Definida negativa.
¢) Indefinida.

26. T é unha forma cadrética definida positiva, polo que T'(R, P) > 0 para todo (R, P) # (0,0),
asf que nunca se devolverdn cartos, sempre se pagard, salvo cando P = R = 0, que non se paga nen
se devolve nada.

Solucions autoavaliacion. 1c, 2d, 3d, 4b, 5¢c, 6d, 7d, 8b, 9¢, 10b



Capitulo 3
Funcions reais de variable real. Limites e continuidade.

Comezamos este capitulo repasando conceptos bdsicos sobre funciéns dunha variable, prestando
especial atencién 4s gréficas das funcidns elementais. Serd moi importante adquirir competencias na
interpretacion gréfica de moitos dos conceptos que aparecerdn no desenvolvemento desta e doutras
materias. Sentamos aqui as bases para adquirir tales habilidades.

3.1. Funcions reais de variable real: Dominio, rango e operaciéns

Definicion 3.1 Unha funcion real de variable real é calquera aplicacion do tipo f: D C R — R.
O conxunto D denominase dominio da funcién f. Cando o dominio da funcién non se especifica
enténdese que é o maior posible.
O conxunto Im f = {f(z) : © € D} chdmase rango ou imaxe da funcion f.

Exemplos 3.2 1. Se nos dan a funcién f(xz) = = + 3, enténdese que o seu dominio é todo o
conxunto R, sen embargo, se nos dan f: [2,10] — R, f(z) = z + 3, enténdese que o seu
dominio é o intervalo [2, 10]. Calquera funcién pédese considerar definida no maior dominio
posible ou restrinxida a un conxunto mais pequeno.

2. Se nos dan a funcién h(x) = v/z + 2, enténdese que o seu dominio é o maior posible, isto &,
oconxunto D = {z € R: z +2 > 0} = [-2, +00)

3. As funcidns polinémicas son aquelas que vefien dadas por unha expresién polinémica, como
por exemplo f(z) = 32° — 72* 4+ 2z — 2 ou g(z) = 2% — 52® 4 2z. Estdn definidas en todo
o conxunto R.

4. As funciéns racionais son aquelas que vefien dadas por un cociente de dias expresidns poli-
z . 57 27 z .
némicas, como por exemplo f(z) = WTLBQ Estdn definidas no conxunto formado polos

ndmeros reais que non anulan o denominador. No noso exemplo, o dominio de f é Domf =
R\ {-3,3}.

5. Obviamente, non tédalas funciéns veilen determinadas pola mesma expresion para tédolos
valores do seu dominio. Tamén son exemplos de funcidns reais de variable real as seguintes:

9% 42 <1 4 — g2 sex <0
Fay=4""2 %"= " Gu)={ 4-2 s0<a<4
S ser > In(x —3) sex >4
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Definicion 3.3 Diremos que f: D C R — R é unha funcién limitada se o seu rango é un conxunto
limitado, é dicir, se existen m, M € R tales que m < f(x) < M, para todo x € D.

Exemplos 3.4

1. A funcién f(z) = li% ¢ limitada pois 0 < 22 < 1+ 22, entén 0 < 141—% < 1 para todo

. ) .. Ed 4
z € R. Do mesmo xeito tamén son limitadas f(z) = 35 ou g(x) = %

2. A funcién f(z) = 22 non é limitada porque, para todo M > 0, sempre é posible atopar
7, € R de xeito que 22 > M. De feito, o seu rango é [0, +00)

3. Orango da funcién f(z) =x+3éIm f =Reode h(zx) = Vz+2éImh = [0, +00). Polo
tanto ningunha delas € unha funcién limitada.

Operacions con funcions. Pédense definir distintas operacidns, de xeito natural, con dias funcions
fLg:DCR—=R:

w Suma: (f + g)(x) = f(x) + g(z), para todo x € D.
= Produto por un niimero: (rf)(x) = rf(z), paratodox € D,r € R.

= Produto: (fg)(z) = f(x)g(x), paratodo z € D.

f(z)
g(x)

= Cociente: i(x) = , para todo x € D tal que g(x) # 0.
= Composicion: se h: B C R — Re, ademais, f(D) C B, definese a composicién das funciéns
fehpor(ho f)(z)=h(f(x)), paratodo z € D.

= Inversa dunha funcién f inxectiva: é outra funcién f=1: Im(f) C R R definida como
fY(y) = z se, e sé se, f(x) = y. Obviamente, verificase (f Lo f)(z) =z e (fof 1) (y) =
y, paratodo x € D, paratodo y € Im f.

3.2. Graficas das funcions elementais dunha variable

Definicion 3.5 Chamamos grafica dunha funcion f: D C R — R d representacion no plano do
subconxunto de R?, {(z, f(x)) : x € D}

Debemos cofiecer moi ben como son as graficas das chamadas funcidns elementais, as funcidns
mdis sinxelas, que referimos a continuacion.

RECTAS: Se f é unha funcién polinémica de grao un, f(x) = ax +b, a sia grafica é unha recta.
A pendente da recta, isto €, a tanxente do dngulo que forma co eixe X, € o valor a. Asi por exemplo,
a grificade f(z) = = + 2 é unha recta con pendente 1.

As funcidns polindmicas de grao cero, isto €, as funcidns constantes, correspondense con graficas
de rectas paralelas ao eixe de abscisas, por exemplo a gréfica de f(z) = 7 é a recta paralela o eixe
X na altura 7 do eixe Y. As rectas paralelas ao eixe de ordenadas non se corresponden con graficas
de funcidns, pero responden 4 ecuacién x = cte., por exemplo x = 3.
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Y ) =3
/y=$+2

Figura 3.1: Exemplos de representacion de rectas.

Seranos de utilidade recordar que a ecuacién da recta que pasa polo punto (z,, y,) € ten pendente
méy—y, = m(x — x,). Por exemplo a recta que pasa polo punto (1,2) e ten pendente m = 3
corresponde & ecuacién y — 2 = 3(z — 1), é dicir, y = 3z — 1

PARABOLAS: Se f € unha funcién polinémica de grao dous, f(x) = ax?+bx+c,cona #0,a
sta grafica é unha pardbola con eixe paralelo ao de ordenadas. As ramas da pardbola estdn orientadas
cara arriba se a > 0, e cara abaixo se a < 0. O vértice da parabola localizase en v, = ;—f Cales son
os puntos de corte dunha parabola co eixe X ?

Por exemplo, a grifica de f(z) = 322 + 12z + 9 € unha pardbola con eixe paralelo ao eixe Y,
ramas orientadas cara arriba e vértice en v, = _T}Q = —2. Como f(—2) = —3, o vértice é o punto
(—2, —3). Ademais, como 322 + 12z + 9 = 0 cando z = —1 ou x = —3, a pardbola corta o eixe X

en (—1,0)e (—3,0)

y=3x2+12x 49 /
/
V4 S

Figura 3.2: Exemplos de representacion de pardbolas.

As parabolas con eixe paralelo ao de ordenadas non se corresponden con graficas de funcions,
pero responden 4 ecuacién x = ay? + by + ¢, con a # 0.

Por exemplo # = y? — 3 corresponde a unha pardbola con eixe paralelo ao eixe X, ramas
orientadas cara a dereita e vértice en v, = % = 0. Como para y = 0, substituindo na ecuacién temos
x = —3, 0 vértice é o punto (—3,0). Ademais, como y> — 3 = O candoy = v/3ouy = —/3,a
pardbola corta o eixe Y en (0,v/3) e (0, —v/3)

FUNCIONS POTENCIAIS: Son as funciéns da forma f(z) = x* con a € R, e tefien un
comportamento moi diferente dependendo do valor de a. Comentamos as madis relevantes. No caso
de expofiente natural, f(x) = 2™, n € N, segundo n sexa par ou impar temos dous tipos de gréficas:
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n par n impar

Figura3.3: f(z) =2",n € N

n 1

No caso de expofiente negativo f(x) = ™" = —,n € N, f non estd definida se x = 0 e temos
tamén dous tipos de graficas segundo n sexa par ou impar:

v par n impar

Figura3.4: f(z) =1/2",n € N

Cando temos expofientes racionais, estas expresions poden transformarse en raices. En concreto
interésannos as funciéns do tipo f(z) = /" = {/z,n € N, e tamén debemos distinguir entre que
n sexa par ou impar. Ademais cando n é par o dominio de f(x) = {/x € [0, +00), mentres que se n
é impar f estd definida en todo R.

n par n impar

Figura 3.5: f(z) = ¢z,n € N

FUNCION VALOR ABSOLUTO: representamos a grifica de y = |z|

Lembramos que o valor absoluto dun nimero real z € R definese como ese mesmo nimero,
r sex >0

cando € positivo, e 0 seu oposto cando non o é. Asi, |z| =
—x sex <0
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Unha propiedade que usaremos a mitdo: para a,b € R, |a| < b <= —b<a <b.

FUNCION EXPONENCIAL: representamos as graficas de y = ¢* e y = ¢~ *
Paraa € R,a > 0, se ademais @ > 1 a grificade y = ¢ ésimilardadey = e®,esea < 1l a
grificade y = a” é similardde y = e™”

Algunhas particularidades que debemos saber do nimero e: definese como o limite da sucesién
n
de niimeros reais { (1 + %) } ={2,9/4,64/27. ..}, ademais é un nimero irracional entre 2 e
neN

3, mdis concretamente e ~ 2.7182818.. . ., e é a base do logaritmo neperiano, de xeito que In(a) = b
significa que e® = a.
Como consecuencia tense que: In(e®) = b, e(®) = a, In(ac) = In(a) + In(c), In(a/c) =

In(a) — In(c), In(a®) = bln(a), para a,c > 0.

FUNCION LOGARITMICA: é a funcién inversa da exponencial. Representamos a grafica de
y = In(x). Nétese que o seu dominio é o conxunto (0, +00).

y =In(z)

/

1

CIRCUNFERENCIAS: Finalmente, ainda que non se trata propiamente da grafica dunha fun-
cién, debemos recordar que os puntos que verifican a ecuacién (z — a)? + (y — b)2 = 72 son os da
circunferencia de centro (a, b) e raio 7.

Por exemplo, os puntos que verifican a ecuacién 22 + 52 = 4 son os da circunferencia de centro
(0,0) e raio 7 = 2 e os que verifican (x — 1)2 + (y + 2)? = 5 son os da circunferencia de centro
(1, —2) e raio v/5.
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(x—a)? + (y—b)2 =2

)

Figura 3.6: Circunferencia de centro (a, b) e raio r.

Translaciéns e simetrias de graficas

Determinadas operaciéns alxébricas nas funcidns resultan en translaciéns das sdas gréficas. Asi,
por exemplo, dada unha funcién f, a grifica de g(z) = f(z) + 2 obtense da de f “subindoa en
bloque” ddas unidades. Analogamente, a gréfica da funcién h(z) = f(zr — 1) obtense da de f
“arrastrandoa cara a dereita” unha unidade.

! f(@) +2 1)

A gréfica de p(z) = — f(x) é a imaxe especular sobre o eixe X da de f e a gréfica de ¢(z) =
f(—z) é aimaxe especular sobre o eixe Y da de f.

Se f € inxectiva, a grafica da sua inversa € a imaxe especular sobre a bisectriz y = x dade f, é
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dicir, intercambiamos os eixes, como ocorre, por exemplo, coas funciéns exponencial e logaritmica.
E interesante entender esta relacion posto que en Teoria Econdmica, tradicionalmente, o eixe no que
se representa a variable independente € o de abscisas e non o de ordenadas.

Exercicios

1. Determina o dominio das seguintes funcidns:
flz) = ﬁ g(x) = |z — 3| h(z) =+5+2x k(zx)=V5+2zx
I(z) =In(5 —2?) m(z) =In(5+22) nx)=-——F=2= p)= ﬁ

1—x
2. Os aforros en euros de Mucha Hucha no periodo 2015-2021 vefien dados pola funcién A(t) =
65t3 — 510t2 4 4320, onde o tempo midese en anos e ¢ = 0 corresponde ao un de xaneiro de
2015. Ademais de facer os calculos que se piden a continuacion, interprétaos na grafica.

Miles de euros

a) Calcula A(1) e di que representa.

b) Canto tifia aforrado Mucha o un de xullo de 2016?

¢) Calcula os aforros que tifia ao principio e ao final do periodo 2015-2021.
d) Calcula o incremento dos aforros no ultimo medio ano.

e) Calcula o periodo aproximado no que Mucha estivo en nimeros vermellos.

3. Afébrica Alume produce diariamente ¢ toneladas de pellets de biomasa. O custo da producién
vén dado pola funcién C(q) representada na grafica adxunta.

a) Calcula o custo da producién actual sabendo que é de 4 toneladas.

b) Calcula o custo medio de producir unha tonelada na actualidade.

¢) Se se aumenta o nivel de producién, aumentara o custo?

d) O custo de producir unha tonelada mais é sempre o mesmo?

e) Cando crece mdis lentamente o custo, para produciéns pequenas ou grandes?

f) Cantas toneladas se producen con 500 €?
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Miles de euros
—
T

0 0 2 4 6 8 10
Toneladas

. Cal € a ecuacién da recta que pasa por (0,0) e (3,1)? E a da que une (1,—1) con (0,2)?

Calcula a ecuacién da recta que pasa por (—2,1) e é paralelaa y = 4z — 1.

. Representa os puntos que verifican cada unha das seguintes ecuacions:

a)2x+3y=5 b)dr—y=38 Oy—3x+2)=7 d)bx;+x2=10

e r+y’=5 Ny*’=9—-(2—-4)?2 gy=9—(r—4)? h)yzas=3

. Mercamos un coche de segunda man hai tres anos por 20000 € e ten neste momento un

valor de mercado de 18000 €. Supoiiendo que o valor de mercado baixa linealmente, atopa a
funcién que dé a relacidn entre os anos transcorridos dende a compra do coche e o seu valor
de mercado. Cal serd este valor dentro de 4 anos?

. Representa graficamente as seguintes funcions:

a)y:3—|—x4 b)y:x—i5 c)y:e"”‘ d)y:?—gv2
e)y = In(|z]) Hy=4—|z] 2y = [z* — 6z +9| h) y = In(—2)
Dy=2+(x—-3)* jy=+v3—22 K) G(z) =12 — 22 — 2 D f(z)="1"

mh(r) =242 mg@)=2*+1 #)G)=|2%—dz — 6| o)g(x)zi—z

D=3+ % @A) =2l(p) 0h) =~ 1)

8. Representa graficamente as seguintes funcions:

3% sex <0 (%)I sex <0
F(z) = 1 se0<z<1 Gz)=< 1-2z sel0<z<l
1+In(z) sex>1 In(z) =1 sex>1

=2 sex<0
H(z)=<3x—-2 se0<z<1
1/1’3 sex > 1
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Escribe as expresions que definen as funcidns f e g cuxas graficas son:

(2,2)

A poboacién de bacterias nunha mostra evoluciona segundo a funcién f(t) = —t2 + 4t + 12,
onde ¢ corresponde ao nimero de semanas dende o inicio do experimento e f(¢) é o nimero
de individuos que compoiien a mostra, en milléns de unidades.

a) Debuxa a gréfica de f e interprétaa.

b) Cal é o nimero de bacterias que hai ao inicio do experimento? Haberd a mesma cantidade
nalguin outro momento?

c) Cantas semanas pasardn ata que desaparezan as bacterias?

d) Cal serd o nimero médximo de individuos da mostra, e cando se producird?

A funcién B(p) = ap? + bp + c describe os beneficios dunha empresa de transporte de
viaxeiros, onde p € o prezo que cobra a empresa por cada viaxe. Sabemos que se se cobran
40 euros por viaxe, os beneficios son 19000 €. Ademais, se aumentamos o prezo nun 25 %, o
beneficio obtido é o0 mdximo, 20000 €. Determina os valores de a, b e c.

O efecto dun medicamento vén dado pola expresion E(¢) = 110¢(12 — ), mentres E(t) sexa
positivo, despois enténdese que o efecto desaparece, onde o tempo ¢ expresa 0s meses transco-
rridos dende a inxesta do medicamento. Cando se produce o mellor efecto do medicamento?
En que periodos aumenta e diminte o efecto? Durante canto tempo fai efecto?

Supoiiamos que os consumidores compran ¢ unidades dun produto cando o prezo de cada un
é de 20 — 0.1¢ €. Cantas unidades deben venderse para que os ingresos por vendas non sexan
inferiores a 750 €7? Cal é o maximo de ingresos que se pode esperar obter?

Unha empresa de investigacion de mercados estima que ¢t meses despois da introducién dun

novo produto, F(t) = 5t(18 — t) miles de familias utilizardno. Estima o momento en que o

mdximo nimero de familias utilizardn o produto. Cantas serdn?

Despois dunha campaiia de publicidade o ingreso semanal en miles de euros dunha compaiiia
vén dada pola funcién I(t) = 200e~*/*. Canto eran os ingresos da compaiifa ao inicio da
campaiia publicitaria? Que ingresos tifia despois dun mes? Cando tivo 100000 € de ingresos?
Resulta eficaz a campaiia publicitaria?
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16

17.

18.

19.

20.

21.

3.3.

. Calcula o prezo de equilibrio dun produto con funcién de oferta S(p) = 15p e funcién de
demanda D(p) = 12})& — 30. Cal é a demanda no equilibrio? Para que prezo a demanda
triplica a oferta?

A rendibilidade dunha empresa, expresada en porcentaxe, depende da cota de mercado do ben
producido, m, segundo a funcién R(m) = —0.05m2 + 3.6m — 35. Que cota de mercado
maximiza a rendibilidade da empresa? Cal € a rendibilidade maxima?

Unha mdquina que custou 60000 € deprecia o seu valor de mercado nun 15 % anualmente.
Canto vale 4 anos despois de mercala? Despois de cantos anos de mercala o seu valor € inferior
a 20000 €7

A depreciacion por saldo decrecente supon que un ben perde o seu valor mais rapido ao co-
mezo da sta vida que posteriormente. Unha porcentaxe fixa do valor restarase cada ano. Su-
poilendo que o valor inicial dun artigo é C' euros e a sda vida ttil € de NV anos, o valor, V' (en
euros), do artigo ao cabo de n anos vén dado por V(n) = C(1 — 1/N)", o que significa que
cada ano ten unha depreciacién do 100/N % sobre o anterior. Se se mercou unha fotocopia-
dora nova por 1495 € e ten unha vida til de 5 anos, despois de cantos anos o seu valor cae
por debaixo dos 800 €?

Na época de colleita nunha plantacién de arandos, os quilos recollidos por dia, q, dependen do
nimero de empregados, m, onde ¢(m) = 30m — %2 Se o ingreso total recibido pola venda
de g quilos vén dado por r(q) = 6q + % euros, determina 7 o ¢ e explica o que describe esta

funcién? Calcula (7 o ¢)(10) e interpreta o resultado.

A empresa cosmética Potingues fabrica un novo serum, o custo de producir ¢ centos de uni-
dades vén dado pola funcién de custos C(q) = ¢* — 2¢ + 20. Ademais D(p) = 20 — §
corresponde 4 demanda (en centos de unidades) dos consumidores en relacién ao prezo de
venda.

a) Calcula a composicion C' o D e interprétaa.
b) Calcula a funcién de beneficios B. Que significado ten o célculo de B(20)?

¢) Por outra parte, un estudo dos prezos de venda de produtos similares doutras marcas revela
que o prezo de venda medio vén dado por P(c) = 20 4 12¢, onde ¢ € (0, 1) é un indice que
mide a calidade do produto. Calcula a composicién D o P e interprétaa. Que significado ten o
célculo de (D o P)(0.5)? A demanda aumenta ou diminde ao mellorar a calidade do produto?

Limites e continuidade de funcions reais de variable real

Estudaremos nesta seccién aspectos xerais do comportamento das funciéns reais de variable

real.

O concepto de limite prové unha estupenda terminoloxia para describir este comportamento.

Usaremos tamén este concepto para estudar o comportamento asintético dalgunhas funcidns.
Comezamos coa definicién mdis bdsica de limite para funciéns, ainda que na practica non pro-
fundizaremos no cdlculo de limites, sendn que nos centraremos na sda interpretaciéon xeométrica.
No que segue, denotaremos por I calquera intervalo en R e por x,, € I’ calquera ndimero real x,,
ao que nos podemos achegar con puntos de I.
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Definicion 3.6 Sexan f: I CR - R, z, €I’ el € R.
Diremos que { é o limite da funcioén f no punto x, (e dendtase lim f(x) = {) se, para cada
T—To

e >0, existe 6 > 0 tal que se x € I, x # x,, d(x,x,) < 0, se verifica que d(f(x),?) < e.

Polo tanto o concepto lim f(z) = ¢ reflicte a idea de que, conforme x toma valores cada vez
T—T,

mdis proximos a x,, as sias imaxes estdn tan cerca de £ como queiramos.

Exemplos 3.7 1. Se f é afuncién constante f(x) = 7,entén lim f(x) =7, paratodo z, € R.
T—T,

En xeral, se f(z) = k, entén lim f(x) = k, para todo z, € R.
T—T,

2. Se f(x) = x, paratodo = € R, entén lim f(z) = z,, para todo z, € R.

T—T,

Observacions 3.8

1. Se na definicién 3.6, substituimos « # x, por z < x,, estariamos estudando o comportamento
da funcion f cando x se achega a z, exclusivamente con valores menores ca x,,. Este concepto

denominase limite pola esquerda da funcion f no punto z, e dendtase lim f(x).
T—=T,

Analogamente, se na mesma definicién substituimos x # x,, por © > x,, estariamos estu-
dando o comportamento da funcién f cando x se achega a x,, con valores maiores ca x,,. Este

concepto denominase limite pola dereita da funcién f no punto z, e dendtase lim f(x).
+
T,

Verificase que f ten limite no punto z, se, e s6 se, existen os limites laterais de f en x, e
coinciden.
. o » 322 sex <0 3
2. Asi, por exemplo, o limite da funcién f(x) = >0 no punto z, = 0 é 0 porque
T sex >

lim f(z) = lim 32° =0e lim f(z) = lim 2 = 0.Logo lim f(z) =0
z—0+ z—0

z—0~ z—0~ z—0t
2 ser <2
3. Consideremos a funcién f(z) = . . Tense que lim f(z) non existe porque
3 sex > 2. z—2
lim f(z)=3e lim f(x)=2.
z—2t f( ) T2~ f( )
4. Dada a funcién f(z) = '+, tense que lim f(z) = lim e& = 1 e lim f(z) =
. z—0~ x—0~ x—07t
lim e= = e. Daquela, o lim f(x) non existe.
z—0+ z—0

Outros conceptos que nos importan referentes ao comportamento das funciéns son, por exemplo,
a tendencia das imaxes a medrar cada vez madis conforme x se achega a un valor concreto, ou a
achegarse a un valor ¢ cando x medra indefinidamente.

Definicion 3.9 Sexan f: I C R — R e x, € I'. Diremos que [ ten limite +oco no punto x, (e
dendtase lim f(x) = +o0) se, para todo M € R, existe 6 > 0 tal que, para cada x € I, x # x,,
T—T,

d(x,x,) < §, severifica que f(x) > M.
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Dun xeito andlogo definense os conceptos ll)m f(z) = —c0 e, se I é un intervalo non limitado,
lim f(z) = —o0.
T——00

Exemplos 3.10 Algtins exemplos concretos:

a)lim & =400 b) lim L=0 ¢) lim =0 d) 1im L non existe
2—0 17l z—+o00 ¥ z——o00 T z—0 7
e) lim =% = — lim 22 = lim 22 = h) lim ——— = —
) zl—>0 x? & f) x—1+oo v oo g) wifoox R ) .7:1%1 (]_ — $)2 o0

1
. . —2z _ . . _ . _ . _
i) zgr—}r—loo e =0 j zli)%h In(z) = —00 k) }1_)1112 7(236 — e +oo 1) IEIPOO SN 1/2
1 _
; -2z _ . _ . 22 _ . .
m) 1lclg%) e 0 n) 711:111 71114@) 400 0) xEIJIrloo (3) 0 p) ;1311 1—= non existe

Non serd o noso obxectivo facer un estudo demasiado formal e completo do célculo de limites
de funcidns, s6 pretendemos adquirir destreza co cofiecemento operativo mdis basico asi como na
deteccidn das indeterminacions. Asi por exemplo debemos saber que se lim f(x) = lim g(z) =0

T—=T, T—To

entén non é posible determinar directamente o 1im M Ocorre 0 mesmo cando lim f(z) =
z—z, g(z) T,

lim g(z) = £o0.
T—To
Tamén resulta indeterminado o lim f(x)g(z) cando lim f(z) = 0e lim g(x) = +oo, e
T—=T, T—To T—To
tamén lim f(z) — g(z) cando lim f(z) = lim g(z) = +o0.
T—T, T—T, T—T,

Temos indeterminacions tamén en tédolos casos anteriores cando x — oo en lugar de x — z,.

Continuidade de funcions reais de variable real

Definicion 3.11 Sexan f: [ CR — Rex, € I.
Diremos que f é continua no punto x, se lim f(x) = f(x,).
T—To

Diremos que f é continua en I se é continua en cada punto de I.

Proposicion 3.12 Sexan f,g: I C R — R e x, € I. Verificase:

1. Se f,g: A C R — R son continuas en x,, enton as funcions f + g, rf (conr € R), (fg) e =
g
(se g(x,) # 0) tamén son continuas en x,,.

2. Sexan f: 1 CR — Reg:J CR — R tales que Imf C J. Se f é continua en x, e g é
continua en f(x,), entén g o f é continua en .

Exemplos 3.13 1. Se k € R, a funcién dada por f(z) = k é continua en R.

2. A funcién identidade f(z) = x é continua en R.
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3. As funciéns polindmicas son continuas en R.
4. As funciéns racionais son continuas no seu dominio.
5. As funcidns logaritmica e exponencial son continuas no seu dominio.

6. As funciéns obtidas con operaciéns elementais (suma, produto, .. .) de funciéns continuas son
continuas no seu dominio.

Cando estudamos se unha funcién é continua nun punto x, realmente sé nos fixamos no com-
portamento da funcién cerca do punto z,, € por isto que se a funcién que estamos a estudar coincide
nun intervalo centrado en z, cunha funcién continua, temos asegurado que f € continua en x,. En
xeral, se unha funcion f coincide nun intervalo aberto cunha funcién g, as ddas tefien as mesmas ca-
racteristicas respecto da continuidade ou de calquera outra propiedade local en tédolos puntos dese
intervalo.

3 —2 se x<2
Exemplos 3.14 1. Consideremos a funcién f(z) =
6—x se x>2

No intervalo aberto (—o0,2), f coincide coa funcién polinémica y = 3z — 2, polo tanto f
é continua en (—o0, 2). Analogamente, no intervalo aberto (2, +00), f coincide coa funcién
polinémica y = 6 — z, polo tanto f € continua tamén neste conxunto.

S6 nos queda estudar a continuidade de f no punto z, = 2, y=3x
pero como f non coincide en ningtn intervalo aberto que
contefia a 2 cunha funcién da que podamos afirmar a priori a
sua continuidade, teremos que estudar a continuidade usando
a definicion.

Como lim f(z)= lim 3z —-2=4, lim f(z) = lim 6 —x = 4 e ademais f(2) = 4,
27 27 z—2+1 z—2+

entén f € continua en z, = 2.

Dagquela, f € continua en R.

22—1 se <0
2. Sexa f(x) =

—? se x>0

f € continua nos intervalos abertos (—oo, 0) e (0, +00), por coincidir con funciéns polinémi-
cas.
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Por outro lado, \

lim f(z) = lim 2* —1=—1= f(0) )
x—0~ z—0~ \ Yy=—-x

E It = lim —22=0 0) = —1,
comowggj(:r) Jm_ —z # f(0)

f non é continua en z, = 0.

Teoremas relativos a continuidade global

Estudamos nesta seccion algins resultados que se refiren a funcidns continuas definidas nun
intervalo pechado. Comezamos por un resultado que afirma que unha funcién continua que alcanza
valores de distinto signo en dous puntos do seu dominio ten que cruzar o eixe X nalgin punto
intermedio.

Teorema 3.15 (Teorema de Bolzano) Sexa f: [a,b] C R — R unha funcién continua en [a, b).
Se f(a)f(b) < 0, entén existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Observacion 3.16 Unha aplicacién préctica do teorema de Bolzano é a aproximacién das raices
dunha ecuacién. Ilustraremos esta aplicaciéon cun exemplo concreto: intentaremos atopar de xeito
aproximado unha solucién da ecuacién 2> +z — 1 = 0.

Vexamos primeiro que o polinomio x® + 2 — 1 ten algunha raiz real no intervalo [0, 1]. Para
iso consideremos a funcién f(z) = 2® + 2 — 1, que é continua en R (en particular en [0, 1]), e
observamos que f(0) = —1 < Oe f(1) = 1 > 0. Aplicando o teorema de Bolzano a f en [0, 1],
sabemos que existe ¢ € (0, 1) tal que f(c) = 0. O teorema non nos dd o valor (ou valores) da raiz,
tan sé nos asegura a existencia de polo menos unha raiz neste intervalo. Poderiamos considerar o
punto medio do intervalo, m = % como unha aproximacién dunha solucién da ecuacién. O erro
cometido é menor que 0.5

Se queremos mellorar a aproximacion, como f (%) < 0, o teorema de Bolzano (aplicado agora a
fen [%, 1]) permitenos asegurar que existe ¢ € (%, 1) de xeito que f(c) = 0.

O punto medio do intervalo [3,1], m = 3 = 0.75 € unha apro-

ximacién da solucién cun erro inferior a 0.25.

Se ainda se quere dar unha mellor aproximacién, aplicamos o

teorema de Bolzano a f no intervalo [, 2], posto que f(3) > 0

e f(3) < 0, de onde sabemos que existe ¢ € (3, 2) de xeito que

f(e) = 0. Temos neste momento unha raiz do polinomio cun

erro inferior a %.

Continuando este proceso obtemos cada vez mellores aproxi-

macidéns da raiz buscada, pero se paramos aqui diriamos que o

punto medio deste intervalo, 0.625, é unha solucién da ecuacién

23 + 2 — 1 = 0, cun erro inferior a 0.125. Con outro paso mais

obteriamos xa unha aproximacién con un decimal exacto.

Consecuencias do teorema de Bolzano son os teoremas dos valores intermedios e do punto fixo.
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Teorema 3.17 (Teorema dos valores intermedios) Sexan f: I C R — R unha funcion continua
nun intervalo I C R e xq, xo € I de maneira que f(x1) # f(x2). Entdn, se y, estd entre f(x1) e
f(x2), existe x, entre 11 e x2 tal que f(x,) = Yo

O teorema dos valores intermedios asegura que unha funcién continua que toma dous valores
distintos alcanza tamén tédolos valores entre eles.

Teorema 3.18 (Teorema do punto fixo) Se f: [a,b] C R — [a,b] € unha funcion continua en
[a, b], enton existe ¢ € [a, b] verificando que f(c) = c.

O teorema do punto fixo asegura que unha funcién continua definida nun intervalo pechado e
limitado con imaxe contida nel ten alomenos un punto fixo.

Observacién 3.19 Calquera dos tres teoremas enunciados asegura a existencia dun punto no domi-
nio da funcién verificando unha determinada propiedade, nétese que ese valor pode non ser unico.

Exercicios

22. Para as funcions f e g con gréficas

f

-3 //fj

calcula os seguintes limites:

O lm_f(e), M f(), lim f@), on f(2). lim f(2)

b) lim g(z), lim g(x), lim g(z), lim g(z)

23. Se o custo total en euros para producir ¢ unidades dun produto vén dado por C'(¢) = 5000+8¢,
entén o custo medio por unidade para unha producién de ¢ unidades serd CMe(q) = C'(q)/q.
Comproba que o custo medio se achega a un nivel de estabilidade se o produtor aumenta
continuamente a producién. Cal é o nivel de estabilidade? Debuxa a grifica da funcién de
custo medio.

24. Prevese que a poboacién dunha determinada cidade pequena dentro de ¢ anos serd N(t) =

7000
32000 + m Calcula a poboacién actual, dentro de 5 anos e a longo prazo.
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25

26.

27.

28.

29.

30.

31.

24T g <0

L N . . —
. Para que valor de k a funcién f(x) { 9% + k se x>0 € continua en x = 07
e’ se <0
z 2z — 2 z
Cal € o valor de a € R para o que a funcién f(x) e ta se we(0,1) é
n(x

continua en z, = 0?

ax sex <0 .
— — 4 — N9
Sexa f(x) = { In(z+1) sex>0 " Para que valor de @ € R é f continua en z, = 07

a) Debuxa a gréfica dunha funcién continua que verifique zllir_noo flx)=2e Ill)rfoo fz) =
+o00

b) Debuxa a gréfica dunha funcién continua que verifique xEIPoo flx)y=2e xgrfoo flz) =2
c¢) Debuxa a grafica dunha funcién continua que verifique xLiI}lm flxz)y=0, 711%1112 f(z) = —o0,

° P f(7) =3

O provedor de aceite Olives cobra en funcién do volume do pedido. A funcién, F', que repre-
senta o importe, en euros, dun pedido de x litros de aceite vén dada por:

F(x)_{ 3¢ se0<z<30

20+ 30 sexz > 30

a) Canto se cobra por pedidos de 10, 20 e 40 litros de aceite respectivamente?

b) O importe F' € una funcién continua?

¢) A canto se aproxima o prezo por litro cando o pedido é moi grande?

Unha distribuidora de farifia de trigo acepta pedidos dun minimo de 25 toneladas e vende o

seu produto a 400 € a tonelada para pedidos ata 150 toneladas. Para pedidos maiores o prezo
€ de 250 € a tonelada mais un fixo de 22500 €.

Como esta definida a funcién F'(t) que nos dd os miles de euros que cobra a distribuidora por
un pedido de ¢ toneladas de farifia? E continua?

A funcién P(t) = 1+ t%p con t > 0, describe o prezo, en miles de euros, ao que se pode
vender un determinado dispositivo electrénico transcorridos ¢ meses dende que se adquiriu.
a) Calcula o prezo ao que se pode vender o dispositivo xusto despois de adquirilo.

b) Calcula o prezo ao que se pode vender o dispositivo despois de 6 meses.

c¢) Calcula a que prezo se mercou se despois de tres anos da adquisicién se pode vender ao
30 % do que custou.

d) Cando o valor de mercado serd o 50 % do prezo polo que se adquiriu?

e) Representa a grafica da funcién P. O prezo tende a estabilizarse arredor dalgiin valor co
paso do tempo?
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32.

33.

34.

35.

36.
37.

38.

39.

40.

34.

Elixe un intervalo pechado concreto da forma [a, b], marca no plano os puntos (a, 3) e (b, —2)
e uneos cun trazo continuo que corresponda 4 grafica dunha funcion. Esta poderia ser a gréfica
dunha funcién f nas condiciéns do teorema de Bolzano. Cal seria nesa gréfica o punto ¢ cuxa
existencia vén garantida por este resultado?

Fai unha interpretacion xeométrica dos teoremas dos valores intermedios e do punto fixo si-
milar a pedida no exercicio anterior para o teorema de Bolzano.

A funcién f(z) = 1 toma valores de distinto signo nos extremos do intervalo [—2, 2] e non se
anula nel. Contradi isto o teorema de Bolzano?

Proba que as seguintes ecuacions tefien, polo menos, unha solucién real no intervalo indicado:
a)x® —3r—1=0en[1,2] b)a3+2?—2r=_0en[1/2,3/2]
e ®+3rx=0en[-1,0] d)x=9In(z)en[l,e?
e)xln(z) =1len|[1,€]

5

Demostra que a ecuacién z° — 23 + 422 + 7 = 0 ten, polo menos, unha solucién real.

D4, se é posible, unha funcién f continua no intervalo [—2, 2] de xeito que cumpra f(—2) =
5, f(2) = =5 ¢ f non tome nunca o valor 1.

Para a funcién de beneficios da empresa de transporte do exercicio 11 da paxina 55, pddese
establecer un prezo por viaxe de xeito que se obtefia un beneficio de 19200 € ?

Temos oportunidade de facer unha contribucién dun maximo de 2000 € nun determinado
negocio, e sabemos que probablemente recibiremos I () = (z—1)3+1 miles de euros despois
dun tempo determinado, sendo = os miles de euros que investimos inicialmente. Debuxa a
gréfica da funcién /. Pode ser que recibamos a mesma cantidade que investimos inicialmente?
En que caso recibiremos madis do investido?

Unha persoa sae da sda casa ds 8h para subir a un monte, chegando ao cumio deste ds 10h.
Pasa alf o resto do dia e, 4 mafid seguinte, empeza o descenso (seguindo 0 mesmo camifio) as
8h, chegando 4 casa 4s 9h . ..e asegurando que pasou por un certo punto do camifio os dous
dias 4 mesma hora. E iso posible? Razoa a resposta.

Calculo simbolico con Matlab: funcions dunha variable

No nivel mdis elemental Matlab asemella unha calculadora cientifica. Cada vez que efectuamos
unha operacién o programa almacena o resultado na variable chamada ans (de «answer», resposta).
Naturalmente, podemos escoller o nome da variable na que se garda o resultado dunha operacién
concreta. O separador decimal € o punto e a prioridade das parénteses € a habitual.

Os simbolos que serven para facer as operacidns aritméticas elementais son: + (suma), — (resta),
x (produto), / (division), e ~ (potencia). A sintaxe das funcions elementais € moi sinxela, abonda
con escribir o nome da correspondente orde seguido, entre parénteses, do argumento. Os comandos
que madis usaremos son: exp (funcién exponencial), 1 og (logaritmo neperiano), sqrt (raiz cadrada
) e abs (valor absoluto).

2
Asi, para calcular 3¢5 e In (%) debemos teclear: 3xexp (-5) e log (sgrt (2) /6)
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Exercicio

41. Comproba os resultados das seguintes operacions:

4 3
a) (—1 (2)) = 1921780 b) Vel + 3 = 2.2495 ¢) In?(5) = 2.5903
n

3 5 4
d) 2= 0.406 e) (3+1n(4))°> =1623.6 f) i 0.9062

Para traballar con variables simbdlicas, en lugar de variables que representan valores numéricos
concretos, debemos introducilas previamente. Por exemplo, para crear as variables simbdlicas x, t
usaremos a sentenza syms x t

Agora podemos definir outras expresions simbdlicas que dependan desas variables, por exemplo,
afuncién f(z) = e~ 2% serfa £ (x) =exp (-2+x) e paraa funcién P(t) = 3t*—21In(t—1) teriamos
que introducir P (t) =3+t " 4-2x1log(t-1)

Se quixésemos calcular f(0) e P(2) s6 teriamos que introducir £ (0) e P (2)

Exercicio

42. Se f(x) = ze ™ + In(z), comproba que f(2) = 0.7298
4
3
Se g(z) = ;1724—72:10 comproba que g(—3) = 10.2857
22 —

Graficos 2D

Para obter con Matlab a grafica dunha funcién real de variable real podemos utilizar a representa-
cién simbdlica utilizando o comando ezplot. Asi, por exemplo, para debuxar a gréfica da funcién
f(z) = e” no intervalo [—10, 20], introduciremos na fiestra de comandos:

>> ezplot (“exp(x)’, [-10,20])

Se non se indica o intervalo, o programa elixe por defecto o intervalo [—27, 2] como dominio
da funcién.

Cando representamos funciéns no plano para estudar as sias propiedades xeométricas, adoitamos
empregar a mesma escala nos dous eixes, de maneira que unha unidade de distanza representa o
mesmo no eixe X ca no eixe Y. En Matlab, por defecto, a escala de cada eixe axtistase entre o valor
minimo e o maximo dos valores a representar de modo automatico, polo que hai que ter coidado &
hora de interpretar unha gréfica xa que as distanzas e os dngulos aparecen distorsionados. Isto pode
cambiarse coa sentenza: axis ([xminimo, xmaximo, yminimo, ymaximol])

Exercicios
43. Representa a grificadasrectas:a)y =2x b)y=x+3 c)y=3r—2

44. Representa a grifica das pardbolas: a) y = 322 b)y = —2°+5 c)y=22>+32 -7

3 2
45. Representa a grafica de: a) f(z) = - b) f(z) = e
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46.
47.

48.

49.

3.5.

Representa a grafica das funcions valor absoluto e da raiz cadrada.
Representa a gréfica de f(z) =| 2% + 3z — 7 |

Representa a grifica das funciéns exponencial, f(z) = e”, e logaritmo neperiano, g(x) =

In(z).
Representa a grificade: a) f(z) = 3% b) f(x) =e™* c¢) f(z) = (1/3)*

Autoavaliacion

As seguintes cuestions tefien s6 unha resposta correcta.

L.

Cal é o valor de k para que f(z) = { im——an(m) :Z i i 1 sexa continuaen z = 1?

a)k=-1 bk=1 ok=-2 dk=2

. Cal dos seguintes resultados é FALSO?

1
a) lim 52 =400 b) lim e* =0

r—0+ T—+00
If 0 ) lfm =0

. Sexa f: (—00,0) > Rtalque lim f(z)=2e lim f(x)= 2.Pddese afirmar que:

T——1— r——1+
a) Se f(—1) = 2, entén f € continua en (—o0, 0).
b) Se f(—1) =2, entén f é continuaen z, = —1.

¢) Se f(—1) = 3, ent6n f non € continua en ningtn punto de (—oo, 0).

d) f non é continua en z, = —1, pois non existe o h’m1 f(z).
T——
e se <0
. Para que valor de @ € R a funcién f(z) = 2 ¢ continua en

— 1
ln(ac)Jra se x€(0,1)

z, = 07

a) Ningin valordea. b)a=1 c¢c)a=-2 d)ja=-1

. Cal das seguintes afirmaciéns é correcta?

Dn(0)=1 b) lim In(x)=0 c¢) lim (g)xzo d) lim (l)x:o

T—>+00 z—+00 z——4o00 \ 2

. O lim 3_””2 vale

xr——+00

a)+oo b))l ¢)—occ d)0



66 Capitulo 3. Funcidns reais de variable real. Limites e continuidade.
7. Sexa f : [2,5] — R, continua en [2,5] tal que f(2) = 4 e f(5) = 1. Cal das seguintes
afirmaciéns é FALSA?
a) O Teorema dos valores intermedios asegura que existe ¢ € (2, 5) tal que f(c) = 3.
b) O Teorema de Bolzano asegura que non existe ningdn ¢ € (2,5) tal que f(c) = 0.
¢) [ ten un minimo global en [2, 5].
d) f ten un mdximo global en [2, 5].
8. Sexa f : [0,4] — (2, 3), pédese asegurar que:
a) Se f é continua en [0, 4], existe z,, € [0,4] tal que f(z,) = x,.
b) f é continua en [0, 4].
¢) Existe z, € [0,4] tal que f(x,) = xo.
d) f(z,) # x,, paratodo x, € [0,4].
9. Cal das seguintes funciéns NON verifica as hipdteses do teorema de Bolzano no intervalo
indicado?
1
a) f(z) =2 —5,en[4,6]. b)f(z)=—,en[-1,1].
T
©) f(z) =In(z),en[5,3]. d) f(z) =ze”, en [-1,1].
10. Cal das seguintes funciéns verifica as hipéteses do teorema de Bolzano no intervalo [—3, 3]?

a) f(z)=e®* bglx)=2 oh@)=2>+6 dp)=c+1

x
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3.6. Solucions dos exercicios propostos

4.y:%m,y:273x,y:4x+9

6. O valor de mercado do coche despois de ¢ anos de mercalo é V (¢) = 20 — %t miles de euros.
Dentro de 4 anos o valor serd 15333 €.

10. Ao inicio do experimento hai 12 milléns de bacterias e volve haber a mesma cantidade
despois de 4 semanas.

As bacterias desaparecen despois de 6 semanas. O nimero maximo de individuos da mostra
producirase despois de ddas semanas de iniciado o experimento e serd de 16 milléns de bacterias.

11. B(p) = —10p? + 1000p — 5000

12. O medicamento fai efecto durante un ano. Durante os seis primeiros meses aumenta conti-
nuamente o seu efecto, alcanzandose entén o mellor efecto, e despois diminue continuamente ata
transcorrer o resto do ano.

13. Deben venderse entre 50 e 150 unidades para que os ingresos non sexan inferiores a 750 €.
O maximo de ingresos que pode esperarse obter é 1000 €.

14. O maximo nimero de familias que utilizardn o produto serd 72900 e ocorrird aos 9 meses da
sda introducién no mercado.

15. A campaiia non resultou nada eficaz. Os ingresos ao principio eran de 200000 €, e despois
dun mes de 73575.88 € . Os ingresos son de 100000 € despois de 2 semanas e 5 dias. Ademais a
funcién I é decrecente con limite O cando ¢ tende a infinito.

16. O prezo de equilibrio son 8 u.m. e a demanda no equilibrio son 120 unidades do produto. A
demanda triplica a oferta cando o prezo son 4.82 u.m.

18. O valor de mercado da maquina * anos despois da sta adquisicién é V () = 60 0.85" miles de
euros. A maquina ten un valor de 31320 € catro anos despois de mercala e o seu valor serd inferior
a 20000 € despois de 6 anos e 9 meses de mercala.

19. O valor da fotocopiadora cae por debaixo de 800 € despois de 2 anos, 9 meses e 18 dias da
sda adquisicion.
23. O custo medio achégase a un nivel de estabilidade de 8 €.

24. Actualmente a cidade ten 32438 habitantes, dentro de 5 anos terd 32086 e a longo prazo terd
32000 habitantes.

25. Para ningtn valor de %
26. Paraa =1
27.Paratodoa € R

29. O provedor cobra 30 € por 10 litros de aceite, 60 € por 20 litros e 110 € por 40 litros. F' é
continua. Canto mdis grande é o pedido, o custo medio vai baixando e achégase cada vez mdis a 2
€ por litro.
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31. O dispositivo pdédese vender por 3000 € xusto despois de adquirilo e despois de 6 meses por
1800 €. Mercouse por 4000 € e o valor de mercado serd a metade do prezo polo que se adquiriu ao
cabo de catro meses. Co paso do tempo o valor de mercado descende e vai achegandose a 1000 €.

Solucions autoavaliacion. 1d, 2b, 3b, 4b, 5d, 6d, 7b, 8a, 9b, 10d



Capitulo 4
Calculo diferencial de funciéons dunha variable real. Aplicacions.

A andlise marxinal en Economia é unha técnica usada para avaliar como os pequenos cambios
nunha variable, como o prezo, afectan a outra variable, como os beneficios ou os custos. Este con-
cepto correspondese co concepto de derivacion en Matematicas.

4.1. Derivada dunha funcién nun punto

En adiante consideraremos unha funcién f: (a,b) CR — Rez, € (a,b).

Sabemos que para cada x # x,, 0 cociente % é a pendente da recta que pasa polos
puntos (z, f(z)) e (zo, f(x,)). Na grafica podemos observar cando z se aproxima a o, a recta
secante que une estes puntos achégase 4 recta tanxente 4 grafica de f en x,,.

Asi se existe lim M
T—T, Tr— T,

¢ a recta tanxente 4 gréfica de f en (z,, f(x,)).

, arecta r que pasa por (x,, f(z,)) e ten por pendente dito limite

o ez . L. P . . Lo . xr)— J &
Definicion 4.1 Diremos que a funcion f é derivable en x, se existe o limite lim M
T—=T, T — T,

En caso de existir, dito limite chdmase derivada de f en x, e dendtase por f'(x,) ou %(azo).
Diremos que f é derivable en (a,b) se f é derivable en cada punto do intervalo (a,b). En tal

caso definese a funcion derivada de | como a funcion, f': (a,b) C R — R, que a cada x, € (a,b)
lle fai corresponder o mimero real f'(x,).
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Observacion 4.2 Se f é derivable en z,, f'(z,) é, pois, a pendente da recta tanxente & grafica de
fen (z,, f(x,)). A ecuacion desta recta é logo y = f/(z,)(x — z0) + f(x0)-

Exemplos 4.3 1. A funcién f: R — R definida por f(x) = 22 é derivable en R. Vexamos que
(o) = 2x,, para todo z, € R:

_ 2 _ 2 _
A G R G2 B Vet PO )| G ) RS PO
T—=To T — Ty T—=To T — Ty T—To T — T, T—To

2. A ecuacién da recta tanxente 4 grafica da funcién f(z) = 2% no punto (3,9) éy = f'(3)(x —
3)+ f(38) =6(x —3)+9,istoéy =6z — 9.

3. A funcién f(x) =| x | non é derivable en x, = 0 pois lim f(@) = /(o) non existe.

T, T — T,
Proposicion 4.4 Se f é derivable en x, € (a,b), enton f é continua en x,,.

Observacién 4.5 Unha funcién pode ser continua nun punto e non ser derivable nel, por exemplo
f(x) =| z | é continua en R e non € derivable en 0.

Facendo cdlculos similares aos do exemplo 4.3.1 podemos obter as derivadas das funciéns ele-
mentais seguintes:

Proposicion 4.6 Suposto que a € R é un valor determinado, tense que:

Se f(x) =a, enton f' (x) =0

Se f(x) =z, enton ' () =1

Se [ (z) = ax, enton ' (z) =a

Se f (x) = x%, enton f' (x) = ax®*

Se f(xz) =21, enton f' (z) = -2

Se [ (z) = /x, enton [ (x ):ﬁ

Se f () = e*, enton f' (x) = e*

Se [ (z) = a®, (cona > 0), entén ' (z) = a®In(a)
Se f (z) = In(x), enton f' (z) = +

Proposicion 4.7 Se f,g: (a,b) C R — R son derivables en (a,b), tamén son derivables as funcions
f+g9 AN (con\€R), fge 5 (se g(x) # 0). Ademais:

a) (f+9)(x) = f'(x) + ¢'(z) b) (Af) (x) = Af' ()

O (f9) (2) = f/()g(x) + F)g' @) ) (£) (@) =
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Exemplos 4.8 1. Se f(z) = 62* — 3z + 2, entén f'(z) = 242 — 3.

62t -3z +2 (2423 — 3) (23 — 4) — (62* — 3z + 2)322
2. Se f(z) = ——5 4 enén f(x) = @ 1) =
625 — 902 — 622 4 12
G

1
3. Se f(z) = 22 In(z), entén f'(z) = 2xIn(z) + 22— = 2z In(z) + =
x
4. Se f(z) =4a%e” + 2, entén f'(z) = 122%€” + 4ade” — % = (1222 + 423)e” — 3

Observacion 4.9 En Economia, o concepto de marxinalidade correspéndese co de derivacion. Asi,
as funciéns derivadas das funciéns de custo, de ingreso e de beneficio denominanse, respectivamente,
custo marxinal, ingreso marxinal e beneficio marxinal.

Exercicios

1. a) Calcula a pendente da recta tanxente 4 grafica de f(z) = In(z) en z = 4.
b) En que punto a recta tanxente a f(x) = In(x) é paralela 4 recta y = 3z — 8?

c) En que punto a recta tanxente a f(z) = 2® — 2z é paralela 4 recta y = 2z + 4?

2. Calcula as ecuacions das rectas tanxentes ds grdficas das seguintes funciéns no punto indicado:
a) f(x) = ¢** no punto (0, 2)
b) f(z) = In(x) no punto (1,0)
¢) f(x) = 62* — 32 + 2 no punto (0, 2)

d) f(z) = M

pe s no punto (1, —32)

4.2. Regra da cadea

Proposicion 4.10 (Regra da cadea) Sexan f: (a,b) CR = R, g: (¢,d) CR = Rex, € (a,b)
de maneira que f(a,b) C (¢, d).
Se f ¢é derivable en x, e g é derivable en f(x,), enton g o f é derivable en x, e, ademais,

(gof)(xo) =g'(f(xo))f (o)

Exemplos 4.11 1. Sexa f(z) = (22 — 3z)*. Se tomamos h(z) = e g(x
observamos que (h o g)(z) = h(g(z)) = h(z? — 3z) = (2% — ) =
como h'(z) = 4a3 e ¢'(x

) = — 3z,
f(z). Daquela,
= 2z — 3, ent6én

) =
f(@) = 1 (g(x))g'(z) = 4(g(2))* (2x — 3) = 4(2” — 32)*(2x - 3)

2. Se h(x) = (%73) ® aplicando a regra da cadea obtemos

- 4
h/( ) _ 5(33+;) 3(a® +?l’i_§_323§2 1)3x2 5(3ac 1)(£3_E320):r3x +6)
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3. Dada g(z) = In(z?), entén ¢'(z) = i% — %
4. Para f(z) = 1(2), £'(2) = 2ln(a) T = 2

2
V3r —1
4

—2x T
6. Se h(z) = 23V1 — 22, W(x) =32>V1 — a2+ 2 ———0 =32%V1 — 22— ——— =
(@) (@) 2v/1 — x2 V1— a2
322 — 4z*

5. Se g(z) = {/(3z — 1), entén ¢'(z) = 2 (3z — 1)% 3—

Quédanos por revisar como se derivan funciéns nas que aparece unha potencia de xeito que nin a
base nin o expofiente son constantes, senén que son expresions alxébricas. Nestes casos utilizaremos
propiedades dos logaritmos que simplificaran os célculos.

Exemplo 4.12 Para derivar a funcién f(z) = (32° + 42)3*, aplicamos primerio logaritmos nepe-
rianos. Asf temos que In(f(z)) = In(32® + 42)3® = 3z In(32° + 4z). E agora derivamos, de xeito
que obtemos:

f'(z) ; 15a* + 4
=3In(32° +4z) + ———
f(2) n(32” + x)+3ﬂc5+4x *
Logo, f(x) = f(2) (3In(32° + dz) + 2232220 ¢
5 5 452° + 12
f'(x) = (32° + 4z)3" <3ln(3w° +4z) + %)

4.3. Derivadas de orde superior

Definicion 4.13 Sexa f: (a,b) C R — R unha funcion derivable en (a,b). Vimos que a funcion de-
rivada de | definese como a funcion, f': (a,b) C R — R, que a cada x € (a,b) lle fai corresponder
o niimero real f’(x).

Se [’ é, d siia vez, derivable en (a,b), definese f": (a,b) C R — R, como a funcién derivada
de f', asi f"(x) = (f") (x) € R, que se denominard derivada segunda de f ou derivada de orde 2
de f.

E asi sucesivamente, é dicir, sen € Ne f*~1: (a,b) C R — R é unha funcion derivable en
(a,b), definese a funcién derivada n-ésima de f ou derivada de orde nde f, f™: (a,b) CR = R,
como a funcion derivada de {1,

r+1 L 242 -1
7x2+$+2,entonf (x) = R P p—"
23 +322 -3z —3

(x2+2+2)3

Exemplos 4.14 1. Se f(z) =

(@) =2
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at + 423 — 62?2 — 120 — 1

"
=6
(=) (22 +z+2)*
() = &7+ 5t —102% — 302 —5r +5
B (2 4z +2)°
202 223 + 62
2. =zln(z? + 1), entén f'(z) = In(2z> + 1) + MNg)= """
Se f(z) = zIn(z? + 1), entén f'(x) = In(z? + 1) + PEEEE , () @+ 1)
x4+ 622 -3 2_
110 = 2y 1) = e

3. Se f(z) = 2* — 822 — 5, entén f'(z) = 423 — 16z, f"(x) = 122? — 16, f"'(z) = 24z,
f9(x) =24 e f)(x) =0, paratodon > 4.

4. Se f(x) = e*, entén f™ () = e”, paratodon € N.

5. Se f(z) = In(z), entén f™)(z) = (=1)"(n— 1)z, n € N.
Definiciéon 4.15 Dise que f: (a,b) C R — R ¢é de clase n en (a,b), paran € N, se f admite
derivada de orde n en (a,b) e f™ é continua en (a,b).

O conxunto de tédalas funcions de clase n en (a,b) dendtase por C™((a,b)).

Se f admite derivada de calquera orde en (a,b), dise que [ é de clase infinito en (a,b), e
dendtase por C*°((a, b)) o conxunto de tédalas funcions de clase infinito en (a,b).

O conxunto de tédalas funcions continuas en (a,b) dendtase por C°((a,b)).
Exemplos 4.16 1. A funcién f(z) = z* — 82% — 5 é de clase infinito en R porque, como vimos
anteriormente, admite derivadas de calquera orde.

2. Tamén € de clase infinito en R a funcién f(z) = e”.

3. A funcién g(x) = In(z) € de clase infinito en (0, +00).

Son de clase infinito no seu dominio tédalas funciéns que resultan de facer operacions coas
funciéns elementais.

Exercicios

3. Calcula a derivada das seguintes funcidns:
3
l)f(ac):x—ﬁ 2) f(z) =In(x +V1+22) 3) f(z) =+/(222 +1)3

3 T 3

T — z—11\° T
1 5 f(z) = (2—|—f> 6)f($):m

4) flx) =
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26

7)f($):m

10) f(z) = ez + e

13) f(z) = %
16) f(z) = (2? — 32)*

19) f(x) = Va?

22) f(t) = *In(})

25) f(z) = 22 In(3z) + 3°

28) f(x) = (2% + 1))

31) f(x) = (2 + 22+ 2%)e™®

34) f(x) = (x4 5)Va?
-3
%

40) F(z) = Y00 na™

37) B(s) =

@) h(z) = f(x +5)

a) f(x) = g(z + h(2))
d) f(z) = g(z)(z —4)

a) f(z) = g(z + g(a))
d) f(z) = g(z)(z — a)

b) h(z) = f(a?)

b) f(x) = g(xg(a))
e) f(x) = g(a)(x —a)

8) f(z) =e 2 — 223

1) f(z) = (a2 +524) "

14) f(z) = 22 In(z)

3;1071)5
3 + 2

20) g(x) = 3/ (da — 1)3

23) f(t) = (t2tl>4

26) () = (x +1)ex

17) h(z) = (

29) f(x) = 23 In(;%5)

38) q(a) = 8(1%

4D H(z) =2, L@-1)"

n=4 n

. Calcula as derivadas de orde n de f(x) = e, g(x) = 3z° e h(z) =z

o f(x)
f) f(x)

In(x)
x er

9) f(z) =

12) f(z) = e " In(z)

15) f(z) = 4a3e® + 2

18) () = /(3 60?

21) h(z) = 23v/1 — 22
24) f(x) = 3=@

27) f(x) = a° + 5%
30) f(z) = x%

3
5

33) f(z) = bx
2
36) a(r) = 5r3
;3
1

39) g(a) = 2z

42) G(z) = 2a(3 — z)”

k

. Se f: R — R é unha funcién derivable, calcula a derivada das funcions:
) h(z) = f(\/ 1-— 1:2)

. Se g,h: R — R son funcidns derivables, calcula a derivada das funcions:
b) f(z) = g(5zh(3)) + h(0)(z — €)
o) f(z) =g(2*) — =

. Sexan g: R — R unha funcién derivable e a € R. Calcula a derivada das funciéns:

¢) f(z) = g(az® + g(x))
f) f(z +3) = g(2?)

oo - 182

g(x + g(x))
g(x* —x)
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Supofiamos que a funcién de aforro dun pais é S =

A funcién de consumo expresa a relacion entre a renda nacional total (Y') e o consumo nacional
total (C) e, normalmente, exprésanse en miles de milléns de euros. A propension marxinal ao
consumo definese como a taxa de variacion do consumo con respecto 4 renda, isto € a derivada
de C' conrespecto a Y. A funcién de aforro vén dada por S =Y — C' e a propensién marxinal
ao aforro definese como a taxa de variacién do aforro con respecto 4 renda.

y ) 5(2VY3 +3) . > .
Se a funcién de consumo vén dada por C = ——————=, determina a propensién marxinal

Y +10
ao consumo e ao aforro cando Y = 100.

Y — _
ﬁ onde a renda nacional, Y,

+
e o aforro nacional, S, midense en miles de milléns de euros. Atopa a propension marxinal
do pais a consumir e a sia propension marxinal a aforrar cando a renda nacional é de 225000
milléns de euros.

O aforro S' dun pais (en miles de milléns de euros) estd relacionado coa renda nacional Y
(tamén en miles de milléns de euros) pola expresién S = In (ﬁ) Proba que a pro-
e
-Y

., . .z z €
pensién marxinal ao consumo en funcién da renda é ﬁ
o

Se a ecuacién de demanda dun produto é Q)(p) = 1000 — p/5, onde p é o prezo de venda en
euros, acha a funcién de ingresos marxinais e avaliaa cando p = 20.

Se a ecuacién de demanda dun produto é Q(p) = 75 — 10In(2p + 1), onde p é o prezo de
venda en euros, acha a funcion de ingresos marxinais.

Se a funcién de custo total dun fabricante vén dada por C'(q) = ;}; + 6000, calcula o custo
marxinal.
Se a funcién de custo medio dun fabricante vén dada por CMe(q) = IH(%;{%’ calcula o custo

marxinal cando ¢ = 45.

Para unha empresa, a producion diaria no dia ¢ dun ciclo produtivo vén dada por ¢ = 500(1 —
e~0-2%), Calcula a taxa de variacién da producién con respecto a t o décimo dfa.

Nun centro de satide examindronse as altas dun grupo de pacientes que foron hospitalizados
por unha enfermidade concreta, e atopouse que o nimero total de persoas que recibiron a alta

5 3
ao final dos ¢ dfas de hospitalizacién vifia dado por A(t) = (2 + E) . Calcula A’(30).

Nunha andlise da difusién dun novo proceso nun mercado, faise referencia a unha relacién da
t L . . .,
formaY = ka? , onde Y é o nivel acumulado de difusién do novo proceso no tempo t, e k, «

dy ¢
e (3 son constantes positivas. Comproba que P ka? 5 In(a) In(pB)
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4.4. Regra de L’Hopital

A regra de L’Hopital € unha ferramenta que nos permitird resolver facilmente moitas das inde-
terminacions que nos podemos atopar no célculo de limites.

Teorema 4.17 (Regra de L’Hépital) Sexan f, g derivables en (a,b), con g'(x) # 0 para todo x €
(a,b), y x, € (a,b) tal que lim f(z) = lim g(z) = 0.
T—T, T—T,
f(z)

(o
Enton, se existe 1im () =/, verificase que lim —= = /.
T, g’(x) T, g(,q:)

Exemplos 4.18 Os limites que seguen estan nas condicions da regra de L"Hopital.

1. Para calcular lim In(z)

el T — /T

, temos en principio unha indeterminacion, xa que lim1 In(x) =
T—

1

lim # — v/x = 0. Aplicando a regra de L'Hdopital, como se ten 1im £ — = 2, ent6n
r—1 rz—11 —
PNE)
1 .
i 2 o

11 — /1

x BT

2. Para calcular lin}) , temos en principio unha indeterminacion, xa que 11’1% 2% — 5% =
z— T—

27 1n(2) — 5% In(b
lim z = 0. Aplicando a regra de L’Hopital, como 1im n(2) n(5)
z—0 z—0 1

— In(2), entén lim 2—2" —1n(2)

= In(§), ent6n lim ——— = In(5).

T

=In(2) — In(5)

Observacions 4.19 1. A regra de L"Hopital tamen € vélida se se trata de limites nos que x tende
a o0, en lugar de a un valor concreto z,, e tamén se pode aplicar a limites laterais. Cando ¢
€ oo tamén € valida, pero xa non se aplica a mdis casos, € dicir s6 para indeterminaciéns do

: 0 o)
tlpO 0 (& ="
. . N , . f(=)
2. Debemos ser coidadosos ao aplicar a regra de L’Hopital, xa que se non existe o lim ﬁ’
z—zo g’ (X
) o f(@)
non se nos asegura que podamos concluir que non existe lim ——.
T—To g(ﬂ,’)

3. Se as funciéns f’ e ¢’ tamén estdn nas condicions da regra de L’Hopital, esta pode aplicarse
de novo a ditas funcions.

3 , 32 6x , 6

Exemplos4.20 1. lim — — lim — = lim ——' = lim ——
remplos oto0 20 motoo 271n(2) | worioo 20In2(2) | e toe 27 In’(2)

L2 . 271n(2) . 271n%(2) 2% In*(2)
2. lim — = lim = lim —= lim ——* =+
2400 13 o400 312 T— 400 6x T— 400 6




4.5 Crecemento e extremos de funciéns dunha variable real 77

3. Se lim f(z)=0e Hm g(x) = +o00, entén considerando f(z)g(x) = % ou f(x)g(x) =

T—To
g(w)
ey
Por exemplo

, se é posible, resultarla unha indeterminacion 4 que se lle pode aplicar a regra de L’Hopital.

1 z—1
n|\ —r x —x
i x—1 i x+1 o ox+1 7—8“);1 i —22
lim ol (2" ) = lm T gy ST DT gy -
z—+00 x+1 z—+00 1 z—+oo x — 1 = r—otoo 12 — 1
x
—2

4.5. Crecemento e extremos de funcions dunha variable real

Definicion 4.21 Sexa I un intervaloe f: I C R — R.

/ ¢ monétona crecente en I se dados x1,xo € I tales que 11 < x5 enton f(x1) < f(x2). Se
21 < wo implica que f(x1) < f(x3) diremos que f ¢é estritamente crecente en I.

f € monétona decrecente en I se dados x1,x2 € I tales que x1 < xo enton f(xy) > f(xs). Se
21 < xo implica que f(x1) > f(x2) diremos que f ¢é estritamente decrecente en 1.

Definicion 4.22 Sexan unha funcion f: A C R — R e un punto x, € A, dise que

1. z, € A é un minimo relativo ou local de f se f(x) > f(x,), para todo x € A cerca de z,.

2. x, € A é un minimo global ou absoluto de f se f(x) > f(x,), para todo x € A.

3. z, € A é un maximo relativo ou local de f se f(x) < f(x,), para todo x € A cerca de x,,.
(z) <

4. x, € A é un maximo global ou absoluto de f se f(x) < f(x,), para todo x € A.

Os méaximos e os minimos de f denominanse extremos ou optimos da funcién. Obviamente
todo extremo global € un extremo local da funcién.

Exemplos 423 1. f(z) =| z | ten en 2, = 0 un minimo global porque f(z) =| 2 |> 0 = f(0),
para todo x € R.

2. A funcién h(x) = —2% + 7 ten en z, = 0 un mdximo global porque h(z) = —22 +7< 7=
h(0), para todo = € R.

3. A funcién g(x) = —h(x) = 2? — 7 ten en x, = 0 un minimo global porque g(z) = 22 — 7 >
—7 = ¢(0), para todo = € R. En xeral, z, € un mdximo (resp. minimo) de f se, e s6 se, x, é
un minimo (resp. maximo) de — f.

4. Tamén pode resultar de utilidade saber que se g: R — R € crecente, =, € maximo da funcién
f se, e s6 se, ¢ mdximo de g o f. Analogamente para os minimos. As{ temos que x, = 0 € un
L. .. 2
méaximo global da funcién F(z) = e=% +7
Se g fose decrecente, os maximos de f coincidirfan cos minimos de g o f e os minimos de f
coincidirfan cos médximos de g o f.
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Proposicion 4.24 Se f: [a,b] C R — R € continua en [a, b] enton existen x1, x5 € [a,b] tales que
f(z1) < f(z) < f(x2), para todo x € [a,b]. E dicir, x1 e xo son minimo e mdximo globais de f
respectivamente.

Polo tanto, toda funcién continua definida nun intervalo [a, b] alcanza alomenos un méaximo e un
minimo nel.

Proposicion 4.25 Sexa f: [a,b] C R — R. Se f ten un extremo en x, € (a,b) e f € derivable en
Zo, enton f'(x,) = 0.

Observacions 4.26 1. Este resultado ddnos unha condicion necesaria para a existencia de extre-
mos, pero non suficiente: a funcién f(z) = 23 € derivable en z, = 0 e f’(0) = 0, pero non
ten un extremo nese punto.

2. E fundamental que o punto z, estea no interior do intervalo, é dicir, que z, € (a,b) pois a
funcién f: [0,1] C R — R definida por f(x) = z ten un maximoenx, = le f'(1) = 1 # 0.

3. A vista dos comentarios anteriores, os posibles extremos dunha funcién f: [a,b] C R — R
serfan:
= Aqueles puntos interiores nos que se anula a primeira derivada.
= Os extremos do intervalo, é dicir, a € b.

= Aqueles puntos do dominio onde a funcién non € derivable.

Teorema 4.27 (Teorema de Rolle) Sexa f: [a,b] C R — R wunha funcion continua en [a,b] e
derivable en (a,b). Se f(a) = f(b), entén existe c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Exercicio 4.28 Interpreta xeometricamente este teorema e fixate como afirma que, se a recta que
une os puntos (a, f(a)) e (b, (b)) é paralela ao eixe X, entén existe polo menos un punto ¢ € (a, b)
tal que a recta tanxente 4 grafica de f en (¢, f(c)) é, tamén, paralela ao eixe X.

Teorema 4.29 (Teorema do valor medio) Se f: [a,b] C R — R ¢é unha funcion continua en [a, b]
f(b) — f(a)

e derivable en (a,b), enton existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = b
—a

Exercicio 4.30 Interpreta xeometricamente este teorema e fixate como afirma que existe polo menos
un punto ¢ € (a,b) tal que a recta tanxente 4 grafica de f en (c, f(c)) é paralela 4 recta que une os

puntos (a, f(a)) e (b, f(b)).

Como consecuencia do Teorema do valor medio obtemos os seguintes resultados:
Proposicién 4.31 Sexa f: [a,b] C R — R unha funcion continua en [a, b] e derivable en (a,b).
1. f'(z) =0, para todo z: € (a,b) se, e s6 se, | é constante.

2. f'(z) >0, para todo = € (a,b) se, e s6 se, f € crecente.
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3. Se f'(z) > 0, para todo = € (a,b), enton f é estritamente crecente.
4. f'(z) <0, para todo x € (a,b) se, e s se, f é decrecente.
5. Se f'(z) <0, para todo = € (a,b), enton f é estritamente decrecente.

Observacién 4.32 A funcién f(x) = 23 é estritamente crecente e, non obstante, f(0) = 0. E dicir,
non se ten o reciproco do apartado 3 (nin, de xeito andlogo, do 5) da proposicion.

Proposicion 4.33 Sexan f € C"((a,b)) e x, € (a,b) tal que f*(x,) = 0, para todo k =
1,...,n—1le f"(x,) # 0. Enton:

1. Sen épare f™(x,) <0, f ten un mdximo relativo en ..
2. Sen épare f)(x,) > 0, f ten un minimo relativo en ..

3. Sen é impar, x, non é un extremo de f.

Exemplos 434 1. A funcién f(z) = 22° non ten un extremo en z, = 0 porque f'(0) =

f10)=...=f9(0)=0e f(0) #0
2. A funcién g(z) = e + ¢~% — x2 ten un minimo en x, = 0 porque

g(x)=e"—e*—2x, ¢(0)=0
g'(x)=e"4+e =2, ¢"(0)=0

(x)y=e*—e"", ¢"(0)=0

g () =e" 4%, gY(0)=2>0

3. Estudemos os extremos de f(z) = z1/x(4 — x). O dominio desta funcién € o intervalo [0, 4]

e, polo tanto, os posibles extremos sonx =0, x =4 e aqueles puntos do intervalo (0,4) nos
que f’ se anula.

Como f(z) > 0= f(0) = f(4), paratodo z € (0,4), x =0 e = =4 son minimos globais
da funcion. Ademais, para cada x € (0,4),

-2z 2x(3-x)
=V )+
2\/33 —x) - Viz — 12

que s6 se anula cando x = 3. Para saber se este punto € ou non un extremo de f estudamos o
signo da primeira derivada:

s Sex €(0,3), f/(x) > 0 e, polo tanto, f é crecente nese intervalo.

m Sex € (3,4), f'(x) <0 e, polo tanto, f é decrecente nese intervalo.

Entén, z = 3 é un médximo de f. Doutro xeito poderiamos ter calculado f”'(x) para comprobar
que f”(3) < 0.
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Vemos as graficas de f e de f’ e comprobamos nelas os resultados obtidos.

I I I
2, |
4, |
0, |
fl
2 | —2f |
4 .
07 | | | | | | |
0 2 4 0 2 4

4.6. Concavidade e convexidade

Definicion 4.35 Sexan I un intervaloe f: I C R — R, dise que

1. f é convexa en I se, para cada z,y € I e cada t € [0,1], se verifica que f(tx + (1 —t)y) <

tf(z) + (1 =1)f(y).

2. f éconcava en I se, para cada x,y € I e cada t € [0, 1], se verifica que f(tx + (1 —t)y) >
tf(@)+ (1 =) f(y)

Se as desigualdades anteriores son estritas dise que a funcion € estritamente convexa ou estritamente
concava respectivamente.

Observacion 4.36 Tendo en conta que se ¢ toma tédolos valores do intervalo [0, 1], entén obtemos
que (X(t),Y () = (tx+ (1 —t)y,tf(x)+ (1 —t) f(y)) é o segmento que une os puntos (z, f(z))
e (y, f(y)). Vemos que unha funcién é convexa se, e s6 se, a grafica de f no intervalo [z, y] queda
por debaixo do segmento que une (z, f(z)) e (y, f(y)) como se ve na figura adxunta.

f(@)

tf(z) + (1 =) f(y)

f(y)
[tz + (1 —t)y)
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Do mesmo xeito, unha funcién é céncava se, e s6 se, a gréfica de f no intervalo [z, y] queda por
enriba do segmento que une (z, f(z)) e (y, f(y)).

Cando ademais a funcién € derivable, resulta que € concava se, e sO se, a recta tanxente 4 grafica
de f en cada punto queda por enriba dela. Do mesmo xeito, unha funcién derivable é convexa se, e
s0 se, a recta tanxente 4 gréfica de f en cada punto queda por debaixo dela.

Proposicién 4.37 Se f: [a,b] C R — R ¢ unha funcién convexa en [a,b], enton f é continua en
[a, b]. Analogamente, se f é concava.

Definicién 4.38 =, € (a,b) dise que é un punto de inflexién de f: [a,b] C R — R se existe r > 0
tal que f é convexa (resp. concava) en (x, — r,x,) e concava (resp. convexa) en (Lo, Ty + 7).

Proposicién 4.39 Sexa f € C?((a,b)), z, € (a,b) é un punto de inflexion de f, enton f"(z,) = 0.

Observacion 4.40 Este resultado danos unha condicién necesaria para que z, € (a,b) sexa un
punto de inflexién dunha funcién de clase ddas. Non nos dd unha condicién suficiente pois a funcién
f(x) = x* verifica que f”'(0) = 0 e, ainda asi, x, = 0 non é un punto de inflexi6n.

Proposicion 4.41 Sexa f € C?((a,b)). Verificase que:
1. f éconvexaen (a,b) se, e s se, f"(x) >0, paratodo x € (a,b).
2. féconcava en (a,b) se, e sé se, f"(x) <0, paratodo x € (a,b).
3. Se f"(x) > 0, para todo x € (a,b), entén f é estritamente convexa en (a,b).
4. Se f"(x) <0, paratodo z € (a,b), enton | é estritamente céncava en (a,b).

Observacién O reciproco dos apartados 3 e 4 non se verifica en xeral: a funcién f(z) = z* é

estritamente convexa e f/(0) = 0.

Proposicién 4.42 Sexan f € C"((a,b)) ez, € (a,b) de xeito que f*)(z,) = 0, para todo k
2,...,n—1e f"(x,) # 0. Enton:

1. Sen éimpar, f ten un punto de inflexion en x,.

2. Sen é par, x, non é un punto de inflexion de f.

Exemplo 4.43 A funcién f(z) = 22° ten un punto de inflexién en z, = 0 porque f”(0) =

£70) = ... = (0) = 0e f9(0) £ 0

Exemplo 4.44 Estudaremos crecemento, decrecemento, extremos relativos, concavidade, convexi-
dade e puntos de inflexién da funcién f(z) = x2e~*.

Observamos primeiro que esta funcién é de clase infinito en R, polo que podemos usar tédolos
resultados que coflecemos relacionados coa derivacion para realizar o estudo. Para atopar os seus

extremos, calculamos a derivada de f:

() =2ze™™ — 2%e™" = e (22 — 2?%)
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Como esta funcion s6 se anula cando v = 0 e x = 2, os Unicos posibles extremos de f son
estes dous puntos.
Estudamos o signo da derivada:

= Sex € (—00,0), f'(x) <0 e, polo tanto, f é decrecente en (—o0, 0).
= Sex € (0,2), f'(x) >0 e, daquela, f é crecente en (0, 2).
= Sex € (2,+0), f(x) <0 e, daquela, f é decrecente en (2, +00).

Xa podemos concluir que f presenta un minimo en (0, 0) e un méximo en (2, 4e~2). Ainda que
tamén poderiamos telo comprobado vendo que f”(0) > 0 e que f”(2) <0

A segunda derivada, f”(z) = e~®(x? — 4z + 2), antlase para z = 2 + v/2 e para x = 2 — /2.

Estudamos o signo da segunda derivada:

= Sex € (—00,2—+/2), f(x) > 0 e, polo tanto, f é convexa nese intervalo.
= Sexe(2— V2,2 + V2), f"(x) < 0 e, daquela, f é céncava nese intervalo.

= Sex e (2+ V2, +00), f"(z) > 0 e, daquela, f é convexa nese intervalo.

Podemos concluir que f presenta puntos de inflexién para z = 2++/2 e para x = 2 — /2, ainda
que tamén poderiamos comprobalo vendo que a derivada terceira non se anula nestes puntos.

Para mellor esbozar a gréifica da funcién f(z) = z2e¢~%, podemos tamén estudar o seu compor-

tamento cando x tende a +00 € —00:

lim 2%¢7% = +0
r—r—00

7. —_ ’ 2 z z.

lim 2%¢= lim £ = lim 2= lim 2 =0
r—+o0 z——+oo € r——+oo € r——+o0 €

Asf a grafica de f sera:
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4.7. Incrementos. Analise marxinal

En xeral o incremento dunha magnitude refirese 4 variacion que esta experimenta, ¢ dicir, a
diferenza entre o valor final e o valor inicial, e represéntase usando a letra grega delta maitiscula
(A). Imos ver que cando esta magnitude estd representada por unha funcién derivable, o incremento
para variacions pequenas da variable pode calcularse de xeito aproximado usando a derivada da
funcioén.

Aproximacion de incrementos usando a derivada

Recordamos o concepto de derivada e a sta interpretacion xeométrica. Como xa vimos, a deri-
vada dunha funcién f: (a,b) C R — R no punto z, € (a,b), denétase por f’(z,) e é a pendente da
recta 7, tanxente 4 grifica de f en (z,, f(2,)).

Se x # x,, 0 cociente Lﬁx”)

& (0, f(20)- .

é apendente da recta s, secante que pasa polos puntos (z, f(x))

|

I

|

|

|

|

|

! |

! l

1 L
To x

Cando x estd moi cerca de x, a pendente da recta tanxente r é parecida a4 pendente da recta
secante s. Se representamos f(x) — f(x,) como Ay (a variaciéon que experimenta f) e z — z,
como Az (a variacién que experimenta x), poderemos entén usar f’(x,) como unha aproximacion

de % = % Asi, a pendente reflicte a taxa de variacién de f con respecto a x.

Temos logo que, se f é derivable en x,, para Az suficientemente pequeno, f'(z,) = —— ou

equivalentemente Ay ~ f/(z,)Ax
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Supofiamos, por exemplo, que C(q) = 700 + 8¢ representa os custos de producir ¢ unidades
dun determinado produto. Se o nivel de producién actual € de 100 unidades e o fabricante quere
saber en canto se incrementa o custo se aumenta a producién a 102 unidades, debemos calcular
C(102) — C(100) = 83932 — 80700 = 3232. Obtemos asi o custo real de producir ddas unidades
mais, cando se fabrican xa 100.

Se queremos obter unha aproximacién desta variacién no custo, usando a aproximacién por
incrementos, temos que AC' = C’(100)Aq = 1600 - 2 = 3200

Resulta habitual usar este xeito de aproximacién para o caso en que Ax = 1, cando se traballa
con cantidades relativamente grandes. Neste caso f/(z,) aproxima a variacion de f cando se pasa
de x, a unha unidade mdis, z, + 1. Asi, se por exemplo, A(t) representa o nimero total de pacientes
que foron hospitalizados por unha enfermidade concreta e recibiron a alta ao final de ¢ dias de hospi-
talizacién, A’(300) interprétase como unha aproximacién da diferenza entre o nimero de pacientes
que recibiron a alta ao cabo de 301 dias e os que tardaron un dia menos en recibila.

Variacion da pendente de funciéns céncavas e convexas

Lembramos que a recta que pasa por dous puntos, A = (A, As) e B = (B, B2), ten pendente
m = % = Bazds A pendente aumenta coa inclinacion da recta. Asi a pendente da recta que pasa
x B1—A,
Ba—As
Bi—A,

polos puntos A = (A1, As) e B’ = (B, Bs), con B3 > Bs, é gi":ﬁj‘ , que é maior que

B3
B»
Ay = B2 — Az
Az
Az = Bl — Alw
1 I
Al Bl

Consideremos unha funcién f: (a,b) C R — IR ddas veces derivable e convexa en (a,b).
Sabemos que entén f”(x) > 0, para z € (a, b), asi a funcién f’ é crecente en (a, b).

Como consecuencia, para unha funcién f convexa, ao ser f’ crecente, para a mesma variacion
Az, conforme aumenta o valor z,, Ay é cada vez maior, como se aprecia na seguinte gréfica.
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Analogamente, para unha funcién f céncava, ao ser f’ decrecente, para a mesma variaciéon Az,
conforme aumenta o valor z,, Ay é cada vez menor.

Exercicios

18. Calcula os seguintes limites:

. et —e

a)alclinlmz—l
rT—1

d lim —o

z—+oo In(e® + x)

o) lim va+2r—+a+zx

z—0 X

(2—z)e" —x—2

j) lim 3
In(1
m) 1im 200()
xr—e €r — e
) I 2% 4+ 42?2 + 3
m —————
P z—too x4 — 222

r—+oo 3%

; \/2+x—\/§
k) lim ————

z—0 X

xS 442
z—0 x4 — 2z

Sat — a2 —1

’

Q)

1 o =y =2
s> +o0 374 + 222 — 2

xT

¢) lim —
) r—+00 1’2

f) lim

r—+oo ] — 1‘3

i) lim (z —1)In(z — 1)

z—1+

In(x —1
D i 21
z—2 e¥=2 — 1
, —xd 42?4
0o lim ———
z—+00 s —1

19. Sexa f unha funcién polinémica de grao 3, cun méaximo en (0,0) e un minimo en (2, —4).
Determina a funcién f e debuxa a sda grafica.

20. Sexa f(z) = e”(2z — 1). Calcula os intervalos de crecemento e decrecemento e a ecuacién

da recta tanxente a grafica de f no punto de abscisa xz = 0.

21. Dada a funcién g(x) = ax* + bz + ¢, calcula os valores de a, b, ¢ tales que g ten un extremo
relativo en (1, —1) e a recta tanxente 4 grifica de g en z = 0 € paralela 4 recta y = 4x.

22. Sexa f(x) = 2%~ con a # 0.

a) Calcula o valor de a para que f tefia un extremo relativo no punto = = 2.

b) Cando a = 2, clasifica os seus extremos relativos.

23. Consideremos a funcién f(z) = 2 + ax?® + bz + ¢

a) Calcula a relacion que deben satisfacer os pardmetros a, b ¢ ¢ para que f tefia un extremo

relativoen x = 1

b) Calcula o valor do parametro a para que exista un punto de inflexion de f en x = 0

¢) Da arelacion entre os pardmetros a, b e ¢ sabendo que que a grafica de f corta o eixe

enx =2

d) Calcula o valor dos pardmetros a,b e ¢ para que se cumpran simultaneamente as tres

propiedades anteriores.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Comproba que as funciéns de demanda Q(p) = 1000 — p/5e Q(p) = 75 — 10In(2p + 1),
onde p é o prezo de venda, son decrecentes.

A cantidade dun determinado produto que un consumidor adquire estimase dada pola funcién

D(r) = (1= 1)In (10 — 122), sendo r a renda anual do consumidor, en miles de euros.

-
a) Indica cal € o maior dominio desta funcién. Cal € o dominio que debemos considerar aten-
dendo 4 interpretacion econémica?

b) Calcula 11'13_(1 D(r) e interpreta o resultado.
T—+00
¢) Comproba que D € crecente. A demanda medra sempre a mesma celeridade?

Unha factoria produce ¢ miles de artigos por semana, e a sia funcién de ingreso en miles de
euros é I(q) = ¢® — gq2 + 70. Estuda cando a funcién de ingreso € crecente. Cal € o ingreso
minimo da factorfa?

Un equipo cientifico estudou a evolucién da poboacion dunha pequena illa da Polinesia. Como
conclusién, determinou que, para obter unha boa estimacién da poboacién, hai que empregar
a expresion P(t) = 400 + 18t — 6¢3/2, onde ¢ indica os anos transcorridos dende o inicio do
estudo.

a) Determina a poboacién da illa cando se iniciou o estudo, e ao cabo dun ano. Cal foi en
porcentaxe a taxa de crecemento neste periodo?

b) Despois de cantos anos transcorridos dende o inicio do experimento deixou de crecer a
poboacioén da illa? Cal foi o nlimero méximo de habitantes?

Os beneficios, en centos de euros, dunha empresa de transporte de viaxeiros describense me-
4
. . p < :
diante a funcién B(p) = 5p? — =~ —100, onde p é o prezo que cobra a empresa por cada viaxe.

Estuda cando a funcién de beneficio é decrecente. Cal € o beneficio maximo da empresa?

Unha féabrica produce cada dia x toneladas do produto A e 410015; toneladas do produto B. A

cantidade maxima de produto A que se pode producir é de 8 toneladas. O prezo de venda do
produto A € de 100 € por tonelada e o do produto B é de 250 € por tonelada.

a) Calcula os ingresos diarios, supoilendo que se vende toda a producion.

b) Calcula cantas toneladas de cada produto hai que producir diariamente para obter o mdximo
de ingresos, e verifica que realmente € un maximo absoluto. Cal é ese ingreso maximo?

O custo de producién de 2 unidades dun determinado artigo é de C'(x) = 40z + 375 euros. Se
o prezo de venda por unidade é p(z) = 100 — “’—92, a que prezo se alcanza o beneficio maximo?

A evolucién no tempo da capacidade de produciéon dunha empresa fundada en 1985 vén dada
pola funcién P(t) = %, sendo ¢ os anos transcorridos dende a fundacion. En que
ano alcanzou esta empresa a sia mdxima capacidade de producién? Cal era esa capacidade?

E a capacidade actual?

Supofiamos que os consumidores compran ¢ centos de unidades dun produto cando o prezo
de cada unidade é de 120 — 0.1¢> €.
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a) Canto se ingresa pola venda de 1000 unidades? E canto mais se ingresa se se venden 1100
unidades? Calcula o ingreso marxinal para ¢ = 10 e interpreta o resultado.

b) Cantas unidades deben venderse para maximizar os ingresos por vendas. Cal € o maximo
de ingresos que se pode obter? A que prezo se vende cada unidade neste caso?

33. O custo de fabricar ¢ centos de unidades dun produto vén dado, en miles de euros, pola fun-

2
—4

4 0 Canto custa fabricar 200 unidades? Cal € o custo de fabricacién

cién C(q) = 2 +

por unidade neste caso? E canto mdis custa producir 210 unidades? Aproxima esta diferenza
usando o custo marxinal.

34. Sexa f(x) = |z|. Ten f algtin extremo no intervalo [—1,2]? Een (—1,1)?

35. Debuxa, se é posible, a grifica dunha funcién f: (—1,1) — R que non sexa derivable en
7, = 0 e que tefia en x, = 0 un minimo e un punto de inflexion.

36. Obtén os mdximos, minimos e puntos de inflexién das seguintes funciéns:

2
0@ =(57) W=t O @ =4a) @ f)=
2 x
9fw) =2+ Df@=VET  of@=s -9 W)=
37. Se a € R, a # 0, obtén os extremos das seguintes funcions:
f(z) =ax+ %3 g(x) = (r+a)e™™ h(z) = (z +a)*(z —a)

4.8. Derivacion con Matlab

Derivadas de funciéns dunha variable

Empregamos o comando diff (f, x, n) para calcular a derivada de orde n da funcién £, res-
pecto da variable x.

Para calcular a terceira derivada da funcién f(x) = e*~2 + 2% en z = 2 empregamos os
comandos:

syms X
f(x)=exp(x-2)+tx"4
f3=diff (f, x, 3)
£3(2)

Ast f"(x) = 24z + e 2 e f(2) = 49

Para calcular a derivada da funcién h(z) = x In(322 + x) tecleamos
h(x)=x*1log (3*x"2+x)
diff (h,x,1)

ou tamén serve diff (h, x) ou simplemente diff (h)

z(6z+1)

Entén h/(z) = In(32” + x) + 55
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Calculo de extremos e puntos de inflexion

Utilizaremos os comandos vistos antes xunto coa sentenza solve (f), que calcula os ceros da
funcién f, para calcular os extremos e os puntos de inflexion dunha funcion real de variable real.

Seguiremos os seguintes pasos, que ilustramos para o caso da funcién f(z) = z2e®
g g p q p

1. Definimos a funcién: f (x) =x"2*exp (x)

2. Calculamos a derivada de f: df=diff (f, x)
Asi pois, f/(z) = 22e® + 2z,

3. Obtemos os puntos onde a derivada de f é nula, é dicir, resolvemos a ecuacién f'(z) = 0:
E=solve (df)
Temos entén que os Unicos puntos que anulan a primeira derivada son x = —2 e x = 0.

4. Calculamos a derivada segunda de f: d2f=diff (f,x,2)
Logo, f"(z) = (22 + 4z + 2)e®.

5. Avaliamos a segunda derivada nos puntos para os que a primeira derivada era cero:
d2f (-2), d2f(0)
Dado que f”(—2) = —2¢72 < 0, f tenen x = —2 un maximo relativo. Como f”(0) = 2 > 0,
f ten en x = 0 un minimo relativo.

Para calcular os puntos de inflexién de f resolvemos a ecuacién f”(z) = 0. No noso exemplo,
I=solve (d2f)
Obtemos que a segunda derivada é nula nos puntos z; = —2 — /2 e x5 = —2 + v/2. Estudando
a terceira derivada nestes puntos:

I=solve (d2f)
d3f=diff (£, x,3)

eval (d3f (-2~ (1/2) - 2))
eval (d3f (2"~ (1/2) - 2))

Deducimos que os puntos x1 € x2 son puntos de inflexion de f.
Sempre é aconsellable representar a grafica da funcién f nunha fiestra adecuada, que comprenda
os extremos e puntos de inflexién: ezplot (£, [-6 1])

Exercicios

37. Calcula os extremos da funcién R(t) = (t2 + 10t + 25)e=0-05¢

38. Un fabricante determinou que o custo medio (en centos de euros) do seu produto vén dado por

324 5
CMe(q) = ——=+—+2.

V@2 +35 g
a) A medida que aumenta a producion, o custo medio achégase a unha cantidade constante.
Cal € esta cantidade?

b) Determina o custo marxinal do fabricante cando se producen 17 unidades por dia.
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39.

4.9.

¢) O fabricante determina que se a producién e as vendas aumentasen a 18 unidades por dia,
os ingresos crecerian en 275 euros. Deberia facer este incremento?

Unha empresa comprobou que ao gastar A euros en publicidade, o nimero de artigos vendidos
serd de x = 2000(1 — e~%-0914) Determina canto debe gastar en publicidade para maximizar
o seu beneficio neto, se por cada artigo do seu produto que vende obtén un beneficio de 5
euros.

Autoavaliacion

As seguintes cuestions tefien s6 unha resposta correcta.

1.

. Dada a funcién f : [0,2] = R, f(z) = {

A ecuacién da recta con pendente —1 que pasa polo punto (—2,2) é
aAy=—-z by=-24+2 cgy=-x+4 dy=-2x-1

. Se sabemos que a funcién h(x) = az® + bz + ¢ ten un extremo en (1,—6) e que a recta

tanxente 4 grafica de h en « = 0 € paralela 4 recta y = —10x, entén
a)c=2 bc=-2 ¢)c=3 d)c=-3

. A ecuacién da recta tanxente 4 gréfica da funcion f(z) = vVa?+lenz =0¢

ay=0 by=z cgy=1 dy=x+1

]

x sex € [0,
1.9] tense que:

1
—z+2 sex € (1,2
a) f non ten extremos en [0, 2] porque f’(x) # 0, para todo x € [0, 2]
b) f ten un mdximo relativo en x, = 1

¢) f non é limitada.

d) Podemos aplicar Teorema de Rolle a f, xa que f(0) = f(2) =0

. Se f(x) = In(x), cal das seguintes afirmaciéns é FALSA?

a) f non ten extremos. b) f € de clase infinito en (0, +00).
¢) f é convexa (0, +00). d) f é crecente (0, +00).

. A funcién f(z) = 2* — 42% + 10 é céncava no intervalo

a) (0,2) b)(—00,0) ¢)(0,400) d)(—00,2)

. Se f(xz) = e~ 7, cal das seguintes afirmaciéns é FALSA?

a) f non ten extremos. b) f(z) > 0, para todo = € R.
¢) f é concavaen R. d) f € decrecente en R.

. Sexa f : [~1,5] = R, f(x) = —22. Cal das seguintes afirmaciéns é FALSA?

a) x = 0 é o Gnico extremo de f. b)x = 0 é maximo global de f.
¢) x = 5 é minimo global de f. d) x = —1 é minimo relativo de f.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Sexa f:(0,2) — R, C?, tal que f/(1) = f"(1) = 0e f3(1) > 0. Ent6én

a) ¥, = 1 é un maximo de f. b) , = 1 € un minimo de f.
¢) 2, = 1 non é un extremo de f. d) f é céncavaen (0, 2)

. Se f: R — R é unha funcién de clase infinito verificando que f'(2) = f"”(2) = f"(2) =0e

f9(2) = —8, podemos afirmar que

a) f ten un maximoen x = 2. b) f ten un minimo en x = 2.
¢) f é decrecente. d) £ = 2 non € un extremo de f.

A cal das seguintes funciéns se lle pode aplicar o teorema de Rolle no intervalo [—1, 1]?
a)f(x)=lz|-2 b f(x)=1—x o) f(z)=2*—-T722+1 d)A todas elas.

Cal das seguintes funciéns verifica as hipéteses do teorema de Rolle no intervalo [—2, 2]?

a) f(z) =e* b)pr) =2>+3 o) h(z) =In(z) d)gl@)= %

Sexa h(x) = In(f(x)). Sabendo que f(0) = 1e f'(0) = —1, o valor de h'(0) é
a)2 b)—1 0 d1

Sexa h : R — R unha funcién derivable. Se f(z) = h(z® + 2), entén

a) f'(x) =W (23 +2) b)f(z) =322 (23 + 2)
) f(z) = W (322?) d) f'(x) = 3221/ (z)

Se é f unha funcién derivable, a derivada da funcién F'(z) = 5/(*) é:

a) F'(z) =5/ @ #(2)In5  b) F'(z) = f(z)5/ @1 f(z)
) F'(x) = 5/@) f/(2) d) F'(z) = f(z)57®) 1 1n(5)

Se h e g son funciéns derivables e f(z) = h(ze9®)) , entén f'(z) é

a) I/ (ze9)[e9(®) 4 zg' (2)e9(®)) b) b’ (ze9(*))ed®) In(x)

¢) B (ze9®))[zg(x)ed @1 4 9] d) W (e9®)) + B/ () g (x)ed™)
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4.10. Soluciéns dos exercicios propostos

8. A propensién marxinal ao consumo ¢ de 535.95 milléns de euros, porque C’(100) = 0.53595
A propensién marxinal ao aforro é de 464.05 milléns de euros, porque S’(100) = 0.464049

9. A propensién marxinal ao consumo € de 33.33 mill6ns de euros.
A propension marxinal ao aforro é de 966.67 milléns de euros.

15. ¢/(10) = 13.53

16. A’(30) = —0.078
O ndmero de pacientes que reciben a alta pasados trinta e At dias de hospitalizacién son aproxi-
madamente 0.078 At pacientes menos que os que reciben a alta pasados trinta dias de hospitalizacion.

18.a) & b) +o0 o+oc Do @l  H-oo  @yz WO
Do -5 Rizs DI m!I m-2 o-c0c PO @3
19. f(z) = 2> — 322

21.g(x) = —a* + 4o — 4

22.a) f ten un extremo relativo en x = 2 cando a = 1, e ademais é un maximo relativo de f.

b) Cando a = 2, ten un minimo relativo en x = 0 e un maximo relativo en x = —1.
23.a)b=—-3—2a,a # —3
b)a=20

c)c=—-8—4a—2b
da=0,b=-3,c=-2

26. A funcién de ingreso € crecente cando g € (1, +00), é dicir, cando se producen méis de 1000
artigos.

O ingreso € minimo se ¢ = 1, € dicir, cando se producen 1000 artigos por semana; e este ingreso
minimo € de 44 000 €.

27. a) A poboacién da illa cando se iniciou o estudo era de 400 habitantes, e ao cabo dun ano,
412. A taxa de crecemento neste periodo foi do 1.5 %

b) A poboacién da illa deixou de crecer despois de 4 anos transcorridos dende o inicio do expe-
rimento. O nimero maximo de habitantes foi 424.

28. A funcién de beneficio é decrecente en (10, +o00), é dicir, cando o prezo de cada viaxe é
maior de 10 euros. O beneficio mdximo acddase cando o prezo de cada viaxe é de 10 euros e este
beneficio maximo ¢ de 15000 €.

29.a) I(z) = 100z + 250410015; euros son os ingresos diarios por vender toda a producion.

b) O méaximo de ingresos € de 1250 €, para o que hai que producir diariamente 5 toneladas do
produto A e 3 do produto B.

32. a) Pola venda de 1000 unidades ingrésanse 110000 €, e por vender 1100 unidades ingrésanse
8690 € mais. O ingreso marxinal para ¢ = 10 é 9000, e esta é unha aproximacién do resultado
anterior, é dicir I'(10) aproxima canto mdis se ingresa se se venden 1100 unidades en vez de 1000.



92 Capitulo 4. Célculo diferencial de funciéns dunha variable real. Aplicaciéns.

b) Para maximizar os ingresos por vendas deben venderse 2000 unidades a un prezo de 80 € por
unidade, de xeito que o ingreso maximo € de 160 000 €.

33. Fabricar 200 unidades custa 2000 €, 10 € por unidade.

Producir 210 unidades custa exactamente 33.90 € madis que producir 200.

O custo marxinal para ¢ = 2 é C’(2) = 0.3333, polo tanto, usando o custo marxinal para
aproximar esta diferencia, obtemos que AC' =~ C”(2)Ag = 0.3333 - 0.1 = 0.0333, é dicir, 33.33 €.

37. f ten un minimo relativo en x = 2a e un maximo relativo en x = —2a.
¢ ten un maximo relativoen z = 1 — a.
h ten un minimo relativo en = = a/2. (x = —a non é un extremo, é un punto de inflexién)

38. A medida que aumenta a producion, o custo medio achégase a 200 €.

O custo marxinal do fabricante cando se producen 17 unidades por dia é de 394.44 euros.

Se a producidn e as vendas aumentasen a 18 unidades por dia, os custos de producién aumenta-
rian 380.12 €. Como os ingresos aumentarian soamente 275 €, non deberfa facer este incremento
na producion.

39. Para maximizar o beneficio neto debe gastar 2302.58 € en publicidade.

Solucions autoavaliacion. 1a, 2a, 3c, 4b, 5c, 6a, 7c, 8a, 9¢, 10a, 11c, 12b, 13c, 14b, 15a, 16a



Capitulo 5
Integracion de funcions dunha variable.

Neste capitulo repasamos os conceptos basicos, propiedades e interpretacions xeométricas rela-
cionadas coa integracion de funcidéns dunha variable.
5.1. Areas baixo curvas. Calculo de primitivas

Definiciéon 5.1 Sexa f: [a,b] — R unha funcion continua e non negativa. Definese a integral de
f en [a,b] como a drea da rexion do plano limitada pola grdfica da funcion, o eixe X, e as rectas

b b
x:aem:b,edeno’tase/ fou/f(m)dx.

3 5
Exercicio 5.2 Calcula, utilizando argumentos de xeometria, / ddxe / 2t dt
1 0

b
Observacién 5.3 Se f: [a,b] — R ¢ unha funcién continua e non positiva, definese / f=
b a
— / (—7), é dicir, se A é a drea da rexion do plano limitada pola grifica da funcién, o eixe X, e as
a

b
rectasz = aex = b, ent(’)n/ f=-A
a
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b
Se f estd limitada en [a, b] e é continua en (a, b), tamén se pode definir | f do mesmo xeito,

a
dividindo o intervalo [a, b] en intervalos onde f tefia signo constante. No caso de que f fose unha
funcién limitada cunha cantidade finita de discontinuidades, de xeito que a podemos considerar defi-
nida nunha unién finita de intervalos, en cada un dos cales € unha funcion nas condicions anteriores,

entendemos por / f asuma das integrais de f en cada un deses intervalos.

b
Destas funcions diremos que son integrables e / f chdmase a integral definida de f entre a e b.

a

Proposicion 5.4 Sexa f: [a,b] — R unha funcion integrable. Verificase que:

/ /f—i—/fparatadoce[ab].

./rf—r/fparatodoreR

Definicion 5.5 Sexa f: [a,b] — R. Unha funcion g: [a,b] — R dise que é unha primitiva da
funcion f se g é derivable e g'(x) = f(x), para todo x € [a,b).

Proposicién 5.6 Sexa f: [a,b] — R.
1. Se g: [a,b] —> R é unha primitiva de f enton g+ C € outra primitiva de f, para todo C' € R.

2. Se g1, g2: [a,b] — R son diias primitivas de [ entén g1 — g2 é constante.

Tradicionalmente, denétase por / fou / f(z) dz o conxunto de tédalas funciéns primitivas de

f. Debemos distinguir entre a integral definida, / £, que € un nimero real, e a integral indefinida,

f que representa un conxunto infinito de funciéns.

En xeral, o cdlculo de primitivas non é doado. Existen diversos métodos que permiten calcular
primitivas de moitas funciéns que tefien determinadas caracteristicas, pero este non serd o noso
obxectivo.

Exemplo 5.7 Vemos algtins exemplos de primitivas que resultan inmediatas cando se domina a
derivacion de funciéns dunha variable.

1. /6m5fx4dm:x67%$5+0
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2. /x‘g + 728 de =322+ T2t + C

3 3
T o 4x 9 n
3x 1 3x
4. [ e dnge +C
s 1 -
5. /e Fdr=——e "+ C
5
1/x -1
6./82 dx:—/—Qel/wdx:—el/w—i—C
T T

1 1
7. | ——de=— C
/(:v+5)2 * x+5+

1 1
. dr =
8 /(7—z)2 e=7+¢
3 301
9. [ — —de=-2—_4C
/(2x+5)2 T ooy '
x? 1 1 -1
10. [ ————dr=_ 2@+ 4)Pde = -2 (2P +4) 2+ 0= ————
0 /(m3+4)3dx 3/335 (@ +4) 7 dr = —2 (@ +4)7"+ C 6(m3+4)2+0

1 3 4
11. /\3/x+7d:c:/(x+7)§dx:f(x—l-?)?—i—C
12. /:L‘\3/:L“2+7d:c:%/233(:L‘2+7)é d:c:%(Jc2+7)%+0:%«3/(1’2+7)4+0
x2 _1 2 8 T
13. /Wday: é/6x2(2x3+5) sde=13(22"+5)5 + C=13/(223 +5)2+ C

O teorema que segue € importante porque establece a relacion entre a integral dunha funcién
nun intervalo e unha primitiva calquera desta funcién, o que resulta unha ferramenta moi util para
calcular a integral definida dunha funcién nun intervalo.

Teorema 5.8 (Regra de Barrow) Se g: [a,b] — R € unha primitiva dunha funcion integrable

b
fila, b)) — R entén/ f=g(0)—g(a).
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5.2. Teorema fundamental do calculo integral

Definicién 5.9 Se f: [a,b] — R ¢ unha funcion integrable, chdmase funcién integral de f d

funcion F: [a,b] — R, F(z) = / () dt.
a
A funcién integral dunha funcién integrable sempre € continua. O seguinte resultado danos con-
diciéns que aseguran que tamén sexa derivable.

Teorema 5.10 (Teorema fundamental do calculo integral) Se f: [a,b] — R é unha funcién con-
x

tinua entén a sia funcion integral, F(x) = / f(t) dt, é derivable e ademais ' (x) = f(x), para

todo x € (a,b). ‘

Como vemos no exemplo que segue, este resultado permitenos calcular facilmente a derivada
das funciéns integrais ou das sias composicidns con outras funcions.

€T
Exemplo 5.11 1. Se queremos calcular a derivada da funcién F'(x) = t? dt non temos mdis

0
que considerar a funcién continua f: [0,b] — R, f(t) = t2. Deste xeito F' é a funcién
integral de f e, aplicando o teorema fundamental do cdlculo integral, podemos afirmar que
F'(z) = f(z). Asi F'(x) = 22

Z4

Se quixésemos calcular a derivada da funcién G(x) = t? dt, como se ten que G(z) =

0
F(z%), aplicando a regra da cadea, G'(x) = F'(z%)42® = f(2*)423 = 28423 = 421!

..’1)4

t? dt, consideramos que H(z) = / t2 dt —
0

.’L‘4

Para calcular a derivada de H(x) = /
2x

2%
t? dt = F(z?) — F(2z), logo H' () = 42 F'(x*) — 2F'(2z) = 423 f(x*) — 2f (2x) =

0
41t — 822
xr

2. A funcién F': [a,b] — R, F(z) = / In(t* + 2t + 3) dt, é a funcién integral da funcién
continua f: [a,b] — R, f(x) = In(22 + 22 + 3). O teorema fundamental do célculo integral

asegura que F’(z) = In(2? + 22 + 3).

3z2
A funcién H(x) = / In(t? + 2t + 3) dt pode expresarse do seguinte xeito:
xr

H(z) = /BE In(t? + 2t + 3) dt — /T In(t? + 2t + 3) dt = F(32?) — F(x)

a a

Entdn, aplicando o teorema fundamental do célculo integral e a regra da cadea,

H'(x) = 62F' (32°%) — F'(x) = 62 In(92* + 62% + 3) — In(2? + 2z + 3)
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3. Por ser F(z) = / 3t + tdt a funcién integral de f: [a,b] — R, f(z) = 32> + 2, 0
teorema fundamental do cdlculo integral asegura que F’(z) = 322 + x.

z2

€
Se G(x) = / 3t% + t dt, entén

3

22 3

G(m):/ 3t2+tdt—/ 32 4 tdt = F(e”) — F(2°)

e, asi, G'(z) = 2ze® F'(e””) — 322F'(23) = 2ze™ (3e2*”" 4 %) — 322(32% + 23) =
6ze3™” + 2ze2’ — 928 — 325

Exercicios

2
1. Calcula xeometricamente / f(x)dz, sendo f(x) = —3
1

2

2. Calcula xeometricamente / 2x dx
—1

4 2
3. Se a € R, a # 0, calcula xeometricamente / adre / ar dv
2 0

4. Calcula e interpreta xeometricamente os resultados:

el 1 1 2
a)/ ~dx b)/ 12 dt c)/ 3 dt d)/ 16 — z* dx
1 T —1 -1 1

5. Calcula a drea da rexion limitada polas curvas:

Ay=a2>+2, y=—-z,2=0eax=1 by=2-2’cax=y
r=3-y*ex—y=1 dDy=a2?>—6zey=0
ey=2 2=0,y=4ey=1 HDe=y’eax—y=2

x

2

6. a) Debuxa a rexion limitada polas curvas y = 6 — x° e = = y e calcula a sua drea.

b) Debuxa o recinto do primeiro cadrante limitado por y = l% ey =5 — 22 e calcula a sda

area.
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7.

10.

11.

Calcula:
z? +2 eV 22
/ 5 ¥ )/ 2+ 62 3’/%“‘ ‘”/T_sdw
5)/de 6)/§1n(z2)+3dm 7)/\%73710133
(z—5)3 T Yz
9)/5111(1:2) da 10)/i+5e*2” da 11)/1+e4$ dx 12)/9”72013;
x x? Vi3 —5
e 1 1 2r — 3
13)/mdx 14)/;(ln(x)+2) da 15)/mdx 16)/x2_3
1 4 3 5 In® ()
17 [ ———de 18) [ a(a’ +32" —1)dz 19) Va? dx 20) [ ——~d
21)/61J dt 22)/ ln(gg 23)/i + 2 24)/”772(196
22 VB +d
25)/(7«—4)2 dr 26)/i 2 27)/ 3 i 28)/\/3t+2dt
14+t (1+1)2 Vi+t
29 var 1 -3 50 18
) [ e dr 30) ST +4r~ " dr 31) | 377 +2dt 32) dr
33)/4e” dr 34)/7‘4 3r? + S dr 35)/% dz 36)/(“ dt
. Sea,beR,a,b#0, calcula:

/aw3 — ba? da /axb dx /e’” dx /aebf”‘ dx

. Avalia o valor actual dun fluxo continuo de ingresos de 2000 € ao ano para 5 anos ao 6 %

5
composto continuamente, sabendo que vén dado por / 2000e%-96% gz,
0

Avalia os gastos totais dunha empresa durante os préximos sete anos sabendo que vefien dados

7
por / 3500e%-04% gz,
0

Para un determinado grupo poboacional, estudouse a renda media anual actual (en euros) que
unha persoa con z anos de estudos especializados pode esperar recibir cando busca o seu
primeiro emprego. Estimouse que a taxa de variacién da renda con respecto 4 educacion vén

dada por d—y = 1002%/% para 2 < z < 16. Se ademais sabemos que para 9 anos de estudos
x
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

especializados a renda media anual é de 23220 €, atopa a expresion da renda media anual
actual. Cal € a renda media anual actual se se tefien 6 anos de estudos especializados?

dI
Se a funcién de ingresos marxinais dun fabricante é i 3000 — 25¢ — 44?2, calcula a funcién

q
de ingreso. (Lembra que o ingreso € nulo cando non se vende ningunha unidade)

Na fabricacion dun produto, os custos fixos por semana son 4000 €. Se a funcién de custo

d
marxinal é ae _ 107%(0.03¢> — 3q) + 0.4, onde ¢ é o custo total (en euros) de producir ¢

dq
quilos de produto por semana, acha o custo de producir 10000 quilos nunha semana. (Observa
que os custos fixos son constantes, independentemente da demanda, entén ¢(0)=4000)

dv
A taxa de cambio no valor dunha casa que nova custa 350 000 € p6dese modelar como e

8¢0-05 onde ¢ son os anos transcorridos dende a construcién da casa e V é o seu valor (en
miles de euros). Determina V' (¢) e o valor da casa 3 anos despois da sda construcién. Canto
tempo debe pasar para que o valor da casa chegue aos 400 000 €?

O economista Pareto estableceu unha lei empirica de distribucion da renda, que d4 o nimero

. . dN
N de persoas que reciben - ou mdis délares. Se — = — Az~ 5, onde A e B son constantes,

X
obtén mediante unha integral definida o nimero total de persoas con ingresos entre a e b, se
a <b.

Calcula a funcién integral de f: [-1,3] = R, f(z) =22 + 1

1
rrl se x€[l,3)

Calcula a funcién integral de f(z) =
—r+5 se x€[3,5]

3 sex € [0,2)

Para a funcién f(z) = {10 —r sexc[26]

a) Calcula a funcién integral de f

6
b) Interpreta xeometricamente e calcula / ft)dt
0

fx+1) sexel0,1)
Para a funcién f(z) = 1
- sex € [1,2]
x
a) Calcula a funcién integral de f

2
b) Interpreta xeométricamente e calcula / f(t)dt
0
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3 sexe€0,1)
20. Calcula a funcién integral de f(z) = ¢ 3
— sez€|[L,3
T
21. Obtén as funcidns integrais de f e h e represéntaas graficamente. Son continuas?
3 sex € [0,1) 2 sex € [0,1]
flz) = 2 sex € [1,2) h(z) = 0 sex € (1,2)
20 —1 sex € (2,4] z—1 sexz €24

e’ sex € [0,1)

22. Calcula a funcién integral de f: [0,2] — R, f(z) =
g f 0. J(@) {621‘ sex € [1,2]

23. Calcula a derivada das seguintes funcions:
3 2 t

a) H(x) :/: In(t)dt b) H(x) :/OI e’ dt c) F(t) :[tx4dm
d) H(x)—/j t2dt  e) H(x):/w

g)H(:c):/z et dt h)H(m):/I %dt i)H(:r):/z e tdt
1 o 11—t 1

n(2x) n(x)

24. Calcula a derivada da seguintes funcidns, sendo & e p derivables e f continua:

p(x) h(z?)
0 i) = | NI EOR /

2z

3r
t2 +1dt ) D(r) :/ et
1

h(2x)
ftydt ¢ H(zx) = / t2dt
(z) 1

1/x
25. Nunha andlise de inventario faise referencia 4 funcién g(x) = % / ku” du, onde k e r son

1
1

T2 :

constantes, k > 0,7 > —2 e x > 0. Comproba que ¢’ (z) = —

5.3. Integracién con Matlab

int (£, x) calcula a integral indefinida da expresion simbélica f respecto da variable x.

int (f, x, a,b) calcula a integral definida da expresién simbdlica f respecto da variable x en
[a, D].
Asi por exemplo, unha primitiva para f(z) = In?(x) obtense coa sentenza

int (log(x) "2, x)

Ent6n vemos que /ln2(m) dr = z(In*(z) — 2In(z) + 2) + C

1 ™

As integrais / In(x +3)dx e / 4z In(x) dz calctlanse do seguinte xeito:
—1 0
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int (log(x+3),x,-1,1)
int (4xxxlog(x),x,0,pl)

1
Obtemos entén /

-1
1/2) = 12.7265
Exercicio
26. Comproba as seguintes igualdades:

z3 5/ (x4 4 2)*
a) - dr =
Vat+2 16

b) /zeI de =e"(x — 1)

dx 1 - —
O [ St Ve - Ve
e’ —1
9 ,/62$+26x+1dm:eﬁc+1

e) /\/Eln(m)dm = %m% In(x) — %m%dx

1
—_———dx=2+2 —2In(1 1
D/HW‘” 2o+ 1-2m(l+ Ve +l)

1

Representacion de curvas e calculo de areas

Para representar a funcién f(z) = x2

, no intervalo [—2, 2], podemos utilizar a sentenza
ezplot ("x"2’,[-2,2])

Se non se indica o intervalo, témase [—27, 27] por defecto.
Representase a circunferencia de centro (0, 0) e raio 1 da seguinte maneira:

ezplot (' x"2+y"2-1")
Para representar as curvas y = 422 + 4 e 2z + y = 6 na mesma xanela:

ezplot (" 4xx"2+4" ,[-4,2])
hold on
ezplot (' 6-2*x’",[-4,2])

Se queremos saber os puntos de corte das ddas graficas:

S=solve (4*x"2+4~-y, 6-2xxX~V)
P=[S.x,S.vy]

In(x +3) de =1n(64) —2=2.1589 e / dxIn(z) dz = 2(7* In(r) —
0
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devélvenos os puntos de corte (1/2,5) e (—1,8). As{ a drea da rexién limitada por ambas as curvas

1/2 9
serd / 6 — 2x — (42 +4) do = 7 due calculamos coa sentenza
—1

int (6-2+x— (4+x"2+4),%,-1,1/2)

5.4. Autoavaliacion

As seguintes cuestions tefien s6 unha resposta correcta.

1. Sexa f : [1,2] — R definida por f(z) = x. A funcién integral de f vén dada por:

“ 2?1
a) F(x) :/ tdt = 5 i,paratodox € [1,2]
1

2 3
b) F(x):/l tdt =3
X

@ 2
c) F(x) = / tdt= 5 para todo z € [1,2]
1

d) F(x):/ tdt =x —1,paratodo z € [1,2]
1

4
2. Unha primitiva de f(z) = T é
x

b) g(z) = In(z + 5)

a)g(r) = @152

0 g(z) =4In(z+5) d)g(z) =1n(z+5)

3. Unha primitiva de f(z) = Va3 é
) g(x) = J27 b g(z) = 2P o) g(a) = F2T* D) g(w) = F2/t

4. Unha primitiva de f(z) = =2 ¢

oO—XT

a)g(r)=2-In(5—-2) b)gx)=—21In(5—2)
0 g(z)=-2ImG-2) dgle) =5z
5. Se f(x) = /1236? dzx, entén
a) f(z) = In(2® +5)+ C b) f(z) = 2In(z® +5) + C
o f(z)=3mn(=*+5)+C d) f(z)=Inz?+5

1
2
6. / o dt vale
0 1+Z'2

a)ln(2) b)l1+In2) 0 dlin2)-1
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2x
7. Se g(z) :/ t2 dt, entén
1

a) g (z) =822 b)g'(z) =4z o) g (r)=42>2—-1 d)g'(z)=822-1

€T
8. Seyg(x) = / tIn(t) dt, entén
0

a) ¢'(z) = 222 In(2?)  b) ¢'(z) = 2% In(2x)
©)¢'(r) =2xIn(z?) d) ¢ (z) = 2%In(a?)

ac2+1
9. Se f(x) = / 2t dt, entén
x

2

(302+ 2 g4

a) f'(z) =2(z% +1) — 222 b) f'(2) 1)
2z(22 + 1) — 2z(2?)

o f'(z) = 4z d) f'(x)

10. Se f(z) = / e dt, entén f'(z) é
1

2

a)2tel’  b)2re”  c)e®  d)e” —1
3

11. Se H(z) = / In(t) dt, entén
1

a) H'(z) = 32%In(z®) b) H'(z) =In(32%) ¢) H' (z) =In(z®) d) H'(x) = 32%In(?)
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5.5. Solucidons dos exercicios propostos

5.2)17/6,¢) 9/2, d) 36, ) 9/2
6.2)125/6

9.8639.40 €

10. 21 368.90 €

11. y(x) = 402°/2 + 13500. A renda media anual actual se se tefien 6 anos de estudos especia-
lizados é de 17 027.26 €.

12. I(q) = 3000¢ — 2¢° — 3¢°

13. ¢(q) = 1078¢® — 10761.5¢2 +0.4¢ +4000. O custo de producir 10 000 quilos nunha semana
éde 17850 €

14. V(t) = 160e%-95% 4+ 190. O valor da casa 3 anos despois da sta construcién é de 375893 €.
Deben pasar 5 anos e 5 meses para que o valor da casa chegue aos 400 000 €.

a
15. O nimero total de persoas con ingresos entre a e b é / — Az~ B de = (=B —a'B)
b

1-B

Solucions autoavaliacion. 1a, 2¢, 3c, 4c, S5c, 6a, 7a, 8a, 9¢, 10c, 11a



Capitulo 6
Derivadas de funcions de varias variables.

Na préctica diaria, cando traballamos con mdis de ddas variables econdmicas, fisicas, tecnoloxi-
cas, etc. a veces existe unha relaciéon de dependencia entre elas, de forma que o valor que toma al-
gunha das variables, que se denomina variable dependente, depende do valor que toman as restantes,
que denominamos variables independentes. Se esta relacion estd regulada mediante unha ecuacién
funcional, de modo que para cada valor que tomen as variables independentes corresponde un tinico
valor da variable dependente, entén dicimos que estas variables estdn relacionadas mediante unha
funcidn de varias variables.

6.1. Funcions de varias variables
Definicion 6.1 Denominase funcion de varias variables reais a toda aplicacion f: R™ — R™

Igual que para o caso das funciéns dunha variable, as funcions de varias variables poden ter un
dominio mais restrinxido, non sendo a totalidade de R™. Por comodidade, nos resultados tedricos
non nos pararemos neste detalle.

Unha funcién f: R® — R™ determina m funciéns diferentes, f;: R — R, que se denomi-
nan compoiientes ou coordenadas da funcion [ e denétase por f = (f1, fa,..., fm) ou f(z) =

(fl(x)v fg({L'), . .,fm(l')).

Exemplo 6.2 Para a funcién f: R? — R3, definida por f(z,y) = (z+v, €2* —y, 22 + x7), as stas
funciéns coordenadas son f1, fa, f3: R? — R,

filzy)=z+y falz,y) =e* —y fs(@,y) = 2" + 2y

Definicion 6.3 Denominase conxunto de nivel ou curva de nivel k € Rde f : R" — R, ao
conxunto formado polos puntos x € R™ que verifican f(x) = k.

O grafo dunha funcion, f : A C R" — R™, definese como o conxunto G; = {(z, f(x)) : z €
A} CR™ x R™.

Como xa vimos, se n = m = 1, é dicir, f : A C R — R, G estd formado polos puntos
(x,y) € R? que verifican y = f(x), con z € A, e a slia representacion grifica é unha curva en R2,

Sen=2em=1,édicir, f : A C R? - R, Gy estd formado polos puntos (z,y, z) € R3 que
verifican z = f(x,y), con (z,y) € A, e a sda representacién gréfica é unha superficie en R3.
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Exemplo 6.4 1. O conxunto de nivel 4 de f(z,y) = 2% 4 y? férmano os puntos (x,y) € R?
que verifican 22 + y? = 4, que é a circunferencia de centro (0, 0) e raio 2.

En xeral, para esta funcién, o conxunto de nivel k seran os puntos que verifican 22 + 32 = k,
que representa a circunferencia de centro (0, 0) e raio k. Neste caso debe considerarse k > 0,
e o nivel aumenta co raio da circunferencia.

Yy
1
0.5
0 NP v
71—0.50 0—0.5
0517105

Figura 6.1: Exemplo dun paraboloide e as stas curvas de nivel

G ¢ compéiieno os puntos (r,y,2) € R3 que verifican 2 = 2?2 + y? e a sta representacién
gréfica é o paraboloide da figura 6.1.

2. Para f(z,y) = « + y, Gy son os puntos do plano z = z + y.

y
3 k
2 k
1 X
0 0
—k
0.5 0.5 Ty
11 x—l—y:O

Figura 6.2: Exemplo dun plano e as stas curvas de nivel

As curvas de nivel de f, x +y = k, con k € R, son as rectas paralelas que estdn debuxadas
no plano XY, na figura 6.2. Estas curvas cortan os eixes nos puntos (0, k) e (k,0), entén
podemos interpretar calquera dos cortes cos eixes como a medida do nivel da curva.

3. As curvas de nivel da funcién f(z,y) = ye™ son as curvas y = ke”, para k € R. Estas
curvas cortan o eixe Y no punto (0, k), entén podemos interpretar a altura do corte co eixe Y
como a medida do nivel da curva.
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y(xz) =ke*, k<0

x

Figura 6.3: Curvas de nivel de f(z,y) = ye~

4. A composicion dunha funcién f : R™ — R cunha funcién monétona estrita g : R — R, go f,
ten as mesmas curvas de nivel que f. Que diferenza hai se g é crecente ou se é decrecente?

Exercicios

1. A demanda mensual, en litros, dun consumidor do refresco Cara-Cola vén dada por D(r, p) =

—3r2

+ 20r/p, onde r é a renda mensual do consumidor (en miles de euros) e p é o prezo

(en euros) dun litro de refresco. Actualmente o prezo é 2 € por litro e o consumidor ten uns
ingresos de 1800 € por mes.

a)

b)

c)

d)

e)

f)

)

Cal € a demanda actual? Atopa outra combinacién de prezo e renda que leve 4 mesma
demanda.

Calcula cal seria a demanda se o consumidor dispusexe dunha renda mensual de 2200
€. E se, coa renda actual, o prezo subise 10 céntimos?

Co prezo actual, que ingresos mensuais farfan que o consumidor limitase o seu consumo
a 8 litros ao mes?

Calcula a que prezo o consumidor non estaria disposto a comprar o refresco cos seus
ingresos actuais.

Calcula en que porcentaxe se teria que reducir o prezo da Cara-Cola para que o consu-
midor mantefia a demanda actual despois de sufrir unha rebaixa salarial do 20 %.

Calcula canto se terfa que reducir o prezo da Cara-Cola para que o consumidor mantefia
a demanda actual despois de sufrir unha determinada rebaixa salarial.

Representa as funciéns D(r, 2) e D(r, 3). Calcula lir+n D(r,2) e interpreta o resultado.
T— 100

2. Lola traballa nunha consultoria e o seu aforro mensual, en euros, vén dado pola funcién
A(r,p,l) = l% + 12, onde r é o seu salario en euros, p é un indicador do prezo medio
dos produtos de primeira necesidade e [ € un indicador do prezo medio dos artigos de luxo que
1le interesan. Actualmente, Lola gafia 2400 € por mes e os indicadores son p =4 el = 3.

a) Calcula o aforro actual. Canto aforraria se lle subisen o soldo un 5 % pero o indicador dos
artigos de luxo fose [ = 4.

b) Debuxa a grafica do aforro fronte a p, para os valores actuais de r e [. Representa o punto
que corresponde 4 situacion actual e interpreta a grafica.
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3.

10.

11.

A empresa Xus fabrica diariamente S(L, K) = 10L*/3K'/3 pares de zapatos, onde K é o
capital investido na producién (en euros) e L € o nimero de traballadores. Actualmente o
capital da empresa é 120 000 € e a sta plantilla consta de 15 traballadores. Por outra banda,
estimase que a demanda diaria do seu produto é D(p, M) = 1470v/M /p, onde p é o prezo
de venda en euros de cada par de zapatos e M € o investimento mensual en marketing.

a) Calcula a producion diaria actual da empresa.

c¢) Cal debe ser a relacién entre capital investido e nimero de traballadores para manter a
producién actual?

b) Se actualmente o investimento en marketing son 1600 €, cal deberia ser o prezo de venda
para que a demanda coincida coa producién?

d) Calcula o incremento da demanda resultante dun incremento de 164 € en marketing man-
tendo o prezo de venda obtido no apartado anterior.

. Consideremos a funcién f(z,y) = 22 + 2zy + y°.

a) Determina o conxunto de nivel 4 de f.
b) Atopa dous puntos que estean no mesmo conxunto de nivel que (1, 2).

¢) Paraa € R, estdn os puntos (0, 2a) e (a, a) no mesmo conxunto de nivel de f?

a) Determina os conxuntos de nivel 0,1 e —1 de f(z,y) = ye®.

b) Determina os conxuntos de nivel 0,1 e —3 de g(z,y) = 2% +y> — 4y + 1.

. Dada a funcién de utilidade u(x1,z2) = 521 + 2, determina a ecuacién da curva de indife-

renza que pasa polo punto (2, 2) e representaa graficamente.

. Dada a funcién de utilidade u(z,y) = (z + 1)(y + 3), determina a ecuacién da curva de

indiferenza que pasa polo punto (2, 1) e representaa graficamente.

. a) Describe e representa as curvas de nivel de u(z,y) = ye ™ *.

b) Atopa un punto que estea na curva de nivel 5 de u.
¢) Atopa un punto que estea na mesma curva de nivel de u que (0, 2).

d) Para que valor de @ o punto (a, 1) estd na curva de nivel 3 de .

. Representa as curvas de nivel das seguintes funcions:

flay) =2~y g(w,y) = ye® h(z,y) = ve ¥ p(z,y) = Va2 + 9?2

Representa as curvas de nivel das seguintes funciéns e di que relacion hai entre elas:
1

1T

u(xy, 2) = T122 v(x1,22) = In(z1) + In(xs) w(zy, x2) =

a) Proba que as funciéns u(z1, 22) = 2§z e v(z1, 22) = cln(ay)+dIn(zy) tefien os mesmos
conxuntos de nivel, para todo ¢, d € R, sendo z1, x5 > 0.

b) Atopa os valores o, 3 € R tales que o + 3 = 1 e ademais u (w1, 22) = x$24 e v(21, 22) =

x‘f‘xg tefien 0s mesmos conxuntos de nivel.
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6.2. Derivadas parciais. Matriz xacobiana

Antes de estudar o concepto de derivabilidade para funcidns de varias variables deberiamos ter
visto os conceptos de limite e continuidade, tal como fixemos para funciéns reais dunha variable.
Dado que ditos estudos son semellantes e que as funcidns que resultan de compofier funciéns ele-
mentais tefien un comportamento suficientemente regular, traballaremos sé con este tipo de funciéns
e abordaremos directamente o estudo da sda variacién na direccién de cada un dos eixes coordena-
dos.

Definicion 6.5 Sexan f: R™ — R unha funcion e x, € R™.

Para cada i = 1,...,n, denominase derivada parcial i-ésima da funcion f no punto x, =
(To1s---sTon), ao limite , se existe,
lim f(-rolv" -5 Loj +ta"'7$0n) — f(mo)
t—0 t
e dendtase ——(x,

Observacions 6.6 1. Para ddas variables, se consideramos as funciéns dunha variable g(z) =
f(z,y0) e h(y) = f(xo,y), coa definicién das derivadas parciais de f temos que poden
poilerse da forma:

a*f(xmyo) :}5% f(zo +t7y01—f(9507y0) tlg% (To+t35 g(xo) — ¢/(z0)
gf(ﬂio,yo) ~ lim f (o, yo +ti — f(@o,y0) _ lim h(yo +ti —hlyo) _ W (o)

Dos segundos membros destas igualdades, resulta que as dias derivadas parciais de f , % e
of
6 ’
f (x yo) € h(y) = f(xo,y), respectivamente. Desta forma, para o cdlculo practico das ddas
derivadas parciais podemos, e debemos, utilizar tédalas regras da derivacion ordinaria, sen
mdis que supofler que a outra variable permanece constante. No caso de mdis de ddas variables,

os argumentos siguen sendo vélidos.

son as derivadas ordinarias no punto x e yo das funciéns dunha variable real, g(z) =

. 0 . .
2. En xeral, para o célculo préctico de a—f, pddense, e débense, utilizar tédalas regras da deri-
.

K2
vacién ordinaria, sen mais que supoiier que f depende da variable i-ésima e tédalas demais
variables permanecen constantes. Por exemplo, se f(z,y) = z2y? + 22 + y + 1, por cdlculo
directo, derivando f con respecto a x, e supoiiendo que a variable y permanece constante,

0
resulta —f =2zy% + 2.
ox

3. A figura adxunta axudanos a entender a interpretacion xeométrica das derivadas parciais.

Podemos ver a grifica dunha funcién f:R? — R, na que a sia interseccién co plano = = z,,
resulta a funcién dunha variable h(y) = f(x,,y), da que a sda derivada en y,, h'(y,) =
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dy

de hen y,.

Figura 6.4: Interpretacion da derivada parcial.

0 . 0
—f (20, Yo)- E dicir, a derivada parcial a—f (0, Yo) € a pendente da recta r, tanxente 4 grafica
x

4. As aproximaciéns dos incrementos dunha funcién dunha variable referidos na seccién 4.7
tefien similar aplicacién para o caso das derivadas parciais de funcidns de varias variables.

Definicion 6.7 Sexan f: R™ — R™ e fi, fo,.

orde m Xn

N

(91‘1
o

8.7}1

Ofm

Oz

(o)
(o)

(xo)

on
(9502

s

85!32

Ofm
8962

(o)
(o)

(xo)

Ofm
axn (:1:0)

denominase matriz xacobiana de f no punto x, e serd denotada por D f(z,).

7]
Definicion 6.8 z, € R"™ é un punto critico de f: R" — R, se a—f(xo) = 0, para todo i =
T

1,...,n

Exemplo 6.9 Dada a funcién f(x,y) = z* 4+ y* — 2(z — y)?, para obter os seus puntos criticos

resolvemos o sistema:

of
ox
of

dy

=42® —4(x —y) =0

=4y +4(x—y) =0
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Sumando ambas ecuaciéns temos x> + y? = 0, é dicir, y> = —23, entén y = —x. Substituindo, por
exemplo, na primeira ecuacién temos 4z — 8z = 0, que ten como soluciéns, = 0, z = —v/2 e

x = /2. Asi, os puntos criticos de f son (0,0), (—v/2,v/2) e (v/2, —V/2).

6.3. Derivadas de orde superior. Matriz hessiana

Se unha funcién f: R®™ — R admite derivadas parciais en tédolos puntos do seu dominio,
cada unha destas pode admitir, de novo, derivadas parciais. Neste caso, a derivada parcial k-ésima
.. Of 0 /0f

da funcién ——, isto é —(
ox;’ Oxp, \Ox;

respecto a xj, e x;, da funcién f, e denotarase por

), se existe, denominase derivada parcial de segunda orde, con

o f
OxL0z;
Se i = k, a derivada parcial de segunda orde con respecto a x; ddas veces, da funcion f denétase
0% f
87.1% .

Do mesmo xeito pddense definir as derivadas parciais de orde m, con m € N.

aof 0
Exemplo 6.10 A funcién f(x,vy,2) = = + xy? + 22y estd definida en R®. Existen 8f af e 8f
2
0 0? 0? 0?
en todo R®. Por exemplo, 8—5 = 22y + 2z, polo que Gq:gy =2y, 87;20 = 2x, 8zafy =

Definicion 6.11 Se existen tédalas derivadas parciais de segunda orde dunha funcion f: R" —
>*f
Oz 0 Oxl

R nun punto x, € R"™, a matriz cadrada de orde n, denominase matriz
)4
1<i,k<n

hessiana de f en x,, e dendtase por Hy(z,).

Definicion 6.12 Diremos que f: R™ — R ¢é de clase unha, f € Cl, se existen tédalas funcions
derivadas parciais de f e son continuas en R™. Unha funcion, f: R™ — R, é de clase diias en R"™,
f € C?, se existen e son continuas en R™ as derivadas parciais de segunda orde de f.

En xeral, unha funcion f: R" — R, é de clase m en R", f € C™, se existen e son continuas
en R™ as derivadas parciais de orde m de f. Se f admite derivadas parciais de calquera orde, dise
que é de clase infinito e dendtase f € C*>

Como sucede coas funcidons dunha variable, son de clase infinitio no seu dominio tédalas fun-
ciéns que resultan de facer operacions coas funcidns elementais.
>’ f >*f

Proposicién 6.13 Se f: R" — R, f € C?, enton = , para todo i,k =1,...,n.
0xL0x; 0x,;0xy,

Logo a matriz hessiana de f é simétrica.

9’ 6y
) . Por exemplo, a hes-

e, . 0 0

Exemplos 6.14 1. Para a funcién f(z,y) = 23¢2Y, derivando obtemos a—f = 322e27Y or _
z

Gae?Y —3x2e27Y

3,.2—y : —
z°e”~ Y. Derivando de novo, H ¢(x = _ _
5 f( ’ 'l/) 3£E2 62 Y $362 Yy

siana de f no punto (1,2) é Hy(1,2) = <—63 _13>
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2. A matriz hessiana de f(x,y,2) = = + 2y? + 22y nun punto calquera (z,y, z) € R3¢

0 2 0
Hi(z,y,2z)= 2y 2z 2
0o 2 0

3. Para obter os puntos criticos da funcién f(z,y) = 223 + 2y% — 922 + 9y + 122 + 12y + 15,
calculamos os puntos que anulan as ddas derivadas parciais:

)

—f:6:(:2—1833—1—12:6(.7:2—3.764—2):0 sr=1louzr=2

ox

o)

a—f:6y2+18y+12:6(y2+3y+2):0 sSy=—louy=—2
Yy

Asi os puntos criticos de f son, pois, (1, —1), (1,-2), (2, —1) e (2, —2).

Podemos calcular a matriz hessiana en cada un destes puntos. Obtemos a matriz hessiana de
f en todo punto (z,y) € R?,

12218 0
Hy(zy) = ( 0 12+ 18>

Polo tanto, H(1,—1) = (_06 2>,Hf(1,—2): (_06 _()6),Hlf(2,—1): (g 2)

e Hp(2,-2) = (g _06)

6.4. Regra da cadea

Proposicién 6.15 (Regra da cadea) Sexan f: R” — R™ e g: R™ — RP dijas funciéns C', enton
D(go f)(zo) = Dg(f(20))Df(x,), para todo x, € R™.

Observacion 6.16 Se a funcion g é da forma g: R™ — R, a partir da regra da cadea obtemos

0o f) ) N~ 00 Ol
T (@) =2 5 @) 5@

Ademais, se denotamos por y; = f;(z) e z = g(y), a igualdade anterior tamén se pode pofier como

0z 0y;
(9952 Z ayj ox;

Exemplo 6.17 Sexa f : R? — R, definamos F(z,y) = f(y?, xy). Sabendo que Df(1,—2) =
(1,0), calcularemos DF(2,1).
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Se consideramos g(z,y) = (y?,xy), temos que F' = f o g. Entén para calcular DF (z,y)
usaremos a regra da cadea:

DF(z.9) = Di(g(e.)Date) = (S 0.00) Soon)) (7 %) =

T Yy x
al 2 ﬁ 2 ﬂ 2
yay(y,xy) 2yax(y,wy)+way(yvxy)
Se ademais denotamos v = y2, v = xy, terfamos
or _of af _ 9
5 (WV) =5 (4,0)0+ By (u,v)y = Y5y (y*, wy)
OF af af af of

i — 2J “J —_ e 2 zJ 2
oy (u,v) 3x(u,v)2y+ By (u,v)x 2y5- (¥, zy) +way (y*, zy)

af  of of of

Doutro xeito, denotando a0 6—36(% v)e 3 = 8—y(u,v), entén
ai( )= Of Ou  Of ov _ af
or " T guor " owor  Yow
@(uv)—g@ of v _ 6f+ of
Oy " Oudy  Ovdy You v
OF OF
Sex=2ey=—1,temos que u = 1 e v = —2, polo que E(l’ -1)=0 a—y(l, —-1)=—-2e

a matriz xacobiana de F' en (0, —2) é DF(2,—1) = (0, —2).

Exercicios

12. Calcula as derivadas parciais das seguintes funciéns:

a) f(z,y) =2 —2zy +3y"  b) flz,y) =2 =327y + 47

o flz,y) = /22 +y? +In(z) d) f(z,y) = In(z - 3y)

e) fz,y) = (¥ ) ) f(z,y) = (22 — 4y)*

9 flw,y,2) =’(ay +32) ) fla,y,2) = 2

i f(z,y) = e D f@y) =T

k)f(m,y,z)z\/ﬁ D f(z,y,2) = (z + 2y + 32) 72
X .773

m) f(2,y) = 5— " n) fz,y) =

0) f(z,y) =y p) f(z.y) = y\ﬁ

Q) f(z,y) = 2? In(xy) 1) f(z,y) = In(3z® — 2zy)

(z,y
$) f(@,y) = /a* —ey 0 f(z,y) = 2z/4y?/3
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13.

14.

16.

17.

18.

19.

20.

Calcula as derivadas parciais de primeira orde das funcidns:
L(a,b,c) = ae M(v,w) = % alk,n) = k=

e —e "

H(th) = 2% F(Tv S) = % W(p, Q) = (p2 - 2(]2)5

G(a,B) =ln(a — 5) m(a,b) = a+b Q(L,K) = L2/TK~2

Calcula as matrices xacobianas das seguintes funcidns:

a) f(z,y) = (In(z — y), z(z — 2y)?) b) f(z) = («*, Va?)

) f(2,y,2) = (=In(1 + ), 2In(2),2°y2") ) f(z,y) = (2, 2/y)

e) f(z,y,z) = (ze¥*, a~ 2/32_1/4) £) f(z,y) = (2%, — ay)

2) v(a, B) = (5a, 3a4B) h) H(r,s) = (ge”, Vr3s, 47”)

. Nunha economia con tres bens, as preferencias dun axente consumidor estdn determinadas

pola funcién de utilidade u(z,y, z) = xyz. Calcula as utilidades marxinais para cada un dos
bens.

A relacién entre os inputs capital, /K, e traballo, L, dun sistema econémico e o valor da produ-
cién estd dada pola funcién de Cobb-Douglas Q(L, K) = AL“K #_ Calcula as produtividades
Q)

0
marxinais do capital e do traballo. Comproba que La—% + K K =(a+0)Q

Unha empresa fabrica dous tipos de esquis, os modelos Light e Alpine. A funcién de custos
conxuntos de producir L pares do modelo Light e A pares do modelo Alpine é ¢(L, A) =

0.07L2 + 75L + 0.85AL + 6000, onde c se expresa en euros. Determina 0s custos marxinais
0 Oc .

a—z e 94 cando L = 100 e A = 50, e interpreta os resultados.

Calcula o custo de fabricar 50 pares de cada modelo. Se se fabrican 40 pares do modelo Light,
cantos pares do outro modelo se poden fabricar para igualar este custo de producion. E se se
fabrican 40 pares do modelo Alpine, co mesmo custo, cantos pares do outro modelo se poden

fabricar.

O volume de vendas dun novo produto en funcién do tempo, ¢ (en meses), e da cantidade
gastada en publicidade, A (en miles de euros), estd dado por X = 200(5—e~0-0024) (1 — =),
Comproba que o volume de vendas incrementase respecto do tempo e tamén respecto do gasto
en publicidade. Calcula as derivadas parciais de X, avaliaas parat = 1 e A = 400 e interpreta
o resultado.

A funcién de producién dun modelo de xoguete é Y = 10v/LK, onde L é o nimero de horas
de traballo empregadas e K son os centos de euros necesarios para a producién de Y unidades
do xoguete en cuestién. Determina as funciéns de produtividade marxinal e avalfaas cando
L =400 e K = 16. Interpreta os resultados.

A demanda do produto que fabrica unha empresa vén dada por D(r,p,q) = , sendo r

Vrq
4p
a renda do consumidor, p o prezo por unidade do artigo producido pola empresa e ¢ o prezo

por unidade dun artigo similar producido pola competencia. Comproba que % 6D > 0, %? > 0,

7 < 0, parar,p,q > 0 e interpreta estes resultados.
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21. Comproba que a funcién u verifica a ecuacién indicada:

a) u(z,y) =y+ % +kver1ﬁcaaecua610n6“—|—u =zr+u
b) u(z,y,z2) =4—- % +y — 22 verifica a ecuacién yzg: —|—ng; +ggygz = —ayz
¢) u(zx, (e—y+2) y+2) verifica a ecuacién (g;) + (%Z) =2

2 2
o tygy +2((50) +(5)) =u

)=
d) u )=
) = 22y verifica a ecuacién (6“) + 2 2% — 5y
) =
) =
) =

z,

oz Jy
xi verifica a ecuacion x(u -y )Bx + y(a: —y )gz _ (y2 _ x2)

H

’

20u __ ,,2

2 6u
g) u(z, e y+2¢ verifica a ecuacién 2 5 +y* 5 = u

\/—2x + y? verifica a ecuacion (;ry —u?)u =+ xay =u

1
22. O modelo de determinacién da renda dun pais é Y (T, G) = 17—17(00 —bT + I, + G) sendo

Co, I, e b # 1 constantes, 7" 0s impostos e G o gasto publico. Calcula as taxas de variacion

oy
da renda respecto dos impostos e do gasto, aT € 3G-

(
(
(
(
(
u(
(
(

Y
Y
e) u(z,y
Y
Y
Y

h) u(zx,

23. Para a funcién de producién F(z,y) = ka%P’, con k,a,b > 0, determina a produtividade
marxinal de cada factor. Cada unha das produtividades marxinais depende das cantidades do
outro factor? Comproba que a producién € crecente respecto de cada factor.

24. Calcula as matrices hessianas das funcidns que seguen:
Q) f(2,y,2) = 2%yP2s b) f(2,y,2) =yze O fla,y,z) =
d) f(z,y) = x'/Py!/? ) f(z,y,2) =In(;%) D f(z,y,2) =4z —xn(y)
9 fz,y,2z) =2 +y° +2* h) fz,y,2) =y+ze™™ D) fz,y,2) = (42 — ) In(y)

25. Obtén os puntos criticos das funciéns que se indican, calcula tamén as matrices hessianas nos
puntos obtidos:

a) f(w,y) = (x+1)(y — 2) b) f(x,y) = 2y *(y+1)

o flz,y) = zy(z —1) d) fle,y) =ay+ 3+

e) f(w,y) =23+ 322 — 9% +4 f) f(z,y) = 222 74J:y+y —50
o) f(z,y) = 2° + 3ay? — 15z — 12y h) f(z,y) = 22 + 3y* — — 12¢2

i) f(z,y,2) = xIn(y) + zIn(z) — y
j)f(iU»ZhZ):2$2+y2+22+2$y+2xz

K) f(z,y,2) = 2* +y* + 32° xy+2xz+yz

D f(z,y, )—m3+2y3+6x — 22 —I—(Lz (a # 0)
m) f(x,v, )— +ﬂcy —az—4x+z

26. Se f: R?2 = R, f € C!, calcula as derivadas parciais de

a) F(z,y,2) = f(vy,2) b) F(z,y, 2) ZIZSf(Ly)
o) Flz,y) = f(y*y—x) &) F(z,y) = f(zy,In(y> + 1))
e) F(r,y) = zel ) f) F(z,y) = f(g»lz ln( )
9 F(z,y,2) = n(zf(y,2)) h) F(z,y,2) = & f(a2,y + 22)
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

6.5.

Se g: R — R é unha funcién derivable tal que g(1) = 2, ¢’(1) = —2. Se F(x,y,2) =
(xg(2?%), zg(xy)), calcula a matriz xacobiana de F' no punto (—1,—1,1)

Se h: R — R é unha funcién derivable, tal que h(1) = 0 e h’/(1) = 2, calcula as derivadas
parciais no punto (—1, 1, 1) da funcién f(z,y, ) = h(z2y*) + ze®hE")

Sexan f: R® — R, f € C', e F(z,y) = f(e~?*, 2%y, 2 +y), calcula as derivadas parciais
de F'en (0, 1), sabendo que D f(1,0,1) = (2,—2,2).

Sexan f: R? — R, f € Cl, e F(x,y,2,t) = —f(f 22 1n(y)), calcula as derivadas
parciais de F en (1,1, 2,2), sabendo que Df(1,0) = (1 —1), f(1,0) = 3.
Consideremos a funcién F(x,y) = f(xg(x),In(y+22)),sendo f : R? — Reg: R — R,

f,g € CL. Calcula as derivadas parciais de I en (0, 1), sabendo que D f(0,0) = (—1,2),
9(0) =3eg/(0) = L.

A producién dunha empresa depende do capital K e do traballo L e vén dada pola funcién
Q(L,K) = 10K L — /K —+/L. Se o capital e o traballo son funcién do tempo, L(t) = €%,
K(t) = 1+ 0.2t, aplica a regra da cadea para calcular a taxa de variacién da producién

respecto do tempo, —, no momento inicial ¢ = 0.

dt

Derivadas parciais con Matlab

Para obter as derivadas parciais dunha funcién de varias variables, empregaremos a sentenza diff,
de xeito que diff (F, v, n) calcula a derivada de orde n da expresion F respecto da variable v.

Dada a funcién f(z,y) = aye=" v’ +In(%), para calcular —=

of o*f 9*f

9z Oy’ Dxdy e despois o valor

de cada unha destas derivadas no punto (1, —2), procedemos do seguinte xeito

Syms X y

f(x

, V) =x*yxexp (-x"2-y"2) +1log (x/y)

Dxf=diff (£, x)
Dyyf=diff (f,vy,2)
Dxyf=diff (diff (f,y),x)

Dxf (1,-2)
Dyyf (1,-2)
Dxyf (1,-2)
g
Logo temos 8—f = ye—IQ—y2 — 2$2ye—12—y2 + %
X
62
8y§ — —6aye Y dpyBe Y’ +
62
atéfy — 67'7:27‘7; 2.132 —z? 7y 2y2€7r y +4$2 2 7.7: 7y
E)f 62f 0% f
1,-2) =1.0135 1,-2) =0.1152 1,-2) =0.0472
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A orde jacobian (F, [x1,...,xk]) permitenos obter a matriz xacobiana de F respecto das
variables x1,...,xk. Asf, para calcular a matriz xacobiana da funcién f(z,y,z) = bIn(%) + ce™,
introducimos:

syms x y z Db cC
f(x,v,2z)=bxlog(y/z)+crexp (xxy)
Df=jacobian(f, [x,y,2z])
Df(0,1,1)

Obtemos que D f(x,y,z) = (cye“’y 5 + cxe™ — g) e Df(0,1,1) = (c b —b)

Dada a funcién f(z,y,z) = (€™, b In(z(z 4 1))), calculamos D f(0,1,1) coas sentenzas

f=[exp (x*xy*z), x/y, log(zx(x+l))]
Df=jacobian(f, [x,y,z])
Df(0,1,1)

Obtemos entén

rYz TYz TYZ
yze xrze xye 100
Df(z,y,z) = . — 0 Df(0,1,1)=[1 0 0
10 1
1 1
41 0 z

Para calcular a matriz hessiana usamos o comando hessian. Se f(z,y) = %, para obter a
matriz hessiana de f no punto (2,0), os pasos a seguir son:

f(x,y)=y/x
H= hessian(f, [x,V])
H(2,0)
3 0 —1/4
Asi temos que Hf(2,0) = —1/4 0
Exercicios

82 3 82
33. Se f(z,y,2) = 2® ln(i) + zay*, comproba que B—ZJ; = —% e ayafz

(-1,-1,3) = 4.

34. Calcula a matriz xacobiana das funcidns que seguen, no punto que se especifica:
a) f(z,y) = (/22 + 42, In /22 + y?),en (1,2).
b) g(z,y, 2) = (xe¥?, ze**+%) en (2,0, —4).
b) h(x,y) = (2* + zy?, 2%y — 322, xy*),en (1, -1).

35. Calcula as matrices hessianas das funciéns: f(z,y,2) = yze™* g(z,y,2) = e

36. Calcula as hessianas das seguintes funciéns nos puntos que se indican.
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3

a) flx,y,z,t) = zte¥” + % en (3,-5,0,2)
b) g(xayyz’t) = (Z+1)1n($2y+t) cn (_27177_2)
. 3 -
) hiz,y,z,t) = 23y? + 322173 — iyt‘) + 72?2t en (1,2,3,4)

22y23 + tw? — Sylw?

P en(2,1,2,1,1)een (5,3,1,1,3)

d) P(x»y727t7w) =

2 3
m) _ gg3er’yw en(2,1,2,1,1)
w

e) q(x7y7z,t7w) =2'In (

37. Calcula o determinante da hessiana de u(x, y) = 20z~1/%y>/7

6.6. Autoavaliacion
As seguintes cuestions tefien s6 unha resposta correcta.
1. Se f(x,y) = = + y, cal das seguintes afirmaciéns é FALSA:

a) A curva de nivel 0 de f estd formada polos puntos (z,y) € R? tales que y = —x
b) As curvas de nivel de f son rectas.
¢) O punto (1, 1) estd na curva de nivel 1 de f.

d) Os puntos (1,5) e (—2, 8) estdn no mesmo conxunto de nivel de f.

—1
2. Se f(x,y,2) = yin(z)’ entén:
x

a)g:_—Q1 8f_;1 C)gZI d)

of af 1—In(z)
ox 0z  xz dy

®) o0z 2

af
3. S =x — ye”, entéon — ¢
e f(x,y) =z — ye”, entén 9

a)l—ye® b)r—ye® c)l—y d)l1-—¢€"

OH
4. Se H(a, 8) = L, entén — é

5 —« Jda
V5 Par 95 Yoy
5. Se G(a, )—ln(%),enténa ¢
93 b oo -
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10.

11.

12.

13.

14.

. Se f(z,y,2) = z\/y + z, entén 8(1(;; é

2

T 1
) 2y + =2 9 2y + =

a\y+z b0 c

. Se P(r,s) = r2s®, entén

o*p 5 opP o*p ) o*p )
a)WZQ‘FS b)E:%“ C)8T85:2r+3r d)@ZGTS
0T
_ .3 . <
.SeT =r ln(84+1),entonﬁe

st41 4s 334+1
4 )*T

4s
in (557) :
a) 67 In P b) 6r c¢)3r A1 1s

d)3r2In (

. Se f(z,y) = (e, %”), entén a matriz xacobiana de f é

Ty Ty Y ryY
ye re ye xe

a) ( 2 2| b)|72 2
y y? y y?

ey xetY eV v
o7 %) o5 )
y y? y y?

Se f(z,y) = (#®y?,  — y), ent6én a matriz xacobiana de f é
2,2 3 2 2,2 3 2

2) 3zy* 2x°y b) 3x° 2y o 3xcyc 2x°y d4) 3z° 2y
1 —1 1 T —y T 1 —y

Se f(x,y) = (ye™,2° + y?), entén a matriz jacobiana de f é

@) Df(a,y) = (miiyz 5 +2y) b) Df(z,) = (_éjjl 2y>

_ T T —x 1

Se f(z,y) = % — xy, entén a matriz hessiana de f é

-1 _ 2 1 _2
IEE REDREERITE

Se f(z,y) = 2® — zy?, entén H(1,0) é

2 5) G ) o (s ) 06 )

Se f(z,y) = yIn(x), enton Hy(1,2) é

2(F0) () oG D) ()
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15. Cal dos seguintes NON ¢é punto critico da funcién f(z,y) = 222 + y? + 222y?
a) (27 _4) b) (Oa O) C) (17 _1) d) (_L _1)

16. Cal dos seguintes NON é punto critico da funcién f(z,y) = 4zy>?
a) (3,0) b)(0,0) ¢ (=v2,0) d)(0,1)

OF
17. Sexan f : R2 = R, f € Cl,e F(z,y) = f(z? — y, zy), entén o é
Y

" _OF 2 Of (2 _
a);; 1,z) y b) =g (" —yay) +ag (@~ y.2y)
[ 9] 2 _ _ 2
©) 5, (@ y7wy)+ay(ﬂc y,zy) ) —zDf(x" -y, zy)
0G|
18. Sexan f: R? = R, f € Ct, e G(z,y) = f(%,ﬂﬂ3 + In(y)), entén o é
af . .
a) %(*y*m%)
b) —yﬁ%(g,x?’—l—ln(y))—I—%a—y(@,xB-l-ln(y))
« OF 10f
)~ s T gy
d) (== %)a—y(g,x“—f—ln(y))

19, Sexan f: 2 5 B, € C ¢ Gla,y) = 42f(y, 7y), enton O ¢
X

2 0f
a) 2zf(y,zy) +x D (y, zy)

B
b) 2z f(y,zy) + nyafg(y,:ry)

of

of
d) Qx%(y, zy)
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6.7. Solucions dos exercicios propostos

2. a) O aforro actual é de A(2400,4,3) = 209 €. Se lle subisen o soldo un 5 % pero o indicador
dos artigos de luxo fose [ = 4, aforrarfa A(2520,4,4) = 173.50 €.
b) Para os valores actuais de r e [, 1i1}_1 A(2400,p,3) = 9, vemos na gréfica que ao aumentar
p——+oo

o indicador de prezos o aforro diminde e acércase cada vez mdis a 9 €.

A

3. a) Actualmente fabricanse 3000 pares de zapatos diariamente.

b) K(L) = 27000000/ L>

¢) Investindo en marketing 1600 €, o prezo de venda para que a demanda coincida coa producién
deberia ser 120 € cada par.

d) A demanda aumenta en 150 pares de zapatos cun incremento de 164 € en marketing mantendo
o prezo de venda en 120 €.

1.b)a =5, 8=4.

c+d’
dc . . . .
17. 87(100’ 50) = 131.50, entén se se fabrican 100 pares de esquis do modelo Light e 50 do
modelo Alpine, o custo de fabricar un par mdis de Light é aproximadamente de 131.50 €.

8—2(1007 50) = 85, entdn se se fabrican 100 pares de esquis do modelo Light e 50 do modelo

Alpine, o custo de fabricar un par mdis de Alpine é aproximadamente de 85 €.

O custo de fabricar 50 pares de cada modelo é de 12050 €. Se se fabrican 40 pares do modelo
Light, pédense fabricar 86 pares do outro modelo para igualar este custo de producién. E se se
fabrican 40 pares do modelo Alpine, co mesmo custo, pédense fabricar 53 pares do outro modelo.

oy .
19. 3L (400, 16) = 1, logo se se estdn a empregar 400 horas de traballo e 1600 €, a produccién

aumentara aproximadamente nunha unidade ao aumentar unha hora de traballo.

oY
—(400, 16) = 25, logo se se estdn a empregar 400 horas de traballo e 1600 €, a produccién
0K

aumentard aproximadamente en 25 unidades ao aumentar 100 € o capital.

dQ
2. 22(0) = 2.
32.72(0) = 2.85

Solucions autoavaliacion. 1c, 2b, 3a, 4d, 5d, 6d, 7d, 8a, 9a, 10a, 11b, 12b, 13b, 14a, 15a, 16d,
17b, 18b, 19b






Capitulo 7
Gradiente dunha funcion. Funcions homoxéneas.

7.1. Derivadas direccionais e derivadas parciais

Estudamos neste epigrafe o concepto de derivacion para funciéns de varias variables, atendendo
4s diferenzas en relacion ds funciéns dunha variable.

Definicion 7.1 Sexan f: R"™ — R unha funcion e x,,u € R".
Denominase derivada segundo o vector u da funcion f en x, ao niimero real, se existe,

f(xo + tu) - f(-ro)
t

Duf(mo) = tlg%

Se este limite existe, dise que f é derivable en x, na direccion do vector u. En tal caso, tamén existe
Dy f (), para todo k € R e ademais Dy, f(x,) = kD, f(x,)

Exemplo 7.2 Sexa f(x,y) = 727,777 Para obter a derivada de f en (0,0) segundo o vector u =
(3,4), D(3,4)f(0,0), calculamos o seguinte limite:

lim f((0,0) + t(34)) B f(Oa O) = lim f(3ta 4t) B f(07 0)
t—0 t t—0 t
3t
— Qfm 2EHI6HL g 2
t—0 t t—0 2512 4+ 1

logo, D(3.4).f(0,0) = 3.

Estudaremos un xeito mellor para calcular derivadas direccionais para funciéns con un bo com-
portamento. Empezaremos polas derivadas segundo os vectores da base candnica. En R" existen
n direccidns particularmente especiais que corresponden aos vectores unitarios da base candnica,
er = (1,0,...,0), eo = (0,1,0,...,0), ..., e, = (0,...,0,1), e que coinciden coas direcciéns
dos eixes coordenados paran = 2 e n = 3. Asi a derivada de f en z, = (2,1, ..., Zon) segundo 0
do vector e;, é

Do f(z0) :}im flxo +te;) — fxy) _ lim F(@ory oy o+t Ton) — f(20)

—0 t t—0 t

¢ dicir, € a derivada parcial i-ésima da funcién f no punto z,, 8—f (x0).
T;
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Observacions 7.3 1. Interpretacion xeométrica das derivadas direccionais: Na figura 7.1 repre-
séntase a grafica dunha funcién f : R2 — R, na que a sta interseccién co plano =z = z,,
resulta a gréfica da funcién dunha variable g(y) = f(z,,y). A derivada desta funcién en y,,

0
9 (yo) = a—f (0, Yo), € a pendente da recta r, que € a recta tanxente 4 grifica de g en y,,. Asi,
Y
a derivada parcial segunda de f en (z,,y,) é a pendente da recta tanxente 4 grafica de f en
(%0, Yo) na direccién do vector (0, 1).

Figura 7.1: Interpretacion da derivada parcial.

Conclusion andloga obtense para calquera derivada segundo un vector unitario, D, f (2o, Yo ),
esta é a pendente da recta tanxente 4 gréifica de f en (z,,¥,) na direccién do vector u, se
[[ull = 1.

2. Sabemos que as derivadas parciais miden as taxas de variacién da funcién nas direccions dos
vectores da base canénica, do mesmo xeito, as derivadas direccionais proporcionan medidas
das taxas de variacion da funcion noutras direccions.

3. Obviamente, se f: R™ — R é derivable en z, € R" segundo calquera vector u € R", existen
todalas derivadas parciais de f en x,; non obstante, o reciproco non € certo, pois poden existir
todalas derivadas parciais dunha funcién nun punto x, e non existir algunha outra derivada
direccional.

4. Relacion coa continuidade: Sabemos que para funciéns dunha variable real, toda funcién de-
rivable nun punto € continua nese punto. Non obstante, para funcidéns de varias variables a
existencia de tédalas derivadas direccionais nun punto non é condicién necesaria, nin sufi-
ciente, para a continuidade de f. E dicir, unha funcién pode ser derivable nun punto dado en
tédalas direccidns e non ser continua e tamén pode ocorrer que sexa continua a funcién nun
punto e que non sexa derivable en algunha direccién nese punto. En consecuencia a derivabi-
lidade segundo vectores para funcions de varias variables non se corresponde co concepto de
derivabilidade de funciéns dunha variable.
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5. Cando traballamos con funciéns de varias variables, o concepto que realmente se correspon-
de co concepto de derivabilidade de funcidns dunha variable € o de diferenciabilidade. Como
non temos adicado tempo ao estudo das aplicacions lineais, non podemos traballar coa deficién
formal de diferenciabilidade, pero bastaranos con saber que as funcidns elementais son dife-
renciables no seu dominio e tédalas funciéns que tefien tédalas derivadas parciais continuas
son diferenciables, é dicir, as funciéns C! son diferenciables.

Ademais as funciéns diferenciables son continuas, son derivables en calquer direccidn e tefien
un bo comportamento respecto a dlxebra de funciéns (a suma, produto, cociente e composicién
de funciéns diferenciables € diferenciable).

7.2. Gradiente dunha funcion real

Definicion 7.4 Sexan f: R" — R e x, € R" tales que existen tédalas derivadas parciais de f en

0 7]

T,. O vector <8—f(x,,), cey 8—f(350)) denominase vector gradiente da funcion f no punto x, e
X1 Ln

dendtase por V f(x,).

O seguinte resultado proporciona un xeito comodo de obter derivadas direccionais de funcions
diferenciables.

Proposicion 7.5 Se f é diferenciable no punto x,, entén f é derivable nese punto na direccion de
calquera vector u € R™ e verificase D, f(x,) = V f(x,).u

Exemplo 7.6 Para f(x,y) = 777,771 lemos que V f (0,0) = (1,0), entén se usamos a propiedade
anterior para obter a derivada de f en (0,0) segiin o vector u = (3, 4), temos que

D(3,4)f(070) = Vf(0,0).(3, ) (150) ( )

O seguinte resultado resume as propiedades mais importantes do vector gradiente para funcidns
diferenciables.

Proposicién 7.7 Sexan f : R™ — R diferenciable en v, € R™ tal que V f(x,) # 0 e u € R" tal
que ||u|| = 1. Verificase que:

1. — | V(o) | € Duf(xo) < || VF(zo) ||

2. Dyf(xo) = || Vf(xo) || se e s6 se, u estd na direccion de V f(x,)

3. Dyf(zo) = — || Vf(o) || se, e s se, uestd na direccion de —V f(x,)
4. A direccion de maior crecemento de f en z, éade V f(x,).

5. Adireccion de maior decrecemento de [ en x, é a de —V f(x,).

6. O crecemento é nulo na direccion dos vectores u € R™, u # 0 tales que V f (x,).u =0

Observaciéns 7.8 1. O valor maximo da derivada direccional de f en z, segundo un vector
unitario alcdnzase na direccién do vector gradiente de f en x,.
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2. O valor minimo da derivada direccional de f en z, segundo un vector unitario alcdnzase na
direccion oposta 4 do vector gradiente de f en z,,.

3. En calquera direccién perpendicular a do gradiente de f, o crecemento da funcién f € nulo.
Por outra parte, é obvio que o crecemento de f € nulo, se  se move sobre unha curva de nivel,
de aqui que o gradiente de f no punto x, sexa perpendicular a curva de nivel que contén a .

Aproximacion de incrementos usando o gradiente

O gradiente dunha funcién, € dicir as sdas derivadas parciais nun punto, poden utilizarse pa-
ra aproximar o cambio que se produce nesa funcién a partir dos cambios das stas variables. Asi,
para unha funcién de ddas variables, f : R? — R diferenciable, para (z,,v,) € R? e Az, Ay
suficientemente pequenos tense que:

, 0 0
Af(xm yo) ~ %(xoa yo)AJ; + aig(xovyo)Ay = D(Aac,Ay)f(xovyo)

Ent6n a derivada direccional da funcién f en (z,, y,) segundo o vector u = (Ax, Ay) aproxima
a variacion da funcién na direccion elexida, é dicir, aproxima o valor

Af(xwyo) = f(xo + Ax7yo + Ay) - f(xmyo)

Supofiamos, por exemplo, que nunha fibrica a producion diaria responde 4 funcién Q(K, L) =
60K /23, onde K representa o capital en miles de euros e L as horas de traballo. Se na actualida-
de se invirten 900 000 euros e se empregan cada dfa 1000 horas de traballo, para estimar a variacién
da producion que resulta de aumentar a inversion en 2000 euros e as horas de traballo en 5, aplicando
a férmula da aproximacién mencionada terfamos:

Q oQ

AQ =~ D5 5Q(900,1000) = VQ(900, 1000).(2, 5) = 2 =% (900, 1000) + 5 (900, 1000) =

oK oL
20+ 30 =50
Obsérvese que a variacion real serfa AQ = (902, 1005) — Q(900, 1000) = 49.97

En xeral, para unha funcién f : R” — R diferenciable, z = (z1,...,2,) € R"e Axy,..., Az,
suficientemente pequenos tense que:
of of
Af(xy,...,zn)~ —Ax1+ -+ ——Ax, = Diay " T1yeee, Ty
f(z1 ) Bz, 21 o, (Azy, Az f (21 )
Exercicios

1. Se f(z,y) = 2®y =2, calcula Dy 1) f(2,1).
2. Se f(x,y) = 2*e?, calcula D(_y 3, f(—2,0).
3. Obtén a derivada de f(z,y) = 2> — y? no punto (—2,1) segundo o vector (—1, 3).

4. Obtén a derivada de f(x,y,z) =  — y? — 2° no punto (2, 1, 0) segundo o vector (—1,1,1).
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5.

10.

11.

12.

13.

14.

Sexa f: R? — R, C?, tal que D(; 2 f(0,0) = —6, D(_5 _1)f(0,0) = —2. Obtén as derivadas
parciais de f en (0,0) e calcula D(5 1y f(0,0)

. a) Calcula a derivada de f(x,y,2) = (v + z)e* ¥ en (1,1, —1) segundo o vector (1,2, —3).

b) Indica cal é a direccién de mdis crecemento de u(xy, x2) = 8,/Z1 + 5/Z2 no punto (4, 1).
Da unha direccién na que o crecemento sexa nulo.

Y

. Indica a direccién de maior decrecemento de f(z,y,2) = ** * ho punto (1,1,1). D4 unha

direccion na que o crecemento sexa nulo.

. Cal é o valor minimo de D, f (1, —1), se f(x,y) = %y e v € R? é un vector unitario.

. Para as funciéns que seguen, calcula o valor mdximo da derivada direccional para vectores

unitarios no punto que se especifica.

a) f(z,y) =In/22 + 42 en(1,2)

b) g($7y) = 1— sz_y ( )
¢) h(z,y,z) = xPUZ en (2,0,—4)
d)p(@,y,Z) = zy*2? en(2,1,1)

Unha empresa produce P(K, L) = 100K '/* L?>/* unidades dun produto ao utilizar  unidades
de man de obra e K unidades de capital. Calcula a producién cando K = 16 e L = 8l e
aproxima o efecto de reducir a man de obra a 80 e aumentar o capital a 17.

A funcién de producién dunha empresa é F'(Ly, Lo) = L%Lg sendo Ly, Lo as horas de man
de obra cualificadas e non cualificadas respectivamente. Actualmente estanse a utilizar 16
horas de man de obra cualificada e 32 de man de obra non cualificada. Ante a proposta de
incrementar nun 5 % as horas de traballo cualificado, estima o cambio que se debe realizar nas
horas de traballo non cualificado para manter o mesmo nivel de producién.

A funcién de custos dunha empresa é C(x,y) = 220 In(3z + 5y + 4), onde z e y son a can-
tidade de toneladas dos dous produtos X e Y que fabrica a empresa. Se actualmente produce
100 toneladas de cada produto e debe facer lixeiras modificaciéns na producién, como debe
modificar a producién para lograr a maxima diminucién dos custos?

F(K,L) = 30K2L'/3 é o nimero de unidades producidas nunha factoria cando se empre-
gan K unidades de capital e L unidades de traballo. Sabendo que neste momento estamos a
empregar 2 unidades de capital e 8 unidades de traballo, en que proporciéon debemos facer
pequenas variacions no capital e no traballo para que a variacion da producién sexa maxima.

A demanda dunha empresa vén dada, en funcién dos prezos p; e p2 aos que venden os seus
dous artigos, por D(p1,p2) = pl?{)j:%Q)' Se na actualidade o prezo de venda dos artigos € de
2 e 5 euros respectivamente e debe varialos lixeiramente, en que proporcién debemos variar
0s prezos para que a variacién da demanda sexa mdxima. E en que proporcién se deben variar

para que a demanda non varfe.
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15

16.

18.

7.3.

. A compaiifa Refresquillos S.A. produce tres tipos diferentes de refrescos que vende cun be-
neficio semanal, en centos de euros, B(L, N,C) = (L — 1)2 + (N — 1)2 + (C — 2)2, sendo
L, N e C as toneladas demandadas dos refrescos de limén, laranxa e cola respectivamente.
Actualmente estanse a demandar 5 toneladas do refresco de limoén, 6 do de laranxa e 8 do de
cola, estima cal seria o aumento do beneficio se se incrementa a demanda de cada refresco nun
7 % ? Como se deberia aumentar a demanda dos refrescos de laranxa e cola, incrementando
nun 7 % o de limén, para conseguir o maximo incremento do beneficio?

Di a férmula da aproximaci6n da variacién de F(L, K) = aL*K”, sendo a, o, 3 € R.

. A funci6n de producién dunha empresa estd dada por Q(L, K) = 20(§ K~1/2 4 1 L=1/2)=2,
onde L representa o factor traballo e /K o capital. Se actualmente os niveisson L =4e K =9,
aproxima a variacion do nivel de producién se se incrementa o capital en 0.01 e se rebaixa o
traballo en 0.05 unidades.

A producién dunha empresa depende do capital K e do traballo L e vén dada pola funcién

Q(L,K) = 10KL — vK — /L. Aproxima o incremento da producién cando se pasa de
K=L=1aK=09eL=1.2

Funcions homoxéneas.

Un tipo de funcidns especialmente importante en Economia son as funciéns homoxéneas asi,
por exemplo, € habitual considerar funciéns de producién homoxéneas. Definiremolas e veremos
algunhas das stas propiedades.

Definicién 7.9 Dise que f: R™ — R é homoxénea de grao o € R se verifica que f(tzy,...tx,) =
t*f(x1,...2,), paratodo (xy,...x,) ER™ t >0

A homoxeneidade dunha funcidn significa que cando tédalas variables se ven alteradas nunha
mesma proporcion ¢, con ¢t > 0, o valor da funcién multiplicase por unha determinada potencia de ¢.

Exemplos 7.10 1. f(z,y,2) = z* — 2y* + Twyz? é homoxénea de grao 4.

2

3.

4.

. f(z,y,2) = /322 4+ 2y? + 522 € homoxénea de grao 1.
flz,y) = z4f;y2 + Izyﬁj{)yg é homoxénea de grao 0.

o 1 P L
flzy) = 33y © homoxénea de grao —1.

2

L f(zyy) = glxy ln(%) ¢ homoxénea de grao %.

e udet B
. f(x,y) = BECY ¢ homoxénea de grao 2.

7. A funcién de Cobb-Douglas, F/(L, K) = aL®K?#, é homoxénea de grao o + 3.
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Proposicion 7.11 Sexa f: R™ — R diferenciable. Se f é homoxénea de grao «, entén as derivadas

parciais de f, son homoxéneas de grao o — 1.

amz

O seguinte resultado danos unha caracterizacién das funciéns homoxéneas.
Teorema 7.12 (Teorema de Euler ) Sexa f: R™ — R diferenciable. Verificase que:

f € homoxénea de grao « se, e s6 se, para todo (x1,...x,) € R"

of of

af(zy,...zn) :xlaiggl(zl,---xn%*"“+$n87%(3717---17n)

Exercicios

19. Indica cales das seguintes funciéns son homoxéneas:

a) f(z,y) = 2% +y° b) g(x,y) = z°y* ¢) p(r,w) = r + 5w

d) hi(z,y) = In(z) +In(y)  e) ha(z,y) = In(zy) f) P(z,y) = 5In(z/y)

o) F(xy,22) = 2 — 23 h) G(z1,22) = In(z} — 23) i) p(u,v) = In(3%)

j) T(a,b) = bee/? k) t(a,b) = 5e2/® 1) 7 (a,b) = 5e2®

m) C(a,b) = 2a'/203/° n) h(xy,x2) = Yx122 0) H(a,b,c) = a'/9%/9¢3/9

20. Se a, b, c,k,m € R, indica o grao de homoxeneidade das seguintes funcions homoxéneas:

i Z rYyz 3
A T

t) =V pt3 ln(ﬁ) C(ml7$27 £E3) = (a-’l']f + bxé —+ C$§)m
H(z,y,z) = 27020 4 gk Gz, y) = (ahoyhh)?/(ath)
glz)=Y1"  ak conz e R"  h(z) =[]/, 2F, conz € R"

21. Se f,g : R™ — R son homoxéneas de grao « e [3 respectivamente, estuda se son homoxéneas
as seguintes funciéns: f + g, 5f, fg, f/g. f(z},...,2}).

22. Existe algunha funcién homoxénea tal que a sda primeira derivada parcial sexa 4392 —|— ;ry
Existe algunha funcién homoxénea que tefia por derivadas parciais gf =ay’e ‘35 = 2°—9°?

23. Obtén a funcién homoxénea f: R? — R que ten como derivadas parciais g—i = 6xy, a% =
322 + 3y2. Existe algunha funcién non homoxénea que tefia estas mesmas derivadas parciais?

1 3 . ..
24. Consideremos a funcién u(z1, z2) = x{ x5, obtén as derivadas parciais de u e comproba que:

9 9 4
a) 11 d: +x28; = 7u(x1,m2)

b) au/axl _ X2

Ou/dxs 3z
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Indica o grao de homoxeneidade das seguintes funciéns e calcula, para cada unha, giﬁf?ﬁ; :

11 12
a)u(ry,v2) = xiwd b)u(ry,ze) =723 ) u(ry, ) = 23y d) u(wy, ) = é7b

Sexa f unha funcién de clase 2 en R? e homoxénea de grao a.
a) Sabendo que f(—1,1) =1e f(—2,2) = 1, calcula a.

_ O 1 py—6e (1 4=
b) Se o = 2, calcula f(1,4), sabendo que 83:(1’4) =6e ay(1,4) =7
2 2
¢) Se a = 2, calcula ;Téfy(l, 1) para g—];(l, 1)=2e¢ %(1, 1)=1

Sexa f : R? — R unha funcién de clase 2 e homoxénea de grao 3. Razoa se son verdadeiras
ou falsas as seguintes igualdades:

2) £(3,3) = 37(1.1) (33 =32 1)
c)—f_4 +3 d)2 f(2 71)7%(2 —1) = 4f(2,-1)
Ty 82f 82f 21

Se f : R?® — R é unha funcién de clase 2, homoxénea de grao 3, calcula V f (4,2, —6) sabendo
que Vf(Za la _3) = (_27 57 1)

Se f: R® — R é unha funcién homoxénea e de clase 2 que verifica f(1,—1,4) = 6 e
Vf(1,-1,4) = (0,2,1), cal é o grao de homoxeneidade de f?

Se f: R2 — R é unha funcién de clase 2, homoxénea de grao 5, calcula o valor de k& en cada
unha das seguintes igualdades:

af of

a) f(4,-2) =kf(2,-1) b) 45 (8, 2)*87/(8 ,—2) =kf(8,-2)
o ﬁ(z;, o) = kg%;(zfl) d) i(6 )= kgzé(z,—l)

Consideremos a funcion u (1, z2) = x5 * (23 + z123)
a) Estuda se © é homoxénea

b) Calcula e di se € homoxénea

¢) Determina canto vale azl + To - 812

Comproba a igualdade de Euler para as funciéns F(L, K) = aL*K? e V(L,K) = (aL® +
BK*)'/, sendo a,a, B € R.
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33. Consideremos unha funcién de utilidade «(z, y) con derivadas parciais continuas que verifique
Ty, t Y5, = a paraun valor a constante non nulo. Proba, usando o Teorema de Euler, que
a funcién v(x y) = u(z,y) — aln(x + y) é homoxénea. A funcién u é homoxénea?

34. Sexa f, g : R? — R homoxéneas de grao 3 e 5 respectivamente, estuda se son homoxéneas as
funciéns:

F(a,y) = f(-3zy,y* — 42?)
G($>y7 Z) = 9(1'2’2 - yIQ, f(mv y))
H(xvyv ) - ‘T2f(7 .ZZ)

35. Sexa f : R — R, estuda se F'(x,y) = 22 f(y/x), para  # 0 é homoxénea.

7.4. Autoavaliacion
As seguintes cuestions tefien sé unha resposta correcta.
1. Se f(x,y) = In(ay),entén Vf(1,1) é
a)(-1,1) b(-1,-1) o(L1) d(1,-1)
2. Se f(x,y) = %n(z), entén
of

af _
1 b — —hn@)
Vor = ) dy v

¢) Vf(1,1) =(1,2). d)ningunha das respostas anteriores é correcta.

3. Sexa f : R? — R diferenciable en (—1,2) e tal que Vf(—1,2) = (0,1). Cal das seguintes

afirmacions ¢ FALSA?

a) (0, 1) estd na direccién de maior crecemento de f en (—1,2) b) —f( 1,2)=0

¢) | Dy f(=1,2)| < /(0,1)]| para todo u € R?, |jul| = 1 d) DT§7T\¢)f(—1,2) =2
4. Sexa f : R? — R diferenciable tal que Vf(1,5) = (—4,3). Se u = (uy,uz) € R?, pédese

afirmar que

8) Dy f(z,y) = —4z + 3y b [VF(1,5)] = F

c) Se |[u]| = 1,entén | D, f(1,5)] <5 d) D(3.4)f(1,5) =
5. Se f(x,y) = 2%y, entén D1 ) f(1,1) vale
a)3 b4 ¢)5 d)6

6. Se f(x,y,2) =2?y +axz2ev=(-1,1,—1),entén D, f(—1,1,1) é
a)6 b)—4 ¢4 d)0
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10.

11.

12.

13.

14.

. Sexan f: R™ — R diferenciable en 2, € R" e u = (uq,...,u,) € R™. Unha das seguintes

afirmacions €, en xeral, FALSA.

of
0xy,

@) Duf(20) = 20 V() ) Duf(eo) = 2 (ao)us +--- +

(911
&) Duf(0) = Vf(zs) - u d)%m):mw ..... 0 (o)

(zo)un

. Sexa f : R® — R diferenciable en z, € R? tal que V f(z,) = (4,0, —3). Se u = (u1, uz, u3),

[lul]] = 1, cal das seguintes afirmaciéns é FALSA?

a) Dy f(wo) = 4ur —3uz  b) [V f(x,)]| =25
©) Dy f(z,)] <5 d)Seu = (0,1,0), D, f(z,) =0

. A direcci6én de maior crecemento de f(x,y, z) = xye® no punto (—1,2,0) é a do vector

a) (ye*,xze?, zye®) b)(—1,2,0) ¢)(2,—-1,-2) d)(0,0,0)

Se f : R2 — R ¢ diferenciable e homoxénea de grao 3, entén

a)3f(2,2) = %(27 2) + 2—5(2, 2) b % é homoxénea de grao 2.
c) f(2,2) = 2%(27 2) + 22—5(2,2) d) f(2,2) =2f(1,1)

Sexa f € C?(R?), homoxénea de grao 2 e tal que V f(1,—1) = (0, 2). Tense que

a) %(2, —2) =16 b) f(1,—1) = —2

0%f 0% f
©) ﬁ(l’ —= 0xdy

(1,-1) ) f(3,-3) = 6

Sexa f: R? — R ¢ diferenciable e homoxénea de grao 2. Se Vf(1,2) = (—3,4), entén
a) f(1,2)=5 b)f(1,2)=10 o f(L,2)=35 d f(z,y)=3

Se f : R? — R é diferenciable e homoxénea de grao 5, para (x,y) € R2,t > 0, tense que

05/ = L+ 5 b ) = 01)

af of

O fr)=5(5, +5,) @ F(et) =5tf(y)

Cal das seguintes funcions NON é homoxénea?
a) h(a,b,c) = a/2b/0c3/9  b) fz,y) = 2zt —y*
o) g(z,y) =In(* —y')  dpu,v) =In(3)

. Se f : R® — R é diferenciable e homoxénea de grao —1, entén

of af

a) f(1,0,0) = %(17070) b) Pz é homoxénea de grao 0
_ of _,of
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16. Se f : R™ — R é unha funcién de clase ddas, homoxénea de grao «, entén

0
a) 8f é homoxénea de grao 1 — «, paratodoi = 1,...,n.
£y
0 0
b) f(z)= :cla—jl +.o.+ xnax{L,paratodox = (z1,...,2n) € R™

¢) f(3z) = 3af(x), paratodo x € R".
d) f(2z) =2%f(x), para todo xz € R™.
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7.5. Solucions dos exercicios propostos

10. A producién cando K = 16 e L = 81 é 5400 unidades. Ao reducir a man de obra a 80 e
aumentar o capital a 17 a producién aumenta aproximadamente 34.38 unidades.

11. Débense diminuir 3 horas e 12 minutos a man de obra non cualificada.

12. Por cada quilo do primeiro produto que se deixe de producir, débense reducir 1.66 quilos na
producion do segundo.

13. A proporcién entre K e L debe ser de 24 a un.

14. Por cada céntimo que se rebaixe o prezo do segundo artigo, débense baixar 3 céntimos no
prezo do primeiro se queremos que a demanda medre o mdis rapidamente posible.

E para que a demanda non varie, por cada céntimo que se rebaixe o prezo do segundo artigo,
débense subir 3 céntimos no prezo do primeiro ou, o que é o mesmo, por cada céntimo que se suba
o prezo do segundo artigo, débense baixar 3 céntimos no prezo do primeiro.

17. A producién baixa 2.19 unidades.
18. A producién aumenta 0.95 unidades.

20. f é homoxénea de grao 1/2
F' é homoxénea de grao 6

R é homoxénea de grao 2

C € homoxénea de grao km

H é homoxénea de grao k

G € homoxénea de grao 2k

g é¢ homoxénea de grao k

h é homoxénea de grao kn

34. F' é homoxénea de grao 6, G é homoxénea de grao 15, H é homoxénea de grao 8.

Solucions autoavaliacion. 1c, 2b, 3d, 4c, 5b, 6¢, 7a, 8b, 9c, 10b, 11c, 12¢, 13b, 14c, 15¢, 16d



Capitulo 8
Derivacion de funcions definidas implicitamente.

A técnica da derivacién implicita é de moita utilidade en Economia xa que, con frecuencia,
as funciéns que resultan dos modelos econdmicos estdn definidas s6 de forma implicita por unha
ecuacion ou por un sistema de ecuacidns, e precisamos derivalas para cofiecer o seu comportamento.
Os nosos obxectivos serdn saber que € e cando existe unha funcién implicita e de que xeito se poden
calcular, se é posible, as stas derivadas.

8.1. Funcions definidas implicitamente

Nalgunhas ocasions no estudo de certos procesos, a relacion existente entre unha magnitude e
as variables das que depende é cofiecida de forma explicita, a través dunha expresién y = y(x) ou
ben vén dada a través dunha igualdade que as relaciona de forma implicita, ¢ dicir, a través dunha
expresion F'(x,y) = cte.

Por exemplo, podemos saber que a funcién de custos dunha empresa é C'(qa, ¢p) =2201n(3qa+
5¢p+4), onde g4 e qp son a cantidade de toneladas dos dous produtos A e B que fabrica a empresa,
e asi temos a funcién de custos definida explicitamente. Tamén pode suceder que a funcién de custos
estd implicitamente definida, por exemplo, pola ecuacién C' + v/C — qa+/9 + q% = 12, onde C
denota o custo total (en euros) de producir g4 unidades do produto A e ¢p unidades do produto B.

Empezamos considerando o caso madis sinxelo, no que intervefien s6 ddas variables. Inicialmente
podemos dicir que unha variable y é funcién implicita doutra variable x, é dicir y = ¢(z), cando
esta funcién ¢ estd dada indirectamente por medio dunha ecuacién funcional F'(z,y) = 0. Isto é, se
ao substituir y pola funcién ¢ (z) na ecuacion F'(z,y) = 0 esta é vdlida, ou sexa, F'(z, p(x)) = 0
para os distintos valores de x.

Nalgtns casos somos quen de despexar a variable y na ecuacién F(x,y) = 0, resultando que
a funcién implicita ¢ estd, de feito, definida en forma explicita. Pero, en xeral, esta transformacién
non serd posible, e habera que estudar as propiedades da funcién ¢, no caso de que exista, na sia
forma implicita.

Empezaremos por algins exemplos sinxelos.

Exemplo 8.1 Se consideramos a ecuacién 2y + 3y — ze® = 6, da que temos (22 + 3)y = ze® +6,
entén podemos despexar y en funcién de x:

_ze"+6

2243
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Temos ent6n que y non é unha variable independente, sen6n que é funcién de z, y = y(x). Se
nos interesa estudar a variacion de y respecto de x, derivamos:
(e® 4+ ze®)(z% + 3) — (6 + we®)2x
(22 + 3)?

y'(z) =

Ademais (z,y) = (0, 2) verifica a ecuacion inicial, logo y(0) = 2, e da relacién anterior temos
y'(0) =1/3.

Como podemos obter y'(0) sen necesidade de despexar y na ecuacion inicial? Se sabemos que
se pode despexar y quere dicir que existe unha funcién y(z) de xeito que:

22y (x) + 3y(z) — ze* =6
Se nesta relacion derivamos respecto da tnica variable independente que temos, x, temos:
2zy(x) + 2%y () + 3y (z) — e” —2e® =0

Para z = 0, obtemos 3y’(0) — 1 = 0, de onde chegamos a y'(0) = 1/3.

Deste xeito podemos obter a derivada da funcién y(z) que vén definida pola ecuacion inicial sen
necesidade de despexar y. Este método cofiecese como método de derivacién implicita. Ademais
podemos simplificar ainda mdis os cdlculos, abusando da notacion, escribindo cando derivamos:

2zy 4+ 22y’ + 3y — e — ze® =0,
entendendo que y representa a y(x) e y’ representa a y' ().

Exemplo 8.2 A ecuacién In(x+y)+23y%+y> = 1 tal vez defina implicitamente unha das variables
en funcion da outra, pero en calquera caso non somos capaces de obter unha expresion explicita desa
funcién, ou sexa, non somos capaces de despexar na ecuacién In(z + y) + 23y + y* = 1 ningunha
das variables en funcién da outra. Podemos igualmente derivar implicitamente? Veremos que non
sempre € posible.

Consideremos, en xeral, unha funcién F': D C R? — R e unha curva de nivel de F, por exemplo
a curva de nivel cero, é dicir, os puntos (x,y) € D que verifican F'(z,y) = 0.

Preguntamonos se a curva de nivel cero de F' coincide coa grafica dunha tnica funcién derivable
¢, de xeito que, por exemplo, se y = ¢(x), se verifique que F'(x, ¢(x)) = 0 para todo = do dominio
de ? Se a resposta desta cuestion fose negativa, poderiamos formular unha pregunta mdis sinxela:
Se o conxunto de nivel non coincide na sta totalidade coa grifica dunha tnica funcién, tal vez de
xeito parcial ou local, “anacos” del poidan representarse mediante gréificas de funciéns. Vexamos un
exemplo.

Exemplo 8.3 Para a funcién F(z,y) = 22 + 42, a curva de nivel un, € dicir, os (z,y) € R? tales
que 22 + y? = 1 forman 4 circunferencia de centro (0, 0) e raio un.

Como apreciamos na gréifica, esta ecuacién non define a y como funcién implicita global de x,
de feito ao despexar y temos ddas posibles soluciéns y = /1 — 22 ey = —v/1 — 22
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Y
(D

Non obstante, se abordamos o problema localmente, existen infinidade de puntos da circunfe-
rencia cerca dos cales existe funcién implicita. En efecto, consideremos por exemplo o punto (0, 1).
A gréfica da curva de nivel un de F', restrinxida a unha veciianza de (0, 1), representa 4 gréfica da
funcién y = p(xz) = v/1 — 22, para todo x cerca de 0. Ademais esta funcién é de clase un e verifica

0(0) =1e F(x,p(x)) = F(z,V/1—22) = 22 + (v/1 — 22)% = 1, para todo z cerca de 0.

"o
o(r) = V1 — 22

‘ T

Se considerasemos o punto (0, —1), a grifica da curva de nivel un de F, restrinxida aos que
estdn cerca de (0, —1), representa 4 gréfica da funcion y = ¢(x) = —+/1 — 22, para todo x cerca
de 0. Esta funcién tamén é de clase un e verifica ¢(0) = 1 e F(z,¢(z)) = F(z,—V1—22) =
22 4+ (=1 — 22)2 = 1, para todo z cerca de 0.

il

xT

olx) = —=v1—2?

(07 _1)

Destaquemos que poderiamos facer o mesmo para tédolos puntos da circunferencia excepto para
(—1,0) e (1,0), para eles tal funcién non existe. Ningtn anaco de circunferencia cerca de (1,0)
pode ser a gréfica dunha funcién.

Y
(1,0)
x
oF oF
Noétese que (-1,0) = —(1,0) = 0, xa que — = 2y. Vexamos que o feito de que se
dy dy dy

anulen estas derivadas non € casual.
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En xeral, se G(z) = F(x,¢(x)) = 0 en todo punto x cerca de z,, entén

G/ (o) = (@) + G (o o) () =0,

de onde se deduce que
oF
- CX2E)
o ()= —L———,
- (, 0(x))
y

polo que debe verificarse que 3—5(1‘, ©(x)) # 0, nos puntos en que exista ¢’ ().

Acabamos de ver que a existencia de funcién implicita local non € trivial. Veremos madis adiante
un resultado que establece condicidns suficientes para a sda existencia. Ainda sen cofiecer a expre-
sién da funcién que vén definida implicitamente por unha ou varias ecuacions funcionais, podemos
obter as sdas derivadas sempre e cando tefiamos garantida a sda existencia. Vexamos o caso dunha
ecuacion con tres variables, podemos proceder da mesma forma sabendo cal € a variable dependente
e cales as independentes.

Exemplo 8.4 Supoiiendo que a ecuacién funcional 2 + y? + 22 — 49 = 0, define implicitamente a
variable z en funcién das variables (x, y) cerca de (6, —3, —2), podemos obter as derivadas parciais
da funcién implicita no punto (6, —3).

Supofiamos entén que existe unha funcién z = z(x,y) diferenciable para todo (z,y) cerca de
(6, —3) e verificando que z(6,—3) = —2 e F(z,y, z(x,y)) = 0. Ent6n verificase que

224y + (2(z,9)* —49=0 8.1

Derivando nesta igualdade respecto de = temos que

0z
2x + 2z(x, y)% =0,
é dicir, —— = ————. Doutro xeito, se denotdsemos por comodidade z = z(z,y), a ecuacién
Ox z(x,y)

(8.1) quedaria na relacién que tifiamos inicialmente, 22 + 52 + 22 — 49 = 0, onde z e y son variables
e z é funciodn delas. Asi, derivando nesta igualdade respecto de = obteriamos

0z
2 22— =0,
x + 2z oz
L. 0z T 3
é dicir, F 7l onde, non convén esquecelo, z = z(x, y).
T z
. 0z 0z Y
Analogamente, derivando respecto de y, temos 2y + 226— = 0, ou sexa, 90 ==
Y Y Z

A partir de aqui podemos obter, por exemplo, as derivadas parciais da funcién implicita en
(67 _3)’
0z 0z .
—(6,-3)=3 —(6,-3) = -3,
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Temos visto entén como derivar implicitamente nunha ecuacién que define unha relacién entre
variables independentes e variables que dependen delas, pero vimos tamén que ¢ fundamental ter
garantido que, polo menos cerca dun punto dado, estas variables dependentes son realmente funcion
das outras, cun bo comportamento.

8.2. Teorema da funcién implicita

Estudamos aqui as condiciéns que garanten a existencia de funciéns definidas implicitamente.
De xeito xeral, temos o seguinte resultado formal:

Teorema 8.5 (Existencia local de funcions implicitas)
Sexan F: R — R™ F €CL e (To1,-- s TonsYols - - - » Yom) € RV tales que
F(Zo1y- s TonsYols - - Yom) = (0,...,0) € R™.

Sedet Dy, .y F(Zo1,- ., TonsYols - - - Yom) # 0, enton existe unha tinica funcion C', defi-

nida cerca de x, = (To1,...,Ton), : A(z,) C R™ — R™ verificando que ¢(To1,. .., Ton) =
(Yo1s- - -+ Yom) € F(z,0(x)) = 0, para todo © € A(x,).

Observacions 8.6

1. Estamos a supofier que temos unha funcién de clase un, F': R x R™ — R™, e un punto
(%o, Yo) € R que verifican F(z,y) = 0 € R™. Con isto estamos utilizando un sistema
de m ecuaciéns con n + m variables, das que pretendemos saber se € posible, despexar as m
variables (y1, ..., ¥n ) en funcién das n restantes, (x1,...,2Z,).

Asi, o sistema de m ecuaciéns dado definiria, cerca de z,, as funcidéns implicitas Cct, Yy =
@1(‘7317 oo 7$n)’ s Ym = @m(xly cee 7xn)'

2. A condicién det Dy, . F(Zo1,- .., Ton,Yol,---,Yom) 7 0 esixe que o determinante da
matriz formada polas derivadas parciais de F' respecto das variables (y1,...,%x) (as que
serdn funcién das restantes), substituido no punto (x,, y, ), non se anule.

Exemplo 8.7 Estudemos se a ecuacién In(z + y) + 23y? + y® = 1 define unha funcién implicita
do tipo y = y(z) cerca do punto (0, 1).

Comprobemos en primeiro lugar, se se verifican as hipdteses do teorema da funcién implicita.
Sexa F': R? — R, a funcién F(z,y) = In(z + y) + 23y? + y — 1. Verificase que

1. F € CHR?)
2. F(0,1) =0

1
3. DyF(z,y) = P + 223y + 3y?, polo que D, F(0,1) =4 # 0

En consecuencia, o teorema da funcién implicita asegura a existencia dunha tnica funcién C!,
definida cercade 0, y: A(0) C R — R verificando y(0) = 1 e F(z,y(z)) = 0, para todo x € A(0).
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Se queremos calcular 3’ (0), podemos derivar respecto a x directamente na ecuacién In(z +y) +

x3y? — 2 + y3 = 1, recordando que y ¢ unha funcién de =, y = y(x). Temos entén
1 !
+y 4322y + 20%yy’ + 397y = 0
r+y

De onde, substituindo (x, y) por (0, 1), obtemos 1 + 4y/(0) = 0, logo y'(0) = —1/4
Exemplo 8.8 Estudemos se o sistema de ecuacions

x2+xy+zz—|—tu:0
TH+y+zut’ +1=0

define implicitamente 4s variables x e y como funciéns diferenciables de (z, ¢, u), para valores cerca

. 0 0
de (2o, Yo, Zos o, Uo) = (0,—1,0,1,0). En caso afirmativo, calcularemos 8—96(0, 1,0) e a—y(O, 1,0).
2 2

Comprobemos en primeiro lugar, se se verifican as hipéteses do teorema da funcién implicita.
Sexa F': R® — R2, F(x,y,z,t,u) = (22 + 2y + 22 + tu, x + y + zut® + 1). Verificase que

1. F € C1(R®), por seren Fy e F» funciéns polinémicas.
2. F(0,-1,0,1,0) = (0,0)

;. Dpzym,y,z,t,u):(%ﬁy f),poloquedetDzyF(o,—l,o,l,(n—‘11 ?‘:—17&

0.
En consecuencia, o teorema da funcién implicita asegura a existencia de dias dnicas funciéns C*,

x=x(z,t,u), y = y(z,t,u), z,y: A(0,1,0) C R® — R, verificando (0, 1,0) = 0, y(0,1,0) =
—le F(x(z,t,u),y(z,t,u), z,t,u) = 0, para todo (z, ¢, u) cerca de (0, 1,0).

0
Para calcular 8—35(07 1,0) e a—y(O7 1,0), primeiro derivamos respecto de z nas dias ecuacidns,
z z
recordando que z,t e u son as variables e x e y pasan a ser funcidns. Asi temos
oxr  Ox dy
2w g+ a2 422=0
Y0z + 6zy+x6z e
oxr Oy 5
— + 5 t“=0
0z * 0z tu

Substituindo agora (z, vy, z,t,u) por (0, —1,0,1,0), obtemos

ox

—5(07170) =0
ox dy B
52 (0,1,0) + a(o, 1,0)=0

. Ox Oy B
entén 5(0, 1,0) = &(0, 1,0) = 0.
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Exercicios

1.

Calcula a expresion das funciéns implicitas que se indican:

a) z = z(z, y) definida pola ecuacién y*In(2) = 10

b) z = z(z,y) definida pola ecuacién z%y—3e* =1

¢) z = z(wy,w) definida pola ecuacién (3w; + 2wq)**T1 = ¢
d) K = K(L) definida pola ecuacién K'/0L3/* = ¢

. Deriva as seguintes ecuacions sabendo que y é funcién implicita da variable x.

)z’ —3zy+y? —20+y—-5=0 b)ad+1y>=32x+3y

o) In(y/22 +y?) + 28y =4 d)ﬁ—y‘l:fi
e) 3zy + In(zy?) =7 H 5 +In(2)=6
g a? +y? = et h) zy? — 2%y +ye " =0

. Deriva as seguintes ecuacidns sabendo que z € funcién implicita das outras variables que

aparecen na ecuacion.

a)zyz +32%9% —In2z2 =0 b)e™ =22y + 32
ozln(y) +y?z+22=38 d) In(x 4+ y + 2) + 2zyz = ze* Y

)PP+ wit+22—32=0 fDgzr—2quw+Tt+2*=2

. Consideremos a ecuacion 3e®¥ + e** + z:e¥* = 5. Sabendo que x é funcién implicita de (y, z),

calcula as derivadas parciais da funcién implicita no punto (yo, z0) = (0,0).

. Sexay = y(x, ) afuncién de clase unha definida implicitamente pola ecuacién z2yz+zy® =

—8 cerca do punto (g, z9)= (1, 0). Calcula as derivadas da funcién implicita nese punto.

. Comproba que a ecuacién ze® + zIn(1 + 2% + y?) = 0, define a z como funcién implicita

de (z,y) cercade (0, 1), non cal z = 0. Calcula as derivadas parciais da funcién implicita no
punto (0, 1).

. Sabendo que a ecuacién z In(w+ 1) +t2(z — 1) + el =t = 1 define a 2z como funcién implicita

de (w,t) cerca do punto (w,,t,) = (0, 1), calcula as derivadas parciais da funcién implicita
nese punto.

. Demostra que o sistema de ecuaciéns x?y+zt = 0, In(z?)+e¥ —2? = 0 define implicitamente

a z e at como funcién de (x,y), cerca do punto (., Yo, 20, to) = (1,0, 1,0).

. i ions x e* 2 =3, 2°—xyz =3, T
Comproba que o sistema de ecuacions 22y + e* 3 = 3, 22 3, define a x e a y como

funcién implicita de z cerca do punto (z,, Yo, 20) = (1,2, 3).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Comproba que o sistema de ecuaciéns 72 +y — 22 —w? = 0, 22 — y — 2% — w = 0 define
a z e w como funciéns implicitas de (z,y) cerca do punto (z,,y,) = (2,1) cos valores
9z L dw

(%0, wo) = (1,2). Calcula as derivadas parciais 5= e 52 en (2,1).

Comproba que o sistema de ecuaciéns uy + v + w + 22 =0, uow + x + y+1 =0,
define a x e a y como funcién de (u, v, w) cerca do punto (u,, v, w,) = (2,1,0) con valores
(%0, Yo) = (—1,0) neste punto.

a) Comproba que o sistema de ecuacions zIn(z) +t(y +1)2 =1, xe¥ +t22 = 0 defineay
e a z como funciéns implicitas de (z,t) cerca do punto (x,, Yo, 20, to) = (1,0,—1,1).
b) Deriva implicitamente nas ddas ecuacidns anteriores respecto da variable x.

9y

0z
¢) Calcula %(1, 1) e %(1, 1)

Consideremos a ecuacién: wq? + w? + In(gt) = 2.

a) Estuda se cerca do punto (1,—1,—1), a variable w é funcién implicita de (q,t), w =

w(q,1).
. ow oOw ) .
b) En caso afirmativo, calcula Vw(—1, —1), D0 e e en tédolos puntos do dominio de w.
q
2

¢) Calcula %(—17 —1).

a) Comproba que a ecuacion Yy In(y?) —In(z) = 0 define a z como funcién implicita das
variables (z,y), z = z(x, y), cerca do punto (., Yo, z0) = (0,2,4).

0z 0
b) Calcula Vz(0, 2), 6—i e 8—; , para todo (z,y).

¢) Comproba, utilizando a igualdade de Euler, que a funcién implicita ¢ homoxénea de grao 2.
Unha funcidn de custos estd implicitamente definida pola ecuacién C +/C= 124-qga\/9 + q%,

onde C' denota o custo total (en euros) de producir g4 unidades do produto A e ¢p unidades
do produto B.

a) Se g4 = 6 e g = 4, atopa o correspondente valor de C'.

b) Determina os custos marxinais con respecto a g4 € ¢p, cando g4 = 6 e gp = 4.

A funcién Uz, y, z) = 2?y>2%/? representa a utilidade que obtén un consumidor da adqui-
sicién de tres bens A, B e C en cantidades x, y, z, respectivamente. O devandito consumidor
quere obter un nivel 100 de utilidade.

a) Escribe a ecuacion da curva de indiferenza escollida polo consumidor.

b) Se quere manter o nivel de utilidade 100, adquirindo 10 unidades do ben A e 9 do ben
B, cantas unidades debe adquirir do ben C?

¢) Comproba que a ecuacién da curva de indiferenza escollida define a z como funcién
implicita de (x, y) cerca das cantidades referidas anteriormente.
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0
d) Calcula a derivada a—z (10,9) derivando implicitamente e tamén de forma explicita.
x

17. Unha fébrica produce dous produtos en cantidades x e y, con unha fronteira de posibilidades
de producién que vén dada pola ecuacién 2z2 4+ y> = 80. A producién actual é de 6 e 2
unidades respectivamente.

a) Comproba que a ecuacién anterior permite considerar y como funcién implicita de =z,
y = y(x) para produciéns similares 4 actual.

d
b) Calcula a razén de substitucién de produtos RSP = d—y (6) derivando implicitamente, e
i
interpreta o resultado.
¢) Calcula a RSP derivando explicitamente.
18. A demanda dun artigo vén dada pola funcién D(r,p) = 3000%/r/p — 201In(p), onde 7 é a
renda media dos consumidores e p o prezo, ambos en euros. Actualmente » = 16000 e p = 4.
a) Escribe a ecuacion para a curva do nivel da demanda actual.

b) Comproba que dita ecuacion define a p como funcion implicita de r para valores proxi-
mos os actuais.

d
c) Calcula e interpreta a derivada d—p (16000)
T

8.3. Autoavaliacion
As seguintes cuestions tefien s6 unha resposta correcta.

1. Sabendo y vén definida implicitamente pola ecuacién xIn(y) — 22 + zy® = 0, cerca de
(%0, Yo) = (1,1), tense que

Dy (r)=-1/2 by1)=1/4 oy (-1)=-2 d) %(-1,1)=1/4
2. Dados «, 3 > 0, consideremos a funcién f(z,y) = z“y” definida se =,y > 0. A ecuacién
f(z,y) = 1 define unha funcién implicita y = y(x) cerca do punto (1, 1). Verificase que

a)y' (1) =0 b) 2By 1y’ = 0, para = cerca de 1.

o)y = 3, parax cercade 1. d) zy = — 5. para x cerca de 1.

3. Se z vén definida implicitamente pola ecuacién % + ze¥ — In(z) = 0, derivando respecto da
variable x obtemos a relacién:

a) Ztaed— - =0 bidzpev_182-

9z y Ox z Oz
ox
Y — 10z y _ 10z _
c)eY =0 d)yax—i—xe ~59.=0

4. Se z = z(w,y) é a funcién implicita definida pola ecuacién funcional ze**! — 22y +1 =0
cerca do punto (o, Yo, 20) = (1,2, —1), entén
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a) Vz(1,2) = (1, 2)

0z z
®) Ay T rertl— 2y
0z
0 5-(1.2)=-1/5
d) z(1,2) =

5. Dada a ecuacién e=¥# + z(z? 4+ y) = 1, o teorema da funcién implicita garante a existencia

dunha funcién implicita do tipo z = z(x, y) cerca do punto
a) (2,1,0) b) (170771) C) (07170) d) (anal)

. Dada a ecuacién zy? + 22 + In(yz) = 2, o teorema da funcién implicita garante a existencia

dunha funcién implicita do tipo x = x(y, z) cerca do punto
a) (17_17_1) b) (07176) C) (07171) d) (_2727 1)

. Sexa z = z(x,y) a funcién definida implicitamente pola ecuacién z?yz + z2% = —1 cerca do

punto (g, yo) = (1,0). Cal das seguintes afirmaciéns é correcta?

a)Vz(1,0) = (=1,1) b)Vz(1,0)=(-2,-2)

©) Vz(1,0) = (3,5)  d)Vz(1,0) = (0,0)
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8.4. Solucions dos exercicios propostos
1.
a) z(z,y) = xe
b) z(z,y) = In(z%°)

In(q) B
In(3w; + 2ws)

10y~2

©) z(wy,wa) =

d) K(L) = aSL9/?

4. g—Z(o,o) = -3, %(0 0)

6. %(07 1) = ﬁ, g—;(o,l) =0

7. %(0,1) 1, %(0, 1)=1

10. %(2,1) =0, %’(2, 1) =2

12. %(1,1) =-3/2, %(1,1) =1/2

13. %2) = uajfe %1: = tmetay. Vu(—1,-1) = (1,1/3), g;g’t
14, % = %; = 222 2(0,2) = (2,4)

15.C = 36, 576;(6,4) =9 gqc (6,4) = 28

0z

(—~1,-1) =0

16. 22y32%/2 = 100, z(z,y) = 10432=7/3y=2, 2(10,9) = 1/81, %(10,9) = —0.0016

17. y(z) = v/80 — 222, RSP = y/(6) = —2

18. 3000{/7/p — 201n(p) = D(16000, 4)
1501 /3p=1/3 —In(p) = 30(1 —In(4)), p'(32000) = 1/8020

Solucions autoavaliacion. 1b, 2d, 3b, 4c, 5a, 6a, 7c






Capitulo 9
Funcions concavas e convexas.

9.1. Funcions concavas e convexas

Neste capitulo imos estudar conceptos relacionados coa convexidade de funciéns de varias va-
riables. Para traballar con estas propiedades precisamos que o dominio da funcién sexa un conxunto
convexo.

Definicion 9.1 Diremos que un conxunto A C R™ é un conxunto convexo se dados dous puntos
calquera de A o segmento que os une estd contido en A, é dicir, tx + (1 — t)y € A, para todo
tel0,1], z,y € A

Exemplos 9.2 Son exemplos de conxuntos convexos:
1. En R: Un intervalo de nimeros reais.
2. En R?: Un circulo, con ou sen a circunferencia que o limita.
3. En R3: O volume limitado por unha esfera, un cono, un cilindro ou un elipsoide.
4. A={(x,y) eR?: 2> 0,y > 0,2 <1}
NON son convexos, por exemplo, 0os conxuntos:
1. Unha coroa circular.

2. O exterior dun circulo.

3. B={(z,y) eR? : y < 2?}

Definicion 9.3 Sexan A C R™ un conxunto convexo e f: A C R™ — R unha funcion.
1. f éconcavase f(tx + (1 —1t)y) > tf(x)+ (1 —t)f(y), paratodo x,y € At € [0,1]

2. f éestritamente concava se f(tx+(1—t)y) > tf(x)+(1—1t)f(y), paratodo x,y € A,z #
y,t €(0,1)

3. féconvexase f(tx + (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y), paratodo z,y € A t € [0,1]
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4. f éestritamente convexa se f(tx+(1—t)y) < tf(x)+(1—t)f(y), paratodo x,y € A, x #
y,t €(0,1)

Obviamente f é (estritamente) convexa se, e so se, — f € (estritamente) concava.

Verificase que se f é unha funcién céncava, o subgrafo de f, Subg(f) = {(z,y);y
un conxunto convexo, e se f € unha funcién convexa, o epigrafo de f, Epg(f) = {(x,y);
€ un conxunto convexo.

< f(x)}
y >

Tamén resulta sinxelo comprobar que se cumplen certas propiedades referentes 4 dlxebra de
funciéns como por exemplo, se f,g son concavas e a,b € R, a,b > 0, entén af + bg tamén é
céncava.

Observacion 9.4 Debemos comentar que f: A C R™ — R (sendo A convexo) é céncava se, €
s6 se, cumpre a desigualdade de Jensen, f(zzlf ANixi) = Zzzlf Aif(x;), para x1,...,x, € Ae
Ay ey A € [0, 1], con Ay + ...+ A\, = 1.

Obsérvese que, para k = 2 a propiedade anterior coincide coa definicion de funcion concava.

Teorema 9.5 Sexa f: A C R® — R, con A convexo. Se f é céncava (convexa) en A, enton f é
continua en tédolos puntos do interior de A.

A seguinte propiedade recolle unha ferramenta moi préctica para estudar a convexidade das
funciéns de varias variables. Tratase dun resultado andlogo ao criterio da derivada segunda para o
estudo das funcidns reais de variable real.

Proposicion 9.6 Sexan A aberto e convexo e f: A C R" — R de clase diias. Verificase:
1. f éconcava en A < H¢(x) é semidefinida negativa, para todo x € A
2. f éconvexa en A < Hy(x) é semidefinida positiva, para todo x € A
3. Se Hy(x) é definida negativa Vx € A, enton f € estrictamente concava en A
4. Se H¢(x) é definida positiva¥Yx € A, enton f ¢ estrictamente convexa en A
Exemplos 9.7 1. f(z,y,2) = 2% + y* + 22 € estritamente convexa en R?
2. flx,y,2) = —y? — 22 é concava en R3

3. f(x,y,2) =  — y? + 2% non é nin céncava nin convexa en R3

9.2. Funcions cuasiconcavas

Definicion 9.8 Sexan A C R"™ convexoe f: ACR" — R

f € cuasiconcava cando para calqueira k € R, o conxunto de sobrenivel ou k-corte superior
{z € A: f(x) > k} é un conxunto convexo, é dicir, se para x,y € A, k € R tales que f(z), f(y) >
k enton f(tx + (1 —t)y) > k, para todo t € [0, 1].
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Non debe confundirse o conxunto de sobrenivel, que é un subconxunto de R™ co epigrafo de
f. que é un subconxunto de R™*1. O concepto de cuasiconcavidade é importante en Economia, asi
por exemplo, se supoiiemos unha funcién de utilidade cuasicéncava, entén calquera combinacién
convexa tzy + (1 —t)xo de ddas cestas 1, 22 con utilidade maior ou igual que un valor k tamén ten
utilidade maior ou igual que k. Esta propiedade, que se cofiece como convexidade das preferencias,
tamén equivale a pedir que calquera combinacién convexa de dias cestas de bens sexa a lo menos
tan preferida para o consumidor como 4 cesta que menos lle gusta das duas.

Proposicion 9.9 Sexan A C R™ convexoe f: A CR" — R.
f € cuasiconcava se, é sé se, f(tx+(1—t)y) >min{f(x), f(y)}, paratodo x,yen A, t € [0,1].

Na préctica sera de utilidade a seguinte propiedade. Supofiamos que u: R? — R é unha funcién
ou

de clase ddas tal que oy > 0 e que as ecuacions u(x,y) = k definen funciéns dunha variable
y = y(x) tamén de clase ddas. Resulta til saber que u é cuasiconcava se, e sé se, estas funcidns
y = y(z) son convexas. Asi, se traballamos con preferencias monétonas, pedir curvas de indiferenza
asociadas a graficas de funciéns convexas equivale a pedir que a utilidade v sexa cuasicéncava ou,
equivalentemente, que as preferencias sexan convexas.

De forma andloga poderiamos definir o concepto de cuasiconvexidade, de xeito que f dirase
cuasiconvexa se — f é cuasiconcava, é dicir, cando para calqueira k € R, o conxunto de baixonivel
ou k-corte inferior {x € A; f(x) < k} sexa un conxunto convexo. Equivalentemente, f é cuasi-
convexa se, € s6 se, f(tx + (1 — t)y) < max {f(z), f(y)}, para todo x,y en A, t € [0, 1]. Non
afondaremos neste concepto porque non ten aplicacions econdmicas de interese. Por outra parte, a
cuasiconcavidade € unha propiedade mdis débil que a concavidade.

Proposicion 9.10 Se f é concava enton f é cuasiconcava.
O reciproco desta propiedade non se verifica en xeral, como mostra o seguinte exemplo. A funcién

2
) =
f(@) 2 -2 sex >

Non obstante, ese reciproco si se verifica para certas funciéns homoxéneas.

1—2° sex <0

é cuasiconcava en R pero non é concava en R, xa que non é continua.

Proposicion 9.11 Sexan A C R" convexoe f: A CR" — R.
Se f é homoxénea de grao o € (0, 1], verificase que f é concava se, e s6 se, f é cuasiconcava.

Ainda que non serdn obxeto do noso estudo, debemos saber que existen resultados similares
aos recollidos na proposicion 9.6, para funcidns cuasicéncavas de clase dias. Respecto 4 alxebra de
funcidns cuasiconcavas, tamén se tefien resultados interesantes, pero non exactamente 0s mesmos
que no caso das funciéns concavas.

Por exemplo, a composicién dunha funcién cuasicéncava con unha funcién estrictamente mond-
tona crecente resulta unha funcién cuasicéncava. Pero, a diferenza do que sucede coas funciéns
concavas, a suma de funcions cuasiconcavas non € necesariamente cuasiconcava. Por exemplo,
f(x) = 23 e g(x) = —x son ambas cuasicéncavas e cuasiconvexas pero a stia suma, H (z) = 2% —z
non € nin cuasicéncava nin cuasiconvexa.
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Exercicios

1. Estuda a convexidade das funcions:

a) f(r,y,2) =22 + 22 + 22 +ay—22—To+5  b) f(2,9,2) =2 — 3y? — 522

o) f(z,y) = (x —3)* + (y + 1)° d flz,y) = (x - 2) +°

e) f(x,y,2) = * + 3y> — Tw + 2y2° f) f(x,y,2) = 2® +y* — 42
g)f(x,y,z):x2+3y2—7x+2y+22 h) f(x,y) = e

D) f(z,y,2) =22+ 22 + 22 +ay—22—Te+12 j) f(z,y) =y — 22

k) f(z,y) = (zy)'/*, conz,y > 0 D) f(z,y,2) = >~

m) f(z,y) =In(z +y+1) n) f(z,y) =In(2z +y)

0) f(xy,29) = xi“mé/s con 1,10 >0 p) f(z1,22) = \/T1T2, con x1, x93 > 0

2. Se a,b,c € R, estuda a convexidade das funciéns f(z,y,z) = az? + by? + cz2, g(x,y) =
az + by, h(z,y) = e®*+by

3. Estuda a convexidade das funcions:

a) f(z,y) =In(z —y) b) C(p, q) = In(pq)

¢) h(r,s,t) = 2r + €2 + 3t? d) Q(w1, 29, 13) = 222 + 3x2 + 4x3 — 22129 + 62123
&) p(a.h) = (a=3)' 4 6= 1?46 D Ploy.2) = (o= 3+ (y~ 1’ + 2

g) R(s,t) =e*+¢e5 — s+ 2t h) F(z,y) = 1z +y)* — (z — y)?

DGlry) = (@+y)'+ @+ D f(ey) = 200312, con g,y > 0

4. Sexan f: R™ — Re g: R — R. Proba que se f € unha funcién convexa e g é unha funcién
convexa e crecente, entén g o f € convexa. Mostra cun exemplo que a hipétese de que g sexa
crecente non pode suprimirse.

5. Proba que se f: R™ — R ¢ unha funcién convexa, a funciéon h: R™ — R definida por
. L . P . 22 2
h(z) = ef(®) tamén é convexa. Aplica este resultado 4 funcién f(xz,y,z) = e® teyHtv +27,
Mostra cun exemplo que o reciproco non é certo, h pode ser convexa sen que f o sexa.

6. Da un exemplo de duas funciéns convexas cuxo produto non sexa unha funcién convexa.

7. Sexa f: R — R, C?, estrictamente crecente e estrictamente convexa. Definimos F(z,y) =
f(x) + f(y?). Se sabemos que f'(1) =

a) calcula a derivada de F no punto (1, 1) segundo o vector (3, —5).

b) estuda o signo da matriz hessiana de F' e razoa, a partir dese resultado, se F' é ou non
convexa.

8. Estuda a convexidade (concavidade) de f(z,y,2) = ¢¥ — 2In(2) — In(z) + 22.

9. Dada a funcién de utilidade u(x1, 22) = 122, definida para 1, x2 > 0. Proba que:

a) u non é concava nin convexa.
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b)
9]
d)

u representa preferencias monétonas.
calqueira curva de nivel de v define implicitamente unha funcidn estritamente convexa.

u representa preferencias convexas.

10. Dada a funcién u(z,y) = 23/7y'/7, definida para z,y > 0:

11.

a)
b)

c)
d)
€)

a)
b)

c)
d)

Estuda se u é homoxénea.
ou
ox

Estuda se u é concava.

ou . .
Calcula e 50 e estuda o seu signo. Son funciéns homoxéneas?
Y

Estuda se u é cuasiconcava.

A curva de nivel un de u define implicitamente unha funcién dunha variable y = y(x).
Razoa se esta funcién é concava ou convexa.

Estuda se u(z,y) = 8z'/4y"/? é homoxénea, sendo z,y > 0

ou Ou .
Calcula — e —. Son funcions homoxéneas?

dx Oy

Estuda se u é concava.

Estuda se u € cuasiconcava. A curva de nivel 3 de u define implicitamente unha funcién
dunha variable y = y(z). Razoa se esta funcién é céncava ou convexa.

12. Dada a funcién u(z,y) = 2*,/y, definida para z,y > 0:

13.

a)
b)
©)
d
a)
b)

9]
d)
€)

Estuda se u é homoxénea.

0 19}
Calcula au e 8—u Son funciéns homoxéneas?
y

ox

Estuda se u é concava.

Estuda as curvas de nivel de u para averiguar se u € cuasiconcava.

Estuda se u(z,y) = 1022/%y & homoxénea, sendo z,y > 0

ou Ou .
Calcula — e —. Son funciéns homoxéneas?

dr Oy
Estuda se u é concava.

Estuda se u é cuasiconcava.

A curva de nivel 5 de u define implicitamente unha funcién dunha variable y = y(x).
Razoa se esta funcion é concava ou convexa.

14. Comproba que a funcién de Cobb-Douglas Q(L, K) = AL*K”, sendo L, K > 0, o, 3 > 0

e A > 0, é cuasiconcava. Proba que se ademais « + 3 < 1, entdn @ é estritamente concava.
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9.3.

Autoavaliacion

As seguintes cuestions tefien s6 unha resposta correcta.

1.

Se f(z,y) = 22 +2y? + 2y — Tz + 2, entén

a) f é céncavaen R2.  b) f non é céncava nin convexa.
c) f éconvexaen R?  d) Hy(z,y) € indefinida, para todo (z,y) € R?.

. Se f(x,y) = 3v — 2y — 22, entdén

a) f é convexaen R?.  b) Hy(z,y) € definida negativa, para todo (z,y) € R?.
c) f éconcavaen R%.  d) Hy(z,y) € indefinida, para todo (z,y) € R?.

. Se f(z,y) = y* + e~ %, entén

a) f é convexaen R?. b) f non é céncava nin convexa.
c) f éconcavaen R?  d) Hy(x,y) é indefinida, para todo (z,y) € R2.

. Se f(z,y) = 4y + In(xz — 1), entén

a) f é concava no seu dominio.  b) f non é céncava nin convexa.
¢) f é convexa no seu dominio.  d) Hy(z,y) é indefinida, para todo (z,y) € R%

. Se f(z,y) = z* — 3In(y), entén

a) f é concava no seu dominio.  b) f non é concava nin convexa.
c) f é convexa no seu dominio.  d) H(z,y) é indefinida, para todo (z,y) € R

. Se u(z,y) = zy, con z,y > 0 entén

a) u é concava. b) u € estrictamente concava.
c) u é convexa. d) u é cuasiconcava.

. Se u: R? — R & unha funcién cuasicéncava e 1, 5 € R?, pédese afirmar que

a) u(try + (1 — t)x2) > min{u(z1),u(z2)}, paratodo t € [0, 1]

b) u(txy + (1 — t)xe) < min{u(z1),u(zs2)}, paratodo t € [0, 1]

o) u(try + (1 — t)xe) > tu(zy) + (1 — t)u(as), paratodo t € [0,1]

d) A funcién y = ¢(x) definida implicitamente pola ecuacién u(z,y) = k é céncava.

. Se u: R? — R é unha funcién cuasicéncava e t € [0,1], z1,22 € R2, pddese afirmar que

a) uéconcava.  b) u(tzy + (1 —t)xe) > tu(zy) + (1 — t)u(xz)
c)uéconvexa. d)u(try+ (1 —t)xze) > min{fu(zy),u(ze)}
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9.4. Solucions dos exercicios propostos
4. Por exemplo, se f(z) = 22 e g(x) = —z, entén f é convexa, g non é crecente e go f (z) = —z>
non € convexa.
5. Por exemplo, se f(x) = In(z), entén h(x) = e™(®) = 2 é convexa, sen que f o sexa.
6. Por exemplo, se f(x) = x e g(x) = —x, ambas son convexas pero o seu produto f(x)g(z) =
2
—x* non.

Solucions autoavaliacion. 1c, 2¢c, 3a, 4a, 5c, 6d, 7a, 8d






Capitulo 10
Optimizacion de funcions de varias variables.

Traballamos neste capitulo os resultados relativos ao cdlculo dos extremos dunha funcién de va-
rias variables. Ademais do interés que estes resultados tefien por si mesmos, son tamén fundamentais
cando se engaden restricions de igualdade e de desigualdade ao dominio.

10.1. Optimizacion sen restricions

Definicion 10.1 Sexan unha funcion f: R™ — R e un punto x, € R", dise que,
1. z, é un minimo local ou relativo de f se f(x) > f(x,), para todo x € R™ cerca de x,,.
2. x, é un maximo local ou relativo de f se f(x) < f(x,), para todo x € R" cerca de x,,.
3. x, é un minimo global ou absoluto de f se f(x) > f(x,), para todo x € R™.

4. x, é un maximo global ou absoluto de f se f(x) < f(z,), para todo x € R™.

Os maximos e minimos de f denominanse extremos ou 6ptimos da funcion. Obviamente todo
extremo global € un extremo local da funcién. Igual que para funciéns dunha variable, podemos falar
de extremos estritos. Tamén pode resultar de utilidade recordar que un punto z, é maximo dunha
funcion f se, e s6 se, este punto x, € minimo de — f; ou que a composicion cunha funcion crecente
conserva os Optimos.

Lembramos a definicién de punto critico vista en 6.8.

0
Definicién 10.2 =, € R™ ¢ un punto critico de f: R" — R, se V f(x,) = 0, é dicir, 8—f(xo) =
Li

0, paratodoi=1,...,n.

Proposicién 10.3 (Condicion necesaria de primeira orde) Sexa f: R™ — R unha funcion dife-
renciable. Se x, € R™ é un extremo relativo de f entén x, é un punto critico de f.

Esta condicion de existencia de extremos € necesaria pero non suficiente en xeral, como se com-
proba no exemplo que segue. Asi, existen puntos nos que se anulan tédalas derivadas parciais dunha
funcién que non son extremos da mesma.
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Exemplo 10.4 O punto (0,0) é un punto critico da funcién f(x,y) = 23y, non obstante non é un
minimo relativo de f, xa que f(t,—t) = —t® < 0 = f(0,0) para  tan pequeno como queiramos.
Tampouco é un maximo relativo de f, xa que f(t,t) = t° > 0 = f(0,0) para ¢ tan pequeno como
queiramos.

Definicion 10.5 Un punto critico dunha funcion f: R™ — R que non é mdximo nin minimo de f
denominase punto de sela de f.

Unha equivalencia evidente da definicién de punto de sela establece que este € un punto critico,
Z,, tal que existen puntos x e y tan préximos como queiramos a x, verificando f(x) < f(z,) <

().

Debemos saber que os puntos criticos das funcidéns concavas e convexas son sempre extremos.

Proposiciéon 10.6 (Extremos de funciéns convexas) Sexa f: R™ — R unha funcion diferencia-
ble.

1. Se [ é convexa en R™ e x, € R™ é un punto critico de f, enton x, é minimo global de f.

2. Se f é concava en R™ e x, € R™ é un punto critico de f, enton x, é mdximo global de f.

Proposiciéon 10.7 (Condicién necesaria de segunda orde) Sexa f: R™ — R unha funcion de
clase dias.

1. Se z, € R" é un minimo relativo de f entén H¢(z,) é semidefinida positiva.
2. Se x, € R"™ é un mdximo relativo de f enton Hy(x,) é semidefinida negativa.

Este resultado ten unha importancia relativa na clasificacion dos puntos criticos dunha funcién
f, no senso de eliminar a posibilidade de que un punto critico sexa un maximo ou un minimo. En
efecto, se , é punto critico de f de xeito que a matriz H(x,) é semidefinida negativa e distinta da
matriz nula, entén o punto z,, pode ser un maximo de f ou un punto de sela de f, pero non pode ser
minimo. Se Hy(z,) é semidefinida positiva e distinta da matriz nula, entén o punto critico z,, pode
ser un minimo de f ou un punto de sela de f, pero non pode ser maximo.

Enunciamos a continuacién unha condicidn suficiente para clasificar os puntos criticos.

Proposicion 10.8 (Condicion suficiente para a existencia de extremos) Sexan f: R" — R un-
ha funcion de clase diias e x, € R™ un punto critico de f. Verificase que:

1. Se Hy(x,) é definida positiva enton o punto x, é un minimo relativo de f.
2. Se Hy(x,) é definida negativa entén x,, é un mdximo relativo de f.

3. Se H¢(x,) € indefinida enton x, é un punto de sela de f.
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Exemplo 10.9 Dada a funcién f(z,y) = z* + y* — 2(z — y)?, para obter os seus puntos criticos
resolvemos o sistema formado polas ecuacions:

of

= =4a® — 4z —y) =0

i )

af .

= =4+ 4z —y)=0

9y~ W (z—y)
Sumando ambas ecuaciéns temos 2> + y3 = 0, é dicir, y = —x. Substituindo, por exemplo, na
primeira obtemos a ecuacion 423 — 8z =0, que ten como soluciéns, z = 0,z = —v/2ex = V2.

Asi, os puntos criticos de f son (0, 0), (f\/§, ﬂ) e (\f, ,\@)
Para clasificar os puntos criticos, en primeiro lugar, obtemos a matriz hessiana de f en todo punto
(z,y) € R,

1222 — 4 4

e, posteriormente, estudamos o signo da matriz hessiana en cada un dos puntos criticos:

» Hf(V2,—V2) = Hf(—V2,V2) = (20 40> logo D; =20 > 0,e Dy = 384 > 0,

polo que a matriz hessiana en dmbolos puntos € definida positiva. Pola condicién suficiente,

(v2,—v/2) e (=2, /2) son minimos relativos de f.

= Hf(0,0) = <_44 _44> ,deonde D; = —4 < 0e Dy = 0, polo que H(0,0) é semidefinida

negativa e non nula. Pola condicién necesaria de segunda orde, o punto (0,0) pode ser un
maéximo ou un punto de sela de f.

Para clasificar este punto, temos que utilizar a definicién de médximo, de xeito que (0, 0) serfa
un maximo relativo de f se f(x,y) < f(0,0) = 0, para todo (z, y) cerca de (0, 0). Pero como
f(t,t) = 2t* > 0 = f(0,0), para t tan pequeno como queiramos, tense que (0,0) non é un
madximo e, polo tanto, (0, 0) é un punto de sela de f.

Exercicios

1. Clasifica os puntos criticos das seguintes funcions:

a) f(z,y) = (z —3)(y +5) b) f(z,y) = 2® = 3z + (y — 1)°

o) flz,y) =wy—dz—y+T7 d flzy)=c+y+5+7

e) f(z,y) = a® 4+ 3xy® — 3z + 2 ) f(z,y) = (x +y*)e”

e f(z,y) = (z+y)(zy +1) h) f(z,y) =2 —2* —y* — 2y + 60
) flo,y) =a®+y*> — 20 +2y+2 D flzy) =2 +y° +2

k) f(z,y) =y +2® + 3ay D f(z,y) = 2* + y* — 8In(x)

m) f(z,y) = z(e” —e¥) n) f(z,y) = —2 + 4oy —2y° + 1
o) f(x,y) =z +y— 111(9“/) p) flz,y,z) =2 +y° + 22 +ay

Q flz,y,2) =23 — a2 —y —1—2352—50 r) f(z,y,2) =yIn(z) + zIn(y) — x
) f(z,y, 2 )—2:10 +y? 2222y + 20z b)) f(o 202 + 2z +y* +5
w) f(z,y) = In(y) — 2* — 2y V) flz,y) =10 — (z +1)* = 3y

SRS
E°
Il
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10.

. Clasifica os puntos criticos das seguintes funciéns:

a) f(x,y) = a* — 2p2? — y®> + 3,conp > 0
b) f(z,y) = 2% + 22y + by? + o +y +5,conb > 1
o) f(z,y) = 2° +y* + axy
d) f(z,y,2) = m—+xy2—az—4m+£
e)f(:z: ,2) = 222 + 292 + 22 + daxy
) f(z,y,2) = 2> + 2¢° + 627 — 2y* + az®, cona # 0

. Son (1,0), (0,0), (0,2) e (0, —1) extremos de f(x,y) = 6z*y?

. Calcula os valores dos pardmetros a, b, para que (1,1,0) sexa un punto critico da funcién

flx,y,2) = ax?y + bry + 2zy* + 222 Para os valores obtidos, é (1, 1, 0) un extremo de f?

. Para que valores de k a funcién f(x,y) = 22 + 32y + ky? ten un extremo en (0,0)?
. Cal é o valor minimo que alcanza a funcién P(r,t) = 12 — 47 + 2(t — 4)2 + 4t — 8?2

. Nunha oficina, os ordenadores M e P utilizanse m e p horas diarias respectivamente. Se a

facturacién diaria vén dada pola relacién Q(p, m) = 180m — 5mp — 10m? — 20p? + 200p,
atopa os valores de p e m que maximizan a facturacién da oficina. Cal € esa facturacién
maxima?

. Supofiamos que Q(K, L) = 6K 2[5 é unha funcién de producién, onde K € o capital e L

o traballo. Sexan p = 0.5 o prezo de mercado da mercadoria producida, » = 0.1 o custo por
unidade de capital e w = 1 o salario por unidade de traballo. Determina a funcién de beneficio
de producir e vender (K, L) unidades. Calcula o beneficio mdximo.

. Unha empresa produce dous artigos con prezos de venda no mercado p; = 14 e py = 11

respectivamente. O custo de producién vén dado por C(z1, x2) = 22% + z129 + 223, sendo
21 € x2 as unidades producidas de cada un dos dous artigos. Calcula as unidades de cada artigo
que deben ser demandadas para maximizar o beneficio. Cal é o beneficio mdximo?

Unha fabrica utiliza dous tipos de materias primas, A e B para a elaboracién do seu pro-
duto. Usando x toneladas de A e y toneladas de B, a fabrica pode elaborar Q = 0.6x +
0.5y + 0.22y — 0.122 — 0.15y2 miles de unidades do produto. Se o custo de cada tonelada
das materias primas é de 5 e 2 € respectivamente, e a empresa vende toda a sda producién
a 15 céntimos cada unidade, que cantidades de materia prima debe utilizar para maximizar o
beneficio? Cantas unidades produce neste caso e cal é o beneficio maximo.

. Supofiendo que a funcién de custos C' = ¢% + 3¢% + 2qaqp + aqa + bgp + d ten un valor

minimo de 15 € cando ¢4 = 3 e gg = 1. Determina os valores das constantes a, b e d.
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12. A marca Dentaplus comercializa pasta dentifrica en tubos de 75 e 100 mililitros. O custo
de producién de cada tubo pequeno € de 50 céntimos de euro e de 80 para os grandes. A
demanda mensual de cada un é de z; = 10(p2 — p1) € z2 = 50 + 5(p1 — Hp2) miles de
unidades respectivamente, sendo p; e po os prezos de venda de cada tipo de tubo. Calcula os
prezos de venda que maximizan o beneficio da marca.

13. Un obrador produce tres tipos de doces: canas, melindres e amendoados. Os custos medios
de producién por unidade son constantes de 30 céntimos para as canas e os melindres e 50
para os amendoados. As demandas diarias dos tres doces son 23 = 400(p3 — p2 — p1), 2 =
400(p3 —3p2) € x3 = 2000+ 200(p1 + p2 — Hp3) respectivamente, sendo py, p2 € p3 0S prezos
en euros de venda por unidade de cada tipo de doce. Calcula os prezos de venda que maximizan
o beneficio. Calcula o beneficio maximo e a cantidade de cada doce que é demandada.

10.2. Optimizacion sen restricions usando Matlab

Analizaremos os problemas de optimizacién sen restricions dende o punto de vista grafico e
simbdlico. A andlise grafica s6 € posible para funcidéns de dias variables, mentres que a andlise
simbdlica pode realizarse para calquer niimero de variables.

Optimizacion de funciéns de dias variables: analise grafica

O estudo das curvas de nivel dunha funcién f : R? — R indicanos onde se atopan os extremos
e os puntos de sela. Para representar as curvas de nivel dunha funcién de didas variables nun dominio
rectangular utilizamos a sentenza, ezcontour. Usaremos a sentenza ezmesh para representar a
sua grafica.

Por exemplo, para representar a grifica da funcién f(x) = 22 — 2, no recinto [-2, 2] x [—1, 3],
podemos empregar ezmesh (' x"2-y~2’,[-2,2,-1,3]1)

Se desexamos obter as curvas de nivel de f, podemos facelo con
ezcontour (' x"2-y*2’,[-2,2,-1,3])

Exercicios

14. Comproba graficamente que a funcién f(z,y) = 2% — y? ten en (0, 0) un punto de sela.

15. Comproba graficamente que g(z,y) = 23 + y* + 92y ten un extremo no punto (—3, —3)

16. Comproba graficamente que (0, —3) e (0, 3) son dous extremos de h(z,y) = —ﬁ
=Ty

Optimizacion sen restricions: analise simbolica

Lembrar que para traballar con variables simbdlicas temos que definilas usando a orde syms. Os
comandos jacobian (F, [x1l,...,xk]) e hessian(F, [xl,...,xk]) permitenos obter
as matrices xacobiana e hessiana de F respecto das variables x1,...,xk.
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Asi, para calcular analiticamente os extremos dunha funcién real de varias variables reais segui-
remos os pasos que ilustramos a continuacién coa funcién f(z,y) = 2% + y* — 2(z — y)%

1.

Definimos a funcién: syms x y, f(x,y)=x"4+y"4-2x (x-y) "2

. Calculamos a matriz xacobiana de f: Df=jacobian (f)

Asi pois, Df(z,y) = (4953 —dx+4y 4P —4dy+ 4x).

. Obtemos os puntos criticos de f, coas ordes: S=solve (Df); PC=[S.x S.y]

Certamente, de entre as solucions que calcula o programa s6 consideramos aquelas que sexan
niimeros reais, no noso caso, os puntos (0,0), (—v/2,v/2) e (v/2, —/2).

. Calculamos a matriz hessiana de f: Hf=hessian (f)

1222 — 4 4
LOgO, Hf(I7 y) = ( 4 12y2 _ 4)

. Avaliamos a matriz hessiana nos puntos criticos de f e, para clasificalas, calculamos os seus

autovalores:

H1=Hf (0 ,0), eig(HL)
H2=Hf (-sqrt (2), sqrt(2)), eig(H2)
H3=Hf (sgqrt (2), -sqrt(2)), eig(H3)

Tamén poderiamos ter escrito:

H1=Hf (PC(1,1),PC(1,2)), eig(HL)
H2=Hf (PC(4,1),PC(4,2)), eig(H2)
H3=Hf (PC(5,1),PC(5,2)), eig(H3)

Dado que Hf(_\/§; \/ﬁ) = Hf(fv —\/5) _ (240 240> e os autovalores desta matriz son

16 e 24, ambos positivos, f ten en (—+/2,v/2) e en (v/2, —v/2) dous minimos relativos estri-
tos.

—4
4
autovalores son —8 e 0. Polo tanto, o punto (0,0) non é un minimo da funcién f, de feito,

como veremos graficamente, € un punto de sela de f.

Ademais, H(0,0) = _44) que é unha matriz semidefinida negativa xa que os seus

Para localizar os puntos criticos, podemos representar as curvas de nivel da funcién f(z,y) =
x* +y* — 2(x — y)? no rectdngulo [—3, 3] x [—4, 4] con:

ezcontour (! x"4+y*4-2x (x-y)"2’, [-3 3 -4 4])
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Exercicios

17.

18.

19.

20.

Para as seguintes funcidns, calcula e clasifica os puntos criticos e despois comproba o resultado
graficamente.

g(z,y) = y*(x — 12 + 2% (y + 4)
h(z,y) = (2* +y*)* = 3x(2? + ¢°) + 22°

p(x,y) = 323 — 5y% — 225z + 70y + 23

Calcula e clasifica os puntos criticos das seguintes funcions:
fla,y,2) = 2% 4+ 2% + 422 + zy + 322 + byz

g(z,y) = 323 + 3y — 18xy + 17

hz,y,2z) = —a + 3wz + 2y — y? — 322

p(x,y) = 64x — 222 + 4oy — 4y + 32y — 14

Clasifica os puntos criticos da funcién f(x,y) = ax? + by? — 4x + 2y + ¢, segundo os valores
dos pardmetros a, b, c. Para qué valores destes parametros o valor minimo da funcién é 10 e
alcénzase no punto (2, —1)?

Unha empresa produce tres bens con prezos de mercado p; = 16, po = 12 e ps = 20. A
funcién de custos da empresa é C(q1, g2, ¢3) = ¢3 + 243 + 3¢5 + 2q1q3 + 25, onde q1, g2 € g3
representan as cantidades producidas de cada un dos tres bens. Se se vende toda a producion,
cal € o beneficio maximo da empresa? Obtén as cantidades que de cada un dos tres bens para
alcanzar ese maximo.

10.3. Autoavaliacion

As seguintes cuestions tefien s6 unha resposta correcta.

1.

2.

Sexa f € C%(R?) tal que H(z,y) é semidefinida positiva, para todo (z,y) € R2. Cal das
seguintes afirmacions é FALSA?

a) f é céncava en R? b) Se (z,,y,) € punto critico de f, entén (z,, y,) € minimo de f.
c) f é convexa en R? d) f non ten maximos.

Sexa f : R — R unha funcién diferenciable e convexa. Pédese afirmar que

a) existe z, € R™ que é minimo absoluto de f.
b) f non ten puntos de sela.
¢) existe z, € R" tal que f(x,) > f(x), paratodo x € R™.

d) todo punto critico de f é maximo relativo de f.
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. Sexa f: R™ — R unha funcién de clase ddas. Pédese afirmar que

a) Se Vf(z,) = 0, entén z, é un méximo de f.
b) Se z, é un punto de sela de f, entén Hy(z,) é indefinida.
¢) Se z, é un méaximo relativo de f, entén Hy(z,) é semidefinida negativa.

d) f éestrictamente céncava se, e s6 se, H¢(z) ¢é definida negativa para todo = € R”.

. Se os puntos criticos dunha funcién de clase ddas f: R? — R son (—1,0) e (1,0) e a sta

6x O

hessiana é Hy(z,y) = ( 0 10

>, cal das seguintes afirmacions € correcta?
) € un minimo relativo de f.

a) (1,1) é un minimo relativode f. b) (-1,
o (1 —1,0) é un punto de sela de f.

1
) (1,0) é un maximo relativode f. d) (

o O

)

. Se (1,5) é un punto critico dunha funcién f: R? — R de clase duas tal que H(1,5) =

(_33 _43> , podemos afirmar que

a) f é convexa en R2. b) (1,5) é un punto de sela de f.
¢) (1,5) é un méaximo relativo de f. d) (1,5) é un minimo relativo de f.

. Sexa f(x,y) = %y + 2y? + 22. Cal das seguintes afirmaciéns é FALSA?

a) (0,0) é un punto critico de f. b) (2, —1) é un punto de sela de f.
¢) (—2,—1) éun punto de selade f. d) (0,0) é un maximo de f.

. Sexan f : R? — R de clase ddas e (z,,%,) un minimo relativo de f. Cal das seguintes

afirmacions é, en xeral, FALSA?

a) f non é céncava en R?.

b) Se f é convexa en R2, entén f(x,y) > f(x,,y,), para todo (z,y) € R2.
©) Vf(zo,90) = (0,0)

d) H¢(z,,yo) é definida positiva.

. Sexa f: R? — R unha funcién de clase ddas tal que Dy f(3,3) = D3f(3,3) = 0. Pédese

afirmar que:

a) (3,3) é un extremo de f.

b) Se (3, 3) é un méaximo relativo de f, entén H (3, 3) ¢ definida positiva.

¢) Se Hy(z,y) é semidefinida positiva para todo (z, y) € R? entén (3, 3) € un minimo de f
d) Se H(3,3) ¢ semidefinida positiva, entén (3, 3) é un minimo relativo de f

. Se f(z,y) = x(e® — e¥), entén unha das seguintes afirmaciéns é FALSA.

2 -1
-1 0
¢) (0,0) é o dnico punto critico de f. d) (0,0) é punto de sela de f.

a) Hy(0,0) = ( b) H;(0,0) ¢ definida negativa.
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10

11.

12.

13.

14.

. Consideremos a funcién f(z,y) = 23y + 2zy? — 22y? + 2zy. Cal das seguintes afirmaciéns
é FALSA?
a) (0,0) e (0,—1) son puntos criticos de f. b) (0,0) é un punto de sela de f.
¢) Hy(0, —1) é semidefinida negativa. d) (0,—1) é un punto de sela de f.

Consideremos a funcién f(z,y) = 3 — 3z + (y — 1)? + 3. Cal das seguintes afirmaciéns é
FALSA?

a) (1,1) é minimo de f. b) (

—1,1) é punto de sela de f.
¢) (—1,0) é punto de selade f. d) (—1

1
,0) non é punto critico de f.
Se f(z,y) =« +y — In(zy), entén
a) (0,0) é punto criticode f. b) Hy(1,1) é definida negativa.
¢) (1,1) é minimo de f. d) f € concava no seu dominio.
Consideremos a funcién f(x,y) = 4xy?. Cal das seguintes afirmaciéns é FALSA?
a) (0,0) e (3,0) son puntos criticos de f.  b) (0,0) é un minimo relativo de f.
¢) Hy(3,0) é semidefinida positiva. d) (3,0) é minimo relativo de f.
Sexa f(z,y) = 2% + ay?® + bxy, con a, b € R. Cal das seguintes afirmacions é FALSA?

a) (0,0) é punto critico de f, para todo a,b € R.
b) Sea = %, f é convexa en R?.
¢) Sea=b= —1,(0,0) é un maximo relativo estrito de f.

d) Sea=9,b=6, (—3y,y) é un minimo global de f, para todo y € R.
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10.4. Solucions dos exercicios propostos

(37 —5) é punto de sela de f

(—1,1) é punto de selae (1, 1) é méaximo relativo de f

(1,4) é un punto de sela de f

(—2,3) e (2,—3) son puntos de sela, (—2, —3) é mdximo e (2, 3) é minimo relativo de f
(0,1) e (0, 71) son puntos de sela, (—1,0) é mdximo e (1,0) é minimo relativo de f
(—1,0) é minimo relativo de f

(—=1,1) e (1,—1) son puntos de sela de f

(1/2,—1) é méaximo relativo de f

i) (1, —1) é minimo relativo de f

j) f non ten puntos criticos

k) (0,0) é punto de sela e (—1, 1) é mdximo relativo de f

1) (2,0) é minimo relativo de f

)

30\3$$&893-

m) (0,0) é punto de sela de f

n) (0,0) é punto de sela e (4/3,4/3) é maximo relativo de f

0) (1,1) é minimo relativo de f

p) (0,0,0) é minimo relativo de f

q) (0,0,0) é punto de selae (—2/3,0, —2/3) é mdximo relativo de f
r) (1,1,0) é punto de sela de f

s) (z, —x, —x) son minimos globais de f, para todo z € R

t) (—1/2,0) é minimo global de f

) (0,1/2) é maximo global de f
v) (—1,0) é mdximo global de f

a) (0,0) é miximo relativo, (,/p,0) e (—/p,0) son puntos de sela de f

b) (—1/2,0) é minimo relativo de f

¢) (0,0) é punto de sela de f.

Sea <0, (—a/3,—a/3) é minimo relativo de f.

Sea >0, (—a/3,—a/3) é maximo relativo de f.

d) (2,0, a) é minimo relativo de f e (0,2, a), (0,—2,a), (—2,0, a) son puntos de sela

e)Se —1 <a<1,(0,0,0)éminimo global de f e candoa > 1 oua < —1, (0,0,0) é punto de
sela

Se a = —1, (z,x,0) son minimos globais de f, para todo = € R.

Se a =1, (—z,x,0) son minimos globais de f, para todo = € R.

£) (0,0,0) e (—4,2,0) son puntos de sela de f. Ademais, se a < 0, (0,2,0) tamén é punto de
sela e (—4,0,0) é maximo relativo de f; e se a > 0, (0,2,0) é minimo relativo de f e (—4,0,0) é
punto de sela.

4.a=2,b=—6.(1,1,0) é minimo global de f
5.Se k > 9/4, (0,0) é minimo global de f
6. O valor minimo que alcanza P ¢ 2 e alcdnzase en (2, 3).

7. A facturacion maxima son 1120 u.m., e tense con p = 4 e m = 8.
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8. O beneficio méximo son 1687.5 u.m., e tense con K = 15% e L = 155,

9. A empresa deben producir 3 unidades do primeiro artigo e dias do segundo para maximizar o
beneficio. O beneficio mdximo son 32 u.m.

1l.a=-8b=-12,d =33

12. O beneficio maximo son 15806.50 €, e tense con p; = 1.32¢ e p; = 1.69¢e. Nese caso
véndense 3742 tubos de 75 mililitros e 14193 tubos de 100 mililitros.

13. O beneficio maximo son 823.08 €, e tense con prezos de venda por unidade de 0.99 € cada
cana, 0.38 € cada melindre e 1.54 € cada amendoado. Nese caso véndense 68 canas, 162 melindres
e 733 amendoados.

Solucions autoavaliacion. 1a, 2b, 3c, 4d, 5d, 6d, 7d, 8c, 9b, 10c, 11c, 12¢, 13b, 14c






Capitulo 11
Optimizacion de funcions de varias variables con restricions.

11.1. Optimizacion con restricions de igualdade

As variables que aparecen nos problemas econémicos de optimizacion estdn habitualmente so-
metidas a certas restricions. Impdiiense, por exemplo, limitaciéns nas cantidades consumidas, co-
tas na producién ou limitaciéns orzamentarias. Un exemplo econdémico tipico € o de un consumi-
dor que desexa maximizar a sda utilidade u(z1,...,x,) suxeita a unha restricién presupostaria,
P11 + -+ + ppxy, = 1, sendo x1,...,x, as cantidades de cada un dos bens que consume con
P1, - .-, P 0S prezos destes bens por unidade e r a renta da que dispén o consumidor.

Nesta seccion estudamos o problema da procura dos 6ptimos dunha funcién cando as variables
de decision estdn suxeitas a restricions de igualdade.

11.1. O método dos multiplicadores de Lagrange. Condiciéns suficientes.

Sexan entén f: R" — R, g: R® — R™, g = (g1,-.-,9m) e b = (b1,...,by) € R™, sendo
m < n. De entre tédolos puntos € R™ que verifiquen as igualdades g1 (x) = b1, ..., gm(z) = bm,
que podemos indicar abreviadamente como g(z) = b, pretendemos atopar aqueles que minimicen
ou maximicen a funcién f.

Escribiremos o problema que pretendemos resolver como

min(max): f(x1,...,2Tn)
suxeito a (1, ., Tn) =b1
gi(z1,..., 2) 1)
gm(xl7 s 7:ETL) = bm
f chamase a funcién obxectivo do problema, g1, ..., g, son as funciéns que definen as restri-
ciéonse b = (b1, ..., by, ) son os valores que limitan as restricions.

Definicion 11.1 Sexan f: R" — R, g: R" — R"™ e b € R™. Se denotamos por S = {x € R™ :
g(x) = b} ao conxunto de solucions factibles do problema (P1), diremos que

1. x, € S é un minimo relativo de f en S se f(x) > f(x,), para todo se x € S cerca de x,.

2. x, € S é un maximo relativo de f en S se f(x) < f(x,), para todo se x € S cerca de x,,.
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Un punto x, € S dise que € un 6ptimo ou un extremo relativo de f en S, se € un minimo o un
maximo relativo de f en S. Nas definicions anteriores podemos utilizar indistintamente as expresions
extremo de f en S, extremo de f suxeito a g;(x) = b;, paratodo j = 1,...,m, ou extremo de f
suxeito a g(x) = b.

De xeito andlogo definirfanse os extremos globais ou absolutos e os extremos estritos de f en S.

O seguinte resultado, cofiecido como teorema de Lagrange ou teorema dos multiplicadores de
Lagrange, establece unha condicién necesaria de existencia de solucién do problema de optimizacion
con restricions de igualdade formulado.

Utilizaremos a seguinte funcién auxiliar. Dados m nimeros reais, Aj, . .., A,,, denominase fun-
cién lagranxiana asociada ao problema, 4 funciéon L: R™ — R definida por

L) = £() = 3" A (g5(2)  by)
é dicir,

L(zy,...,xn) = f(z1,. .., 20) f)\l(gl(xh...,xn) fbl) — ~~f)\m(gm(x1,...,mn) fbm)

Teorema 11.2 (Teorema dos multiplicadores de Lagrange) Sexan f,g € C' e x, € S tales que
se verifica rango Dg(z,) = m < n. Se x, é un extremo relativo de f en S, entén existen m niimeros

reais Unicos, A1, ..., A\m, tales que x, é un punto critico da funcion lagranxiana asociada. Isto é,
oL
— () =0, paratodoi=1,...,n.
8xi

Debemos comentar que non se pode prescindir da hipétese rango Dg(z,) = m, que se cofiece
como condicién do rango, tal como se comproba no seguinte exemplo.

Exemplo 11.3 Consideramos o problema min: f(x,y,z) = 22 + y? + 22, suxeito a g(z,y, z) =
(2,22 — (y — 1)3) = (0,0). Posto que S = {(7,y,2) € R*: 2 = 0,y = 1}, obviamente f ten un
minimo en (0, 1,0). Sen embargo, rango Dg(0, 1,0) = rango 8 8 (1]) = 1 < 2, e non existen

OL
A1, A2 € Rtales que (0,1, 0) sexa punto critico da lagranxiana asociada xa que 8—(07 1,0)=2#0
Y

Na préctica, para atopar os posibles extremos do problema, se f e g estan nas condiciéns do
teorema de Lagrange, € preciso calcular os puntos criticos da funcién lagranxiana que verifican
as restricions. Isto €, temos que resolver o sistema de n + m ecuaciéns con n + m incdgnitas,
Tlyenvy Ty Ay A, dado por

0L .
—(r1,...,2,) =0, i=1,...,n

6@-

gj($17'~'7xn):bj7 j:1,,m

Unha vez calculadas as posibles soluciéns do problema mediante a condicion necesaria, clasifi-
camos os citados puntos utilizando as condiciéns suficientes que enunciamos a continuacion.
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Teorema 11.4 (Condicion suficiente forte)

1. Se x, € S é un minimo relativo da funcion lagranxiana L, enton x, é un minimo relativo de
f suxeito a g(x) = b.

2. Se x, € S é un mdximo relativo da funcion lagranxiana L, enton x, é un mdximo relativo de
f suxeito a g(x) = b.

Como consecuencia temos as propiedades seguintes:

Corolario 11.5 Sexan f,g € C' e x, € R™ un punto que verifica o teorema de Lagrange.
1. Se Hy(z,) € definida positiva, enton x, é un minimo relativo de f en S.
2. Se Hy(x,) € definida negativa, entén x, é un mdximo relativo de f en S.
3. Se Hy(x) é semidefinida positiva, para todo x € R", enton x, é un minimo global de f en S.

4. Se Hy(x) é semidefinida negativa, para todo x € R} enton x, é un mdximo global de f en S.

Observacion 11.6 Nétese que se z, € R™ € un punto que verifica o teorema de Lagrange tal que
Hp (x,) é indefinida, entén x, non é un extremo da funcién lagranxiana pero poderia ser solucién
do problema plantexado, € dicir, poderia ser un maximo ou un minimo de f en S.

Exemplo 11.7 O problema min(méx): f(z,y, z) = 2% +y? + 22 suxeito a 2 + y + z = 1 verifica
a hipétese do rango, pois a matriz Dg(z,y, z) = (1,1, 1) ten rango un, para todo (x, vy, 2) € R?, en
particular para solucién do problema. A funcién lagranxiana é L(z,y, 2) = 2% + y? + 22 — Az +
y + z — 1), e resolvemos as ecuaciéns

oL
— =2x—-A=0
Jdx
oL
— =2y—A=0
oy 4
0L
—=2z—-)X=0
0z
r+y+z=1
das tres primeiras temos x = %, Yy = %, z = % e substituindo na ultima obtense que A = %
Asi 0 Unico punto critico da funcién lagranxiana que verifica a restricion é (%7 %, %), con \ = %

Este seria o tinico candidato a resolver o problema plantexado.

2
Ademais a matriz hessiana da lagranxiana, Hy (x,y,z) = | 0 , € definida positiva, para
0

wi= @ N O
N OO

todo (z,y,z) € R3, entén L é convexa, polo que o punto (3, 1,
consecuentemente minimo global do problema.

) € un minimo global de L e
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O teorema 11.4 € un resultado moi forte, no senso de que existen bastantes situaciéns practicas
nas que este resultado non clasifica ao punto critico de L que estamos estudando. Para emendar,
en parte, esta situacion, existe unha condicién suficiente mdis débil que a anterior. Este resultado
obtense estudando a matriz borde da hessiana da lagranxiana no punto x,, que ¢ a matriz cadrada de

orde m + n definida como
0 Dyg(z,)
BH =
(zo) <Dg(xo>t Hy ()

Deberemos analizar o signo dos n — m tltimos menores principais desta matriz: D, 1, (Z,),
Dm+n71(1’o)y sy D2m+1($o)

Teorema 11.8 (Condicion suficiente débil)
Sexan f,g € C}2(R™) e x, € S un punto que verifica o teorema de Lagrange.

1. Se (=1)"D;(z,) > 0, para todo i = 2m + 1,...,m + n, entén x, é un minimo relativo
estrito de [ suxeito a g(x) = b.

2. Se (=1)™*D,(x,) > 0, para todo i = 2m + 1,...,m + n, entén x, é un mdximo relativo
estrito de f suxeito a g(x) = b.

Observacion 11.9 Para a aplicacién practica deste resultado debemos ter en conta que é preciso
avaliar os ultimos n — m menores principais (a diferenza entre variables e restriciéns) e sempre hai
que calcular o determinante da matriz borde (cadrada de orde m + n). Debemos fixarnos ademais
que o criterio dos signos cambia en funcién de que m sexa par ou impar.

Por exemplo, para n = 2 e m = 1, debemos calcular s6 un menor principal, o da matriz borde
que é de orde 3, D3(x,) = det(BH (x,)). Neste caso:

= Se Ds(x,) < 0, entén x, é un minimo relativo de f en S.
= Se Ds(x,) > 0, entén x, é un maximo relativo de f en S.

Paran = 3 e m = 2, calculamos un menor principal, o da matriz borde que é de orde 5,
Ds(x,) = det(BH(x,)). Neste caso:

= Se Ds(x,) > 0, entén z, é un minimo relativo de f en S.
= Se Ds(x,) < 0, entén x,, é un maximo relativo de f en S.

Por dltimo, para n = 3 e m = 1, debemos calcular dous menores principais, o de orde 3 e o da
matriz borde que é de orde 4. Neste caso:

= Se Ds3(x,) < 0e Dy(z,) < 0, entén z, é un minimo relativo de f en S.

= Se D3(x,) > 0,e Dy(x,) < 0, entén x, é un maximo relativo de f en S.
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Exemplo 11.10 Consideremos o problema max: f(z,y,z) = zyz suxeitoaz + y + z = 3.

Verificase a hipdtese do rango pois rango (1 1 1) =1, en todo R?, en particular na solucién
do problema. A funcién lagranxiana é L(x,y, z) = 2yz — A(z + y + 2z — 3). Resolvemos o sistema

oL
_— = —)\ =
B Yz 0
L
g—y:ajsz =0
oL

r+y+z = 3

Das tres primeras ecuacions, A = yz = xz = xy, e, como ningunha coordenada pode ser nula,
obtemos que x = y = z, que substituido na restricién dd = 1, polo que o unico candidato a
resolver o problema é (1,1, 1).

Para clasificar o punto critico de L, calculamos a matriz hessiana da funcién lagranxiana que é

0 2z y
Hp(z,y,z)=| z 0 «x
y = 0
01 1
e, polo tanto, Hy(1,1,1) = 1 0 1 |, queéindefinida. Asi (1,1,1) non é extremo de L,
1 1 0

estamos pois nun caso no que a condicion suficente forte non decide e precisamos usar a débil.
Neste caso, m = 1 e n = 3, e a matriz borde da hessiana e os seus menores de orde 3 e 4 son:

01 1 1 01 1 0 1 1 1
1 0 1 1 1 0 1 1
BH(1,1,1)= ,Ds3=| 1 0 1 |=2>0,eDy= =-3<0.
1 1 0 1 11 0 1 1 0 1
1 1 1 0 1 1 1 0
Entén (1,1, 1) é un maximo relativo de f suxeito 4 restriciéon x + y + z = 3.

Exemplo 11.11 Atoparemos os extremos de f(z,y) = (z — 1) + 2, suxeito a 2% + 4y = 16.

Para este problema verificase a condicién do rango na solucidn, pois rango (295 Sy) =0se, e
s6 se, (z,y) = (0,0); pero este punto non é unha solucién factible do problema. Asi, se (z,y) € S,
entén rango Dyg(z,y) = 1.

Da funcién lagranxiana asociada ao problema, L(z,y) = (z — 1)? 4+ y? — A(z? + 49 — 16),
plantexamos as ecuacions correspondentes para calcular os puntos criticos de L que verifican a
restricion,

OL
OL
— =2y — 8\y = 2y(1 — 4\) =
oy 8Ay = 2y( )=0

2 4+ 4y? =16
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Da segunda ecuacién temos que y = 0, ou A = %. Se y = 0, da restricion obtemos que © = +4.
Asi, se x = 4, da primeira ecuacién tense A = %; e se + = —4, da primeira ecuacion tense A = %.
Por outra parte, se A = 1, da primeira ecuacion temos que = = 3, e da restricion, y = i%.

En resumen, temos catro puntos criticos da funcién lagranxiana que verifican a restricién, que
son

5

(4,0), con A = 3; (—4,0), con A = 5; (%,43—\5), conA=1; (3, -22) conA=1

Por outra parte, a matriz hessiana da lagranxiana é Hy, (z,y) = (

2-2X 0
0 2 -8\
3

Para A\ = 1, temos que Hy(z,y) = ( O) ¢ semidefinida positiva, para todo (z,y) € R2, de

2

0 0

onde deducimos que a funcién lagranxiana asociada é convexa en R?, e polo corolario da condicién
: 4 4v2 4 _ 42 e : ; 2 2 _

suficiente forte, os puntos (3, *¥=) e (5, —=%=) son minimos globais de f suxeito a 2% +4y* = 16.

1

Se )\ = %, entén Hp (z,y) = <_02 —08> é definida negativa, para todo (z,y) € R2, de onde de-

ducimos que a funcién lagranxiana asociada é céncava en R?, polo que (—4, 0) é un maximo global
de L e logo tamén de f suxeito a 22 + 4y% = 16.

1
Para A = 3, temos que Hy (z,y) = <2 0 ) = Hp(4,0) é indefinida, e temos que utilizar a

0 —4
0 8 0
condici6n suficiente débil. A matriz borde da hessiana é BH(4,0) = {8 0 |.m =1e
0 0 —4

z

n = 2 e o determinante D3 = det(BH (4,0)) = 256 > 0, polo que (4, 0) é un maximo relativo de
f suxeito a 22 + 4y® = 16.

11.1. Teorema da envolvente

Con frecuencia, nas funciéns que definen un problema de optimizacidn intervefien distintos para-
metros que influen nas solucidns do mesmo. O teorema da envolvente estuda como inciden as varia-
cions destes parametros na solucién do problema.

Consideremos entén o problema mdis xeral de optimizacion suxeito a restricions de igualdade,

min(méx):  f(x1,..., 25, 01,...,08)
suxeito a g1(T1, oy T, 1,y ) = by (P2)
L;].T,;(xl,...,xn,al,...,ak) =b,,
onde f,g;: R" x R¥ — R dependen tamén de k pardmetros, o = (avq, ..., o).
O problema plantexado resélvese nas variables © = (z1, ..., z, ), supoiiendo que os pardmetros

a1, . .., Q permafiecen constantes.
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Asf, se o problema ten solucién x, tanto esta como os multiplicadores de Lagrange asociados,
AL, ..+, Am, dependen dos pardmetros o, ..., a. E dicir, z; = z;(a), A; = Aj(a). Agora, a
funcién lagranxiana asociada ao problema é

L(z,a) = Z)\] gj(z, ) — bj)
Jj=1
Teorema 11.12 (Teorema da envolvente) Sexan f, g1, ..., gm funcions C%. Para un valor fixado

dos pardmetros o, € RF, supoiiamos que x, é unha solucion do problema (P2) que verifica o
teorema de Lagrange con multiplicadores asociados \, € R™ e tal que det(BH (x,)) # 0.

Enton existen diias funcions C', x: A(a,) C RF — R”, X\: A(a,) C R¥ — R™ tales que
x(a) € solucion do problema con multiplicadores de lagrange asociados \(«), para cada « cerca
de x,, o € A(,).

Ademais, se f(a) = f(z(a),a) é o valor éptimo da funcién obxectivo, verificase que
of (@) = oL
da,. da,.

(z(a), ), paratodor =1,... k.

A funcién f(a)) chamamoslle funcién de valor 6ptimo asociada ao problema.

Exemplo 11.13 Consideremos o problema min : f(z,y) = 22 + 32, suxeitoa = — y = 2m (con
m € R). -
Se (z(m),y(m)) € a solucién do problema dado, para cada valor do pardmetro m, ¢ f(m) =
f(z(m),y(m)) a funcién valor 6ptimo, interesanos cofiecer a variacién do valor 6ptimo respecto ao
d
pardmetro m, é dicir —.
dm
Considerando a funcién lagranxiana asociada ao problema, L(z,y) = 22 + 3% — A(z —y — 2m),

e dado que, trivialmente, a condicién do rango ctimprese en todo punto, calcularemos os puntos
criticos de L que verifican as restricions, resolvendo o sistema

oL
oL
— =2 =
By y+A=0

T—y=2m

De aqui obtense que (m, —m) con A = 2m, é o dnico punto critico da lagranxiana que verifica a
restricion.

A matriz Hy (z,y) = (2 0> ¢ definida positiva, para todo (z,y) € R2, polo que (m, —m) é

0 2
. ; o . df
un minimo global do problema. Claramente, f(m) = f(m, —m) = 2m?, entén d—(m) =4m.
m
Doutro xeito, poderiamos ter aplicado o teorema da envolvente para obter esta derivada. Asi

df oL

dm( 1) = 6m( z(m),y(m), m) =2\ = 4m.
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Exercicios

1. Resolve os seguintes problemas:

a) min(méx): 422 + y? suxeitoaxr +y =5

b) min(méx): z — y suxeito a 22 + y? = 2
¢) min(méx): 6 —x — 2y suxeitoaz? +y> =5
d) min(méx): 3zy suxeitoax —y =4
e) min(max): 2zy suxeitoax — y = 10

121 4 3y — 3wy — 22 — y? suxeitoax + 3y = 3

c(x=3)y+ (z—1)(y—6) suxeitoaz +y =7

f) min(méx
2) min(méx
h) min(méx): e” + e¥ suxeitoaz +y = 2
i) min(méx): y + Inx suxeitoa 3z +y =6
j) min(méx): 4oy — 22 — 2y? — 122 — 522 suxeitoa 22 — 2z = 0
) min(méx): o2 4+ y? + 22 suxeitoar +y =1,z —x =1
m) min(méx): %x4+x2+y2+y+322+zsuxeitoaaz+y+z= 10,2z +y+ 2z =12
n) min(max): z — 22 — y? suxeitoar —y =L,z +y+2=6
fi) min(max): y(z? + 1) suxeitoa z +y = 2
0) min(max): — 222y suxeitoaxz +y =6
p) min(méx): In(z) + In(y) suxeito a 222 + y? = 4
@) min(max): 223 + 9y + 12z suxeitoax +y =0
r) min(méx): 23 + y? + 22y suxeito a x + y = 2

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
k) min(max): 22 + y? + 22 + u? suxeitoa2x +y — 2z —2u =25
)
)
)
)
)
)
)
)
)25 —x? — (y — 1)? suxeitoay = 2% — 1
)

(
s) min(méx
t) min(méx): x2+y2 —xy+x + ysuxeitoaxy = 1

2. Comproba se (1,-1,3), (0,1,1), (—1,1,1) e (1,1,1) son 6ptimos de zy + yz suxeito a
24+t =2y+z=2

3. Obtén a solucién do problema min: f(x,y) = 22 + (y — 2)? suxeito a x — y = 2k.

_ df
Se f(k) é o valor 6ptimo da funcién obxectivo, calcula d£

4. Obtén a solucién do problema méx: f(x,y) = (x — k)(y — k) suxeito a x + y = 4k.
df

Se f(k) é o valor 6ptimo da funcién obxectivo, calcula —=- T

5. Calcula a variacién respecto a k da funcién de valor 6ptimo do problema max: f(z,y) =
x + 2y suxeito a 22 + y% = k2, para k > 0.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Unha empresa fabrica Q(z1,x2) = z;

. Resolve o problema min(méx) : = — 2y +2z suxeito a z2+y2 + 22 = k2. Calcula as derivadas

das funcidns de valor maximo e de valor minimo.

. Supofiamos unha empresa con funcién de producién diaria descrita por Q(L, K) = L2K,

sendo os prezos por unidade dos inputs produtivos L e K fixos en 2 e 25 respectivamente.
Determina a combinacién de inputs produtivos axeitada se se desexa producir do xeito mais
barato posible 40 unidades de produto Q).
1/4_1/4 .

x5’ toneladas de produto, calcula o custo minimo
cando fixamos o nivel de producién en 5 toneladas, se os prezos por unidade dos inputs son 1
e 4 respectivamente.

. Unha empresa fabrica un determinado produto segundo 4 funcién de producién Q(x1,z2) =

19, sendo z1 e x2 as unidades das dias materias primas utilizadas.
12

O custo de producién vén dado por C'(z1, z2) = 50 + 22 + 23 + . Calcula as unidades

de cada materia prima necesarias para producir 16 artigos co minimo custo. Cal € este custo
minimo?

Consideremos a funcién Q(z,y) = 22 + (y — 1)2. Cal é a combinacién de factores x, y
verificando Q(z, y) = 9 que minimizan a funcién C(z,y) = —4x + (y — 1) + 60?2 Cal é 0
valor minimo que alcanza C'?

Se cambiamos a condicién Q(z,y) = 9 por Q(z,y) = ¢, estuda a variacién do valor minimo
de C respecto a q.

Para cubrir un pedido de 100 unidades do seu produto, unha empresa quere repartir a produ-
cién entre as sdas ddas plantas. O custo total vén dado por ¢(q1, q2) = 0.1¢7 + Tqy + 152 +
1000, onde ¢; e g2 son o nimero de unidades producidas nas plantas 1 e 2, respectivamente.
Como se debe distribuir a producién para minimizar os custos?

Unha empresa ten un orzamento mensual para publicidade de 60000 €. O seu departamento
de mercadotecnia estima que se gastan x euros cada mes en publicidade online e y euros cada
mes en publicidade en medios de comunicacion, as vendas mensuais serdn S = 90z'/4y3/4
euros. Se o beneficio é do 10 % das vendas menos o custo da publicidade, determina como
repartir o orzamento en publicidade para maximizar o beneficio mensual. Cal é o beneficio
maximo?

Queremos maximizar a funcién de utilidade U(z,y) = In(1 + z) + In(1 + y), suxeita &

restricién orzamentaria 3z 4+ 4y = m. Obtén o valor éptimo U*(m). Canto vale %?

A funcién de utilidade dun consumidor é u(z,y) = xy, onde x, y representan as cantidades
consumidas de cada un dos dous bens que estan dispoilibles. Se p; e p2 son os prezos unitarios
de cada un dos bens e m € a cantidade de cartos que o consumidor vai gastar na adquisicién
destes bens, pidese:

a) Calcula a cantidade a consumir de cada un dos bens, en funcién dos pardmetros p1, ps €
m, se 0 obxectivo é maximizar a utilidade.
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b) Obtén a funcién de utilidade indirecta u*(p1, p2, m)

¢) Calcula % derivando directamente en u*(p1, p2, m), e tamén utilizando a funcién la-
granxiana, comprobando que se obtén o mesmo resultado.

d) Proba que un aumento en m produce un incremento na utilidade maxima, e que un
aumento en calqueira dos prezos por unidade da lugar a unha diminucién na utilidade
maxima.

15. A funcién de utilidade de un consumidor é u(x1, x2), C2, con z e x5 as cantidades consumi-
das de cada un dos dous bens. Os prezos por unidade dos dous bens son p; e pa respectiva-
mente, e a renda do consumidor é m.

Proba que, se , = (2,1, To2) € a cesta 6ptima do consumidor no seu conxunto presupuestario,
verificase que
ou
9z, (o) _ p
ou -
Ozo (wo) D2

16. Sabendo que na figura 1 represéntanse as curvas de nivel da funcién f(z,y) = e* + €Y, atopa
graficamente a solucién do problema min(méx): e* 4 e¥ suxeito a 4o + 3y = 12

17. Sabendo que na figura 2 represéntanse as curvas de nivel da funcién f(x,y) = 422 +y2, atopa
graficamente a solucién do problema min(méx): 4z2 + 32 suxeito a 2z +y = 5

exp(x)rexply) ‘ ‘ 0 — n

Figura 1 Figura 2

18. Debuxa as curvas de nivel da funcién f(z,y) = x + y e atopa graficamente a solucién do
problema min(max): = + y suxeito a 2% + y? = 1

19. Debuxa as curvas de nivel da funcién f(z,y) = g e atopa graficamente a solucién do proble-
x

ma min(méax): Y Suxeito a y=1+2?
x
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11.1. Optimizacién con restricions de igualdade usando Matlab

De novo faremos uso da capacidade grifica de Matlab, esta vez para comprender mellor as
implicacions xeométricas dos problemas de optimizacién con restricidns de igualdade.

Para resolver analiticamente un problema de optimizacién con restriciéns de igualdade seguire-
mos 0s pasos que ilustramos co problema:

min(méx): f(z,y)=z—y
suxeito a: 22+ =2

Definimos a funcién obxectivo, a restricion e a funcién lagranxiana:
syms x y m; f=x-y; g=x"2+y"2-2; L=f-mxg

Calculamos a matriz xacobiana de funcién lagranxiana DL=jacobian (L, [x,y]). Calculamos
os puntos criticos de L que cumplen a restricion:

S=solve (DL (1),DL(2),qg);PC=[S.x,S.y,S.m]

Vemos que os puntos criticos da lagranxiana que verifican a restricién son (—1,1) con A = f% e
(1,—1) con A = 3. Tentamos clasificalos usando a matriz hessiana da lagranxiana:

HL=hessian (L, [x,V])

Calculamos o valor da matriz hessiana de L en cada un dos puntos criticos e os autovalores destas
matrices:

HL1=HL(-1,1,-1/2),al=eig(HL1)
HL2=HL(1,-1,1/2), a2=eig(HL2)

Vemos que a matriz hessiana en (—1, 1) é definida positiva, logo este punto é un minimo relativo
estrito da lagranxiana e, polo tanto, un minimo relativo estrito do problema. Tamén vemos que a
matriz hessiana en (1,—1) é definida negativa, logo este punto é un méximo relativo estrito da
lagranxiana e, polo tanto, un maximo relativo estrito do problema.

Podemos facer unha andlise xeométrica dos problemas de optimizacion con restricions de igual-
dade sempre e cando se trate de problemas con duas variables e unha soa restricién. Por exemplo,
para o problema anterior, representamos no plano tanto a restricién como as curvas de nivel da
funcién obxectivo, por exemplo, no recinto [—3, 3] x [—3, 3].

ezcontour ('x-y’,[-3 3 -3 3])
hold on
ezplot (! x"2+y"2-2",[-3 3 -3 3])

Podemos observar como as curvas de nivel dos puntos (—1,1) e (1, —1)son tanxentes & restricién
neles. Ademais os puntos cercanos a (—1,1) que estdn na restricion sitianse en niveles superio-
res a el, polo que efectivamente tratase dun minimo relativo do problema dado. Situacion analoga
observase co punto (1, —1).

Outro exemplo, para resolver graficamente o problema min(méx): 25 — 22 — (y — 1) suxeito
ay = 22 — 1 debuxamos as curvas de nivel da funcién obxectivo xunto coa restricién, no recinto
—3, 3] x [—3, 3], coas sentenzas:
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ezcontour (! 25-x"2-(y-1/2)"2",[-3 3 -3 3])
hold on
ezplot (' x*2-1',[-3 3 -3 31)

e buscamos os puntos para os que a sta curva de nivel toca tanxencialmente 4 restricién. Para clasi-
ficalos fixaremonos na direccion de crecemento das curvas de nivel que atravesan a restricion cerca
deles.

Exercicios

20. Comproba graficamente que (1, 4) € solucién do problema:
min(méx): 422 + y? suxeitoa x +y = 5.

21. Comproba graficamente que (2, —2) € solucién do problema:
min(méx): 3zy suxeitoax —y = 4.

22. Comproba graficamente que (5, —5) € solucién do problema:
min(méx): 2zy suxeito a x — y = 10.

23. Comproba graficamente que (3, 4) € solucién do problema:
min(méx): (r —3)y + (z —1)(y — 6) suxeitoaz +y = 7.

24. Resolve, coa axuda de Matlab, os seguintes problemas:

a) min(méx): 22 4+ 12zy + 2y suxeito a 422 4 y% = 25

b) min(max): 23y + 29> suxeito a 2% +y? = 4

2?2 —y? — 22 suxeitoar+y+zr=4x—y=4

):
):
¢) min(méx): 23 + 3> suxeitoa 22 + y? =1
d) min(méx):
):

e) min(méx): y?> — 2% + zsuxeitoaxr + 2y +2=0,20+y =0

11.2. Optimizacion con restricions de desigualdade

Os problemas de optimizacion con restricions de desigualdade son, en xeral, mdis representati-
vos da actividade econémica que aqueles con restricions de igualdade xa que, por exemplo, se se
disp6n de determinados recursos en cantidades limitadas as restriciéns de desigualdade permiten
non consumilos na sda totalidade se non € para mellorar o resultado.

A formulacién xeral dun problema con restricions de desigualdade € a seguinte:

min(max): f(z1,...,2,)

suxeitoa  g;(z1,...,x,) <b; j=1,...,m (P3)

onde f: R™ — R é a funcion obxectivo do problema,
g: R" - R™, g(z) = (g1(), ..., gm(x)), é a funcion que define as restricions,
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b= (b1,...,bn) son os valores que limitan as restricions e g(z) < b equivale a expresar g;(x) < b,
paratodoj =1,...,m.

Considerando S = {z € R™ : g(z) < b} o conxunto de soluciéns factibles do problema (P3), a
definicion formal de extremo de f en S e similar 4 que fixemos na seccion anterior.

Nétese que un punto z, estard no conjunto S cando verifique tédalas desigualdades g;(z,) < b;,
de xeito que pode darse a igualdade ou a desigualdade pode ser estricta, independentemente, en cada
unha delas.

Definicion 11.14 Un punto x, € S dise que satura a restricion g; se g;(x,) = b;. Se g;(x,) < b;
enton dise que a restricion g; non se satura en x, € S.

Definimos a funcion lagranxiana asociada ao problema para os multiplicadores: A\j, ..., A, € R

m

L(z) = f(z) - Z Aj(g;(x) —bj)

Teorema 11.15 (Teorema de Kuhn-Tucker) Sexan f,g; € C' e x, € S tal que os vectores gra-
dientes das restricions que se saturan en x, son linealmente independentes.

Se x, ¢ un mdximo relativo do problema (P3), enton existen m-niimeros reais unicos, A1, ..., Am
tales que

oL
a) 871“,(%) =0, paratodoi=1,...,n.

b) \j >0, paratodoj=1,...,m.

c) Nj(gj(xzo) —bj) =0, paratodo j=1,...,m.

Se x, é un minimo do problema (P3), enton a condicion b) muda por \; <0, paraj =1,...,m.

Os puntos que estdn nas condicions deste teorema chimanse puntos de Kuhn-Tucker.

Observaciéns 11.16 1. O teorema de Kuhn-Tucker, en problemas de optimizacién con restri-
cions de desigualdade, € equivalente ao teorema de Lagrange para problemas de optimizacioén
con restriciéns de igualdade. Ambos expresan unha condicién necesaria para a existencia de
extremos en problemas con restricions.

2. A esixencia de que os vectores gradientes das restricions que se saturan en z, sexan lineal-
mente independentes, é equivalente 4 condicion do rango no teorema de Lagrange.

3. A propiedade a) do teorema de Kuhn-Tucker equivale a dicir que x, é un punto critico da
funcién lagranxiana.

4. Da propiedade c) dedticese que se a restricién g; non se satura no punto ,, entén o multipli-
cador de Kuhn-Tucker asociado vale cero, \; = 0.
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5. Os puntos x,, € S que verifiquen a condicién do rango e as propiedades do teorema de Kuhn-
Tucker denominanse puntos de Kuhn-Tucker e son os candidatos a resolver o problema (P3).
Cando tédolos multiplicadores asociados a x,, sexan positivos non todos nulos, se z, € solu-
cién do problema ten que ser un maximo e por eso dicimos que o punto é punto de Kuhn-
Tucker candidato a mdximo. Analogamente, cando tédolos multiplicadores asociados sexan
negativos non todos nulos, dicimos que o punto é punto de Kuhn-Tucker candidato a minimo,
pois se € solucién do problema serd minimo. Cando tédolos multiplicadores asociados sexan
todos nulos, se o punto é solucién pode ser maximo ou minimo e dicimos que é punto de
Kuhn-Tucker candidato a mdximo e a minimo.

6. Na practica, para obter os puntos de Kuhn-Tucker asociados a un problema, procederemos a
estudar tédalas posibilidades de saturacion das restricions e obter en cada caso os puntos de S
que verifiquen as propiedades a), b) e ¢). Ademais o signo dos multiplicadores indicanos se o
punto pode ser mdximo ou minimo.

Teorema 11.17 Sexan f,g € C.
Se x, € S é un punto de Khun-Tucker candidato a mdximo e é ademais un mdximo relativo da

lagranxiana, enton x, é un mdximo relativo de f suxeito ds restricions gj(x) < bj, j=1,...,m.
Se x, € S é un punto de Khun-Tucker candidato a minimo e é ademais un minimo relativo da
lagranxiana, enton x, é un minimo relativo de f suxeito ds restricions g;(x) < bj, j=1,...,m.

Tamén se verifica nestas condicidns que se x, € extremo global da lagranxiana entén é extremo
global do problema.

Exemplo 11.18 Resolvamos o problema

min(méx): x+vy
suxeitoa y+4 >0
y < —a?

Primeiro reescribimos o problema na forma adecuada:

min(méx): f(x,y)=z+y
suxeitoa gy(z,y)=-y—4<0
g2(w,y) =y +a? <0

Consideremos a funcién lagranxiana asociada ao problema
L(z,y) = +y — M~y —4) = da(y + 2°)

As suas derivadas parciais e a stia matriz hessiana son

oL

— =1-2A

ox 2
L

0 :1+)\1—A2

Ay
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Hp(z,y) = <_%)\2 8)

Calculamos tédolos puntos de Kuhn-Tucker do problema, diferenciamos catro casos dependendo
da saturacion das restricions.

2

1. Puntos que non saturan ningunha restricion, é dicir —y — 4 < 0, y + x* < 0, entén \; =

L
A2 = 0 e tense que e # 0. Enton, neste caso, non hai puntos de Kuhn-Tucker.
Y

2. Puntos que non saturan a primeira restricion e si a segunda, é dicir —y—4 < 0, y+x2 = 0, en-
ton temos que verificar a condicién do rango. Temos que rango Dgo(z,y) = rango(2z 1) =
1, para todo (x,y) € R2, en particular nos puntos deste caso.

Enton

)\1:0
oL
— =1=-2X2x=0
or 2t
oL
— =1=-X=0
dy 2
—y <4

y+a22=0

e o unico punto critico da lagranxiana que satura a segunda restricion e verifica a primeira é

(%,—i), con \; =0, Ay = 1.

Como Hp(x,y) = <_02 8) ¢ semidefinida negativa, para todo (z,y) € R?, L é céncava
e o punto é maximo global de L. Ademais (%, —i) € un punto de Kuhn-Tucker candidato a

L. )’ 1 1N\ < L.
maximo entén (5, — ) é maximo global do problema.
3. Puntos que non saturan a segunda restricién e si a primeira, é dicir —y —4 =0, y + 22 < 0,

entéon Ay =0e o = 0. Ent6n no hai puntos de Kuhn-Tucker neste caso.
x

4. Puntos que saturan ambas restricions, é dicir —y — 4 = 0, y + 22 = 0, os tnicos puntos
que o verifican son (2, —4) e (—2, —4). A condicién do rango neste caso pide que se verifique

z 1 . i .
rango Dg(x,y) = rango 0 1)< 2, e isto verificase nos dous puntos posibles.
O primero € un punto critico da lagranxiana s6 para \; = f% <0, A = i > 0, polo que
non € un punto de Kuhn-Tucker. O segundo € punto critico da lagranxiana s6 para A\ = f%,
Ay = f%, polo que é un punto de Kuhn-Tucker candidato a minimo do problema.

1
5 0
0 0
e este punto € minimo global de L. Ent6n (—2, —4) é minimo global do problema, por ser
ademais punto de Kuhn-Tucker candidato a minimo.

Como Hp(z,y) = ( ¢ semidefinida positiva, para todo (z,y) € R2, L é convexa
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Exercicios

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

Resolve os problemas:
a) min(méx): f(z,y) =2? +y* +y — Lsuxeitoaz? <1 —

b) min(méx): f(z,y) = 2> + 2y* — 3 suxeitoa z + 3y > 3

max): f(z,y) = 22 + (y — 1)? suxeitoa 2® +y < 4

f(

fn( (z,

d) min(méx): f(z,y,2) = =3y + 4z suxeitoa z? + y% + 22 < 1
fn( f(

max): f(z,y) = 2z + 2y suxeito a x >y?, v<1

Resolve os problemas:
a)min: f(z,y) = 2% + (y — 5)% suxeitoay > 22,y < 1
b) min: f(x,y) = zy + 222 + 3y? suxeitoa z +y < 2

c)méx: f(z,y) =2 —y? — 3suxeitoaz? + 92 < 1

Proba que o punto (2,2) verifica as condiciéns de Kuhn-Tucker e que é un 6ptimo para o
problema min(méx): 3x + 7Ty suxeitoa —z +y < 1,0< 2 <2,0<y <2

Proba que o punto (2, 1) verifica as condiciéns de Kuhn-Tucker e que é un Gptimo para o
problema min(méx): 6x + 3y — 22 + 4zy — 4y? suxeitoaz +y < 3,4z +y < 9,2,y > 0

Comproba se os puntos (2, —6) e (0, —8) verifican as condiciéns de Kuhn-Tucker e se son
6éptimos para o problema min(max): (z — 2)? + (y — 2)? suxeitoax —y > 8, v +y < —4

Comproba se o punto (2, 0) é unha solucién do problema min(méx): 2 + 4y? + 2y suxeito
az?+y2 <6, x4+y>2

A funcién de producién dunha empresa é Q(L, K) = 12L + 20K — L? — 2K? + 400. O
custo de L e K para a empresa € 4 e 8 por unidade, respectivamente. Se a empresa quere que
o custo total dos insumos non sexa superior a 88, atopa a maxima producion posible suxeita a
este control orzamentario. Cal € o custo da producién maxima?

A publicidade dos partidos politicos sempre ten algtins efectos negativos. Un determinado
partido asumiu que os tres temas mdis importantes, X, Y e Z, para as eleccidns, deberian
mencionarse nos anuncios televisivos con espazos de x,y e z segundos, respectivamente. O
efecto adverso combinado desta publicidade estimouse como E(z,y, z) = 22 + y? + 222

As consideracions estéticas determinaron que o espazo total adicado os temas X e Y xuntos
non deberia ser superior a 28 segundos, e consideracions obxectivas suxeriron que o espazo
total asignado a Y e Z xuntos deberia ser alomenos de 21 segundos. Que tempos para cada
tema en cada anuncio producirian o menor efecto negativo?
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11.3. Autoavaliacion

As seguintes cuestions tefien s6 unha resposta correcta.

L.

Para atopar tres nimeros que sumen 15 de xeito que o seu produto sexa maximo podemos
resolver o problema

a) max: xyz — 15 bymax: 15—z —y — z

max: r+y+z d) max: ryz
suxeitoa ayz =15 suxeitoa x+y+z =15

c)

. A funcién de utilidade dun consumidor é u(z,y) = xy, onde x, y representan as cantidades

dos dous bens consumidos nun periodo de tempo dado, con prezos unitarios 30 e 20 respecti-
vamente. Se I € a cantidade de cartos que o consumidor vai gastar na adquisicién destes bens,
para atopar a cesta (z, y) que maximiza a utilidade gastando todo o seu presuposto, debemos
resolver o problema:

a) min(méx): u(z,y) suxeito a 30z + 20y = R
b) max: u(x,y) suxeito a 30x + 20y = R

¢) max: xy — 20x — 30y suxeitoax +y = R
d) méx: 30x + 20y suxeito a xy = R

. Para o problema min(max): f(x,y) = 22 + 492 suxeito a x + y = 5, tense que

é minimo de f

)

maximo de f suxeitoax +y =5

(4,1)¢
(4,1)¢

) (4,1) é maximo da funcién lagranxiana asociada.
(4,1) é minimo de f suxeitoaz +y =5

)

. Se (2,0) é un punto critico da funcién lagranxiana asociada ao problema min(méx): f(z,y)

suxeito a 22 + y2 = 4, tal que H7,(2,0) = <(1) _02) , entén

€ maximo do problema dado.

a) (2, 0) non é solucién do problema dado.  b) (2,0
2,0) € extremo da funcién lagranxiana.

¢) (2,0) é minimo do problema dado. d) (2,

)
)

. Dado o problema min(méx): f(z,y, z), suxeito az+2y-+z = 3, con hessiana da lagranxiana

1+x? 0 0
asociada Hp, (z,y,z) = 0 -Xy 0 |, paratodo (z,y,z) € R3. Se (1,1,0) con
0 0 A—1

A = 2 é un punto critico da funcién lagranxiana, tense que

a) (1,1,0) é un maximo relativo estrito de f suxeito a z + 2y + z = 3.
b) (1,1,0) é un minimo relativo estrito de f suxeito a z + 2y + z = 3.

¢) (1,1,0) non é unha solucién do problema pois € un punto de silla da funcién lagranxiana.
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10.

11.

. Para o problema min(méx): f(z,y) =y — =«

d) cos datos do enunciado non se pode clasificar o punto.

Consideremos o problema min(méx): z? — 2z + y2, suxeito a 2z + 3y = 4, entén

a) (2,0) é un punto de silla do problema. ~ b) (—1,+/2) é un minimo do problema.
¢) (3, %) é un minimo do problema. d) (3,0) é un maximo do problema.

2 suxeito a 22 + 3% = 1, verificase que

a) (0,1) é un minimo relativo de f suxeito a 2% +y? = 1.

b) (0,1) é un maximo relativo de f suxeito a z2 + 32 = 1.

¢) (0,1) non é un méximo relativo da lagranxiana asociada ao problema.
d) (0,1) é un médximo de f.

Dado o problema min(méax): f(z,y) = 22 + (y — 1)? suxeito a 22 — y — 1 = 0. Pédese

2
afirmar que

a) (0,1) é un minimo do problema.  b) (0, —1) é un médximo do problema.
¢) (1,0) é un médximo do problema. d) (—1,0) non é solucién do problema.

. Para o problema min(max): f(z,y) = 2 + 4y? suxeito a 7y = 2, tense que

a) (2,1) é minimo de f b) (2,1) é minimo de f suxeito a xy = 2
¢) (2,1) é maximo da funcién lagranxiana. d) (2,1) é maximo de f suxeito a zy = 2

Sexa f: R? — R, C2. Consideremos o problema min(méx): f(z,y) suxeito 4 restricién
y = 2% — 3. Se sabemos que (—2,1) e (3,6) son puntos criticos da funcién lagranxiana tales
que H(—2,1) = < *05 701 )e Hp(3,6) = ( (1) f)l ), cal das seguintes afirmacions é
FALSA?

a) (—2,1) é maximo de f suxeito 4 restricion y = 22 — 3

b) (—2,1) non é minimo de f suxeito 4 restricién y = z2 — 3
¢) (3,6) é maximo de f suxeito 4 restricién y = z2 — 3

d) (3,6) é minimo de f suxeito 4 restricién y = 2> — 3

Consideremos o problema min: f(z,y) = 2% + (y — 4)?, suxeito a x — y = 4k, sendo f(k)
o valor de f no minimo. Pédese afirmar que:

a) (24 2k,2 — 2k) é o valor minimo que se alcanza.
b) f(k) =16k + 16

df oL
df

d) - =16(k +1)
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12. Consideremos o problema de maximizar a funcién de utilidade u(xz,y) = zy suxeitoa x4y =
R. Se z(R), y(R) son os valores que resolven o problema e u(R) = u(xz(R), y(R)), unha das
seguintes afirmacions ¢ FALSA:

a) 2(R) =y(R) = §
b) u(R) = 3
0 1 1
¢) BH(z(R),y(R))= |1 0 1| éamatrizborde da hessiana no punto (z(R),y(R)).
1 1 0
du R
) = (R)=A=73

13. Para o problema min(méx): f(z,y) = 2% + 3% +y — 1 suxeito a: 22 + y? < 1, tense que

a) (0,1) non ¢é solucién do problema dado.  b) (0, 1) non satura a restricién.
¢) (0,1) € minimo do problema dado. d) (0,1) é mdximo do problema dado.
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11.4. Solucions dos exercicios propostos

1.

a) (1,4) é un minimo relativo do problema.

b) (—1,1) é un minimo relativo e (1, —1) é un maximo relativo do problema.
¢) (1,2) é un minimo relativo e (—1, —2) € un méximo relativo do problema.
d) (2, —2) é un minimo relativo do problema.

e) (5,—5) é un minimo relativo do problema.

f) (=6, 3) é un méximo relativo do problema.

2) (3,4) é un maximo relativo do problema.

h) (1,1) é un minimo relativo do problema.

i (0, 07 0) é un méaximo relativo do problema
k) (1,1/2,—1/2,—1) é un minimo relativo do problema.
1) (0,1,1) é un minimo relativo do problema.
m) (2,6, 2) é un minimo global do problema.
n) (0, —1,7) é un maximo global do problema.
fi) (1,1) é mdximo relativo do problema e (1/3,5/3) é minimo relativo do problema.
0) (0,6) é maximo relativo e (4, 2) é minimo relativo do problema.
p) (1,v/2) é maximo global do problema.
q) (—2,2) é maximo relativo do problema e (—1, 1) é minimo relativo do problema.
1) (0, 2) é maximo relativo do problema e (2/3,4/3) é minimo relativo do problema.
s) (1,0) e (—1,0) son mdximos relativos do problema e (0, —1) é minimo relativo do problema.
t) (1,1) e (—1, —1) son minimos relativos do problema.

o af
3.Asoluc1one(k+1,1fk)e% =4k +4

af

4. A solucién é (2k, 2k) e P =2k
6. O minimo estd en (g, —%k, 2—;) € 0 mdximo en (—%, 2—3’“, -2,

d d
—-Valory, 5« = 3, — Valory,;, = —3

dk " dk
7. Para producir do xeito mdis barato posible 40 unidades de produto, a combinacién de inputs
produtivos axeitada é K = 0.4e L = 10

8. O custo minimo, cando fixamos o nivel de producién en 5 toneladas, € de 100, e alcdnzase cos
inputs 1 = 50 e x5 = 12.5

9. Para producir 16 artigos co minimo custo precisanse 4 unidades de cada unha das materias
primas utilizadas, e o custo minimo € de 90 u.m.

10. A combinacion de factores que minimizan C's.a. Q = 9¢éx = 3 ey = 1. O valor minimo é
48

- dCng
A variacién de C respecto a ¢ vén dada por ——— = —2Q~1/?2

dQ




11.4 Soluciéns dos exercicios propostos 187

11. Para minimizar os custos débense producir 40 unidades do produto na planta 1 e 60 na planta
2. O custo minimo € 2340 u.m.

12. O beneficio maximo € de 247 733.45 €, e obtense invertindo 15 000 € en publicidade online
e 45000 € en medios de comunicacion.

13.07(r) = “50°, % =5

25.

a) (0, —1/2) é un minimo relativo do problema.

(0, 1) é un maximo relativo do problema.

(0, —1) é un punto de Kuhn-Tucker candidato a méximo pero non se pode clasificar utilizando o
teorema 11.17.

%, —1) € un minimo global do problema.
¢) (0,1) é un minimo global do problema.

(0, —2) € un minimo relativo do problema.

(0,2) é un punto de Kuhn-Tucker candidato a maximo pero non se pode clasificar utilizando o
teorema 11.17.

d) (0,—2, %) é un maximo relativo do problema.

(0, 2, —2) ¢ un minimo relativo do problema.

e) (% %) ¢ un minimo global do problema.

(1,1) é un médximo global do problema.

26.

a) (0,1) € un minimo global do problema.
b) (0,0) é un minimo global do problema.
¢) (1,0) € un méaximo global do problema.

31. A médxima producién posible € 486, acddase cando L = 6 e K = 5 e ten un custo de 64 u.m.
32. Os tempos para cada tema que producirfan o menor efecto negativo son 14 segundos para o

tema Y, 7 para o tema Z e nengin para o tema X.

Solucions autoavaliacion. 1d, 2b, 3d, 4b, 5b, 6¢, 7b, 8b, 9b, 10d, 11d, 12b, 13d
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Economates

As Matemadticas
na Economia

Este manual inclie os contidos das mate-
rias de Matematicas no grao de Economia
que actualmente se imparte na Universi-
dade de Vigo, polo que se adapta tamén
perfectamente a todolos graos das ramas
da Economia e das CC Empresariais. O
material que aqui se recolle corresponde-
se co usado como apoio as clases tedricas
e practicas, € obvio que este material debe
complementarse co desenrolo que do
mesmo se realice nas propias clases. Nelas
deben facerse apreciacions, comentarios,
variacions nos exercicios, ... que poden
depender das circunstancias e das valo-
racions que o profesorado tena do segui-
mento polo alumnado. Non se trata pois
de un manual completo para seguir a ma-
teria de xeito autosuficiente.

Ofrécese un enfoque da materia adapta-
do ao contexto econémico. Optase por

w‘ Wm {‘

i

Servizo de Publicacions

usar a mesma notacion que usan as mate-
rias cuantitativas que o alumnado cursard
e incliense tamén exercicios mais enfoca-
dos as aplicacions a economia, sen inten-
cién de intromisién nos contidos doutras
materias. Obviamente as limitacions de
conecementos esixibles fai que este tipo
de exercicios sexan moi sinxelos e non re-
collen o rigor co que se trataran noutras
materias.

Intégranse tamén no propio material, se-
gundo vai sendo necesario, contidos que
poderian corresponder a un curso de nive-
lacion. Deste xeito tentamos que o alum-
no poida reforzar certas destrezas que
se lle suponen dominadas pero que non
sempre o son. Coa mesma intencién, in-
tercalanse exercicios mais sinxelos dende
o punto de vista das operaciéns con outros
mais complexos.
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