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Prologo

Recentemente escoitei nun faladoiro dunha emisora de radio preguntar para que valen as mate-
maticas. Decateime de que a pregunta amosaba o gran descofiecemento do que son as ciencias, as
letras ou mesmo as artes. Unha das cuestions formuladas era para que serve a raiz cadrada. Proba-
blemente quen interrogou nunca fixo un desefio bdsico para construir unha vivenda rectangular e
non sabe que para debuxar un dngulo recto sobre o terreo non fai falla dispofier dunha escuadra de
grandes dimensions, senén que chega con cravar un chantén, medir 3 metros a partir deste punto
sobre unha lifia recta, medir outros catro metros a partir do mesmo punto sobre unha direccién apro-
ximadamente perpendicular e logo facer cadrar cinco metros entre os 3 e 4 anteriormente marcados:
5 = /32 + 42; Figura 1. Como dicimos os matematicos, "trivial".

4
chant6n b

Figura 1 % Figura 2

Para non aburrir, sé6 un exemplo mdis. Probablemente este participante no faladoiro para medir a
superficie do terreo, mdis ou menos rectangular, onde quere construir o seu chalé, chame a un top6-
grafo para facer duas contas moi sinxelas: triangular o terreo e utilizar o teorema de Heron para cada
tridngulo, onde Area = \/p(p — a)(p — b)(p — c), sendo a, be c os lados do tridngulo e p = b+,
Figura 2. Poderiamos pofier moitos exemplos, pero o falador preferird despreciar a raiz cadrada e
apreciar o topografo; isto poderia chamarse cultura xeral.

As matematicas que se utilizan a nivel de calquera grao de ciencias ou enxefiaria xa estan todas
escritas e a gran maioria das veces con moita calidade. Se ademais temos en conta os bos tratamentos
de textos que existen na actualidade, tamén podemos afirmar que mostran unha certa elegancia de
presentacion; por exemplo, adornados con gréaficas que sempre axudan a entender mellor os concep-
tos que se definen ou que aparecen como conclusidns a partir de certas hipéteses.

Os profesores autores deste libro levan moitos anos dedicados 4 docencia das matemadticas nas
facultades de Quimica, Bioloxia e Ciencias do Mar e, dende o meu punto de vista, retinen as con-
dicidéns necesarias para darlle un toque especial de xeito que os alumnos, que non necesitan unha
rigorosidade completa dos conceptos e resultados das matematicas, poidan seguir este curso sen
necesidade de sentir sufrimentos especiais.

O que escribe estas lifias, dedicou moitos anos a impartir este tipo de docencia; hoxe retirado
da fermosa vida profesional, cre que estd en condiciéns de afirmar que a nivel de certos graos de




1T Prélogo

Ciencias € mdis importante comprender ben os conceptos e os resultados asociados que facer un
gran esforzo para entender a demostracion do teorema de que toda funcién diferenciable é continua,
por poiier un exemplo. Un graduado en Matematicas si que debe saber, ou alomenos entender, esa
demostracion.

Este libro contén toda a informacién matemética basica necesaria para que un alumno dos graos
anteriormente citados poida seguir sen dificultade calquera materia que precise das matemadticas para
o seu desenvolvemento. Ademais, estd moi ben complementado con moitas figuras, compiladas co
mesmo tratamento de textos que o resto do contido do libro, que fan que a sda lectura sexa agradable
e mdis facil de entender.

En calquera curso dun grao atopamos bos alumnos, que entenden mellor ou menos ben as ma-
temadticas, pero tamén somos conscientes de que podemos ter estudantes aos que lle resultan dema-
siado ariscas. Pero o traballo e o esforzo son capaces de superar estes atrancos. Tédolos alumnos
que comezan un grado tefien a capacidade suficiente para “cepillar” o contido de calquera materia
recollida no plano de estudos; en particular a materia contida neste libro. A experiencia asi o avala.
Un alumno de vocacién tardia nos estudos universitarios pode preguntar: Profesor, fai dez anos que
non estudo matemdticas e non sei o que é unha derivada ou unha integral ... A resposta sempre ha
ser a mesma: Esa non ten que ser unha preocupacion; por suposto que necesitas mdis traballo que
un alumno que as ten fresquiiias, ganas de traballar, maior cantidade de titorias, e pola metade do
semestre comezards a ver resultados positivos. A experiencia di que os alumnos que seguen estas
recomendacidns superan a materia; pero mdis, podo afirmar que algtins alcanzan un notable e outros
ata chegan 6 sobresainte. Asi que para tédolos alumnos que queiran seguir este libro, &nimo, traballo
e ganas de sair airoso. Con toda seguridade que ata teredes tempo de tomar unha birras, ou ir de fin
de semana 4 Ribeira Sacra ou polas Rias Galegas, altas ou baixas que, por certo, tefien unhas vistas
marabillosas, pero non levedes este libro na mochila.

A imparticién do contido deste libro, MAReMATICAS, deberia abarcar dous semestres dun ano
académico ou repartidos en dous anos académicos. Eu inclinome porque a mellor opcién é a de dous
semestres do primeiro ano de grao. O primeiro semestre pode abranguer os seis primeiros capitulos,
onde os alumnos deben traer o nivel suficiente para poder abordalos sen ningunha dificultade. O resto
do libro entra perfectamente nun segundo semestre, no que aumenta a dificultade do contido; pero
o alumno xa debeu alcanzar a madurez universitaria e cientifica suficiente como para entender, con
algtn esforzo, a teorfa de integracién miltiple, integracion de lifia e de superficie, e unha pequena
introducién 4s ecuacidns diferenciais.

Manuel Besada Moriis.
Vigo, marzo 2023.



Introducion

Este libro de texto inclie o contido das ddas materias de Matematicas do primeiro curso do
grao de Ciencias do Mar. Pretendemos dotar o estudante de capacidade para comprender e utilizar
a linguaxe matemadtica, para asimilar novos conceptos, adquirir habilidades de cdlculo e propofier
modelos matemaéticos sinxelos, e tamén desexamos que se adestre no uso de aplicacions informaticas
para experimentar en matemadticas e resolver problemas relacionados.

O libro estrutirase nunha dicia de capitulos. Comezamos con un capitulo de preliminares onde
se recolle material usado como guia nun curso de nivelacién, adicamos dous capitulos aos contidos
alxébricos necesarios para o desenvolvemento axeitado da materia. Seguen tres capitulos de deriva-
cioén e optimizacion en varias variables e catro capitulos de integracién en unha e varias variables.
Rematamos con dous capitulos adicados a ecuaciéns diferenciais.

Neste manual recollemos os resultados tedricos necesarios e, sobre todo, unha ampla recompi-
lacién de exercicios como material de traballo para o alumnado, algtns resoltos con todo detalle,
outros cunha resolucién menos pormenorizada e tamén moitos propostos, a maior parte coa solu-
cion final. Este manual revisa, expande e actualiza o contido de manuais anteriores da nosa autoria,
concretamente Matematicas 4 Bolofiesa (2014) e Un Mar de Matematicas (2016).

Obviamente este material pode ser usado para outras titulaciéns ainda que non tefian un programa
tan extenso, cubre tamén entén as materias de matematicas das titulacions de Quimica, Bioloxia,
Economia e Ade.

Os autores.
Vigo, marzo 2023.






Preliminares

Neste breve capitulo repasamos algins dos cofiecementos matematicos que, como minimo, de-
beremos dominar para abordar os contidos deste libro. Débense perfeccionar as destrezas de calculo
e corrixir posibles deficiencias de contido ou concepto, cofiecementos e habilidades que se supo-
fien adquiridas no Bacharelato. Este capitulo é un simple guién de axuda, polo que non facemos un
desenvolvemento completo dos conceptos recollidos.

Conxuntos de niimeros

Poderiamos dicir que os nimeros naturais son aqueles que usamos para contar:
N=1{1,23,...}.
O conxunto dos nimeros enteiros estd formado polos naturais, 0 cero € 0os nimeros negativos
opostos dos naturais para a suma:
z={0,1,—-1,2,-2,3,-3,... }.

Unha fraccién ou nimero racional,
b # 0. Duas fraccidns son equivalentes,

é o cociente entre dous nimeros enteiros a,b € 7Z, con
se ad = bc:

g,

a_ ¢

b~ dr
Q={%:a,beZ,b#0}.

Dado un nimero racional, 7 € Q, se calculamos a divisién de a entre b obtemos unha representacion

decimal del. E importante saber que esta representacién pode ter unha cantidade finita de decimais

ou unha cantidade infinita, pero periddica.

Observemos que entre dous nimeros racionais calquera, 7 e 7, existe sempre outro nimero
racional, por exemplo o punto medio entre eles, %(% + 4). En realidade, entre ¢ e 4 hai infinitos
nldmeros racionais.

Se, ademais dos nimeros enteiros, representamos os racionais nunha recta, pode dar entén a
impresién de que esta se enche. Pero non é asi. E fcil ver que, por exemplo, /2 non é racional
e si ten unha representacion na recta. O mesmo sucede con V5, =7, V11, w ou e, por exemplo.
Todos eles son nimeros con representacion decimal cunha cantidade infinita de cifras decimais non
periddica.

Toédolos nimeros que acabamos de citar poder ser representados nunha recta e os nlimeros que
conforman toda a recta chaimanse nameros reais, a recta denominase recta real e o conxunto formado



VI Preliminares

por todos eles represéntase por R. Faltarianos falar doutro conxunto de niimeros que comprende
tamén os reais, os nimeros complexos, pero farémolo mais adiante.

I I A IR N N

T T T T T T T T

|
-3 2 32 -1-34 0

Figura 1: Representacion dos niimeros reais na recta real.

Exercicio 1 Son 27 e 1+ /2 nimeros racionais?

Valor absoluto dun niamero real

Lembramos que o valor absoluto dun nimero real » € R definese como ese mesmo ndmero,
cando € positivo, e o seu oposto cando non o é. Asi,

i r ser>0
r| = .
—r ser<90

Unha propiedade que usaremos a middo: paraa,b € R, |a|] <b<= —b<a <.

Radicais, potencias e logaritmos

De forma bdsica todos cofiecemos o que é unha potencia, por exemplo 23 = 8. Neste caso, 0
nimero 2 denominase base e o 3 exponente da potencia e o resultado da operacion, a potencia, é
8. De xeito que cando nos preguntan o resultado de 23 non dubidamos en contestar 8, e tampouco
dubidamos cando nos preguntan por /8 en responder 2. E se nos preguntan por log, 8? Temos que
entender que estamos falando do mesmo concepto desde distintas perspectivas, cando nos preguntan
por /8 estdn a preguntarnos polo nimero z que verifica > = 8. Cando nos preguntan por log, 8
estan a preguntarnos polo nimero x que verifica 2% = 8.

En xeral,

sea,b>0,a # 1,log,(b) = csignifica que a° = b

De ai que, se cofiecemos as propiedades das potencias, tamén deberiamos cofiecer as dos radicais
e as dos logaritmos. Lembremos que:
ab'CI,C — ab+c; ab/ac — CLb—c; ac-b¢ = (U,b)c; (ab)c — abc-
Por comodidade, podemos escribir os radicais como potencias. Asf, por exemplo, /8 pédese
pofier como 8'/2. Esta notacién é coherente coas propiedades das potencias, de xeito que é posible

facer cdlculos do tipo
{‘/§\/§ — g1/3g1/2 _ g1/3+1/2 _ g5/6 _ /g5

Cémpre recordar que a’ = 1 e que a=® = 1/a’.
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Exercicio 2 Escribe como unha soa potencia:
a) 252712 b) b3bb*  ¢) bO(b™*)3 d) 55(573)7

b—3(b4)—2 b5 3 1 _2
ST b6 &0 (F)

Exercicio 3 Indica se as seguintes igualdades son ou non correctas:

a) V27 =3 b) 16/2 =4 0 (1/2)° =0

d) v/—25 nonexisteen R. e) (—8)1/3 =2 f)372=-9

g) V/—8nonexisteen R.  h) —9'/2nonexisteenR. i)4+25=24+5=7
k) V312 =6 )-32=9 m)(2+3)2=4+9=13
n) V9 = +3 i) (-3)*=9 0) ((=1)*)* = -1

Moito coidado co uso das parénteses!

Exercicio 4 Realiza as seguintes operacions:

a) 2 +4 b) 5rn )it +6:2

d) (%+6)§ © 5322442 £)5(3—2)2+4-2

Exercicio 5 Coloca as parénteses necesarias para que as seguintes operacions sexan correctas:
a)6+2/2=4 b)6+2/2=7 ¢)5-3+8=-6 d)8+3-4-2=22

e)16/2-4=32 16/2-4=2 ¢ -3-4+2=-14 h)8+3-4—-2=14

Lembremos que podemos ver os logaritmos como unha operacién que nos devolve os expofien-
tes. Como xa dixemos, se a,b > 0, a # 1,

log,(b) = c <= a® =b.
Ademais, como consecuencia das propiedades das potencias:

a’-a¢ = a’*¢ 1évanos a que log,, (z - ) = log, (x) + log, (v).

a’/a¢ = a®~1évanos a que log, (z/y) = log,(x) — log, (v).

(a®)¢ = a° lévanos a que log, (b°) = clog, b

Exercicio 6 Calcula:
a)logy(32) b)logs(1/5) c)logs(9) d)log,(2) e)logy(9) logy(1) @) logy(V/2)
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O numero e

Antes dixemos que e ¢ Q. Que mdis temos que saber do nimero e?
Temos que saber que se define como o limite da sucesién de niimeros reais

{(1+ %)n}neN = {2,9/4,64/27...}

Que € un nimero irracional entre 2 e 3, mais concretamente e ~ 2,7182818. ..
E que é a base do logaritmo neperiano, de xeito que In(a) significa log, (a).

Exercicio 7 Calcula:
a)lne b) In0 ¢)Inl d)Ine? e)ln’e f) In % g) Ine” h) e*3

Polinomios e fraccions alxébricas

Os polinomios son expresions alxébricas formadas por sumas de produtos de nimeros reais por
produtos de variables. Son exemplos de polinomios dunha variable:

P(z) =3a* — 523 + 227 4+ Tz — 3, Q(z) = t2® — 22 + 5, R(z) = —2®° + 23

NON son polinomios: W (z) = %, V(z) = 2® — /z, T(x) = sen(z? — 3z).

Debemos lembrar os conceptos de grao, coeficiente, variable e termo independente.

3zt —5x2 47

Unha fracci6n alxébrica é un cociente de dous polinomios, por exemplo K (z) = %%

Debemos saber sumar, multiplicar e dividir polinomios.

Exercicio 8 Realiza as seguintes divisiéns de polinomios:
3xt + 5x% — 22 + 2 23 —3z+1
a) b) —5——
22 —3x + 2 x2 —2

O Método de Ruffini é un método rdpido e comodo para realizar divisiéns de polinomios cando
o divisor é da forma x + a.

Exercicio 9 Realiza as seguintes divisions de polinomios utilizando o Método de Ruffini.
3z 4 53 — 22 + 2 22 -3z +1

b
2) r+1 ) T —2

Igualdades notables. Lembramos as igualdades notables de uso madis frecuente:
2=0a?+b?— 2ab

(a+0)
(a =)
(a+0b)3 = a®+ 3ab + 3ab® + b*
( )3 = a® — 3ab + 3ab® — b*
(a+0)
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Resolucion de ecuacions e inecuacions

Repasaremos os métodos de resolucién dalgtins tipos de ecuaciéns dunha variable. Lembramos
que unha ecuacién dunha variable € unha igualdade entre ddas expresions nas que intervén unha soa
variable. Resolvela significa atopar todos os valores da variable que verifican a igualdade.

O exemplo mdis sinxelo é o dunha ecuacién de primeiro grao, basicamente un polinomio de grao
un igualado a cero, ax + b = 0, con a # 0. Obviamente o Gnico nimero que a verifica é z = fg.

Se avanzamos un pouquifio mdis e pensamos nas ecuaciéns de segundo grao xa nos atopamos
cun “problemifia”. Por exemplo, a ecuacién 2 + 1 = 0 non ten ningunha solucién real, pois non

existe ningin nimero real que elevado 6 cadrado dea —1.

Os nimeros complexos

Imaxinemos que v/—1 fose verdadeiramente un ndmero, imos chamarlle 7. Este nimero i =
v/—1 verificarfa entén que i> = —1 e tamén que (—i)? = (—1)%2 = —1. Asi, as soluciéns da
ecuacién 22 4+ 1 = 0 serfan i e —i.

Ademais se “xogamos” coas operacions de suma e produto deste nimero cos nimeros reais, e
consideramos expresions do tipo 2 — 3¢, 5 4 71, 2¢, ...resulta que todas as propiedades das opera-
ciéns con nimeros reais, € mesmo identidades como as igualdades notables que mencionamos antes,
verificanse para estas expresions. Estas expresions chdmanse nimeros complexos e o conxunto que

forman dendtase por C. Deste xeito, todas as ecuacions polinémicas de grao n tefien n solucions en

C.

Continuamos coa resoluciéon de ecuaciéns. As ddas solucions dunha ecuacién de grao dous,
ax® +bx +c=0,cona # 0, son

. —b+Vb% — dac
-

Algunhas propiedades xunto coa nosa destreza poden axudarnos a resolver moitas das outras
ecuacions.

Exercicio 10 Resolve as seguintes ecuacions:

)22 —z—6=0 b)z2+6x+5=0 )22 +z—-1=0

d)z? —6x+13=0 e)z2+ 10z +26=0 £)222 —6x+5=0
3x 1 4 T 1

—_ = = =0 h)——= 1

g)x2+2m x+2+x )a?—l T +gc—l

Exercicio 11 Resolve as seguintes ecuacions:
)zt —4=0 b))zt — 1122 +18=0 )2zt +32242=0
d)yzb —723-8=0 e) 22t — 23— 322 =0 Had+a22 -4 —4=0

@t — 4234+ 922 - 10z =0 hyz* —822 +1922 =0 i)4a? +42+5=0

Exercicio 12 Resolve as seguintes ecuacions:
2
a) 3177 = 2—17 b) log,(4x) = 3 c) log,(25) = —2

d) In(16) — 2In(z) = In(100) e)e®*2 = /e
f)logz(z) +logs(2r +1) =1 g)5ln(z) — In(32) = In(3)
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Exemplo 13 Diofanto de Alexandria foi un matemético grego, nado arredor do ano 200. Ainda que
nada se sabe con seguridade sobre a stia vida, poderiase adivifiar a idade 4 que morreu de ser certo o
epitafio:

Transetinte, esta é a tumba de Diofanto. Os seguintes versos, trazados por unha sabia man,
farante cofiecer a idade d que morreu. A siia nenez ocupou a sexta parte da stia vida e unha doceava
parte a sia adolescencia. Pasou unha sétima parte da siia vida antes de tomar esposa e, cinco anos
despois, tivo un precioso neno que, unha vez acadada a metade da idade de seu pai, pereceu dunha
morte desgraciada. Durante catro anos mdis, mitigando a sia dor co estudo da ciencia dos niimeros,
viviu o pai antes de chegar ao fin da sia existencia.

Canto anos viviu Diofanto?

x T T €T
lucion. = + — + = +5+ = +4 = = 84 anos.
Solucion 6 12 7 5 B xr,T 84 anos

Exemplo 14 O matematico e astrénomo indio Bhaskara amosou que os problemas madis complica-
dos poden ser presentados de forma viva e mesmo graciosa. Resolve o seguinte, que esta extraido
do seu libro Lilavati: A quinta parte dun enxame de abellas pousou nunha flor de kadamba (Loto);
a terceira sobre unha flor de silinda (cambur). Tres veces a diferenza entre estes dous nimeros voou
sobre unha flor de krutaja, e unha abella quedou soa no aire, atraida polo perfume dun xazmin e un
pandamus. Dime, bela nena, cal é o nimero de abellas que formaban o enxame?

Solucion. g + g + 3(% — g) + 1 =x, z = 15 abellas.

Inecuacions

Para resolver inecuacions temos que proceder con mdis cautela, pois non todas as operacions que
facemos coas ecuaciéns son vélidas agora. Por exemplo, temos que ter coidado 6 multiplicar unha
desigualdade por un nimero: se o nimero € positivo a desigualdade mantense pero se € negativo esta
cambia de sentido.

Pédense sumar (non restar) elemento a elemento os termos de dias desigualdades. Por exemplo,
sea>b,c>dentbna+c>b+d.

Se temos unha desigualdade de termos positivos, ao calcular os inversos a desigualdade cambia
de sentido. Asi, se a > b, con a, b > 0 entén % < %

As solucidns das inecuaciéns poden incluir intervalos de nimeros reais do tipo (a,b), (a,b],
(—00,b),...

Exercicio 15 Resolve as seguintes inecuacions:

)3-20>8-Tr bai4+6r—1<3z2+32-6 c)o2 > L

d) 22 >0 e) 228 <0

Exercicio 16 Determina o signo das seguintes expresions tendo en conta que a € un niimero real
negativo, b é un nimero real positivo e |a| > |b] :

a) —a b) —b c)a—>b d)—-a+b ea-+bd
Dl bl @bl—la Wla—a DE-b k-t

lal
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Trigonometria

Intuitivamente, un dngulo € unha rexién do plano limitada por ddas semirrectas que parten dun
mesmo punto. Tradicionalmente os dngulos midense en graos. Un grao corresponde co dngulo obtido
6 dividir a circunferencia en 360 partes iguais.

Un enfoque distinto resulta de considerar a circunferencia de raio » = 1 con centro no vértice
do noso angulo, de xeito que os lados del determinen dous raios da circunferencia. O noso dngulo
abrangue un arco da circunferencia dunha determinada lonxitude. Definimos a medida do 4ngulo en
radidns como a lonxitude dese arco. Ent6n, cantos radidns mide un angulo recto?

En Matemaéticas sempre mediremos os dngulos en radidns. En xeral, podemos interpretar calque-
ra nimero real como un dngulo tendo en conta que:

1. Os dngulos son positivos se se miden no senso contrario ¢ xiro das agullas do reloxo, e son
negativos se se miden no mesmo senso do xiro das agullas do reloxo.

2. Se r > 2 ent6n existird un nimero natural n € N tal que 7 = s + n2w con s € [0, 2), de
maneira que interpretaremos que r € o dngulo que consiste en dar n voltas completas 4 circunferencia
mdis un xiro incompleto de s radidns. Analogamente se r < 0.

Para definir as razéns trigonométricas dun dngulo «, con 0 < o < 27, consideramos primeiro
o angulo dentro da circunferencia unidade, situado no plano cartesiano co vértice na orixe e o raio
sobre o cal comezamos a medir o dngulo sobre o eixe . Deste xeito, o outro raio que define o dngulo
daranos un punto sobre a circunferencia, que 4 sia vez estd no plano coordenado e estd caracterizado
ent6n por ddas coordenadas (a,b) € R? (ver Figura 2).

(anb) = (cos(a), sen(a))

Figura 2: Seno e coseno dun dngulo utilizando a circunferencia de raio 1.

Definimos o coseno do dngulo oz como cos(a) = a e 0 seno como sen(«) = b.
Temos que saber que, como consecuencia das definiciéns, para todo o € R tense:

a) —1 <sen(a) <1; b)—1<cos(a)<1; c)sen?(
. . sen(a) b
Definimos a tanxente do dngulo o como tan(a) = —— = —, cando cos(a) # 0.
cos(a) a
Asi, é sinxelo ver cales son as razdns trigonométricas de, por exemplo, &« = /2. Como o punto
de corte do dngulo coa circunferencia é (0, 1), entén sen(7/2) = 1, cos(w/2) = 0 e tan(7/2) non

a) + cos?(a) = 1.
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existe. Do mesmo xeito, por ser (—1,0) o punto de corte do dngulo 7 coa circunferencia, ent6n
sen(m) = 0, cos(m) = —1 e tan(w) = 0.
Temos que saber as razéns trigonométricas dos dngulos notables do primeiro cuadrante e, a partir
delas, saber deducir as dos seus correspondentes nos outros cuadrantes.
sen() =0 cosO0=1 tan0 =0
senm/6 =1/2 cos /6 = /3/2 tan7/6 = 1//3
senm/4 =+/2/2 cosT/4 =/2/2 tanm/4 =1

senm/3 =/3/2 cosm/3=1/2 tan7/3 = /3
senm/2 =1 cosm/2=0 tan /2 non existe
senm =0 cosm = —1 tanm =0
sen3dm/2 = —1 cos3m/2=0 tan 37/2 non existe
sen2m = 0 cos2m =1 tan2m =0

sen27/3 = /32 cos2m /3 =-1/2 tan27/3 = —/3
éé}l(—w/G) =-1/2 cos(—7/6) =+/3/2 tan(—7n/6)=—1/V3

Consideremos agora o dngulo « colocado de xeito similar ao descrito anteriormente pero nunha
circunferencia de raio > 0 calquera. Cales son as coordenadas do punto de corte do raio que define
o 4ngulo coa circunferencia?

Funcions elementais

A partir deste momento utilizaremos un xeito ainda madis formal de escribir os contidos tedri-
" 13

cos. Aparecen epigrafes como “definicién”, “proposicion” ou “teorema”. Debemos entender o seu
significado.

Dominio e limitacion
Definicion 17 Unha funcién real de variable real é calquera aplicacion do tipo f: D C R — R.

O conxunto D denominase dominio da funcion f. Cando este non se especifica enténdese que é
o maior posible.

O conxunto {f(x) : * € D} chdmase rango ou imaxe da funcion f.

Exemplos 18 1. O dominio da funcién f(z) = x + 3, é todo o conxunto R. Porén, dada
f:]2,10] — R, f(z) =« + 3, o seu dominio é o conxunto [2, 10].

2. O dominio da funcién h(x) = v/z + 2,6 oconxunto D = {x € R: 242 > 0} = [-2, 4+00).
3. As funciéns polindmicas son aquelas que vefien dadas por unha expresién polinémica. Estan

definidas en todo o conxunto R. Exemplos de funciéns polinémicas son f(x) = 3z — 7o +
2z —2ou g(z) = 2% — 328 + 22
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4. As funciéns racionais son aquelas dadas por un cociente de ddas expresiéons polinémicas,
5_ .2 . . . .
como f(z) = %. Estan definidas no conxunto formado polos nimeros reais que non

anulan o denominador. No noso exemplo, o dominio de f ¢ Domf = R\ {—3,3}.

5. Non todas as funciéns vefien determinadas pola mesma expresion para todos os valores reais.
Tamén son exemplos de funciéns reais de variable real as seguintes:

2 42 -1 4—22 sex<0
x se x
f(z) = 9 B g(x) = 4—x se0<ax <4
—4x sex > 1
In(x —3) sex>4

Exercicio 19 Determina o dominio das seguintes funciéns:
a) f(2) = ey b) g(x) = |z — 3| O h(x)=+5+2z d)k(z)=5+2x
e)l(z) =In(5—-2%) fHm(z) =In(+22) gn() = —% h) p(z) = ﬁ

x2

Definicion 20 Diremos que f: D C R — R é unha funcion limitada se o seu rango é un conxunto
limitado, é dicir, se existe M > 0 tal que | f(z)| < M, para todo x € D.

Equivalentemente, | é unha funcion limitada se existen m, M € R tales que m < f(x) < M,
para todo x € D.

Exemplos 21

1. A funcién f(z) = cos(z) é limitada pois | cos(z)| < 1, para todo z € R. Tamén son limitadas

flz) = COS(x3 +82) e g(z) = sen (321—75)

2. Afuncién f(x) = arctan(z) é limitada xa que |arctan(z)| < 7, paratodo = € R.

3. A funcién f(x) = 2 non é limitada porque, para todo M > 0, sempre é posible atopar
7, € R de xeito que x2 > M. De feito, o seu rango € [0, +00).

Graficas das funcions elementais

Definicion 22 Chamamos grdfica dunha funcion f: D C R — R a representacion do conxunto
{(z, f(z)) : 2 € D} C R2

Exemplo 23 Se f é unha funcién polinémica de grao un, f(x) = ax + b, a sda grafica é unha recta.
A pendente da recta, isto €, a tanxente do dngulo que forma co eixe x, € o valor a.

As funciéns polinémicas de grao cero, € dicir, as funcidns constantes, correspéndense con grafi-
cas de rectas paralelas 6 eixe de abscisas. As rectas paralelas 6 eixe de ordenadas non se corresponden
con gréficas de funcidns, pero representan a ecuacién x = cte.

A Figura 3 amosa algins exemplos de graficas de funciéns polinémicas de grao 1.

A ecuacién da recta que pasa polo punto (z,,y,) e ten pendente m é y — y, = m(z — x,).
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Y Y =3
/y—x+2
y="1

Figura 3: Exemplos de representacion de rectas

Exemplo 24 Se f é unha funcién polinémica de grao dous, f(x) = ax? + bz + ¢, con a # 0, a sda
gréfica € unha pardbola con eixe paralelo 6 de ordenadas.

As ramas da pardbola estdn orientadas cara a arriba se a > 0 e cara a abaixo se a < 0. O vértice
da parabola localizase en v, = 5—; Cales son os puntos de corte da pardbola co eixe z?

As pardbolas con eixe paralelo 6 de ordenadas non se corresponden con grificas de funcidns,
pero responden 4 ecuacion z = ay? + by + ¢, con a # 0.

Na Figura 4 vemos un par de exemplos de representacién de parabolas.

y=a2+4z -1
/{y??)
\

\V —

Figura 4: Exemplos de representacién de pardbolas.

Exemplo 25 As funciéns da forma f(2) = 2%, con a € R, chamanse funciéns potenciais e tefien un
comportamento moi diferente dependendo do valor de a. Comentamos as mdis relevantes. No caso
de expoiiente natural, f(z) = 2™, n € N, segundo n sexa par ou impar temos dous tipos de gréficas:

n par n impar

Figura 5: f(z) = 2"



Preliminares XV

No caso de expoiiente negativo f(z) =2~ " = zl," ,n € N, f non estd definida se x = 0 e temos

tamén dous tipos de gréficas segundo n sexa par ou impar:

v par n impar

Figura 6: f(z) =1/2"

Cando temos expoiflentes racionais, estes poden transformarse en raices. En concreto interésan-
nos as funciéns do tipo f(z) = 2/™ = {/x,n € N e tamén debemos distinguir entre que 7 sexa par
ou impar. Ademais cando n € par o dominio de f(z) = /z é [0, +00), mentres que se n € impar f
estd definida en todo R.

n par

n impar

Figura 7: f(z) = {/x

Exemplos 26 Recordaremos como son as graficas do resto das funcions elementais.

1. A funcién valor absoluto: representamos na Figura 8 a grafica de y = |z|.

Figura 8: Gréficade y = |z|.
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2. A funcién exponencial. A Figura 9 amosa as grificasde y = e ey = e”*. Paraa € R, se
a > lagrificade y = a” ésimilardde y = e”, e se a < 1 a grifica de y = a” é similar 4 de

T

y=-e "

Figura 9: A funcién exponencial.
3. A funcién logaritmica: € a funcién inversa 4 exponencial. Representamos na Figura 10 a gra-

fica de y = In(z). Nétese que o seu dominio é o conxunto (0, +00).

y =In(z)

/

Figura 10: A funcién logaritmica.

4. As funciéns trigonométricas: as funciéns y = sen(x) e y = cos(z) estan definidas en todo R
e son limitadas. A funcién y = tan(z) non estd limitada e estéd definida para todos os valores
de = que non anulan o coseno, € dicir, o seu dominio é R\ {(2k +1)7 : k € Z}. As grificas
destas funcions recéllense na Figura 11.

5. Finalmente, ainda que non se trata propiamente da grafica dunha funcién, lembremos que os
puntos que verifican a ecuacién (z — a)? + (y — b)? = r2 son os da circunferencia de centro
(a,b) e raio r. Ver Figura 12.
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Figura 11: As funcidns trigonométricas.

(@D

Figura 12: Circunferencia de centro (a, b) e raio r.

Translacions e simetrias de graficas

Determinadas operacions alxébricas nas funcidns resultan en translacidns das sdas gréificas. Asi,
por exemplo, dada unha funcién f, a grdfica de g(x) = f(x) + 2 obténse da de f “subindoa en
bloque” ddas unidades. Analogamente, a grafica da funcién h(z) = f(x — 1) obténse da de f
“arrastrandoa cara a dereita” unha unidade. Ver Figura 13.

@)
|-

N

Figura 13: Translaciéns de gréficas.

A grifica de p(x) = —f(x) é a imaxe especular sobre o eixe x da de f e a gréfica de ¢(z) =
f(—z) é aimaxe especular sobre o eixe y da de f. Ver Figura 14.



XVIII Preliminares

Figura 14: Simetrias de graficas.

Se f é inxectiva, a grafica da sda inversa é a imaxe especular sobre a bisectriz y = x da de f.
A funcién tan: (—%,%) — R é inxectiva. Recordamos (Figura 15) as gréficas dela e da sda

212
inversa, arctan: R — (=73, 5).

y = arctan(x)

Figura 15: A funcidns tanxente e arcotanxente.

Analogamente podemos considerar as funciéns inversas das funcids seno e coseno respectiva-
mente, arcsen: [—1,1] — [-F, T]earccos: [-1,1] — [0, 7].

Exercicio 27 1. Cal é a ecuacién da recta que pasa por (0,0) e (3,1)? E a da que une (1,—1)
con (0, 2)? Calcula a ecuacién da recta que pasa por (—2,1) e é paralelaa y = 4z — 1.

2. Representa graficamente as funciéns do exemplo 3.4.5

3. Representa graficamente as seguintes funcions:

a)y =3 +sen(z) b)y=cos(z+5) c)y=-el d)y=|2?—6x+9|
e)y=4—|z| Hy=7-2a° gy=h(z)) hy=+v3-2a?
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Solucions dos exercicios propostos

4,
a)21/3+4="7+4=11 b)21/(3+4)=21/7T=3
)5 +63=g5 4= Q) (15 +6)% =921

e)53-224+42=15-4+8=19 5 (3-2)2+42=5+8=13

5.

a)(6+2)/2=4 b)6+2/2=7 )5-(3+8) =-6 d)(8+3)-(4—2)=22
) 16/2.4=32 016/(2-4)=2 g —(3-4+2)=—14 h)8+3(4—2)=14
6

a) log,(32) =5 b)logs(1/5) = -1 c¢)logs(9) =2 d)log,(2) =1/2
e)logg(9) =1  fHlog,(1) =0 g) log,(V/2) =1/3
7.
a)lne=1 b)lnOnonexiste. c)lnl=0 d)lne>=3
e)lnde=1 f)lné:—l g lne* =2 h)e3 =3
10.

a)z2—xr—-6=0.S0l.x=3,-2
b)2z? +6x+5=0.Sol.z = —5,—1
)22 +2—-1=0.S0l.x =1/2,1
d)yz?2 —62+13=0.Sol. 2 =3 £2i
e)224+10x+26=0.Sol.z = —5+1
f) 222 — 62 +5=0.Sol. x = (3 +1)/2

3x 1
—_ = = =0.Sol.z =1
g)x2+2x x+2+x T =3
h)il:x—i—l—k 1.Sol.gc:0. Observaciéon: x = 1 non é solucién.
T — T —

11.

a)zt —4=0.Sol. z = +v2, +/2i

b)z* — 1122 +18 = 0. Sol. z = +3, +v/2

¢) 22 + 322 + 2 = 0 non ten solucidns reais.

d)z0 — 723 —8=0.S0l.x = —1,2,1+1i,1/2++/3/2

e) 224 — 2% — 322 = 0. Sol. z = 3/2, —1,0 (dobre)

f)ad +22 -4 —4=0.Sol.z =—1,2,-2

@)z — 423 + 922 — 102 = 0.Sol. 2 = 0,2,1 + 2i

h) 2% — 823 4+ 1922 = 0. Sol. = 4 + 2/34, 0 (dobre)

i)42?2 + 42 +5=0Sol.x = —1/2 %

12.

237" = L Sol.x = £2

b) log,(4x) = 3. Sol. x = 2

c) log,(25) = —2.Sol. x = 1/5

d) In(16) — 2In(z) = In(100). Sol. x = 2/5. Observacién: x = —2/5 non é solucién.
e) e™2 = \/e. Sol. z = —3/2

f) logs(z) + logs(2x 4+ 1) = 1. Sol. z = 1. Observacién: x = —3/2 non é solucién
g) 5In(z) —In(32) = In(5). Sol. x = 2. Observacién: = 0, —2 non son solucién






Capitulo 1

Espazos vectoriais e matrices

1.1. Espazos vectoriais

Cando falamos de vectores no plano pensamos en segmentos orientados que vefien dados por
ddas coordenadas, por exemplo (2,2) ou (3, 1). Vectores que podemos sumar ou multiplicar por un
escalar, operacions que tefien unha interpretacion gréfica.

Estas operacions tefien unhas propiedades caracteristicas tamén 6 conxunto de vectores no es-
pacio e a outros conxuntos que chamamos espacios vectoriais. Denotaremos por R o conxunto dos
nimeros reais.

Definicion 1.1 Un espazo vectorial sobre R é un conxunto, V, xunto con dias operacions +: V X
YV —V e -: RxV — Vverificando, para todo u,v,w € V e para calquerar,s € R:

1. u+ v = v+ u (Propiedade conmutativa)
2. u+ (v+w) = (u+v) +w (Propiedade asociativa)

3. Existe 0y, €V tal que u + 0y = u (Existencia de elemento neutro)

Yy Yy 2.(3,2)
(5/3) yd
(23 = (3,2)
1)

Figura 1.1: Exemplo de suma de dous vectores e produto dun vector por un escalar en R?
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Ademdis para cada u € V, existe v € V de xeito que u + v = 0y, (Existencia de elemento oposto)
Os elementos do conxunto V chamarémoslles vectores.

Exemplo 1.2 Os conxuntos R? = {(z,y): z,y € R} e R3 = {(x,4,2): 2,9,z € R} coas opera-
cioéns de suma e produto por un escalar habituais son espazos vectoriais sobre R.
En xeral, o conxunto R"” = {(z1,...,2,) : ®1,...,2, € R} coas operaciéns

($1>~--a$n)+(y17-~-ayn):(551 +y1a7xn+yn)
(@1, .., xn) = (r21,...,72y), T €R

€ un espazo vectorial sobre R.

Definicion 1.3 Chamamos combinacion lineal dos vectores vi,vs,...,vx € V a todo vector da
forma A1vy + Aove 4 - - - + MgV, con A1, Ao, ... A € R

O vector 6y, é combinacioén lineal dos elementos de calquera subconxunto de vectores de V.

Exemplo 1.4 O vector (0,1,4) € R3 é combinacién lineal dos vectores (2, 5,0) e (3,7, —2), pois
(0,1,4) = 3(2,5,0) — 2(3,7,-2).

Definicion 1.5 Os vectores vy, . .., v € V son linealmente independentes se dados Ay, ..., A\, € R
tales que Ay - vy + -+ A\ - v, = Oy, setenque A\ = --- = X = 0.
En caso contrario, diremos que os vectores v1, . . .,V son linealmente dependentes.

Exemplo 1.6 Imos ver algtins exemplos en R? e R3:

1. Os vectores (1,1) e (—1,0) son linealmente independentes porque se r, s € R fosen tales que
r(1,1) + s(—1,0) = (0,0), entén r = s = 0. Efectivamente, como r(1,1) + s(—1,0) =
(r—s,r),obtemos que r — s =r =0,deonde r = s = 0.

2. Como 0(1,1,-5) + 0(—1,4,3) + 4(0,0,0) = (0,0,0), os vectores (1,1,—5), (—1,4,3) e
(0,0, 0) son linealmente dependentes.

Proposicion 1.7 Os vectores vy, ,vx, € V son linealmente dependentes se, e sé se, polo menos
un deles se pode porier como combinacion lineal dos restantes.
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1.1.1. O espazo vectorial R”

Centraremos o noso estudo no espazo vectorial R".
Definicion 1.8 Unha base de R™ é un conxunto de n vectores de R™ linealmente independentes.

Exemplo 1.9 O conxunto de vectores C = {eq, ea, ... e, } denominase base canénica de R™, onde
e1 =(1,0,...,0),es = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,0,1).

z
AY
N
A
N
A
A
N
AY

e 3y a=(r,y,2)

I |

{)’3 |

L =T

A T
v I R’

oy : L7
,
! s
s
xrxL _ - o ___ 17

Figura 1.2: A base canénica en R?

Definicion 1.10 Se B = {v1,va,...,v,} C R™ ¢ unha base de R", entén dado x € R"™ sempre
existen m nimeros reais Unicos , A1, Az, ..., A\p € R, que verifican t = A\yv1 + Aovg + -+ + A\ v,

Estes escalares \1, \a, . .., A\, € R denominanse coordenadas do vector x respecto da base B e
escribese xg = (A1, Aa, ..., An).

Exemplo 1.11 Vexamos algtins exemplos:

1. Os vectores {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)} constitden unha base de R?.

2. As coordenadas do vector (2,1) respecto da base candnica de R? son, obviamente, 2 e 1,
mentres que respecto da base {(1,1),(0,1)} son2e —1, pois (2,1) =2 (1,1) — (0, 1).

3. Unvector z = (z1, 2, ...,T,) € R™ pode escribirse de forma tnica como

z = (z1,22,...,Tn) = (1,0,...,0) + (0,22,0,...,0) +--- +(0,0,...,0,z,)

=x1€1 + X202 + -+ xTpeEn.

Polo que z1, 22, . .., x, son as coordenadas de x respecto da base candnica.

Observacion 1.12 Outra notacion frecuentemente utilizada para os vectores da base candnica de
R3 é: ey =17, ea = 7, e3 = k. Asi pois, temos que (1,1, z) = zey + yes + ze3 = 17+ y7+ 2k.
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Finalizamos con algunhas consideracidns e interpretacions xeométricas sobre o espazo R™:

1. Dous vectores © = (z1,...,%,) € ¥y = (y1,...,Ypn) SON iguais se, e s6 se, x; = y;, para
todoi=1,...,n

2. Cadan-uplax = (z1,...,x,) pode interpretarse como o segmento orientado (vector) que une
a orixe (0,0,...,0) co punto de coordenadas (x1,...,2,). An-upla x = (x1,2z2,...,2,)

serd o punto x ou o vector z, segundo convefia.
3. A suma de dous vectores responde 4 regra do paralelogramo. (ver Figura 1.1)
4. Os vectores da base candnica sitianse nas direccions dos eixes coordenados.

5. E qtil considerar segmentos orientados con orixe arbitraria. Asi, 0 segmento con orixe nun
punto P = (z1,22,...,2,) € extremo en @ = (y1,y2,...,Yn), corresponderd 6 vector
PQ: (yl —T1,Y2 _x2a"'7yn_xn)-

6. Reciprocamente, cada vector z = (21, 22, . .., 2,) pode representarse por un segmento coa
orixe en calquera punto P = (21, x2, ..., &,), eextremo Q = (x1+21, T2+ 22,. .., Tn+2n,).
Obviamente z = P(@. A suma de vectores ten agora unha clara interpretacién xeométrica:
PQ+ QR = PR.

Exercicios

1. Comproba se os seguintes conxuntos de vectores son linealmente independentes. Se non o
son, d4 a relacién de dependencia.

a) {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}
b) {(1,1), (%70)7( 1,2)}

o) {(1,1,2),(0,2,1), (1, -1, 1)}
d) {(0,0,1, (2,1,0 1),(3,0,1,1)}

e) {(1,1,-1,1),(0,2,3,1),(5,4,1,-2),(3,0,0,0)}

) ’

2. Determina as coordenadas, respecto da base de R? {(3,0, —1), (0,3, —1), (3, —1,0)}, do vec-
tor que, referido 4 base {(1,0,2),(0,2,1),(1,2,0)}, ten coordenadas 2, —1 e 1.

3. Expresa, se é posible, o vector (—5, 8, 11) como combinacién lineal dos vectores a = (1, 3,4),
b=1(1,2,5)ec=(—1,2,—9). Co resultado obtido, contesta ds seguintes preguntas: Pode
ser {a,b, c} unha base de R*? E {a, b, c} linealmente independente?

4. Sexana = (3,2,3),b = (0,0,1) e ¢ = (1, —2, —4). Demostra que todo vector de R? se pode
expresar como combinacioén lineal de a, b e c. E tnica esta expresion?

5. Considéranse a = (3,2,3),b = (0,0,1) e ¢ = (6,4, 1). Pode expresarse x = (—3,—2,0)
como combinacién lineal de a, b e ¢? E tinica esta expresion?



1.1 Espazos vectoriais 5

1.1.2. Produto escalar de dous vectores

Definicion 1.13 O produto escalar de dous vectores x,y € R™ definese como o niimero real x -y =
T1Y1 + 22Y2 + -+ TpYn.

Proposicion 1.14 (Propiedades do produto escalar.) Para todo x,y,z € R™ e A € R, verificase:
l. z-x=0se es0se,x =0
2.x-y=y-x
3 (z+y)-z=x-24+y-z
4. (Az) -y =Mz -y) =z (W)

Sz (y+z)=z-y+z-z

Definicion 1.15 Chamamos mddulo, norma euclidiana ou lonxitude dun vector x = (z1,...,x,) 0
niimero real ||z|| = \/23 + 3 + - + 22.
Se z € R, entén ||z|| = |z|, é dicir, a norma en R é o valor absoluto. Por outro lado, como

[|(x,9)|| = /22 + »2, a norma euclidiana en R? dénos a lonxitude do vector (z,y).

Proposicion 1.16 (Propiedades da norma euclidiana) Para todo x,y € R™ et € R, verificase:

1. ||z|]| = 0 se, e 56 se, v = 0.
2. [[te]] = [¢] []]]
3 e+ yll < el + Iyl
4 [ = =l = [l«]]
5 [zl =0
Definicion 1.17 Un vector € R™ é unitario se ||z|| = 1.

Proposicion 1.18 Sexan x e y vectores de R™.
1. x-x=|z|?

2. x ey tefien a mesma direccion se existe A € R tal que y = Az (x e y son linealmente
dependentes).

3. Se x # 0, entdn o vector H%H é unitario e ten a mesma direccion que .

Definicion 1.19 A distancia euclidiana entre dous puntos © = (x1,...,x,) ey = (Y1,---,Yn) 0
niimero real ||z — y|| = \/(9:1 —y1)?2+ (o —y2)2 4+ (zn — yn)>

Observemos que, se =,y € R, entén d(z,y) = |z — y|.
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Proposicion 1.20 (Propiedades da distancia euclidiana) Para todo x,y, z € R", verificase:

1. d(x,y) = 0se, esése, x =y.
2. d(z,y) >0

3. d(z,y) <d(z,2) +d(y, 2)

4. d(z,y) = d(y, ).

Exemplo 1.21 Vexamos algtins exemplos relacionados coas definiciéns anteriores:
1. (1,2,-1)-(0,2,3) =1
2. (1,2,-3) ||= VI
3. d((1,5),(~3,9)) =|| (4,4) [|= V32 = 4V2

Teorema 1.22 O dngulo 0 que forman dous vectores x,y € R™ vén dado por cos(0) = m
x|l |y

Figura 1.3: Angulo que forman dous vectores

Demostracién. Utilizando o teorema do coseno, ||y — z||2 = ||z||? + [|y[|?> — 2||z|| ||y|| cos(6)
e, polas propiedades do produto escalar, ||y — z||? = (y — z) - (y — z) = ||y||* + ||z||* — 2z - y.
Igualando, agora, os dous segundos membros das expresions anteriores obtemos que

1yl1? + [l = 22 -y = [|=[|* + [lyl|* — 2l]z|] [ly]] cos(6).

E dicir, 22 - y = 2||z|| ||y|| cos(8) e, polo tanto, cos(6) = m
iy
L]
Evidentemente, se z,y € R, verficase que x - y = ||| ||y]|| cos(f).

Corolario 1.23 Dous vectores non nulos x, y € R™ son ortogonais (ou perpendiculares) se, e so
se, x -y = 0.

Exemplo 1.24 Vexamos algins exemplos:

1. Os vectores (1,2,2) e (—4, 3, —1) son ortogonais.
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2. Os vectores (2,2v/3) e (2V/3,2) forman un dngulo de % radidns.

3. Os vectores (—v/3,1) e (v/3, 1) forman un dngulo de 2~ radidns.

4. Os vectores (1,1) e (1,0) forman un dngulo de 7 radidns.

5. Os vectores da base canénica en R? son unitarios e ortogonais dous a dous.

Exercicios

6. Calcula a lonxitude dos seguintes vectores e obtén os vectores unitarios correspondentes:

aa=(41) bb=(2,-2) ¢)c=(3,4) d)d = (8,—6)
ee=(4,1,0) 0 f=(-3,12-3) gg=(24,-1) hh=(-11,-2)

7. Son perpendiculares os vectores a e b do exercicio anterior? E os vectores e e f? Que dngulo
forman os vectores g e h? D4 un vector perpendicular a h e un paralelo a d.

8. Calcula o 4dngulo que forman os vectores
a) (LOa 1)6(17170) b) (_270)6(250) c) (2,072)6(—1,—1,0)
9. E conmutativo o produto escalar? Razoa a resposta.

10. Dtas persoas exercen forzas sobre un obxecto situado derriba dunha mesa. Esas forzas son
de magnitudes 6 N e 8 N, respectivamente, e o dngulo entre as sdas lifias de accion é de g
radians. Cal serd a forza resultante exercida sobre o obxecto?

11. Calcula o lado a do tridngulo da figura adxunta:

5

1.2. Matrices

Definicion 1.25 Chamamos matriz sobre R de orde m X n a todo conxunto formado por m X n
elementos de R, ordenados en m filas e n columnas. O elemento situado na fila i-ésima e na columna
k-ésima dendtase por a;j.

M., xn denotara o conxunto das matrices sobre R de orde m x n.
a1 Q1in

Asi, un elemento A € M., «,, serd do xeito A = (a;;) = ; : |, onde a;; € Restd

Am1 e Amn
situada na fila i-ésima e na columna k-ésima de A, para todo i, k.
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Exemplo 1.26 Un elemento A € M3 serd, por exemplo, A = _51 (2) il)))

3 -1 4 1 2 .
Se:Bz(2 0 1>eC’:(_1 0>,entonB€nggeCeM2X2.

Se consideramos en M., «,, as operacions
A+ B = (ai;) + (bix) e rA = (ra;), onde r € R,

verificase que M,, «,, ten estrutura de espazo vectorial sobre R, sendo unha base para este espazo
oconxunto {E,s : r=1,...,m; s = 1,...,n}, onde F,, representa a matriz que ten tédolos
elementos iguais a cero agis o correspondente 4 r-ésima fila e s-ésima columna que vale 1. Polo
tanto, a dimensién de M,,, 5., € m X n.

Exemplo 1.27 Se m = n = 2, o elemento neutro é (8 8) e a identidade <(1) ?) A base can6-

mcadeMQXQCBZ{EU:(O 0>’E12:(0 0)’E21:(1 0>’E22:<0 1>}

Recordamos, a continuacidn, algtins tipos especiais de matrices.

Definicion 1.28 Unha matriz A = (a;) € My xn, dise diagonal se a;, = 0, para todo i # k.

Un exemplo de matriz diagonal é a matriz identidade que é aquela matriz diagonal na que
a;; = 1, paratodoi =1,...,n.

A matriz trasposta de A € M, «rn, € a matriz que se obtén cambiando en A filas por columnas.
Dendétase por At. Obviamente, A' € M, xm e (ANt = A.

Matriz simétrica é aquela matriz A € M, x,, que coincide coa sia trasposta, € dicir, A" = A.

Definicion 1.29 O rango dunha matriz é o mdximo niimero de vectores columna linealmente inde-
pendentes que postie. Este niimero coincide co mdximo niimero de vectores fila linealmente indepen-
dentes que a matriz posie.

Definicion 1.30 (Produto de matrices) Sexan A = (a;j) € Muyxn € B = (bjr) € Mpxi. A
matriz produto de A por B é a matriz A - B € M, « dada por:

A-B=(cir) = | D> aizbj
=1

O elemento ik da matriz produto é o produto escalar da fila i-ésima da matriz A pola columna
k-ésima da matriz B. Daqui a necesidade de que o niimero de columnas de A sexa igual 6 niimero
de filas de B.

ailr a2 b b
Exemplo 1.31 Se A= | a1 age | e B= 12 , enton:
bar  boo
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’B : n filas x k columnas

b N ... b
o //___1;_;}13 1k
S -7 b . b
NUX L 21 22) ... D2
¢ B\ i .
e x -7 R :
7/ s .
7/ 7 .
, . .
e X b 2 ... b
y y '\0‘@/@1__?@ nk
’ , -
/ S\
v v o> -
a@) a@) - a@\ [en ¢ .. cu
a1 a2 e a9n C21 C22 . Col
aml1 Am2 ... (mn Cm1 Cm2 ... Cmk
A : m filas x n columnas ‘ ’ C = AB : mfilas x k columnas

Figura 1.4: Produto de matrices C' = AB

a11b11 + a12b21  a11b12 + a12bag
A-B = | a21bi1 + azebar  a21b12 + a22b22
az1bi1 + azaba1  azibiz + agzba

O produto de matrices non é conmutativo, xa que incluso é posible que non se poidan multiplicar
se cambiamos a orde dos factores. No caso de matrices cadradas da mesma orde, mesmo sendo po-
sible permutar a orde dos factores, non € dificil atopar exemplos que amosen a non conmutatividade
do produto.

Definicién 1.32 A matriz inversa de A € M, ., € unha matriz A=Y € M, xn que verifica que
A1A = AA~Y = I, onde I é a matriz identidade de orde n x n.

A inversa de A, se existe, € tnica.

Exemplo 1.33 Sexan D = <_42 _31> e A, B, C as matrices do exemplo 1.26. Entén:
5 0 1 3 -1 4 8 -1 5
A+B_<—123+2 0 1)‘(1 2 4)

5 0 1 15 0 3 1 2 —2 4
3‘4_3(1 2 3)‘(3 6 9)6_20__2(1 o)‘(z o)
0
2
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6 1 5 —4
CD:(Q —3>7A<5 8>:DC
-1

o 1 -1 0
At=10 2 S M3><2, Ct = S M2><2, Cc-1= 1
1 3 2 0 5

1) € Maxo.

1
2

1.2.1. Determinante dunha matriz

Definicion 1.34 Se A € M.,y definiremos o determinante de A, det(A) ou |A

, por recorrencia:

1. Sen=1, A= (a) edet(A) = a.

a a
2. Sen = 27 A= 1 12 e det(A) = 11022 — A120271.
Q21 Q22
ail ... QA1n
3. En xeral, se A = (a;) = , definimos o determinante da matriz A
Anl ... Qpn
como det(A) = a11 A1y + a12A12 + - + a1pAin, onde Ay, = (—1)FF Ay, sendo Ay 0
determinante da matriz de orde n — 1 que se obtén de A 6 suprimir a fila i-ésima e a columna
k-ésima.

Seguindo coa notacién da anterior definicion, A;; denominase adxunto do elemento a;j, mentres
que A, recibe o nome de menor complementario de a;.

Definicion 1.35 Sexa A € M, xn. A matriz Adx(A) = (A;x) formada polos adxuntos de cada un
dos elemento a;y, de A, chdmase matriz adxunta de A.

a1 aiz2 ais
Exemplo 1.36 Se A = | as1 a2 as3 |, o determinante de A é o niimero real:

azi agz ass

det(A) = a1 det <a22 a23) — a4y det (Zm a23> + a3 det (321 a22> _
3

agz ass 31 as 31 a32
11022033 + A12023031 + 021032013 — 13022031 — 411023032 — 33012021 -
Esta formula chdmase Regra de Sarrus.

Proposicion 1.37 Enumeramos, a continuacion, algunhas das propiedades dos determinantes:

1. Un determinante pode desenvolverse por calquera fila (ou columna).
2. O intercambiar diias filas (ou columnas), o determinante cambia de signo.
3. Un determinante con dias filas (ou columnas) iguais é nulo.

4. Un determinante é nulo se, e so se, as suas filas (ou columnas) son vectores linealmente
dependentes.
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5. O determinante non varia se a unha fila (ou columna) se lle suma unha combinacion lineal
das restantes.

6. O determinante dunha matriz coincide co da sta trasposta.
7. O determinante do produto de diias matrices cadradas é o produto dos determinantes.

8. Se B ¢ unha matriz que se obtén de multiplicar por un niimero \ sé unha fila ou columna
dunha matriz A € My, «n, enton det(B) = Adet(A).

9. Desta propiedade temos que det(AA) = X\ det(A), onde A € My xn.

Proposicion 1.38 Para que A € M, ., sexa invertible é necesario e suficiente que det(A) # 0.

1
det(A)

Se A ten inversa, entén A~! = (Af,), onde Af, son os adxuntos da matriz A’.

Exemplo 1.39 Vexamos algtins exemplos de célculo do determinante e da inversa dunha matriz:

1 2 3
1.SeA=[1 —5 4],det A=0e, polo tanto, non existe AL
2 -3 7
1 3 3
2. Como o determinantede A= |1 4 3| vale 1, podemos calcular a stia inversa:
1 3 4
1 11 7T -3 -3 7T -3 -3
At=13 4 3|, Adz(AH)=|-1 1 0, At=[-1 1 0
3 3 4 -1 0 1 -1 0 1

3. Podemos utilizar as propiedades dos determinantes para simplificar os calculos:

L2 14 12 1 4|, o,y s
2 04 3/ [0 4 2 -5
- =|-6 -2 —15/=[-10 0 -20
42 2 1170 =6 -2 —15 " | S ) 0 0 929
3132 [0 7 6 14
~10 20
_(—2)‘19 29‘_—180.

Proposicion 1.40 O rango dunha matriz coincide coa orde do determinante de maior orde distinto
de cero contido na matriz.

Na préctica € de grande utilidade usar este resultado para calcular o rango dunha matriz. Podemos

usalo ademadis para averiguar se un conxunto de vectores € linealmente independente. Por exemplo
1 01

os vectores {(1,1,0), (0,1,1),(1,0,1)} son linealmente independentes porque (1 1 0| # 0 e asi
011
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1 0 1
rango | 1 1 0] = 3, édicir, as tres columnas da matriz son un conxunto de vectores linealmente
01 1

independente. En xeral construiremos unha matriz colocando os vectores en columna (ou en fila) e
estudaremos o seu rango. Os vectores involucrados no menor que nos da o rango son linealmente
independentes e os demais son dependentes deles.

1.2.2. Matriz de cambio de base

Daremos a definicién de matriz de cambio de base en R3, que € facilmente xeneralizable a R™.
Observemos, en primeiro, lugar que:

1. Ddas bases By = {uy,us,u3} e Bo = {v1,v2,v3} en R3 poden ser consideradas como diias
matrices By = (u1 uz wug)eBy = (v1 vz v3),ondeacolumna i-ésima de cada matriz
contén as coordenadas do vector i-ésimo da base correspondente.

2. Un vector calquera z € R? que ten como coordenadas X = (z1,z2,23) e Y = (y1,¥2,¥3)
nas bases B; e Bs, respectivamente, pode escribirse,

t t
T = T1U1 + ToUg + T3U3 = (u1 U9 U3) X' =B X

T =yv1 + Y202 +ysvs = (v1 v w3) Y= ByY"!

3. Como det(B;) # 0 # det(Bs), e tendo en conta que B1 X! = ByY?!, por exemplo, se
cofiecemos as coordenadas do vector = na base By, X = (x1,z2,23), podemos obter as
coordenadas deste vector na nova base By, mediante a operacién Y = By 1Bl Xt.

4. Se B; = C é a base candnica de R3, entén C é a matriz identidade e a expresion anterior
simplificase a Yt = By 1 Xt Se as coordenadas cofiecidas fosen na base Bs, entén Xt =
ByY'?.

Definicion 1.41 A matriz B5 LBy denominase matriz de cambio de base de By a B e dendtase por
-1
Mp,B, = B5 " B;.

Exemplo 1.42 Consideremos as bases C = {e1, ea,e3}, By = {(1,—-1,1),(-1,1,0),(0,-1,1)} e
By ={(1,1,1),(1,0,1),(1,1,0)} en R3. Entén

-1 1 1 1 1 0 -1 2 0
1. Mps,=B;'Bi=[1 -1 0 -1 1 —-1]=|(2 -2 1
1 0 -1 1 0 1 0 -1 -1

1 1 1 111

2. Meg, =By'=10 1 1|e Mpge=By=|1 0 1

-1 -1 0 1 10
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3. Se (1, —3,2) son as coordenadas de x¢ respecto da base canénica C, na base B, valen x5, =

1 1 1 1 0
Bi'ze=[0 1 1 —3 ] = | —1]. As coordenadas deste mesmo vector na base
-1 -1 0 2 2
-1 1 1 1 -2
By son xp, = B;lmc =11 -1 0 -3l =14
1 0 -1 2 -1

4. Se rotamos no plano os eixes coordenados 7 radidns no sentido contrario ds agullas do reloxo

(Figura 1.5), ent6n o vector e; da base candnica pasa a ser o vector unitario (§7 g) e e

pasa a ser o vector (— V2 ﬁ). Asi, a matriz de cambio de base sera

2072
(2 e\ (2 &
M5 (% 7] -( % %
2 2 2 2
(cos(0),sen(6)) z
v (0, sen(8), cos(0))
(—sen(0), cos(9)) ) x>
\\\\\ ///’\0 \\ y
] % v "\ (0, cos(8), —sen(6))

Figura 1.5: Rotaciéns de dngulo 6

5. En xeral, se rotamos 6 radidns no mesmo sentido, entén a matriz de cambio de base sera,

Men = = (20 o) () )

6. Se en R3 fixamos o eixe z (ou sexa e;) e, sobre este eixe, facemos rotar os outros dous
0 radians no sentido das agullas do reloxo (Figura 1.5), entén o vector es pasard 6 vector
(0,cos(d), —sen(0)) e es pasard 6 vector (0, sen(d), cos(6)). Neste caso, a matriz de cambio

10 o\ /1 o0 0
debase é, Mcg =B 1= [0 cos(d) sen(d) = |0 cos(d) —sen(d)
0 —sen(f) cos(d) 0 sen(d) cos(d)
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Exercicios
-1 0 3 1 2 -1 1 0
12. Consideremos as matrices A = 1 -4 3|,B=101 2 |,C=10 =21,
0 3 4 1 1 2 0 -2
1
D=10 ,E:(l 0 8).Calcula
0
a) det(A), det(B) e det(AB) b) DE ¢)ED d)3A+7B e B?
f)yCtA ) (BC)! h)CE 1i)AD j)(A—B)C
13. Calcula o valor dos determinantes:
a 0 0 1 a b+c 2 0 0
D=0 b 0f E=|1 b a+c F=|0 cos(x) sen(x)
0 0 ¢ 1 ¢ a+bd 0 sen(z) —cos(z)

k

7 3 26 —12
) b)AB:(lO 1) c)2A—4B:( o0 0 )

15. Indica para que valores dos pardmetros a, b, c, se cumpre que AB* = C, sendo

8

14. Dadas A = ( (1) _02 ) eB= < _75 s >, calcula o valor de k para que se cumpra que:
3
-5 0

a)A+B:<

1 -1 2 1 1 0 0o -1 -3
A= -1 -1 2 ,B=1 a b ¢ ,C = -2 =5 =3
2 1 -1 01 -1 3 6 2

16. Sexa A = % ( \_/% _:{g ) Proba que A3 = I. Usa este resultado para calcular A~".

17. Para que valores de m tefien inversa as matrices:

-2 m 0 m 2 0 m -1 =5
a)| 0 0 m b)[O0 1 1 o110 4 -1
1 -1 0 1 0 m 4 2m 9

18. Calcula o rango das seguintes matrices:

1 4 -1 3 1 9 0 4 -3 5 1 4
a2 5 3 by[1 4 ) (5 0 3> |6 -7 -2 =5
1 10 -11 5 —2 4 -1 -1 0

19. Estuda o rango das seguintes matrices, segundo os valores de m.

1 0 -m - m 1 3 2 11 1
-1 0 o0 b) ("; 1) ot 1 -1 1] ofm 1 1
2 m m m 3 2 m 3 1 m 1

20. Consideremos en R? a base B = {(1,-1,1),(0,1,0), (0, —1,1)}.
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a) Calcula as matrices Mpge e Mg, sendo C a base canénica de R3.

b) Se x ten coordenadas (—2, 1, 3) respecto da base B, determina as stas coordenadas res-
pecto da base candnica.

c) Obtén as coordenadas na base B do vector v € R® que ten por coordenadas (,, 2)
respecto da candnica.

1.3. Formas cuadraticas

1.3.1. Autovalores dunha matriz cadrada

Definicion 1.43 Diremos que o miimero real )\ é un autovalor (ou valor propio) da matriz A €
M se existe un vector © € R", x # Orn, de maneira que Ax = Ax.

Ainda que outros casos non serdn do noso interese, realmente non € preciso que A sexa un nimero
real, poderia ser un nimero complexo calquera.

Exemplo 1.44 Comezamos cun exemplo sinxelo. A = 3 é un autovalor da matriz A = (; _21>

porque, por exemplo, (; _21) G) = (g) =3 (f) Ademais, —2 tamén € un autovalor de A

s (5 2) ()= (3) -2 (%)

Proposicion 1.45 \ € R é un autovalor da matriz A € M, ., se, e s6 se, det(A — A\I) = 0, sendo
I a matriz identidade de orde n x n.

Demostracion. A € R é un autovalor de A € M, «, Se, € sO se, existe un vector x € R"”,
x # Orn, de maneira que Ax = Ax (€ dicir, se existe un vector non nulo, z € R", de maneira
que (A — M)z = O~ ). Daquela, A € R é un autovalor de A € M,,x,, se, e s6 se, 0 sistema
(A — M)z = Og~ ten solucidn distinta da trivial (é compatible indeterminado) o cal, polo teorema
de Rouché- Frobenius, é equivalente a dicir que det(A — AI) = 0. ]

Corolario 1.46 )\ = 0 é un autovalor de A se, e s se, A non é invertible.

Definicion 1.47 Chdmase polinomio caracteristico de A = (a;) € My, xn 0 polinomio seguinte:

ajl — A ai2 e A1n
a1 a2 — Ao a2n,
P(\) = det(A — M) = det ) : ) . =
Gnl an2 Qpn — A

(=1)" A" 4+ b, A" £ by A + by,
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Os autovalores de A € M,,«,, son, pois, as raices reais do polinomio caracteristico de A. Da-
quela, unha matriz A € M,, «,, ten, 6 sumo, n autovalores reais.

Exemplo 1.48 Vexamos un par de exemplos de calculo dos autovalores dunha matriz.

. . . . 2
1. O polinomio caracteristico da matriz A = (2 _1> é

P(A)det(@ _21))\((1) ?))det<2;)\ _12_)\>)\2)\6.

Os autovalores de A son aqueles valores A € R tales que A2 — A\ — 6 = 0, é dicir, \ = 3 e

A= -2
1 2 3
2. O polinomio caracteristicodamatriz A= |3 1 2] ¢
2 31
1 2 3 1 00 1-A 2 3
P(X\) = det 31 2)-X2[0 1 0 = det 3 1—A 2
2 31 0 0 1 2 3 1-A

= A3+ 3)\2 + 15\ + 18.

Os autovalores de A son aqueles nimeros reais A € R tales que —\3 + 3\? + 15\ + 18 = 0.
Entén, A = 6 € o tnico autovalor real desta matriz.

1 -3 3 1-x -3 3
3.S A= {3 —5 3],entén P(\) =det(A—X)=| 3 —5-X 3 |=-X+
6 —6 4 6 -6 4-)
1222 + 16.

Dado que —A3 4+ 12X2 4+ 16 = 0se, e s se, A = —2 (con multiplicidade 2) ou A = 4, os
autovalores de A son —2 ¢ 4.

Exercicios

21. Se a,b,c € R, calcula os autovalores das matrices A =

(01

22. Calcula o polinomio caracteristico e os autovalores das seguintes matrices:

coe
o - o
S =R=)
Sy
|
oe 9
oo e
-~ o o
[¢]
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2 1 0 320 2 0 -7 5 5
[ 0 3 0 | -1 0 0 ol 1 1 -1 | -5 3 5
10 2 00 1 1 -1 1 -5 5 3
1 0 0 1 2 -2 3 -1 0 -1 2 4
ol 011 Hnl o 1 —2 o9 -1 3 0 | -1 2 2
00 2 00 -1 1 1 4 11 3
1 2 3 0 3 0 2 0 1 1 1 -2
3 1 2 Dl-3 0 —4 o 2 -1 Dl-1 2 1
2 3 1 0 4 0 -1 -2 2 0 1 -1

v(53)

1.3.2. Formas cuadraticas. Clasificacion

Definicion 1.49 A forma cuadrdtica en R™ asociada a unha matriz simétrica A = (a;x) € Mpxn
é a aplicacion QQ: R — R definida por

n
Q(x1,. - n) = (w1, ..y 20)A(T1, ) = Z il T Tk
ik=1

Exemplos 1.50

1. A matriz (_23 53> determina a forma cadrdtica Q: R? — R,

Qz,y) = (zy) (23 _53) (;) = (22—3y —3z+5y) (;) = 2(22—3y)+y(—3z+5y) =

222 — 3wy — 3xy + 5y? = 222 + 5y? — 6y

-3 2 1
2. A matriz | 2 5 —1 | determina a forma cadrética Q: R® — R seguinte:
1 -1 0
-3 2 1 x
Qz,y,2)=(xy2) | 2 5 —1||y|=-=-32"+5y°+4day — 2yz + 222
1 -1 0 z

Observacion 1.51

Como vemos este proceso € totalmente mecdnico e o resultado € xa previsible. No sucesivo non
deberemos realizar todas estas operacidns para chegar a expresion da forma cadratica asociada a



18 Capitulo 1. Espazos vectoriais e matrices

unha matriz simétrica, senén que o faremos directamente. Asi por exemplo a matriz <1 6)

determina a forma cadratica, Q(x,y) = 222 — 6y> + 2zy.

Ainda que estamos a considerar sé matrices simétricas para obter formas cadréticas, cémpre
observar que calquera matriz cadrada de orde n, non necesariamente simétrica, da lugar a unha tnica
forma cuadritica en R™, mais distintas matrices poden determinar unha mesma forma cuadritica.
Debemos ter presente que, dada unha forma cuadrética, existe unha Unica matriz simétrica que a
determina.

Asfi as matrices ( _21 (5)) e (; 53> determinan a forma cadrdtica Q(z, y) = 222+ 5y —zy,

1

pero [ 7 52) ¢ a nica matriz simétrica que da lugar a Q. Se Q(z,y, 2) = —3x2 +5y% + 92y —

|

-3 2 3
5 -1

-1 0

2yz 4 6xz, a Ginica matriz simétrica asociada a () é a matriz %
3

Definicion 1.52 Unha forma cuadrdtica Q) en R™ (ou a matriz simétrica asociada) dise que é

~

. definida positiva se Q(x) > 0, para todo x € R™, x # Ogn.

2. semidefinida positiva se Q(x) > 0, para todo x € R™.

w

. definida negativa se Q(x) < 0, para todo x € R™, x # Ogn.

B

semidefinida negativa se Q(z) < 0, para todo x € R™.

N

non definida ou indefinida se existen x,y € R™ tales que Q(z) < 0e Q(y) > 0.

Exemplo 1.53
1. A forma cuadrética Q: R® — R, Q(x,y, z) = 222 + 5y* + 322 é definida positiva.

2. A forma cuadritica Q: R? — R, Q(x,y) = 22 — y? € indefinida porque, por exemplo,
Q(1,0) > 0e Q(0,1) < 0.

3. A forma cuadritica Q: R? — R, Q(x,y) = 22 — 2zy + y? é semidefinida positiva porque
Q(x,y) = (x —y)? > 0, para todo (z,y) € R2. Esta forma cuadratica non é definida positiva
pois, por exemplo, Q(1,1) = 0.

Proposicion 1.54 Sexan A € M, «,, a matriz simétrica asociada a @ e \1, \a, . .., \, 0s autova-
lores de A. Verificase:

1. Q é definida positiva se, e s6 se, A\ > 0, 2 > 0,..., )\, > 0.
2. @Q é semidefinida positiva se, e s6 se, Ay > 0,29 > 0,..., A, > 0.

3. Q é definida negativa se, e 5o se, A\ < 0, 2 < 0,..., )\, <0.
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4. Q é semidefinida negativa se, e s6 se, \1 < 0, 2 <0,..., A, <0.
5. Q é indefinida se, e s0 se, existen i,k € {1,...,n} tales que \; > 0 e A\ < 0.

Esta propiedade permitenos clasificar de xeito inmediato as matrices diagonais, xa que para

. . . . -2 0
estas matrices os elementos da diagonal principal son os autovalores. Asi por exemplo, 0 —1

2 00 3 0 0
¢ definida negativa, | 0 1 0 | é semidefinida positivae [ 0 —1 0 | € indefinida.
0 0 0 0 0 -4

Proposicion 1.55 Sexa A = (a;x) € My xn a matriz simétrica asociada d forma cuadrdtica @Q e

a11 ... Q1p
denotemos por D, =det | . . . |, paratodor =1,--- n. Verificase:
Ar1 cc Qpp

1. Q é definida positiva se, e sé se, D,. > 0, paratodor =1,... n.

2. @ é definida negativa se, e s6 se, (—1)"D,. > 0, paratodor =1,...,n.

3. Se D, >0, paratodor =1,....,n—1e D, =0, enton Q é semidefinida positiva.

4. Se (—1)"D, > 0, paratodor =1,...,n—1e D, =0, entén Q) é semidefinida negativa.

5. Se Q non é definida positiva nin definida negativa e det(A) # 0, entén Q ¢é indefinida.

Exemplo 1.56 Vexamos como se aplica na préctica este tltimo resultado:

1. A forma cuadritica Q(z,y, z) = —? — 2y? — 422 — 22y — 22z ten como matriz simétrica
-1 -1 -1

asociada amatriz A = | —1 —2 0 |. Neste caso, os determinantes que precisamos son
-1 0 -4

-1 -1
D1 = —1, Dg = det (_1 _9

negativa.

) = le D3 = det(A) = —2. Polo tanto, ) é definida

2. A tnica matriz simétrica que determina a forma cuadrética Q(z,y) = 22 + 3y? + 4ay é a
. 1 2 . .

matriz A = (2 3) e os determinates que necesitamos son D1 = 1; Dy = det(A) = —1. Q

é, pois, indefinida.

3. A tnica matriz simétrica que determina a forma cuadratica Q(x,y, z) = 222 +2y? — 22 +4ay

2 2 0
édamatrizA= |2 2 0 | eosdeterminates necesarios son D; = 2; Dy =0; D3 =0.0
0 0 -1
criterio dos menores s6lo asegura que @ non é definida positiva nin definida negativa, pero non
clasifica a forma cuadrdtica. Se calculamos os autovalores de A obtemos que son A = —1,0 e

4, @Q é, pois, indefinida.
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Exercicios

23. a) Comproba que,se 7 € Re z € R", entén Q(rz) = r?Q(x).

b) Sexa Q@ : R? — R tal que Q(1,1) = 2 e Q(4,4) = 4. Pode ser Q unha forma
cuadratica?

¢) Se @ : R® — R ¢ unha forma cuadritica verificando Q(1,—2,5) = 3, calcula

24. Clasifica, segundo o seu signo, as seguintes formas cadraticas:
a) Qz,y, 2 )_555 + 9% + 922 + 4oy + 1222 + 6y2
b) Q(z,y) = —y* +ay
¢) Qlz,y,z )—x —|—2y + 22 4+ 2y + 22
d) Qz,y,2) = —4y? — 22 + 22y
e) Q(z,y) = y* + 2y

,y) = 22 4 5y? + 4wy

2) = 2% +y? + 22y — 2yz — 222
2) = 4a? — % + 22y + 2yz

2) = —x? — 2y — 422 — 22y — 222

h) @
i Q
) Q

25. Estuda, segundo os valores de a € R, o signo de Q(z,y, z) = 222 + 2y? + 22 + daxy.

€
(z
(z
(z
(z
Qz
g) Qlz,y, 2
(2,9, 2
(2,9, 2
(1,y,2,t) = 2% — 20t + y? + 22t + 22

Exercicios resoltos

1. Sexa A o vector de coordenadas (A;, A2) que se obtén ao xirar o vector a de coordenadas
(a1, az) un dngulo de g radians no senso contario ds agullas do reloxo. Proba que A; = —aq
€ A2 = aj.

Solucion. Resolvemos, en A1, Ao, o sistema de ecuaciéns

a1l + a2y = 0
A3+ A2 =al+ a3

e temos como soluciéns (A1, As) = (—axz,a1) que corresponde 4 rotacién ortogonal no sen-
tido contrario s agullas do reloxo e (A;, A2) = (a2, —a1) que corresponde 4 rotacién orto-
gonal no sentido das agullas do reloxo.

2. Demostra que o vector v de coordenadas (a, b) é perpendicular 4 recta ax + by + ¢ = 0.

Solucion. A recta ax + by + ¢ = 0 é paralela a recta ax + by = 0 que pasa pola orixe de
coordenadas, polo que € suficiente probar que (a, b) é perpendicular 4 recta ax + by = 0. Pero
isto é inmediato porque calquera vector contido nesta recta é da forma (x, y) é (z,y) - (a,b) =
0.
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3. Sexa a un vector de médulo 4 que forma co eixe X un dngulo de % radidns. Se b = (2,2),
calculaa - b.

Solucion. a - b = 8y2cos(§ — I).
4. Un barco desprazase 32,5 km en direccién leste e logo xira 0, 72 radians en direccion NE.

Despois de se desprazar 16, 18 km nesa direccién, a que distancia do punto de partida se
atopa?

Solucién. d = /32,52 + 16,182 — 2 - 32,5 - 16, 18 - cos(m — 0, 72) = 45,9208 km.

5. Para evitar unha tempestade, un avién voa en direccién % radidns NE desde unha cidade A.

Despois de percorrer 190 km, xira {5 radidns en direccion NE desprazdndose 280 km ata outra
cidade B. A que distancia se atopan A e B?

Solucion. d = \/1902 +280% — 2190 - 280 - cos(m — {g) = 468,2772 km.

cos(6) —sen(6) >

6. Consideremos a matriz R = ( sen(f)  cos(0)

a) Calcula R~! e R?. Obtén R™, paran € N
b) Que representan as matrices calculadas no apartado anterior?
o cos(f)  sen(h) o ( cos(20) —sen(26)
Solucion. 1t = ( —sen(f) cos(f) )’ R = sen(260)  cos(26) ¢
o ( cos(nd) —sen(nb) )

sen(nf)  cos(nh)

R~! é a matriz de cambio de base correspondente 6 xiro dos eixes coordenados ¢ radidns no
sentido contrario 4s agullas do reloxo e R é a matriz de cambio de base correspondente 6 Xiro
dos eixes coordenados # radidn no sentido das agullas do reloxo.

R™ é a matriz de cambio de base correspondente 6 xiro dos eixes coordenados n6 radians no
sentido das agullas do reloxo.

1.4. Autoavaliacion
As seguintes cuestions tefien s unha resposta correcta.

1. Para os vectores v = (1,1,1), v = (1,1,0) e w = (0, 1, 1) unha das seguintes afirmacions é

FALSA:
a) u, v e w son linealmente independentes. b) u = v + w.
¢) B = {u,v,w} é unha base de R®. d)ue (1,0, —1) on ortogonais.

2. O dngulo que forman os vectores (1,0,1) e (1,1,0) vale

a) ¢ radidns.  b) 7 radidns. ¢) % radidns.  d) 7 radidns.
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3. Sexan A = < L 2) eB = (1 1 _1> . Unha das seguintes afirmaciéns é FALSA.

-1 1 1 -1 O
0 3
) BA=|2 1 b)AB:<3 -1 _1)
0 -2 1
-1 -2
(0 3 s (-1 4
c)BA_<2 1) d A _(_2 _1)
2 1 2 1
4. O rango da matriz 31 (1) } 32 vale: a)1 b)2 ¢)3 d)4
0O 0 -1 o0

5. A matriz de cambio da base B; = {(—3,1),(3,1)} d base B2 = {(2,1),(1,1)} é:

() w0 () 045

6. Unha das seguintes matrices € non definida.

100 11 2 —2 1 1 11 1
(o 20| |1 1 0] o1 -1 1 1 2 2
0 0 3 2 0 4 1 1 -6 12 2

7. Os autovalores da matriz A = (_22 ?) son:

a)—2el b)—2e—-6 ¢)0e2 d)—3e2

8. A forma cadrética Q(z,y, z) = 2% + 5y? + 2% + 4wy — 2yz é

a) non definida.  b) definida negativa. c) semidefinida positiva.  d) definida positiva.

1.5. Introducion a MATLAB. Vectores e matrices con MATLAB

Imos, en primeiro lugar, repasar algtins dos comandos que mdis empregaremos cando usemos
MATLAB para resolver os problemas propostos en cada un dos capitulos deste libro.

1.5.1. Introducion a MATLAB. Comandos basicos

Comezamos con algiins comandos bdsicos relacionados coa axuda do programa:

Comando MATLAB | Funcionamento do comando

help comando resume o funcionamento do comando indicado

lookfor clave listado de comandos que contefien na sia axuda a palabra “clave"
format formato de saida das variables (short, long, rat...)
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No nivel mais elemental MATLAB asemella unha calculadora cientifica. Cada vez que efectua-
mos unha operacién o programa almacena o resultado na variable chamada ans (de «answer»,
resposta). Naturalmente, podemos escoller o nome da variable na que se garda o resultado dunha
operacién concreta. O separador decimal € o punto e a prioridade dos parénteses € a habitual. Os
simbolos e ordes que sirven para facer as operacidns aritméticas elementais son

Operadores aritméticos
Suma | Resta | Produto | Divisiéon | Potencia
+ - * / °

A sintaxe das funciéns elementais € moi sinxela. Abonda con escribir o nome da correspondente
orde seguido, entre parénteses, do argumento. Os comandos correspondentes as funciéns elementais
son:

Comando MATLAB | Funcionamento do comando
sin funcién seno

asin funcién arcoseno

cos funcién coseno

acos funcién arcocoseno

tan funcion tanxente

atan funcién arcotanxente

exp funcién exponencial

log funcién logaritmo neperiano
sqrt raiz cadrada

abs valor absoluto (médulo no caso de nimeros complexos)

Coémpre sinalar que cando traballamos con MATLAB sempre debemos expresar os dngulos en
radidns. Vexamos agora exemplos que nos axudardn a entender como se empregan estes comandos:

Exemplo 1.57 Por exemplo, para calcular unha aproximacion de tg(%”), debemos teclear:
>> tan (3*pi/2)

Para obter o valor aproximado de v/'cos3 7, e® e In (
xeito

3 + sen (g)

5 ) procedemos do seguinte

>> sqgrt (cos(7)73), exp(-5), log((3+sin(pi/2))/6)

1.5.2. Vectores e matrices con MATLAB

Os vectores en MATLAB escribense como unha fila de nimeros ordenados e encerrados entre
corchetes. Por exemplo:

>> x=[1 2 =11, y=I[4, 2, -3]
As operaciéns habituais de suma e produto por un escalar realizanse do seguinte xeito:

>> suma=x+y, produto=3x*x
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MATLAB indicanos que a suma x + y é (5,4, —4) e o produto 3z vale (3, 6, —3).
O comando dot (x,y) devolve o produto escalar dos vectores x e y. Se x e y son vectores fila,
dot (x,y) é omesmo cay’ «x, onde y’ é o vector y°.

Exemplo 1.58 O produto escalar dos vectores = = (1,2, —1) e y = (4,2, —3) calculase, pois, dun
dos dous xeitos seguintes:

>> x=[1 2 -11, y=I[4, 2, -3]
>> prod=dot (x,V)
>> prod=xx*y’

O resultado que nos devolve o programa é prod=11.

Para calcular a norma dun vector x utlizaremos norm (x) . Para obter distancia entre dous vec-
tores x e y ou o angulo formado por eles podemos, pois, empregar as sentenzas

>> distxy=norm(x-y)
>> angulo=acos (x*y’/ (norm(x) *norm(y)))

O segundo resultado vird, por suposto, expresado en radins.
As filas dunha matriz en MATLAB son vectores e as distintas filas van separadas por un punto e
coma. As sentenzas

>> A=[1 4 2; 3 -1 -2; 0 -1 2],B=[1 3 -1; 2 -1 1; 6 4 0],X=[1;2;3]
1 4 2 1 3 -1 1

introducen as matrices A= (3 -1 —-2|,B=[2 -1 1 |eX=|(2
0o -1 2 6 4 0 3

Exemplo 1.59 As matrices A + B, 34, AB e AX calcilanse coas sentenzas
>> SUMA=A+B, PROD=3%A, AB=A*B, AX=Ax*x

Na seguinte tdboa recollemos algunhas sentenzas bésicas relacionadas co calculo matricial:

MATLAB | Funcionamento do comando
size (A) | devolve a orde da matriz A
rank (A) | devolve o rango da matriz A

det (A) devolve o determinante da matriz A

inv (4) devolve a inversa da matriz A

eig (A7) devolve os autovalores da matriz A

eye (n) xera a matriz identidade de orde n

a:rt:b xera elementos limitados por b, espaciados t unidades e comezando en a

A trasposta dunha matriz, M, dada obtense tecleando M’ na fiestra de comandos.

Exemplo 1.60 Para a anterior matriz A, calculamos o determinante, a inversa, a trasposta e os auto-
valores:

>> DETERM=det (A), INVA=inv (A), TRASPA=A’, AUTOVALORESA=eig (A)
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1.6. Solucions dos exercicios propostos

1. a) Linealmente independentes

l.o)(1,1,2) = (0,2,1) + (1, -1,1)

1. e) Linealmente independentes

6.b) |Ibll = 2v2; 1y = (5. —J5)
6.¢) lel| = VIT: 15 _(%,%,0)
8.a) /3
8.c) 27 /3

12. a) det(A) = 34, det(B) = 5,

det(AB) = 170
12.0) 1

1
12.¢) | 8
8

1 0 1
12. 9) (_2 6 _6>

12.9) [ 1

13.D =abc, E=0,F = -2

14.0) k= —1

15.a=2,b=1,c= -1

.b) (—1,2) =2(1,1) + (—

.C) HCH =5; HZ‘

11.a =

. d) Linealmente independentes

.—5,2,6

She
2

8.b) 7

34— 153 =2,83

—_

12.b)

12.d)

12f)<

12.h) (1

~N W

-2
2.9 | 1
1

14.2)k =2

o
o O O
o O @

14 2
-5 23
16 26

)

—16)

—4
8
-8

14.0)k = —1

16.A—1=A2=§(

-1

V3

%)

-1
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17.

17

21.

21.

22.

22.

22.

22.

22.

22.

22.

23.

24.

24.

24.

24.

24

a) Param # 0, m # 2
.c)Param # 3, m # 29
Para A: A =a, A\=b, A\=c¢
ParaC: A =a, A\ = —a

a) A = 2 (dobre), A =3

¢) A =2 (dobre), A =0
e) A =1 (dobre), A = 2
g) A = 4 (dobre), A = 2
DA:&A:Zifﬁﬁ
2
HA=1,A=2,1=3

mA=3\=-2

¢) Q(—2,4,-10) =12
a) Semidefinida positiva
¢) Definida positiva

e) Indefinida

g) Indefinida

. 1) Indefinida

17.

18.

21.

22.

22.

22.

22.

b) Para todo m € R
a)2b)2c)2d)3

Para B: A =0, A=0b, )\ =2a

b) A =1 (dobre), A =2
d) A = —2 (dobre), A = 3
f) A =1 (dobre), A = —1

h) A = 1 (dobre), A = 2

22.)A=0, A= =x5i

22.

22.

24.

24.

24.

24.

DA=1,A=2) =1

MmA=1A=-1

b) Definida negativa
d) Definida negativa
f) Definida positiva

h) Indefinida

24. j) Indefinida

Solucions autoavaliacion. 1b, 2¢, 3¢, 4c, 5b, 6b, 7d, 8c



Capitulo 2

Sistemas de ecuacions lineais

2.1. Sistemas de ecuacions lineais. Forma matricial

Definicion 2.1 Un sistema de m ecuacions lineais con n incégnitas é unha expresion formal do tipo

a1+ aaTat+ o+ apTp = by
211+  QTo+ -+ AopTp = bo
Am1T1+  AmaXo+ -+ AmnTn = bm

Este sistema pode escribirse mediante a ecuacién matricial AX = b, onde A = (a;;) € Myxn,
X = (1‘1, o, ... ,xn)t eEM,x1eb= (bl, bg, ey bm)t € My, x1. Isto é,

aix -+ Gin Z1 b1
AX=| =)=

am1 ot Gmn Tn bm

A matriz A denominase matriz de coeficientes do sistema, X matriz de incégnitas e b matriz de
termos independentes. Denotaremos por (A[b) € M,y (n41) @ matriz que ten como n primeiras
columnas as columnas de A e a columna n+ 1 é o vector b. Esta matriz denominase matriz ampliada
do sistema e defineo perfectamente.

O sistema AX = b dise que é homoxéneo se b = (0,0, ...,0)" = 6.
Exemplo 2.2 Os sistemas de ecuacions lineais
z+y+ 2=6 r+y—32= 0 r+y—3z= 0

20 —y + 2=3 20 —y — 3z=-3 20 —y — 3z=-3
—z—y+2=0 dr +y—92=-3 dr+y—92= 5
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poden poiierse en forma matricial do xeito seguinte:

1 1 1 x 6 1 1 -3 x 0
2 -1 1 y|l =13 2 -1 -3 y|=1-3
-1 -1 1 z 0 4 1 -9 z -3
1 1 -3 x 0
2 -1 -3 yl=1-3
4 1 -9 z 5
Definicion 2.3 Un vector Xy = (201, Zo2, - - -, Ton) € R™ é unha solucion do sistema AX = b se

verifica AX}t = b.

Un sistema de ecuacions lineais presenta dous problemas para estudar: existencia de solucién e
a obtencién do conxunto de soluciéns.

Proposicion 2.4 Sexa X unha solucion do sistema completo AX = b. Z é unha solucién do
sistema homoxéneo asociado AX = 0 se, e 56 se, Z + X € solucion do sistema completo AX = b.

Este resultado afirma que as soluciéns do sistema completo son suma dunha solucién particular
deste sistema con cada unha das solucions do sistema homoxéneo asociado. Polo tanto, se o sistema
completo ten solucién, ten a mesma cantidade de solucions que o sistema homoxéneo asociado.

O conxunto S de soluciéns do sistema completo AX =bé S = Xy + N, onde X é unha solu-
cién calquera do sistema completo e N € o conxunto de soluciéns do sistema homoxéneo asociado
AX =0.

U Xoo 4 Y1 X, i
Q><ﬁ el
R
T ) e T

Figura 2.1: Conxuntos de soluciéns do sistema completo e do sistema homoxéneo asociado

Todo sistema homoxéneo ten solucidn, pois o vector nulo € sempre unha solucién del. Ademais,
se Zp € unha solucién dun sistema homoxéneo AX = 6, entén AZy tamén € solucién do mesmo
sistema, para todo A € R. Logo un sistema homoxéneo ou ben ten unha tnica solucién (a trivial) ou
ben ten infinitas.

Definicion 2.5 O sistema AX = b denominase compatible se ten solucion. En caso contrario recibe
o nome de sistema incompatible.

Se o sistema AX = bé compatible e, ademais, ten unha vinica solucion, diremos que é un sistema
compatible determinado. Diremos que é compatible indeterminado se ten infinitas solucions.
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Teorema 2.6 (de Rouché-Frobenius) O sistema de m ecuacions lineais con n incégnitas, AX = b,
ten solucion se, e s6 se, rango(A) = rango(A|b).

Ademais, se rango(A) = rango(A|b) = n o sistema é compatible determinado e se rango(A) =
rango(A|b) < n é compatible indeterminado.

xr+y+2=6 1 1 1/6
Exemplo 2.7 Osistema 2z —y+ z=3 ) ten como matrizampliada | 2 —1 1|3 ].Como
—x —y+2=0 -1 -1 10
det(A) = —6 e rango(A) = 3 = rango(A|b), o sistema resulta ser compatible determinado.
4y —32=0 1 1 =30
Exemplo 2.8 O sistema 2x —y — 32=—3 ten como matriz ampliada |2 -1 —3|—-3
dr +y — 92=-3 4 1 —-9/-3

. e 1
Para este sistema de ecuaciéns lineais, det(A) = 0, pero ‘2

vale 2. O determinante da matriz que resulta de substituir a terceira columna de A pola columna
de termos independentes tamén € nulo, polo que o rango da matriz ampliada tampouco vale tres, e
vale 2. Entdn, rango(A) = rango(A|b) = 2 < 3 e o sistema é compatible indeterminado. O feito

_11‘ # 0, polo que o rango de A

9 _11 # 0, indicanos que a terceira ecuacion é combinacion lineal das dias primeiras e
podemos, pois, prescindir dela. Se, ademais, pasamos a variable z 6 segundo membro e resolvemos,
temos infinitas solucions da forma x = 2z — 1, y = z + 1, para calquera z € R. O conxunto de
soluciéns € S = {(-1+ 22,1+ 2,2) : z € R} = {(—1,1,0) + 2(2,1,1) : z € R}. Observemos
que, por exemplo, Xy = (—1,1,0) é unha solucién particular do sistema completo e o conxunto de
soluciéns do sistema homoxéneo € a recta en R? que pasa pola orixe e polo punto (2,1, 1).

de que L

z+y—3z=0 1 1 =310
Exemplo 2.9 O sistema 2x —y — 32=—3 ten como matriz asociada |2 -1 —3|-3
dor +y —92=>H 4 1 =95

Neste sistema de ecuacions lineais , o rango da matriz A vale 2 pero o rango da matriz ampliada
vale 3. Logo o sistema non ten solucién, € incompatible.

O seguinte resumo esquematiza os resultados obtidos na seccion:
= Sistemas non homoxéneos:

1. Se rango A # rango(Alb), o sistema é incompatible.
2. Se rango A = rango(A|b) = r, o sistema é compatible.
2.1. Se r = n, a solucién € Unica (sistema compatible determinado).
2.2. Se r < n, existen infinitas soluciéns (sistema compatible indeterminado).

= Sistemas homoxéneos: rango A = rango(A|b)

1. Se rango A = n, o sistema ten unha tnica solucién que é o vector nulo.

2. Serango A < n, o sistema ten infinitas solucidns (sistema compatible indeterminado).
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2.2. Sistemas de Cramer. Regra de Cramer

Definicion 2.10 Un sistema AX = b é de Cramer se A € M« e rango A = n.
A partir da definicién dun sistema de Cramer, podemos deducir facilmente que:
1. AX = b é un sistema de Cramer se, e s se, existe A~ 1.

2. Un sistema AX = b de Cramer é compatible determinado. A tnica solucién é X, = A~'b.

Exemplo 2.11 O primeiro sistema de ecuacions lineais do exemplo 2.7 € un sistema de Cramer e a
—1

1 1 1 6 1
sta unica soluciéoné | 2 -1 1 31 =(2]),édicinz=1y=2,2=3.
-1 -1 1 0 3

A Regra de Cramer danos unha férmula para obter a solucién dun sistema de Cramer.

Proposicion 2.12 (Regra de Cramer) A iinica solucion dun sistema de Cramer, AX = b, é X =
(x1,...,2,)" donde

ail a12 . b1 . A1n
1 a1 ag9 N b2 N aAon,
Xr; =
det(A)
Anl QApa ... by ... Gun

de xeito que o vector b estd colocado na columna i-ésima. Isto é, o numerador é o determinante da
matriz que resulta de substituir en A a i-ésima columna polo vector b.

Esta férmula obténse porque X = A~1b, polo que

1 ) by
X = ~ det(A) (AEJ') :
Tp b,
En particular,
a1 a2 ... b1 ... aip
i :detl(A) (b1A§1 + by Al + - + bnAﬁn) = detl(A) Gt @z ... by ... az

an1 ap2 ... bn N 4 A )

Observaremos que o interese practico da regra de Cramer € pequeno pois, se n < 3, existen ou-
tros métodos de resolucién de sistemas madis sinxelos de aplicar, por exemplo, o método de reducién
ou eliminacién de ecuacions. Para o caso n > 3, o cdlculo do determinante de matrices desta orde
pode complicar tamén os célculos, polo que estudaremos un xeito alternativo para obter as solucions
destes sistemas.
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Vexamos a continuacién como utilizar a regra de Cramer para resolver un sistema compatible en
xeral. Consideremos un sistema AX = b, con A € M, «xn, que sexa compatible; é dicir, rango A =
rango(A|b) = r < min{n, m}. Entén:

1. Se r = n = m, o sistema é de Cramer e podemos aplicar a regra directamente.

2. Se r < m, existen m — r filas de (A|b) (€ dicir, m — r ecuaciéns do sistema) que son com-
binacidn lineal das demais e, polo tanto, poden ser eliminadas a efectos de atopar a solucién.
Supofiamos que as r filas restantes son as primeiras

111+ FA1pTy = bl

ar1y + FAepTn = br

. Se r < n, un razoamento similar 1évanos a concluir que existen n — r columnas iz

3. Ser < n razoamento similar 1évanos a concl e ten columnas da matriz A
que son linealmente dependentes das restantes e que podemos supofier, sen restar xeneralidade,
que son as n. — r dltimas. Deste xeito, podemos pofier o sistema da forma,

anzy +-0 +a18 = b —ar41%rp1 — 0 —A1aTy
171 +r FOpTr = bp — Q1 Tegp1r — 0 —Orn®p
Este sistema é de Cramer, polo que a solucién € unica para cada valor de ,41, ..., 2.

Exemplo 2.13 Utilizaremos o teorema de Rouché e a regra de Cramer para estudar e resolver, se-

mz +y+ z2=1
gundo os valores de m € R, osistema x + my + 2=1 3. Este sistema, pode escribirse en forma
z+y+mz=1
m 1 1 x 1 m 1 1|1
matricialcomo [ 1 m 1 y|=11],édicir, (Ab)=11 m 1|1
1 1 m z 1 1 1 mfl
O determinante da matriz de coeficientes vale det(A) = m?> —3m+2 que se anula param = —2

oum = 1. Daquela, se m # —2 e m # 1 o sistema é compatible e determinado, pois rango(A) =
rango(A|b) = 3. Usando a regra de Cramer, obtemos a solucién:
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1 1 1
1 m 1
B 1 1 m B m2—2m+1 _ (m71)2 _ 1
T m—12m+2)  (m—-12m+2) (m—-12(m+2) m+2
m 1 1
1 1 1
1T mp . o m?-2m+1 (m —1)? 1
Yo m—12m+2)  (m—-12m+2) (m-12(m+2) m+2
m 1 1
1 m 1
. 1 1 1 o omP-2m+1 (m—1)2 1
S m—-12m+2) (m—-12m+2) (m—-12(m+2) m+2

1 1 1)1

Sem = 1,entén (A]d) = [1 1 1|1 | erango A = rango(A|b) = 1. Daquela, o sistema é
1 1 1)1

compatible indeterminado. Como as tres ecuacions son iguais, z+y+z = 1, temos que, x = 1—y—z,

Y,z € R. O conxunto de soluciéns pode poiierse baixo a forma S = {(1 —y — z,y, 2): y,z € R}.

-2 1 111
Sem=-2,(Ab)= [ 1 —2 1|1|.EnténrangoA = 2 e rango(A|b) = 3. O sistema
1 1 -2|1

¢ incompatible.

2.3. Meétodo de Gauss

Polas consideracions realizadas anteriormente, a resolucion dun sistema de ecuacions lineais, se
ten solucién, pddese reducir 4 resolucion dun sistema de n ecuacidéns con n incdgnitas.
Realizaremos algunhas observacidns previas:

1. Dous sistemas de ecuaciéns lineais son equivalentes se tefien as mesmas solucions.

2. Se unha ecuacién dun sistema lineal se multiplica por unha constante non nula, o sistema
resultante é equivalente.

3. Se a unha ecuacion dun sistema lineal se lle suma unha combinacion lineal das restantes
ecuacidns, enton o sistema resultante é equivalente.

O método de Gauss consiste en utilizar estas propiedades para construir un sistema equivalente
6 que queremos resolver que tefia como matriz asociada unha matriz triangular superior, é dicir, que
os coeficientes a;; sexan nulos se ¢ > k. Este novo sistema serd moito mais facil de resolver.
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Consideremos un sistema de ecuacions lineais

a1121 +a1222+ . . . +a1nx, =b1
a2171 +a22T2+ . . . +a2n,Ty =bo

Ap1T1+ap2Tat . . .+ ApnTy, =bn,

Se a11 # 0, este sistema é equivalente 6 que resulta de dividir a primeira ecuacién entre a1,
resultando a matriz ampliada

/ ! /

1 aly ... ai, |V
ag1 a9 N a9on, b2
p1 Gp2 ... Gpn|bn

No caso en que a;; = 0, intercambiamos a primeira ecuacién pola que tefia o coeficiente de z;
non nulo, de forma que o sistema resultante ¢ equivalente.

Este novo sistema € equivalente 6 que resulta de substituir a fila 4, para ¢ > 2, pola diferenza
desa fila con a;; veces a primeira, resultando como matriz ampliada

/ / /
1 ayy ... aj, |V
!/ / /
0 aj ... ay,|b
! ! /
0 apny ... a,,|b,

Se repetimos esta operacién comezando pola segunda fila, e asi sucesivamente, obtemos un sis-
tema equivalente que ten como matriz ampliada

1 pi2 ... pwmla
0 1 oo P2n| C2
0 O 1 |ec,

€ este sistema ten como solucién

Ty = Cp,
Tn—1 = Cpn—1 — Pn—-1,nCn

Tp—2 = Cp—2 — pn—2,n—1(cn—l - pn—l,ncn) — Pn—2,nCn

Este método de resolucion de sistemas de ecuacions, denominado método de Gauss, tamén da
informacién sobre a compatibilidade do sistema. En efecto, se o sistema é incompatible, ¢ dicir, se
rango A < rango(Alb), aparecerdn na matriz filas do tipo

00...0]¢ cong; #0.
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Se o sistema € compatible indeterminado (infinitas soluciéns) a tltima fila non nula desta matriz
serd da forma

00...01pmmt1 --- Pmn | Cm

Observaremos que neste caso a ultima ecuacién é da forma
T + Pmm+1Tm+1 + -+ PmnZTn = Cm

E se a tltima fila resulta da forma 0 ... 0 1 | ¢,, entdn o sistema é compatible determinado (ten
unha dnica solucion).

z+y—32z=0
Exemplo 2.14 Resolveremos o sistema 2z —y — 3z=3  utilizando o método de Gauss. Para
dxr +y —92=3

iso, na matriz ampliada asociada a este sistema substituimos a segunda fila polo resultado de restarlle
a primeira multiplicada por dous e substituimos a terceira polo resultado de restarlle a primeira
multiplicada por catro:

11 =3[0\ morom (11 =30\ P00 /11 =30
9 1 -—3l3| B g 3 33| 3% 01 —1]/-1
4 1 —9|3 0 -3 313 00 0|0

No dltimo paso, substituimos a segunda fila polo resultado de multiplicala por —% e a terceira polo
resultado de restarlle a segunda.
No sistema equivalente obtido, a tltima fila non achega ningunha informacién, pois resulta a

., . ) . 1 1
ecuacion Oz+0y+0z = 0. Se consideramos a z como pardmetro, obtemos o sistema ( 0 12 3_2 1) s

que é compatible indeterminado e ten como soluciéns y = z — 1, x = 2z + 1, paracada z € R.

Exemplo 2.15 Empregaremos o método de Gauss para discutir e resolver simultaneamente, se-

mx +y+ z=1
gundo os valores de m € R, o sistema x4+ my+ z=1 . En forma matricial, o sistema é
z+y+mz=1
m 1 1 x 1 m 1 1|1
1 m 1 y| = | 1], ¢édicir, (Ap) = [ 1 m 1|1 ]. Intercambiamos a primeira
1 1 m z 1 1 1 m|l
e a ultima ecuacién e resolvemos:
1 1 m|l\ F-FB—aF (1 1 m 1
1 m 11" =™ 0 1-m m-1| o |55
m 1 1|1 0 m—1 m?2—-1m—1
1 1 m 1
0 1—-m m—1 0
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Como m? + m — 2 se anula param = —2oum = 1, se m € distinto de —2 ou de 1, o
sistema é compatible determinado e z = 2m —1 = m—1 = , enton
m2+m —2 (m—1)(m+2) m+2
Yy=—z=— L er=1—mz—y= M.Vexamosqueocorrecandom: —2oum = 1:
m+ 2 m+ 2
1 1 1)1
Sem=1,(Alb)= 1 1 1|1].As tresecuaciéns son iguais, z +y + z = 1, e 0 conxunto
1 1 1)1
de soluciéns é {(1 —y — 2,9, 2): y, z € R}, polo que o sistema é compatible indeterminado.
-2 1 111 1 1 =21
Se m = —2, entén (Alb) = 1 —2 1/|1],ouequivalentemente {0 3 —3|0 |, polo
1 1 =21 0 0 013

que o sistema € incompatible.

Exemplo 2.16 Sexan a,b € R. A contiuacién, discutiremos e resolveremos, nos casos en que sexa

ax + by + z=1
posible, o sistema x + aby + z=b . As matrices de coeficientes e ampliada son:
T+ by + az=1
a b 1 a b 1|1
A=|1 ab 1 (Alb)=[1 ab 1|0
1 b a 1 b all

Como det(A) = b(a® — 3a + 2), os tnicos valores de a e b que fan que ese determinante sexa
ceroson a = 1, a = —2 e b = 0. Daquela, prevemos os seguintes casos:

1. Sea#1, a# —2eb +# 0, entén rango(A) = rango(A|b) = 3. O sistema é, pois, compatible
determinado. Se o resolvemos usando a regra de Cramer, temos

1 b 1 a 1 1
b ab 1 1 b6 1

1 a _a2b—ab2+b2—ab 11 a _a2b—2a+2—b

"7 e 1 Bb—3ab+26 'Y Ja b 1] adb—3ab+2b

1 ab 1 1 ab 1
1 b a 1 b a

a b 1

1 ab b

e s 1 b 1 :a2b—ab2+b2—ab

a 1 a3b — 3ab + 2b

1 ab 1

1 b a

2. Se b = 0, a matriz de coeficientes é A = que, claramente, ten rango 1 se

—_ = Q

0
0
0

Q = =

a = 1erango 2 se a # 1. Vexamos qué ocorre co rango da ampliada:
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1 0 1)1
a) Sea =1, como b = 0, a matrizampliadaé (1 0 1|0
1 0 1)1
Entén rango(A|b) = 2 # rango(A) = 1, polo que o sistema é incompatible.
a 0 1]1
b) Se a # 1, como b = 0, a matriz ampliadaé |1 0 1{0 | que ten rango tres, pois
1 0 a|l
a 1 1
1 1 0] =2a—24#0.0 sistema é, entén, incompatible.
1 a 1
1 b 1 1 b 1)1
3.Seb#£0ea=1,A= 1 b 1 Je(Alp)= |1 b 1|b |.Entén, independentemente
1 b 1 1 b6 11

do valor de b, rango(A) = 1, pero o rango da matriz ampliada depende do valor de b:

a) Seb = 1,rango(A|b) = 1e, daquela, o sistema é compatible indeterminado. O conxunto
de solucions é {(z,y,1 —z —y): x,y € R}.

b) Seb # 1, rango(A|b) = 2. O sistema resulta, pois, incompatible.

-2 b 1 -2 b 11
4. Seb#0ea=-2A= 1 =2 1 e(Alb)=[ 1 —2b 1|b]. Temos,
1 b -2 1 b 2|1
logo, que det(A) = 0 e det ( _1 } > # 0, ent6én rango(A) = 2. Por outro lado, como
-2 1 1
det | 1 1 b | = —3(b+2), para determinar o rango da matriz ampliada distinguiremos
1 -2 1

0s seguintes casos:

a) Se b # —2, rango(A|b) = 3 e o sistema resulta ser incompatible.

b) Se b= —2, rango(A|b) = 2 e, polo tanto, o sistema é compatible indeterminado. Resol-
vemos este sistema empregando o método de Gauss:

1 -2 =2 1|1

21 — 0 -6 -3|3| —

1 0 6 313
-2 =2 1|1
0 -6 -3|3|] — 0
0 0 010

-2 -2 1
1 4 1

—2x —2y+ z=

O sistema de partida € equivalente a 2+ z=—1

}, que ten por conxunto de

soluciéns {(z, — 4%, z): 2 € R}.
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2.3.1. Método de Gauss para calcular a inversa dunha matriz

Sexa A € M, x, unha matriz non singular e denotemos por A~! = (x1|zs|...|x,), onde
0
L1y
T2j .
T; = ) é a columna j-ésima de A~ ee; = [ 1| é o vector j-ésimo da base canénica de
R™. Calcular A~! equivale a resolver o sistema A - (z1|z2|. .. |2,) = (Ax1]|Axs]|. .. |Az,) =1, €

dicir, o sistema AA~! = I. Equivalentemente, temos que resolver os n sistemas de ecuacions lineais
Az ; = ej, que tefien solucién tnica por seren sistemas de Cramer.

Utilizaremos o método de Gauss e resolver os n sistemas conxuntamente, transformando a matriz

a1 ai12 oo Qln 1 0 0

a1 a922 ... Q2p 0 1 0

an1 AaAp2 ... Q0apn 0o o0 ... 1
na matriz

1 0 0 11 12 R D)

0 1 0 T21 22 oo Top

0 0 ... 1lxpt Tne .- Ton

onde cada unha das n columnas ultimas seria a tinica solucién do sistema Azj = e;, € dicir, as n

T11 T12 e Tin
. 1 ; L. ; 1 21 I22 e Ton

columnas da matriz A~*. Asi, a matriz inversade Aé A~* =
Inl ITn2 e Tnn

Exemplo 2.17 Para calcular a inversa de A = realizamos as seguintes operacions:

— O
O~
)
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110100 1 1 01 00
01 10 1 0™ (o 1 1o 1 of B
10 10 0 1 0 -1 1/-1 0 1
1101 00 1101 0 0
F3—F: L
01 10 10|22 o1 10 1 of 2By
00 2 -1 11 00 1-3 5 3
1101 0 0 1003 —3 3
00 1/_1 1 1 00 11 1 1
2 2 2 2 2 2

111
2 2 2

eas, A7t=| 1 L -1
111
2 2 2

Exercicios

1. Calcula, se € posible, a inversa das seguintes matrices empregando o método de Gauss:

00 1 1 111 1
L 0010 10 0
(b2 L1 oty o9 o] @001 0
0 01 1100 00 0 1

2. Discute e resolve, nos casos en que sexa posible, os seguintes sistemas para todos os posibles
valores dos pardmetros.

ar + y=1 ar + z=1

a) —z+ay+ z=1 b) z + ay=0
—z+y+az=1 Y+ az=2

z+ay+ z=—-1 z+y+2=0

c) 2z +y+az= 0 d) T —ay + 22=0
T+ 2y 4+ 2=—1 r+y—az=1

2¢ +y —4z a
=b

6xr 43y +8z Hat =1

= m

N _ 1 20 +y 43z +t
e) y - f)y 4x +2y +5z

g) 2r + 2y =0 }
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3. Resolve os sistemas:

4 2
-4 2

0 —4

0 0
1 1
-1 0
-1 -1
-1 -1

Exercicios resoltos

2 2 2
0 0 O
2 0 O
0 -4 2
1 1 1
1 1 1
0 1 1
-1 -1 0

z1
1)
z3

Tn
aq

Q2
ag

o7

OO =

S e

1. O propano, C3 Hg, interacciona co osixeno, Os, para formar diéxido de carbono, C'O,, e auga,
H>0. Axusta a ecuaciéon de reaccién combustién do propano:

Solucion.

Logoa:%d,b:%d,c:%d,enténd:ll,a:1,b:5ec:3.

CLCgHg + b0y — cCO2 + dH0

3a —c =0
8a —2d=0
2b0—2c—d =0

2. A seguinte proposta ¢ un dos problemas que habia que resolver no concurso de entradas na
escola mandarina superior Tdi-hsueh de Xidn, (época Han, ano 123 a. C.). As persoas candi-
datas debian calcular o custo dunha cesta de cdfiamo, dunha de trigo, dunha de feixé6ns, dunha
de fabas e dunha de millo sabendo que 9 cestas de cafiamo, 7 de trigo, 3 de feixdns, 2 de fabas
e 5 de millo custan 140 moedas; 7 cestas de cdfiamo, 6 de trigo, 4 de feixdns, 5 de fabas e 3
de millo custan 128 moedas; 3 cestas de cafiamo, 5 de trigo, 7 de feixdns, 6 de fabas e 4 de
millo custan 116 moedas; 2 cestas de cafiamo, 5 de trigo, 3 de feixdns, 9 de fabas e 4 de millo
custan 112 moedas; 1 cesta de cafiamo, 3 de trigo, 2 de feixdns, 8 de fabas e 5 de millo custan

95 moedas.
Solucion.
9Ca +7Tr
7Ca +6Tr
3Ca +5Tr
2Ca +5Tr
1Ca +3Tr

Asi,Ca=7, Tr=4, Xu=3,

+3Xu
+4Xu
+7Xu
+3Xu
+2Xu

+2Fa
+5Fa
+6Fa
+9Fa
+8Fa

+5Mi =140
+3Mi =128
+4Mi =116
+4Mi =112
+5Mi = 95

Fa=5 Mi=6
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3. Estuda se os seguintes sistemas son ou non compatibles. En caso de selo, d4 o conxunto de

solucidns.
3r—4y+2=2 3z — 4y + z=3
a) 2z —5y=0 b) 2z — by=1
T+y+z=2 z—y+2=0
r+y—z2—-2t= 1 vy — a1
o 20Ty H3e—19t4bu=—8 | 2xy—2:o
@+ 3y +z — 8t + 2u=—3 I
r—2y—4z+Tt—-3u= 7 vy B
©+ 3y + 2 — t=6 ok
e) 2 + Ty + 3z — 4t=15 f) yT =
Fy 422+ t=1 y+a= 3
rTy 20 +4z= 2
3z 44,5y - 7,52=10,5 0,422 — 0,56y= 1,26
g) 4,8z — 3,6y — 2,42=1,2 h) 0.982 — 1. dy——0 98
4z — 0,5y + 22=1,5 ’ =0
Solucion. a) Aplicando o método de Gauss,
3 -4 1 2 1 1 1 2\ R-2rn-r (1 1 1 2
2 -5 0 o) ™ (2 -5 0 o] (0 7 —2 —4
1 1 1 2 3 —4 1 2 0o -7 -2 —4
1 1 1 2
Bl -7 —2 —4
0 O 0 0

de onde deducimos que rango(A) = rango(A|b) = 2 e, polo tanto, o sistema é compatible

indeterminado. O conxunto de soluciéns é {(

b) Aplicando de novo o método de Gauss,

10—5z 4-—2z
7

=£,2): z € R}

3 —4 1 3 1 -1 1 0\ morom /1 -1 1 0
9 5 0 1|9 5 0 1|3 (g 3 2 1
1 -1 1 0 3 -4 1 3 0 1 2 -3

. 1 -1 1 0

st fs g 3 9

0 0 4 -8

polo que rango(A) = rango(A|b) = 3 e, daquela, o sistema é compatible determinado. A

solucién é (—3, -2, 2).

¢) Aplicando unha vez mais o método de Gauss,
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L1 -1 =2 0 1\E2hon /1 1 -1 =2 0 |1

2 7 3 -19 5 8| K-por |05 5 15 5 —10

1 3 1 -8 2 -3 0 2 2 -6 2 -4

1 -2 -4 7 -3 7T 0 -3 =3 9 -3 6

F

RIOE (11 -1 =20 P £ T e e B

FfsoFo (001 1 =3 1 =2 EyEoR (001 1 =3 1 -2
01 1 -3 1 -2 00 0 0 0 0
0 -1 -1 3 -1 2 00 0 0 0 0

Posto que rango(A) = rango(A|b) = 2, o sistema é compatible indeterminado. O conxunto
de soluciéns é {(34+ 2z —t 4+ u,—2 — 2+ 3t — u, z,t,u): z,t,u € R}.

d) Seguindo o método de Gauss, temos que

F2—2F1—>F2
1 -1 —1 1\ Bormor /1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
2 —2 0 of EPR g o 2 2| BESSB g o 2 9
1 -1 1 0 00 2 -1 o0 0 1

Polo tanto, rango(A) = 2 e rango(A|b) = 3. O sistema é incompatible.

e) Aplicando o método de Gauss,

131 -1 6 112 1 1\ A-mor /1 1 2 1
2 7 3 —4 15|21 31 1 6|FEYE (0 2 1 2
112 1 1 2 7 3 -4 15 0 5 -1 —6
11 2 1 1 1 1 2 1 1

Pl [ 9 1 o 5| PE3B g 2 1 2 _5

0 3 0 -4 38 o 1 0 -3 &

Vemos que rango(A) = rango(A|b) = 3, polo que o sistema resulta compatible indetermina-
do. O conxunto de soluciéns é {(—% — 3¢, 8 + 4¢, 4 + 3t,1): t € R}.

f) De novo, segundo o método de Gauss,

1 02 1 1 0 2 pmm (L0021
-1 11 =2|memn |0 11 2h—FimFy |01 13
0 11 3 111 -2 01 3 -1
2 0 4 2 2 0 4 2 000 0

102 1

F3—F2—>F30113

7 loo 2 —4

000 0

1
)
13
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Como rango(A) = rango(A|b) = 3, o sistema é compatible determinado. As tres coordena-
das da soluciébn sonz =5,y =5e z = —2.

10
) Multiplicamos a primeira ecuacién por 1, a segunda por 12 e a terceira por 10°¢ queda o

20+ 3y —bz=7

sistema 4z — 3y —2z=1 3. Como rango(A) = rango(A|b) = 3, o sistema é compatible
8r —y+4z=3
determinado. As tres coordenadas da solucién son z = % y=1lez= —%.
3z —4y=9
ﬂ <
h) Multiplicamos as ddas ecuaciéns por e queda o sistema o — 10y= —2 } que é
compatible determinado, porque rango(A) = rango(A|b) = 2, e ten solucién (49, &).
. Calcula, se € posible, a inversa das seguintes matrices empregando o método de Gauss:
1 3 3 1 2 — 1 0 2 (1) (2) 1 (2)
ayll 4 3 b) [0 1 2 ofl2 1 0 d)
1 3 4 11 0 1 1 0 133
0 0 01
13 3 100 BBk, 133 1 00
Solucion.ay [ 1 4 3 0 1 0 | =510 10 -1 1 0
1 3 40 01 0 01 -1 01
100 7 -3 -3
001 -1 0 1
12 -110 0 12 -1 1 00 BoFs
bl o1 2 010 |BEREL 9 1 2 0 1 0 |
11 2 001 00 5 -1 11
12—1100F2F+FF1000—11
2 3 2 1—aliarliz—=1n 2 3 2
010 fogpnTEet(ono §oy o
5 5 5 5 B 5
1 0 21 00 1 02 1 00
ofl2 1001020110 0 1 |B20pHE
01 10 01 21 0010
1 0 2 1 0 0 g 102 1 0 O BBy
01 1 0 0 1 |01 10 0 1 |"2h
00 -5 —2 1 -1 o012 L 1§
1 2 2
RN B
010 —% = 7
2 1
001 § -5 3
121 01000 121 01000
d)00120100F2_<—>1!>?301330010Fs—@;—u'«“3
013 3 0010 001 20100
0001 0O0O01 00010001
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1 21 0100 O 1 21 01 0 0 O
01 3 3001 0 F2=3F3—3F16Fs 01000 -3 1 3
001 0010 =2 001 00 1 0 -2
0001 0O0O0 1 00010 0 0 1
1 0001 5 -2 —4
F172F2;£‘3<—)F1 01 0 0 0 -3 1 3
001 00 1 0 -2
0001 0 O 0 1

5. Discute e resolve, nos casos en que sexa posible, os seguintes sistemas para todos os posibles

valores de a € b.

3 —y+2z2=1
a) T+ 4y + z=b b)
2z — by + az=-2

ax + y=b
c) 2y + z=a d)
axr — z=2b

r—y+3z= 1
2ay — 2z + 6t= 2
z—3t= -1

3z —at=a+1

€)

axr +y=1
T+ az=0
ay + z=b

T+ ay + az=3
T+ 2=2
ar — (a+ 1)y — z=b

x—y=a
2ax + z=b
axr + ay + z=3

Solucion. a) det(A) = 13a — 13. Se a # 1, verificase que rango(A) = rango(Alb) = 3 =
nidmero de incégnitas, polo que o sistema ten solucién Unica. As tres coordenadas da solucién

son'x—4a_13+ba_10b _3ba—a—4b  —39+13b
T T Ba—13 YT T13a—13 13a—13
Se a = 1, rango(A) = 2 porque det(4) = 0e :i _41’ # 0. Ademais orlando este menor
3 -1 1
dentro da matriz ampliadatemos |1 4 b | = —39+13b. Asi, se b # 3, rango(Alb) = 3,
2 =5 -2

polo que o sistema é incompatible. Se b = 3 entén rango(A|b) = 2, polo que o sistema e

compatible indeterminado. Neste caso o sistema a resolver é:

r 4z =3—-4y
20 4z =-24+05dy

},de

ondesetenquex = -5+ 9y, 2 =3 + y, y € R.

b) det(A) = —a® — 1. Se a # —1, rango(A) = rango(A[b) = 3 = nimero de incégnitas,
2 _ab

polo que o sistema ten solucidn unica. As coordenadas da solucién son x = a4 3 +a1 , Y =
a

a’b+1 _b—a

a®+1 R

Se a = —1, rango(A) = 2 porque det(A) =0e

-1 1
1 0

‘ # 0. Ademais orlando este menor
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-1 1 1

dentro da matriz ampliada temos | 1 0 0Ol =-b—1.Asi,seb # —1, e o sistema é
0 -1 b

incompatible. Se b = —1, rango(A|b) = 2, polo que o sistema é compatible indeterminado e

asolucién é {(z,14 z,2) : z € R}.

c) det(A) = —a. Se a # 0, rango(A) = rango(A|b) = 3 = nimero de incégnitas, polo que

2 2
. e a®+ab —2ab—a
o sistema ten solucién tnica: (—1, , ) € R3.
a a

Se a = 0, rango(A) = 2 porque det(4) = 0 e

; (1)‘ # 0. Ademais orlando este menor

1 0 b
dentro da matriz ampliadatemos |2 1 0| = 0, polo que o sistema e compatible indeter-
0 -1 2b

minado para todo b € R e a solucién é {(x,b, —2b) : x € R}.

d) det(A) = a+1.Se a # —1, rango(A) = rango((A|b) = 3 = ndmero de incdgnitas, polo
que o sistema ten solucién unica, con coordenadas:
_3+3a—2a2+ab _1—b+ba—|—3a—2a2

—1—a — ba + 2a>
, ez =
1+a

1+a o 1+a

Se a = —1, rango(A) = 2 porque det(4) =0e 1

_01‘ # 0. Ademais orlando este menor

1 -1 3
dentro da matriz ampliada temos | 1 0 2| =0b+ 2. Asi,se b # —2, e o sistema é
-1 0 b
incompatible. Se b = —2, rango(A|b) = 2, polo que o sistema é compatible indeterminado e
asolucién é {(2,—1,z2) : z € R}.

e) Temos que det(A) = 2a(—a + 9). Se a # 0,a # 9, entén rango(A) = rango(A|b) =4 =
—13a

nimero de incognitas, polo que o sistema ten solucién tnica, con coordenadas r = T
—a

da + 3 et +4
—a+9  —a+9
Se a = 0, rango(A) = 3 e rango(A|b) = 3, polo que o sistema é compatible indeterminado.

y:O’Z:

Se a = 9, rango(A) = rango(A|b) = 3, polo que o sistema é compatible indeterminado.

-1 0 a
f) rango(A) = 2 para todo a € R. Ademais, | 0 1 bl =b—a?— 3. Asi,seb=a’+3,
a 1 3

rango(A|b) = 2, polo que o sistema e compatible indeterminado e o conxunto de solucidns é

{(a2+3—z —a?43—2

f8-2 —at3-2 2):z € R}. Seb#a?+3, rango(Alb) = 3 e o sistema e incompatible.
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6. Unha mestura empregada en transformadores eléctricos contén niquel (N1), ferro (F'e) e mo-
libdeno (M o). A porcentaxe de Ni € do 1 % menos ca cinco veces a de Fe. A porcentaxe de
Fe é do 1 % mdis ca tres veces a de Mo. Calcula a porcentaxe e cada un deles na mestura.

Solucion.
Ni+Fe+ Mo =100

Ni—4,95Fe =0
Fe— 3,03Mo =0

Logo 5,26 % de Mo; 12,92% de Fe e 78,82 % de Ni.

7. Para obter 125 ml dunha solucién ao 15 % de 4cido nitrico, mestdranse tres soluciéns ao 8 %,
11 % e 18 %, respectivamente. Se o volume de 4cido da solucién ao 8 % € igual 4 metade do
volume de dcido das outras ddas xuntas, que cantidade precisamos de cada unha delas?

Solucion.
Vs+Vii+ Vig =125

2Vs—Vi1 — Vig =0
0,08Vg + 0,111 40,18V =15

Entén 41,7 ml da solucién ao 8 %; 47,6 ml da solucién ao 11 % e 35,7 ml da solucién ao
18 %.

8. En volume, unha mestura ten 60 % de cobre, 30 % de zinc e 10 % de niquel. Outra segunda
mestura ten porcentaxes do 50, 30 e 20, respectivamente. Unha terceira ten 30 % de cobre
e 70 % de niquel. Que cantidade precisamos de cada unha delas para obter 100 em? dunha
mestura con porcentaxe 40, 15 e 45 de cobre, zinc e niquel, respectivamente?

Solucion.

mestura | Cu | Zn | Ni

1160|3010« Cu: 6z+dby+3z =4
2| 50| 30| 20

3030 070> Zn: 2o42y =l
necesito | 40 | 15 | 45 Ni: 2z+4y + 142=9

<

Asiz =0; y=3 e z =1, édicir, 50cm® de cada unha das ddas Gltimas mesturas.

9. As redes formadas por nds conectados por fios utilizanse en distintos modelos da ciencia e da
enxefarfa. Nestes modelos suponse que o fluxo total que entra nun né € igual 6 fluxo total que
sae del. Por exemplo, no n6 illado da Figura 2.2 entran 15 unidades de fluxo, polo que deben
sair tamén 15 unidades e, polo tanto, ten que verificarse a ecuacién x; + xo = 15. Calcula os
distintos fluxos da rede da dereita da Figura 2.2.
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T

T2

Figura 2.2: Rede cun tnico né e rede con varios nés

Solucion. T1+2o = 20
— x3+x4 = 20

To+ T3 = 20

T — x5 =—10

—x4t+x5 = —10

Tense que rango(A) = rango(A|b) = 4, polo que o sistema é compatible indeterminado.
Pode comprobarse que a terceira ou cuarta ecuacién son combinacion lineal das restantes. Se
eliminamos a ecuacién cuarta e pasamos x5 da tltima ecuacién 6 segundo membro e resolve-
mos temos: 1 = —30 — x5, x5 = 50 + x5, x3 = —30 — x5, x4 = —10 — z5.

10. Calcula as intensidades de corrente 1, I3 e I3 na rede eléctrica da Figura 2.3 utilizando, en
cada n6, os fluxos de corrente e a segunda lei de Kirchoff (> Ry I = V') en cada circuito.

30 v

R L
2Q) I

Ry v
40 Vol

R3

Figura 2.3: Rede eléctrica de dous circuitos

Solucion. A primeira lei de Kirchoff nos dous nés verifican a mesma ecuacion.
Li—ILL+ 1I3=0

3I1+215 =7
2154415 =8
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ASf11:1,12:2e,[3:1.

11. Calcula as intensidades de corrente 1, Io, I3, 14, I5 € Ig na rede eléctrica da Figura 2.4.

10V

Figura 2.4: Rede eléctrica de tres circuitos

Solucion. Li—I,+ I3 = 0
—I1+1 — Iy = 0

Is — Iz3+lg = 0

Ii— Is+1Ig = 0

20 +41, =10

4l5+15+214+ 215 =17

215+41s =14

Tense que rango(A) = rango((A|b) = 6, polo que o sistema é compatible determinado
e, ademais, unha ecuacién é combinacion lineal das restantes. Como Fy = F3 — Fp —
F1, podemos eliminar, por exemplo a cuarta ecuacién. Asi, a tnica solucién do sistema é,
(I, 15, I3, 14, I, Ig) = (1,2,1,1,3,29).

12. Dados n + 1 puntos no plano, {(zx,yx): kK = 1,...,n + 1}, onde tédolos xj, son distintos,
existe un tinico polinomio de grao n, P(z) = ag+ a1z +azz?+- - - +a,z", que pasa por eses
puntos (é dicir, P(xx) = yy). Para calcular os coeficientes a,, a1, . .., a, temos que resolver
o sistema de n 4 1 ecuacuacions con n + 1 incdgnitas,

P(zy) = ag + a17 + asxp + -+ anxp =y, k=1,2,...,n.

a) Obtén o polinomio de grao dous que pasa polos puntos (1,4), (2,0) e (3, 12).
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b) Obtén o polinomio de grao catro que pasa por (—2,3),(—1,5),(0,1),(1,4) e (2,1).
Solucion.
a) Se o polinomio buscado é P(x) = ag + a1z + asx2, entén temos o sistema de ecuacidns:
apta1+ ag =4
ap+2a1+4as =0
a0+3a2+9a2 =12
Entén ag = 24; a; = —28 e ap = 8. O polinomio é P(z) = 24 — 28z + 8x2.
b) Se o polinomio buscado é P(z) = ag + a1x + azx? + azx® + a4z, o sistema é:
ap—2a1+4as—8asz+16as =3
apg—ai1+ ag—asz+ Q4 =5
ap =1
ap+a1+ az+asz+ ag =4
ap+2a1+4as+8asz+16ay =1
Logoagp = 1; a; = —%, az = 25, a3 = 0, ag = —13. O polinomio é P(z) =
1-— %ax—i— %mQ - %x‘l.
13. A seguinte tdboa contén as distancias medias 6 sol, en unidades astrondémicas, dalgtins planetas

do sistema solar e o periodo respectivo medido en anos.

Planeta Mercurio Venus Terra Marte Japiter Saturno
Distancia media | 0,378 0,723 1,0 1,523 5,203 9,541
Periodo 0,241 0,615 1,0 1,881 11,861 29,457

a) Obtén o polinomio que relaciona estas variables para os tres primeiros planetas.

b) Utilizando o polinomio do apartado anterior, dd unha estimacion do periodo de Marte a
partir da distancia media e avalia a precision do resultado.

Solucién. Se o polinomio buscado é P(z) = A + Bz + Cx?, temos

A+0,378B+0, 378%C =0, 241

A+0,723B+0,7232C =0, 615

A+B+ C=1
Asi A = —0,0344, B = 0,5427, C = 0,4917. O polinomio é P(z) = —0,0344 + 0,5427x +
0,491722.

P(Marte) = 1,9326, ERRORabs=0.0516; ERROR rel=0.0267; 2 %. En dias, 0,0516 - 365 =
18,8340 dias.
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2.4. Autoavaliacion

As seguintes cuestions tefien s unha resposta correcta.

1.

Sexa Ax = b un sistema de ecuacidns lineais. Se o sistema homoxéneo Ax = 6 é compatible
determinado e existe z, € R"™ tal que Az, = b, entén

a) x, é a tnica soluciéon de Ax = 0 b) Az = b é compatible indeterminado.
¢) Ax = b é incompatible. d) Az = b é compatible determinado.

Consideremos un sistema de ecuacions lineais AX = b, con A € M, «n, b € R™, 0 o vector
nulo e sexa (A|b) a matriz ampliada. Se sabemos que det(A) # 0, entén verificase que

a) rango(A) = rango(A[b) =n — 1.

b) o sistema AX = b é compatible indeterminado.

c¢) osistema AX = b é compatible determinado.

d) 2 = 6 non € solucién do sistema Ax = 6.

r+y+z =3

. Osistema 2x—y—2z2 =0 é

de+y+z =2

a) un sistema de Cramer. b) compatible indeterminado.
¢) compatible determinado.  d) incompatible.

1 1 1 x 0 3
SexamA=1|1 -1 0|,X=1|y|,0=1]10]eb=|0].Unhadas seguintes afirma-
2 0 1 z 0 3
cions é FALSA.
a) O sistema AX = b é compatible indeterminado. b) O sistema AX = 6 é compatible.
1 -1 0
c) rango(A[b) = 2 A t=11 1 1
-1 0 -1
0O 0 1 T 2 0 a
SeA=[1 -1 1|, X=|y]|.2=(2],6= (0], B=|a]|, unha das seguintes
1 1 1 z 2 0 a
afirmacions € FALSA.

a) O sistema AX = 2 é compatible indeterminado.
b) O sistema AX =6 é compatible determinado.
¢) O sistema AX=DB é compatible determinado.
d) 2=0,y=0,z=aésolucion de AX = B.

O sistema

20+ 3y =13
—x+y =1
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a) ten ddas soluciéns, z = 2ey = 3.
b) ten infinitas solucidns, entre elas x = 2, y = 3.
¢) ten solucidn dnica.

d) ¢é incompatible.

. 3z =3 .
7. Sobre as ecuacions yt+z=0 }, pbédese afirmar que

a) non forman un sistema.
b) forman un sistema compatible indeterminado.
¢) forman un sistema compatible determinado.

d) forman un sistema incompatible.

2.5. Sistemas de ecuacions lineais con MATLAB

Empregando algunhas das sentenzas introducidas no capitulo anterior podemos facer un estudo
dos sistemas de ecuaciéns lineais e, nalgins casos, obter explicitamente a solucién.

1 4 2 1
SeA= |3 —1 2| éamatriz de coeficientes dun sistema lineal e b = | 3 | € o vector de
0 -1 2 2

termos independentes, entén as seguintes sentenzas introducen esas matrices e a ampliada (A|b):
>>A=[1 4 2; 3 -1 -2; 0 -1 2], b=[1;3;2], AMPL=[A,Db]

Para estudar o sistema, calculamos o rango de A e o de (A[b):

>>RA=rank (A), RAb=rank (AMPL)

Como os rangos coinciden e valen 3, aplicando o teorema de Rouche-Frobenius sabemos que o
sistema € compatible determinado e obtemos a solucién cunha calquera das seguintes sentenzas:

>>S=inv (A) *b

ar +y=1
Se queremos estudar, en funcién dos pardmetros a,b € R, o sistema x -+ az=0 », intro-
ay+z=1>5

ducimos a matriz de coeficientes A e a dos termos independentes e, a continuacion, calculamos o
determinante de A:

>>syms a b
>>A=[ a, 1, 0; 1, 0, a; 0, a, 1]; B=[1;0;b]l;
>>DETA=det (A)

O determinante de A vale —a® — 1. Calculamos as raices da ecuacién —a® — 1 = 0 coa sentenza
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>>raices=solve (DETA)

Neste caso, a = —1 € a tinica real. Polo tanto, se a # —1, o sistema é compatible e determinado e a
solucidn é:

>>S=inv (A) * B
Para o caso a = —1, substituimos en A este valor e calculamos o rango de A que resulta ser 2:
>>Aa=subs (A,a,-1), rango=rank (Aa)

Escollemos, por exemplo, as filas 1 e 2 e as columnas 2 e 3. Comprobamos que son independentes
e calculamos o determinante da matriz formada por esas ddas columas de A e a columa dos termos
independentes.

>> A2=RAa(l1l:2,2:3), det (A2)
>> det ([RAa(:,2:3) B])

Polo que si b # —1, o rango da matriz ampliada € 3, e o sistema serd incompatible. Si b = —1,
o rango da matriz ampliada é 2 e o sistema € compatible indeterminado. Eliminamos a terceira
ecuacidn e pasamos a variable x 6 termo independente e xa temos un sistema de Cramer.

>> syms x, B2=B(l:2,1)-[-x;x],
>> S2=1inv (A2) xB2

Asf, as soluciéns paraocasoa = —1eb= —1son, (z,z+ 1,z), x € R.
20+ 3y +2=14
Para utilizar a sentenza solve para resolver o sistema de Cramer x4y —2z=1 », facemos
r+4y+2z=1
o0 seguinte:

>> syms X Yy Z
>> S=solve (2xx+3*y+z—-4, x+y-2xz-1, x+4xy+z-1,%x,vy,2z)

Vemos que MATLAB nos devolve a expresion

struct with fields:
x: [1x]1 sym]
y: [1x1l sym]
z: [1x1 sym]

o que significa que hay un valor de x, un de y e un valor de 2z que resolve as tres ecuacidons simulta-
neamente. Para ver eses valores introducimos na fiestra de comandos

>> [S.x , S.y, S.z]
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Logo (2, —1, 1) é a tnica solucién deste sistema.
r+y+z =6
Paraosistema: 2z —y+2z =4 , comprobamos que os rangos da matriz de coeficientes e
3z +2z =10

da ampliada son iguais a 2, polo que sabemos que o sistema € compatible indeterminado. Escollemos,
por exemplo, as filas 1 e 2 e as columnas 2 e 3. E comprobamos que son independentes.

>> A=[1 1 1;2 -1 1;3 0 2], b=[6;4;10], Am=[A,b], rank(A), rank (Am)
>> B=A(1:2,2:3), det (B)

Para utilizar a sentenza solve, temos que dicirlle as variables nas que nos resolva o sistema.
Se queremos resolvelo nas variables y e z, eliminando a tltima ecuacién (polo que vimos antes),
escribimos as sentenzas

>> S=solve (x+y+z-6, 2xx-y+z-4, vy,z), [S.y S.z]

3z

e devolve a solucion: y = % +1Lz=5-5

2.6. Solucions dos exercicios propostos

. TEX
Layl-1 1 o0 1.b)

0 0 1 0 1 0 0

1 -1 0 O

1 -1 -1 -1

0 1 0 0
L9l 0 1 0

0 O 0 1
3.z, = i, Tyl = %, T = % a;=(=1)*"i=1,....n

Solucions autoavaliacion. 1d, 2c, 3d, 4d, 5a, 6¢, 7b



Capitulo 3

Derivabilidade de funcions

3.1. Funcions dunha variable
En adiante consideraremos unha funcién f: (a,b) C R — R e 2y € (a,b). Recordamos a
definicién de continuidade, ainda que entendemos estudados os conceptos de limite e continuidade,

como parte da formacién que o alumnado debe ter recibido en cursos previos.

Definicion 3.1 Diremos que f é continua no punto x, se lim f(x) = f(x,), € dicir, se, para cada
T,

e >0, existe § > 0 tal que se x € (a,b), T # x,, | — x,| < I, se verifica que |f(x) — f(z,)| < e.

Sabemos que para cada x # x¢, 0 cociente —— é a pendente da recta que pasa polos
puntos (z, f(z)) e (xo, f(xo)). Na grifica podemos observar como varia esa pendente cando x se
aproxima a xg.

f(@)=f(=o)
—z0

I
I
I
I
I
|
|
yl’o x

Figura 3.1: A derivada dunha funcién nun punto
. , xTr) — X
Se existe lim M

T—To Tr — X
recibe o nome de recta tanxente 4 grafica de f en (zo, f(xo)).

, a recta r que pasa por (zg, f(zo)) e ten por pendente este limite,

e oz . .. . . . Lo , x)— J T
Definicion 3.2 Diremos que a funcion f é derivable en x se existe o limite lim M.
T—T0 r — X
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En caso de existir, este limite chdmase derivada de f en x( e dendtase por f'(xg) ou jf (x0)-
Diremos que f € derivable en (a,b) se f é derivable en cada punto do intervalo (a,b).

Observacién 3.3 Se f é derivable en xq, f'(xqg) €, pois, a pendente da recta tanxente d grdfica de
fen (xq, f(xz0)). A ecuacion desta recta é logo y = f'(xq)(x — zo) + f(0).

Exemplo 3.4 1. A funcién f: R — R definida por f(z) = 22 é derivable en R. Vexamos que
' (zo) = 2z, para todo zy € R:
f(x) = f(z0) _ a? —af _ (z — o) (z + o)

lim lim lim = lim =+ 29 = 2x¢
T—Tg Tr — X r—To T — X T—T T — Xo T—T0

2. A ecuaci6n da recta tanxente 4 gréfica da funcién f(x) = 22 no punto (3,9) éy = f'(3)(z —
3)+ £(3) = 6(x —3) + 9, isto éy = 6z — 9.

3. A funcién f(z) = |z| non é derivable en o = 0 pois lim @) = flzo) non existe.
T—x0 r — X

Proposicion 3.5 Se f ¢ derivable en xq, enton f é continua en xy.

Observacion 3.6 Unha funcion pode ser continua nun punto e non ser derivable nel, por exemplo
f(z) =| x| é continua en R e non é derivable en 0.

Facendo célculos similares 6s do exemplo 3.4.1 podemos obter as derivadas das funcions ele-
mentais seguintes:

Proposicion 3.7 Suposto que a € R é un valor determinado.

Se f(z) = a, enton f' (x) =0 Se f (x) =z, enton ' (x) =

Se f (x) = ax, entén f' (x) = a Se f (z) = %, enton f' (x) = f%

Se f(z)=1x ,ento’nf’( ) =az®"! Se f (x) = \/z, enton f' (z) = 1

Se f(x) = e,ento’nf’( )=¢” Se f () = Inxz, enton f' (x ):%

Se f () = a®,(a > 0), entén f' (x) =a”lna Se f (z) = cosz, enton f' (x )z—senx
Se f (x) = senz, enton f' (x) = cosx Se f (x) = arccosz, enton f' (x) = \/;7
Se f (z) = arcsenz, enton f' (x) = ﬁ Se f (z) = arctanx, entén f' (z) = 1+1T2
Se f (z) = tanz, enton f' () = —— =1+ tan’x

Proposicion 3.8 Se f,g: (a,b) C R — R son derivables en xg € (a,b), tamén son derivables as
funcions f + g, Af (con A € R), fge § (se g(xg) # 0). Ademais:

a) (f +9)'(xo) = f'(x0) + g'(x0) b) (Af) (o) = Af' (o)

) (79 (20) = F(awlg(e) + Fan)g'(an) ) (L) (an) = 12021000~ LLn)a )

Exemplo 3.9 1. Se f(z) = 62* — 32 + 2, ent6én f'(z) = 242> — 3, para todo = € R.

4 3_ ¢ 3_ 4V 4 6 3
2. Se f(x) = ST, entén f'(x) = AR 0T Ga7ge g2

3. Se f(z) = 2% senx, entén f'(x) = 2z senx + 22 cos x

4. Se f(z) =4a2%e® + 2, entén f/(z) = 122%e” + 423e® — % = (1222 + 42°%)e” — %
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Exercicios
1. Calcula a ecuacién da recta que pasa por (0,0) e (6,2). E a da que pasa por (1,1) e (4, 8).
2. Calcula a ecuacién da recta que pasa por (1, —2) e ten pendente m = 5.
3. Calcula a pendente da recta tanxente 4 grificade f(z) = In(z) en z = 4.
4. En que punto a recta tanxente a f(z) = In(z) é paralela 4 recta y = 3z — 8?
5. En que punto a recta tanxente a f(x) = 2% — 22 é paralela 4 recta y = 2x + 47

6. Calcula as ecuacions das rectas tanxentes s graficas das seguintes funciéns no punto indicado:
a) f(x) = sen(x) no punto (5, —1) b) f(x) = In(x) no punto (1,0)

¢) f(x) = 62* — 3z 4+ 2 no punto (0,2) d) f(z) = 6a” — 32 +2

— 7 hopunto (1,32)

3.1.1. Regra da cadea

Proposiciéon 3.10 (Regra da cadea) Sexan f: (a,b) CR = R, g: (¢,d) CR = Rexy € (a,b)
de maneira que f(a,b) C (c,d).
Se f é derivable en xq e g é derivable en f(xg), entdn g o f é derivable en x( e, ademais,

(g0 f) (w0) = g'(f(20))f (w0)
Exemplo 3.11 1. Sexa f(z) = (22 — 3z)*. Se tomamos h( ) =2t
servamos que (h o g)(x) = h(g(x)) = h(2? — 3z) = (2® — 32)*
h'(x) = 423 e ¢’ (x) = 2z — 3, entén

f'(x) = h'(g(2))g'(x) = 4(g(2))* (2x - 3) = 4(2® — 32)*(2z - 3)

) = 2% — 3z, ob-

eg(x
= f(z). Daquela, como

2. Se h(z) = (iﬁ;;)i aplicando a regra da cadea obtemos

h’( ) = 5(3x 1)4 3(a°+2)—(3z—1)3¢> _ 5(3z—1)"(=62°+32%+6)

512 (@342)2 (@3+2)°
3. Dada g(x) = cosz?, entén ¢’ (x) = —2x sen 2>
4. Para f(x) = cos?z, f'(r) = 2cosz(—senx) = —2cos x sen .
=1 2

5. Seg(z) = {/(Bx—1)%entén ¢’ (z) = 2(3x — 1) ® 3= ——x.

g(x) = /B —1) g(x)=3(Bz-1) 1

—2z x?

6. Se h(z) = 23v1 — 22, B (x 1—a2423 =322V -2 - —— =

() = 2V () = 302V = -

3x2 — 4z
Vi—22 '
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Quédanos por revisar como se derivan funcidns nas que aparece unha potencia de xeito que nin a
base nin o expofiente son constantes, senén que son expresions alxébricas. Nestes casos utilizaremos
propiedades dos logaritmos que nos simplificaran os célculos.

Exemplo 3.12 Para derivar a funcién f(z) = (3z° + 4z)*"(®), aplicamos primerio logaritmos
neperianos. Asf temos que In(f(z)) = In(32° 4 42)**"(®) = sen(z) In(3z® + 4z). E agora cando
derivamos, de xeito que obtemos:

f'(x) 5 1524 + 4
= cos(z)1 47) + = sen(a).
cos(z) In(3x° + 4zx) + 305 1 dn sen(x)

Logo, f'(x) = f(z)(cos(z) In(3z° + 4z) + §5f+fé sen(z)) e

15z* + 4

f(z) = (32° + 4x)**@) (cos(z) In(32° + 4x) + T In sen(z)).
Exercicios
7. Calcula a derivada das seguintes funciéns:
D) =e- 2) f@) =@+ VITa?) 3 f(z) = @2+ 1)
4) f(z) = cos(2?®) sen?(x) 5) f(x) = arctan <:E_\/51> 6) f(z) = In(tan(z))
7) f(z) = cos(tan?(z)) 8) f(z) = tan®(z) sen®(e?) 9) f(z) = ;n:
10) f(z) = er + ctan(a) 11) f(z) = (3272 + 5:,:4)*1 12) f(z) = (senx)=*
13) f(z) = % 14) f(z) = 2% senz 15) f(x) = 4aBe® + 2
16) f(z) = (2% — 3z)* 17) h(z) = (ig;;f 18) g(x) = cos(z?)
19) f(x) = cos?(x) 20) g(z) = {/(3x — 1) 21) h(z) = 23V/1 — 22
4 cos(x
22) f(z) = (arctan(senz))*  23) f(z) = R 24) f(z) = 3°05(2)

1

25) f(x) = #sene) +eos(e)  26) (@) = (w+ e 2D f(o) = (55)
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28) f(x) = (2 4 1)) 29) f(z) = 2%cos(L)  30) f(z) =
30) f@) = 2+ 20 +22)e  32) f(z) = arctan(L)  33) f(x) = a5
34) f(z) = (x4 5)Va? 35) g(t) = i 36) a(r) = 5rs
37) B(s) = —= 38) g(a) = 8a3 39) g(2) = 2o 1
Vb
8. Calcula a derivada das seguintes funcidns:
53 _cos(3t) 7 (2t 3
Alw) = Va2 FO= iy P =525 = ()
g(z) = e 2" — 223 B(t)=t"In} a(a) = arctan(v/3a) u= ! ;erclc()::()x)

k(z) = (522 — )%™ W) =sen(e )  ~(x) = sen®(z) cos(x?)
ft) = /(3 —6t)2 D(z) =e *In(z) y=x?arctan(l+ z?)

B(z) = (2+cosz)®®  h(z) = =) G(r) = tan(In(cos))

R(z) = gz

w = arctan®(v/2t)

9. Se f: R — R é unha funcién derivable, calcula a derivada das funcidns:

a) h(z) = f(z+5) b)h(z) = f(z?) o) h(z)=f(V1-22) d) h(z)= sen(f(z))

10. Se g: R — R € unha funcién derivable, calcula a derivada das funciéns:

a) f(z) = g(x +9(2)) b) f(z) =g(529(3)) + 9(0)(x —7) ) f(x)

In(z)

9(x +g(z))

d) f(z) =g(@)(@—14) e f(z)=g(=*) -2 f)f(w); (z? — )

11. Comproba que son certas as seguintes afirmacions:

a) f(z) =sen(x + 2%) = f'(x) = (1+ 2z) cos(z + z?)

b) f(z) = sen(x) + sen(z?) = f/(x) = cos(x) + 2z cos(z)

¢) f(z) =sen(cos(x)) = f'(x) = — cos(cos(x)) sen(x)
) (

d) f(x cos(z ) - f/(l') _ _rscn(m;;—cos(z) Cos(cos;(z))
12. Calcula as derivadas das seguintes funcioéns:

a) f(z) =sen(z)In(cos(z)) b) f(z) =+/z+
¢) f(z) = arctan(x In(x)) d) f(x) = cos(z3) sen(2z)
e) f(x) = senleeslel) f) f(z) = (COb(ﬁ))

13. Sexa f(x) = 135 Probaque f(f(z)) = 3£, f'(f(x)) = gii

14. Sexa f(z) = sen(z). Calcula f(f(x)), f'(f(z)) e (f o f) (z).

= sen

8
+
B

e (fof) (@) = i
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15.

16.

17.

18.

Sexa f(z) = L. Proba que f(f'(z)) = —a?.
Se f(x) = 22, calcula f(f'(z)) e (fo f) (x).

Sexan g: R — R unha funcién derivable e a € R. Calcula a derivada de f para os casos:

a) f(z) = g(x +g(a)) b)f(z)=g(zg(a)) ) f(x) = g(x + g(x))
d) f(z) = g(z)(x —a) e flx)=gla)(x—a) B flx+3)=g(z?)

Se f: R — R € unha funcion dudas veces derivable, calcula a derivada das funciéns:
a) h(z) = f(sen(x))f(cos(z)) b)h(z)=Ff (W)
=f(=) d) h(z) = /1 - f(2)?

e) h(z) = f(/(z —a)(x —b)) D h(x)= o/ (2)
z) = (f(zcos(z +k)))>  h)h(z) =sen(f(zf(z)))

3.2. Funcions de varias variables

Definicion 3.13 Denominase funcion de varias variables reais a toda aplicacion f : A C R" —
R™. Se m = 1, f denominase funcion ou campo escalar, e se m > 1 dise que f é unha funcion ou
campo vectorial.

Serd de interese o estudo das funcidns escalares pois, como se observard, o estudo das funcidéns
vectoriais reducirase 6 estudo das primeiras.

Pdédense definir distintas operacions, de xeito natural, con ddas funciéns f,g: A C R® - R™ e
un escalar A € R:

1.

2.

Suma: (f + g)(z) = f(z) + g(z), para todo = € A.

Produto por un escalar: (A\f)(x) = A\f(x), paratodo x € A.

. Produto escalar: f,g > (x) =< f(z), g(x) >, paratodo x € A.

Produto (se m = 1): (fg)(z) = f(x)g(z), paratodo z € A.
Cociente (se m = 1): g(z) = %, para todo x € A tal que g(x) # 0.

Composicién: se p : B C R™ — RF e, ademais, f(A) C B, definese a composicién das
funcidns f e ¢ por (¢ o f)(z) = ¢(f(x)), para todo x € A.

. Inversa de f, (se f é inxectiva): f~1 : Im(f) C R™ — R™ definida como f~1(y) = x se, e

s6 se, f(z) = y. Obviamente, f e f~! verifican (f 1o f)(z) =z e (fo fH)(y) =v.

Obsérvese que, se m = 1, o produto escalar coincide co produto de funciéns. Recordamos que unha
funcién f: A — B é inxectiva cando f(x) = f(y) se, e s6 se + = y, f é sobrexectiva cando
Im(f) = B e f é bixectiva cando € inxectiva e sobrexectiva.
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Definicion 3.14 Unha funcion f : R™ — R™ determina m funcidns diferentes, f; : R™ — R, que

se denominan comporientes ou coordenadas da funcion f e dendtase por f = (f1, fa,..., fm) ou
f((E) = (fl(x)7 fQ(x)a L) fm(‘r))
Se x = (21,2, ...,2,) € R™, afuncién p;(x) = x; denominase funcién proxeccion i-ésima.

Paracadai = 1,2,...,m, verificase que f;(z) = (p; o f)(x).

Exemplo 3.15 Consideremos a funcién vectorial f : R? — R? definida por f(x,y) = (z +y, €** —
y, x2+cos 27). No noso caso, f define tres funciéns escalares, f; : R? — R, que son as sdas funciéns
coordenadas, do xeito seguinte: f1(x,y) = x + vy, fo(x,y) = €** — vy, f3(x,y) = 22 + cos xy.

Definicion 3.16 Denominase conxunto de nivel k € Rde f : R™ — R, 6 conxunto Cy, = {zx €
R™: f(x) =k}

Definiciéon 3.17 O grdfico dunha funcién, f : A C R® — R™, definese como o conxunto G =
{(z, f(x)) : x € A} CR™ x R™.

Se n = m = 1, arepresentacion grifica do conxunto Gy é unhacurvaesen =2em =1, Gy
¢ unha superficie en R3.

Exemplo3.18 1. Se f(z,y) = 2® + ¥, Gy = {(z,y,2) € R® : 2 = 22 + y?} e a sta
representacion grafica é o paraboloide da figura 3.2. O conxunto de nivel k = 4de f é Cy =
{(z,y) € R? : 2% + y? = 4} que é unha circunferencia de centro (0,0) e raio 2.

Y

Los 05
00577 05"

Figura 3.2: Exemplo dun paraboloide e as stas curvas de nivel

En xeral, para esta funcién, o conxunto de nivel k serd da forma Cy = {(z,y) € R? :
22 + y? = k} que representa a circunferencia de centro a orixe e raio VE.

2. Para f(z,y) = x+y+1, temos a representacién grafica da figura 3.3, que representa un plano
e as curvas de nivel, x + y + 1 = k son as rectas que estan debuxadas no plano z = 0.
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o N W

0,5 0,5
11

Figura 3.3: Exemplo dun plano e as stas curvas de nivel

Exercicios

19. Consideremos a funcién f(z,y) = 2% + 2xy + 2.

a) Determina o conxunto de nivel 4 de f.

b) Para todo a € R, estdn os puntos (0, 2a) e (a, @) no mesmo conxunto de nivel de f?

20. a) Determina os conxuntos de nivel 0,1 e —1 de f(z,y) = ye®.

b) Determina os conxuntos de nivel 0,1 e —3 de g(x,y) = 22 + 3% — 4y + 1.

21. Proba que o grafo dunha funcién f: R? — R é o conxunto de nivel 0 de F(x,y,2) =

f(%y) -z

22. Sexan f: R™ — R e C} o conxunto de nivel £ € R de f. Razoa a veracidade ou falsedade
das seguintes afirmacions:

a) Se k # k', poden existir x € Cy, z € Cy, tales que f(z) = f(2).
b) Poden existir puntos z, z € Cy, tales que f(x) # f(2).

c) Poden existir k, k' € R, k # k', tales que Cy, N Cyr # 0.

d) Sex,z € Cy, entén f(z) = f(z).

23. Representa as curvas de nivel da funcién f(z,y) =z — y.

24. Representa as curvas de nivel da funcién g(z,y) = ye®.

25. Representa a gréfica da funcién f(z,y) = /22 + y?

3.3. Derivadas parciais de funcions escalares

Definicion 3.19 Sexan f: R™ — R unha funcion escalar, xo,u € R".
Denominase derivada direccional da funcion f en xo na direccion do vector u, se existe, 0 niimero

real
D f(z0) = th_r,% f(zo +t1;) - f(ffo).
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Se este limite existe, dise que [ é derivable en xo na direccion do vector u.

Exemplo 3.20 Sexa f(z,y) = Lz =77 Para obter a derivada direccional de f en (0, 0) na direc-
cion de u = (3,4), D(3.4)f(0,0), calculamos o seguinte limite:

f((0,0) + t(374)) — f(0,0) f(3t’4t) — f(0,0)

lim = lim
t—0 t t—0 t
___ 3t 2
3t
— |fm EHL62HL g Y g
t—0 t t—0 25t3 + 1

Polo tanto, D3 4)f(0,0) = 3.

En R™ existen n direccidns particularmente especiais que corresponden s vectores unitarios da
base canénica, e; = (0,...,1,...,0), e que coinciden coas direcciéns dos eixes coordenados. Estas
direccions levan 4 seguinte definicion, que serd moi utilizada no sucesivo.

Definicion 3.21 Denominase derivada parcial i-ésima da funcion f no punto xg, d derivada direc-
cional de f en xq na direccion de e;. Isto é,

f(xo +te;) — f(zo)
; .

Delf(x()) = tH_I)%

Este concepto tamén se adoita denominar derivada parcial de f con respecto d coordenada i-

of (20)-

ésima e dendtase D; f(zg) ou
8131'

Calculo das derivadas parciais

O limite que aparece na definicién anterior pode pofierse mais desenvolvido do xeito que segue:

t—0 t
— lm f($017"'7$0i+t7'~'7$0n)_f(xUlanw'TOia”wan)
t—0 t '

Do segundo membro desta igualdade resulta que a derivada parcial, D; f(xg), é a derivada ordi-
naria no punto xq; da funcién dunha variable real

g:.x; 6R—>g(mi) :f<.’1301,...,xi,...7.’170n) ER,

é dicir, D; f(z9) = ¢'(xo;). Polo que, para o célculo practico de D, f(xq), pédense, e débense,
utilizar todas as regras da derivacion ordinaria, sen mdis ca supofler que todas as demais variables
permanecen constantes.

Na figura 3.4 exponse a grdfica dunha funcién f: R?> — R, na que a sia interseccién co
plano © = x, resulta a funcién dunha variable g(y) = f(xo,y), da que a sda derivada en o,
9’ (yo) = Daf(xo,y0), é a pendente da recta r, que € a recta tanxente 4 grafica de g en yo, ou a
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Figura 3.4: Interpretacion da derivada parcial.

recta tanxente 4 grafica de f en (zg, yo) na direccién do vector (0, 1) do eixe de ordenadas. Pédese
realizar a mesma observacion para h(z) = f(z,yo). Asi, a derivada parcial i-ésima dunha funcién f
indica a taxa de variacidn da funcién f na direccion do eixe coordenado correspondente. Conclusion
andloga obtense para calquera derivada direccional D,, f(xg).

Exemplo 3.22 1. Se f(z,y) = 2%y*+ 2z +y+ 1, por cdlculo directo, derivando f con respecto
a x e supofiendo que a variable y permanece constante, resulta D1 f(z,y) = 2xy? + 2. Por
outra parte, se se aplicase a definicidén de derivada parcial, obteriamos que

f(x—i_tvy)_f(érvy)

le(xvy):ym

—0 t
() +2@+t) +y+1— (2P + 22 +y+ 1)
=lim
T 150 t
2txy? +t2 + 2t
=1im day A A 2x1° 4 2.
t—0 t

2. Calculemos as derivadas parciais da funcién

[
f(%y) - { _6 se (x7y) = (0,0)

Para cada punto (x,y) # (0, 0), podemos encontrar unha vecifianza onde a funcién f coincide
coa funcién % Polo tanto, as sdas derivadas parciais coinciden e podemos utilizar as
regras de derivacion das funcidns dunha variable. Asi, para calcular as derivadas parciais, para
(z,y) # (0,0), de f, derivamos esta expresion, primeiro respecto da variable z, supofiendo
que a variable y € constante,
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2zy (2t +y?) — 2?yda®  2xy3 — 225y

D ,Y) = =
1f(z,y) (2% + y2)2 (24 + y2)?
~ 2xy(y® — 2t
(2t + 12)2
Analogamente,
22 (2t + ) — 202y2 20 — 222
D2f(xv y) = ( ) =

(% +92)? (x* +y2)*
Na orixe debemos usar a definicion para calcular as derivadas parciais. Asi

f(t,0)—f(0,00 .. 0

Duf(0,0) = fim === =lim 3 =0
_ £(0,t) — £(0,0 0
sz(070):}5%f( )tf( ):}1—%220

Exemplo 3.23 Obviamente, se f é derivable en x( na direccion de calquera vector u € R", existen
todas as derivadas parciais de f en z(; porén, o reciproco non € certo, pois poden existir todas as
derivadas parciais dunha funcién f nun punto x e non existir algunha outra derivada direccional.

Para a funcidn, f(z,y) = x+ysexz =0ouy =0e f(x,y) = 1sex # 0,y # 0, existen
todas as derivadas parciais de f en (0,0) e valen 1, pero en calquera outra direccién u, non existe
D, £(0,0).

Relacion coa continuidade

Sabemos que para funciéns dunha variable real, toda funcién derivable nun punto é continua
nese punto. Ainda que a definicién de continuidade para funciéns de varias variables € similar &
de funciéns dunha variable, para funciéns f: A C R"™ — R, a existencia de todas as derivadas
direccionais nun punto non é condicidn necesaria, nin suficiente, para a continuidade de f. Isto &, por
unha parte, nun punto dado poden existir todas as derivadas direccionais de f e non ser f continua
e, por outra, pode ser continua a funcién nun punto e non existir algunha derivada direccional nese
punto. O concepto equivalente 4 derivabilidade de funciéns duna variable para o caso de funciéns de
varias variables € o de diferenciabilidade.

Unha funcién f: R™ — R é diferenciable en xy € R™ cando as derivadas parciais nos permiten
construir unha aproximacién boa da funcién. A definicién precisa deste concepto, ainda que resulta
semellante ao de derivabilidade para funciéns dunha variable, estd féra dos obxectivos deste curso,
e abonda con saber que as funciéns suficientemente regulares, en particular as funcién elementais,
son diferenciables. De feito € suficiente con que as derivadas parciais sexan continuas.

Exemplo 3.24 1. Dada f(z,y) = ”72 sex # 0e f(0,y) = 0, calquera que sexa o vector
u=(a,b) €R% sea#0

. t2b2 9
Duf(0,0) = I LR = SO0 g G _ 0
t—0 t t—0 t a
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esea=0,u=(0,b)e

f(oa tb) — f(ov O)
t

Polo que existe D,, f(0,0) calquera que sexa u € R2. Ainda asi, f non é continua en (0, 0).

D..f(0,0) = lim = 0.

2. A funcién f(x,y) = \/a2 + y? é trivialmente continua en todo R?, pero calquera que sexa
u = (a,b) € R?, non existe D, f(0,0), pois

[12(a2 + b2
D, f(0,0) = lim VE@ ) g, %\/@2 + b2

t—0 t t—0
L. . ; t ; t
e este limite non existe, xa que 1im u =1le lim u = —1.
t—0+ t—0— t

3.4. Derivadas de funcions vectoriais

Estendemos a continuacién a definicién de derivada direccional a funcidns vectoriais e estuda-
mos a relacion existente coa derivada direccional de funcidns escalares.

Definicion 3.25 Dise que f: R™ — R™ é derivable en x¢ € R™ na direccion do vector u € R", se

existe o limite .
t—0 t

Polas propiedades dos limites de funciéns vectoriais, este limite existe e vale D, f(xo) € R™
se, e so se, existen os limites de cada unha das coordenadas do cociente, e este limite, para cada

i=1,....m¢é
3 i(xg +tu) — fi(x
lim fl( 0 ) fl( 0)
t—0 t
Consecuentemente temos a seguinte propiedade

= Dufl({L‘o) € R.

Proposicion 3.26 f: R™ — R"™ é derivable en oy € R"™ na direccion do vector u € R" se, e sé se,
cada unha das coordenadas de f é derivable en x( na direccion do vector u. Ademais verificase,

Duf(xO) = (Dufl(x0)7Duf2(x0)7 e 7Dufm(x0))t

Deste resultado dedicese que o estudo da existencia de derivadas direccionais ou de derivadas
parciais de funcidns vectoriais, redicese 6 estudo de derivadas direccionais ou parciais de funcidns
escalares.

Definicion 3.27 Sexan f: R™ — R™ e f1, fa, ..e... , [m as siias funcions componientes, a matriz de
ordem Xn

Difi(zo) Dafi(zo) ... Dnfi(xo)

Difa(zo)  Dafa(wo) ... Dunfa(wo)

lem(wO) D2fm(x0) anm(xO)

denominase matriz xacobiana de f no punto xq e serd denotada por D f(x).
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Exemplo 3.28 A matriz xacobiana da funcién f(z,y, 2) = (v + zy? + 2zy, zsen(z — y)) é

1442 2y + 22 2
Df(z,y,z>( Y Y Y )

sen(z —y) —xzcos(z—y) zcos(z—y)

3.4.1. As funcions diferenciables. Regra da cadea

Proposicion 3.29 Propiedades das funcions diferenciables.
1. Se f é diferenciable en x, enton existe D, f(x), para todoi = 1,2,...,n,
2. Se f é diferenciable en x, enton tamén é continua en .

3. Se f,g: R™ — R™ son diferenciables en x e \ € R, enton tamén son diferenciables en x as
funcions, f +g, \f, f-ge 5 se g(x) # 0. Ademais verificase

D(f +g)(z) = Df(x) + Dg(x)
D(Af)(x) = ADf ()
D(f-g)(z) = f(z

)(x) =

(z) = f(
(i r g(z

4. Regra da cadea: Se f: R™ — R™ ¢ diferenciable en v € R™ e g: R™ — RP ¢é diferenciable
eny = f(x) € R™, entén a funcion composicion g o f: R™ — RP tamén é diferenciable en
x e ademais verificase,

D(go f)(x) = Dg(f(x)) - Df(x).

Debemos observar que D(g o f)(z) € Mpxn, Dg(f(z)) € Mpxm € Df(x) € Myxn € que,
polo tanto, podemos multiplicar as matrices Dg(f(z)) - D f(x).

No caso particular de que a funcién g sexa escalar, g: R™ — R, a partir da regra da cadea
obtemos

gOf ZD]!J ij( )

Utilizando a notacién clésica das derivadas parciais, (89 £) (z) = Z;n 1 g yg (f(2)) g% ().

Ademais, se denotamos por y; = f;j(z) e z = g(y), a 1gualdade anterior tamén se pode pofier
como

0z " 9z Oy,
=) = 3.D
63% = 6yj 81;1-
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Exemplo 3.30 Sexan f: R? — Re F(z,y) = f(y? zy). Calcula DF(z,y) e obtén DF(2,1)
sabendo que D f(1,-2) = (1 0).

Se consideramos g(z,y) = (y?,7y), temos que F' = f o g. Entén para calcular DF(x,)
usaremos a Regra da cadea:

DF(z.) = Df o) Da(e.) = (DuS P 0) Dafon) () ).

Doutro xeito, utilizando a notacion cléasica e denotando © = y2, v = xy, teriamos

af _O0fou Ofov

%(U,U) - %% + %% - le(U7U)O+D2f(UJ,U)y
0F (o 2T 00 05 0u _

@(ua 1}) - ou 8:1/ + BN ay - 2yD1f(U»U) +D2f(u,v)$

De calquera xeito,
DyF(z,y) = yDaf (v*, zy)

Do F(x,y) = 2yD1 f(y*, xy) + 2 D2 f(y*, 2y)
Sex=2ey=—1,temosque u =1 ev = —2, poloque DF(1,—1) = (0, —2).

Exemplo 3.31 Sexan f,g : R?> — R funciéns diferenciables en R?, e definamos F(x,y) =
zf(y? 9y, ).

a) Estuda a diferenciabilidade de F'.

b) Calcula DF'(z,y).

c)Seg(—1,1)=2, f(1,2) =0e Df(1,2) = (1,0), calcula DF'(1,—1).

a) A funcién F é produto da funcién polinémica h(z,y) = x, que é diferenciable en R?, pola
funcién G(z,y) = f(y? g(y,z)). g(y,z) é diferenciable en R? por hipétese e a funcién y? é
diferenciable en R? por ser polinémica. Entén, a funcién vectorial (y2, g(y, x)) é diferenciable en
R?. Como por hipétese f € diferenciable en R?, G(z,y) = f(y?, g(y, z)) é diferenciable en R? por
ser composicién de funciéns diferenciables. Finalmente, F é diferenciable en R? por ser produto de
ddas funciéns diferenciables en R2.

b) Para calcular D F'(x, y), derivamos o produto F'(z,y) = 2G(z, y):

DF(z,y) = (G(z,y) + 2D1G(z,y) xD2G(2,y)).
Necesitamos, entdn, calcular DG(x, y).
REIEN R? N R
(z,y) — plzy) =@9ly,2) —
DG(z,y) = Df(u,v) o Dp(x,y)

= (D1f(u,v) sz(“v”))( ng(()y,x) D192(Z;/»$) >
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Doutra maneira, utilizando a relacién 3.1, teriamos

of of ou  Of ov

D]_G(.'L',y) = a—x(u,v) = %87;[ %67"1;
:sz(UaU)D2g(y7$)

af of ou Of Ov

DyG(z,y) = a—y(u,v) = 9u 0y + 90 0y

= 2yD; f(u,v) + Do f(u,v)D1g(y, ).

De calquera xeito,

DiF(z,y) = f(y*, 9(y,2)) + xD2 f(y*, 9(y, x)) D2g(y, x)
DyF(z,y) = 22yD1 f(y°, 9(y, x)) + 2D2 f (v, 9(y, 2)) D1 g(y, ).

oParaz=1ley=—-1l,u=1lev=g(—1,1) =2, poloque DF(1,-1) = (0 —2).

Exercicios

26. Calcula, se existen, as derivadas parciais da funcién f(x,y) = % se (z,y) # (0,0) e
f(0,0) =0en (0,0) e (—1,-1).

27. a) Para a funcién h(z,y,z) = ze*® — xz? — xzy, obtén, usando a definicion, a derivada

direccional na direccién de (1, 1,1) e no punto (0,0, 1).
I2+y2

b) Calcula f(x,y) sabendo que D1 f(x,y) = e que f(e,y) = y>

x

28. Sexa f : R? — R unha funcién simétrica (f(z,y) = f(y,x) para todo (x,y) € R?). De-
mostra que, se existe D1 f(xg, yo), tamén existe D2 f(yo, zo). Cal é o valor de D f (yo, 20)?

29. Calcula as derivadas parciais de primeira orde das seguintes funciéns:

a)z = 2% — 2zy + 3y b) z = o* — 32%y? + ¢*
) g(o, B) = /a2 + 52 d) f(u,v) = In(u —v)
e) z = arctan(¥) ) f(z,y) = sen(x — 2y)
g f(z,y) = (G hw = x+1yy+z

D f(@y,2) =In(V2? +y> +2°) K g,y 2) =270
D h(x,y,z) = ycos(z — 3z) m) f(a,b) = Tasb3
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30. Calcula as derivadas parciais de primeira orde das seguintes funcidns:

31.

32.

33.

34.

35.

f(z,y) =ycosa + e ™Y
g(x,y,z) = arziy

q(x,y) = m* + ye* v
R(z,y) = 2% +3Y

Y(r,s)=vs?—r

cos(3t)
t =
plt,u) cos(5u)
g(w,y) = 72 — 227 4y
a(a,b) = arctan(y/3a + b?)

A(z,y) = Va2 {y3

k(z,y) = (522 — z)cos(y> — 2y)
h(z,y) = y° In(tan z)

(e, ) = sen’(a) cos(5%)

p(x,y) = y®sen(z +y)

A lei dos gases ideais establece que PV =

Fla,y) = e + e
h(z,y,z) = 2°2 + 2° tan(”"yl)
G(z,y) =2’y +ye®

H(r,s) = Vs2—r
_ 8/.5 3y5
z=Vad - —
x
u(z,y) = m
223

Liz,y) = ———
W (r,t) = rsen(e 2)

9y — coS T
Ule.y) = 22

senx

Q(t,s) = t2s° In(3)

tan?(e®)
V =

(@) ==z

B(z,y) = Va2 - {/y?
K(z,y) = 5x2 xcos(y3 — 2y)
H(z,y) =y —|—ln(tanx)
0(a, B) = sen*(a) + cos(°)
P(z,y) = ¢sen(z — y)

nRT, sendo P a presiéon, V' o volume, n o

nimero de moles do gas, R a constante dos gases e T' a temperatura absoluta. Proba que

oT OP oV

OP OV OT

Calcula, nos seus dominios, a matriz xacobiana das seguintes funciéns:

a) f(z,y) = (z* —y*, 22%y, 3y + 52 — 1) b) (u,w) = (zy? + z,x2 + 2y + 2?)
9 0100) = aan(E59), sy ) 0,9 = st o)
e) f(z,y) = (In(z — y), z cos(z — 2y)) 0 f(r,0,s) = ( 77573 cos(29))

© f(,y.2) = (~In(1+ &
D) fz,y) =
Sexan f(z,y) =

A temperatura en calquera punto (x, y) dunha placa vén dada por T'(x, y) = 500 — gx

), zsen(z), z%yz")
(z cos(y), xsen(y), x cos(y) sen(y)

(@ + 2y, 2%y% — 32%) e g(a,y) =
Obtén as matrices xacobianas de f e g nos puntos (1,—1) e

h) (z,y) = (r 05(9) rsen(@))
D fla,y) = (a7 e”?)

(w cos(y), wsen(y), = cos(y) sen(y)).
(m, %), respectivamente.

3,2
—5y°,

onde z e y estan dados en metros. Calcula, no punto (2, 3), o ritmo de cambio da temperatura
con respecto 4 distancia percorrida na placa nas direccions x e y.

Sexan f: R? — R, g: R — R diferenciables. Obtén a matriz xacobiana de F'(x,y) =

9(y), z3y?).

fly+
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36.

37.
38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

Consideremos as funciéns f : R? — R3 e g : R® — R3 definidas por f(x,y) = (22, zy, 23)
eg(x,y,2) = (x — 22,222 — y, 2yz). Obtén a matriz xacobiana de g o f no punto (—1,1).

Seg: R — R3, g(t) = (t?,cos(t),sen(t)) e F(x,y,2) = g(sen Iyz) calcula DF (3,0, —1).

Dada unha funcién diferenciable f: R?> — R, calcula a matriz xacobiana de F(x,y) =
f(f(z,y), f(x,y)). Comproba o resultado para f(z,y) = x3y>.

Se f : R? - Reg: R3 — R son funciéns diferenciables, calcula as derivadas parciais de

a) F(z,y,2) = f(zy, 2) b) F(z,y,2) = 223 f(x,y)
o) F(z,y) = f(y* z +y) d) F(z,y) = f(zy,In(y* + 1))
e) F(z,y) = wel W) 0 F(e,y) = L2

Yy
) F(z,y,2) = sen(zf(y, ) h) F(x,y,2) = £ f(a2,y + x2)
D) F(z,y) =g, z+y,e™) j) Fz,y) =29y, 2z —y,z%)

Dada a funcién F(z,y) = f(g(x,y), ry), supoiiendo que f,g: R? — R son diferenciables,
g(1,0) =1e Vf(1,0) = (0,1), calcula DF(z,y) e DF(1,0).

Calcula as derivadas parciais de f para os casos:

a) f(z,y)=g(z)h(y) b) f(z,y)=F(g(y), h(z), k(z,y)) ©) f(z,y)=k(y,z)
onde g,h € C*(R), k € C1(R?) e F € C}(R3).

Sexa f : R? — R diferenciable. Calcula as derivadas parciais das seguintes funciéns:

a) F(z,y) = f(f(z,y),14+z) b) F(z,y) = f(=?, (x+1)/y) f(z,y)
¢) F(z,y) = f(zy, SQH’) d) F(z,y) = In(f(y + =, —x))
) F(z,y) = In(f(2* + y))

Obtén a expresién das derivadas parciais das funciéns:
a) F(z,y) = f(9(x)k(y), g(x) + h(y)). onde f € C'(R?) e g,h,k € C'(R).
b) F(z,y,2) = f(a¥,y*,2%), para f € C'({(z,y,2) : 2 > 0,y > 0,2 > 0})

Sexa f: R — R derivable en R. Proba que:

a) Se F(x,y) = f(zy), entén 2Dy F(x,y) = yDaF(x,y).

b) Se F(x,y) = (aw + by), entén bD1 F'(z,y) = aDo F(z,y).

) Se F(z,y) = f(z* +y?), entén yD1 F(x,y) = D2 F(x,y).

d) Se F(x,y) = (gc2 —y?), entén yD1 F(z,y) + x Do F(z,y) = 0.

Sexan f,h: R? — R diferenciables e g: R — R derivable. Calcula DF(z, ), sabendo que
Fla.y) = f(9(@)h(z, ) sen(%)) .

Sexa F(z,y) = f(2®,y + f(z,y))f(z,y), con f: R? — R diferenciable. Sabendo que
£(0,0) =1,V f(0,0) = (0,0) e que D2 f(0,1) = 2, calcula VF(0, 0).
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47. Sexan f,g: R? — R funciéns diferenciables e h, p: R — R derivables en R.

a) Obtén o dominio e estuda a diferenciabilidade de F(x,y,z2) = f (g(x’y) hET))) Calcula
DF(z,y, z).

b) Se 4(0,1) = 2, Dg(0, 1) = (1,0), Df(2,~2) = (~3,4), h(0) = ~2, W(0) = 1, p(~1) =
lep'(—1) =0, calcula DF(0,1,-1).

3.5. Gradiente dunha funcion real

Definicion 3.32 Sexa f: R" — R, A aberto e xq € R" tales que existen as derivadas parciais
de f en xg. O vector (D1 f(xg),...,Dnf(x0)) denominase gradiente da funcion f no punto xg e
dendtase por V f(xo).

Proposicion 3.33 Se f ¢é diferenciable no punto x, enton f é derivable nese punto na direccion de
calquera vector u € R™ e verificase D, f(zo) = V f(x0) - u

Exemplo 3.34 Para f(z,y) = zp iz, temos que Vf(0,0) = (1,0). Se usamos a propiedade
anterior para obter a derivada direccional de f en (0, 0) na direccién de u = (3, 4), temos que

D34 f(0,0) = Vf(0,0) - (3,4) = (1,0) - (3,4) = 3.

O seguinte resultado resume as propiedades mdis importantes do vector gradiente para funciéns
diferenciables.

Proposicion 3.35 Sexan f : R™ — R diferenciable en xq tal que V f(x¢) # 0 e u € R™ tal que
|u|| = 1. Enton

1. D, f(x0) é a proxeccion ortogonal do gradiente de f en g sobre a direccion do vector u.

2. = I Vf (o) [ Duf(wo) <[ Vf(20) (wo)| <[l V£ (o) [l

u

V(=)

3. Dy f(zo) =|| Vf(xo) || se, e s6 se, u estd na direccion de ¥V f (xy), € dicir u = T
4. Dyf(zo) = — || Vf(z0) || se, e s6 se, u estd na direccion de —V f(xg), € dicir se u =
_ _Vf(zo)
IV f(zo)ll

5. A direccion de maior crecemento de f en xo é ade V f(xg).

6. A direccion de maior decrecemento de f en xg é a de —V f(xo).

Observacion 3.36 1. O valor mdximo da derivada direccional de f en xg alcdnzase na direc-
cion do vector gradiente de f en x.

2. O valor minimo da derivada direccional de f en xq alcdnzase na direccion oposta d do vector
gradiente de f en x.
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3. En calquera direccion ortogonal d do gradiente de f, o crecemento da funcion f é nulo. Por
outra parte, é obvio que o crecemento de f € nulo, se x se move sobre unha curva de nivel, de
ai que o gradiente de f no punto xq sexa ortogonal d curva de nivel que pasa por x.

Exemplo 3.37 Para obter o plano tanxente 4 superficie 22 + 4% + 22 + 2zy = 10 no punto (1,2, 1),
consideramos a funcién f(z,y, z) = x? + y? + 22 + 2xy. Asfi, a referida superficie € o conxunto
de nivel 10 de f, entén o vector Vf(1,2,1) é ortogonal 6 plano tanxente & superficie 22 + y? +
22 + 2zy = 10 no punto (1,2,1). Como Dy f(x,y,2) = 2z + 2y, Daf(z,y,2) = 2y + 22 ¢
Dsf(z,y,%) = 2z, entén Vf(1,2,1) = (6,6,2) polo que a ecuacién do plano tanxente é 6(z —
1)+6(y —2)+2(z—1) =0, é dicir, 3z + 3y + z = 10.

Exemplo 3.38 Para obter a ecuacién do plano tanxente 4 grafica da funcién f(z,y) =22 + y2 no
punto (1,2, f(1,2)), consideramos a funcién F(z,y, 2) = f(x,y)—z = 22 +y*—2. Asi, a grifica de
f € o conxunto de nivel 0 de F, ent6n o vector VF'(1,2,5) é ortogonal 6 plano tanxente 4 superficie
z=a%+y%en (1,2,5).

Calcilanse as derivadas parciais de f, D1 f(z,y) = 2z, Daf(x,y) = 2y, logo VF(1,2,5) =
(2,4,—1), que é ortogonal 6 plano tanxente, resultando a ecuacién do mesmo 2(z — 1) +4(y — 2) —
(z—5)=0,isto é 2z + 4y — 2z = 5.

Exercicios

48. Para as funcidéns que siguen, calcula o valor maximo da derivada direccional para vectores
unitarios no punto que se especifica.

a) f(z,y) = z tan(y) en (2, %

b) f(z,y) =ycos(z—y)  en(0,3)

©) f(z,y) =In(y/2? +y?) en(1,2)

d) f(x,y, z) = xe¥? en (2,0, —4)
e) f(2,y,2) = y=z=yr== en (0,0,0)
f) f(z,y,2) = vy?2? en (2,1,1)

49. Calcula un vector normal 4s superficies que seguen no punto indicado.
Ar+y+z=4 en (2,0,2) byz?+y?+22=11 en(3,1,1)

c) z = /12?2 +y? en (3,4,5) d)z=axy? en (1,2,16)
e)z—axsen(y) =4 en(6,5,7) DHn(;%)=0 en (1,4,3)

50. Calcula a ecuacién do plano tanxente ds seguintes superficies no punto indicado:
a) 22 = 22 + y? no punto (3,4, 5).
b) 22 + 2y% + 22 = 4 no punto (-1, —1,1).
¢) 2%y + y*z + 222 = 5no punto (1, —1,2).
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51. Calcula a ecuacién do plano tanxente 4 grafica das seguintes funciéns no punto indicado:
a) f(z,y) = —2 + 2xy® + 2y? + 2 no punto (-1, —1).
b) f(x,y) = €” Iny no punto (0, 1).
o) f(z,y) = (y — 2%)(y — 22?) no punto (1,3).
52. a) Se z = 2x+y—3 é o plano tanxente 4 superficie definida pola gréfica da funcién f: R? — R
no punto (1,2), calcula f(1,2) e Vf(1,2).
b) O mesmo para o plano x« + y + z = 1 no punto (1, 0).
53. Para as funciéns z = 3 — 22 — y% + 6y, 2 = 322 + 2y? — 3x + 4y — 5, determina o punto da
grafica onde o plano tanxente € horizontal.
54. Demostra que todos os planos tanxentes 4 superficie 22 = ax? + by? pasan pola orixe.
55. Dada f(z,y) = 3 — 3o — 3y, calcula un vector unitario u ortogonal a V f(1,2) e D, f(1,2).
Analiza o significado xeométrico do resultado.
56. Discute se os enunciados que seguen son verdadeiros ou falsos para unha funcién diferenciable
f. Explica os enunciados verdadeiros e pon un contraexemplo para os falsos.
a) Se f(x,y) = /1 — a2 —y?, entén D, f(0,0) = 0 para calquera vector unitario w.
b) Se f(x,y) =x+y,entén —1 < D, f(z,y) < 1.
c) Se D, f(x,y) existe, entén D_,, f(x,y) = =D, f(x,y).
d) Se D,, f(z0,y0) = ¢, para calquera vector unitario u, entén ¢ = 0.
57. a) Calcula a derivada da funcién f(z,y, z) = (x+2)e* Y en (1,1, —1) na direccién do vector
(1,2,-3).
b) Indica cal ¢ a direccién de mdis crecemento de u(x,y) = 8y/2 + 5,/y no punto (4,1).
’172 1}2
58. A temperatura no punto (x,y) dunha placa metédlica vén dada por T'(z,y) = 400e" Eanl

parax > 0 ey > 0. Calcula as direcciéns na placa no punto (2, 3) nas que non cambia a
temperatura. Calcula a direccién de maximo crecemento da temperatura no punto (3, 5).

3.6. Autoavaliacion

As seguintes cuestions tefien s6 unha resposta correcta.

1

2

. Se g: R — R é derivable e f(r) = arctan(z?) + g(x)?, entén f'(x) vale
Q)i +29(2)g' (x)  b) e +29(2)g () O i +2¢'(x)  d) 1 + 26 (2)

. Se h(t) = 5 +sen (7) entén k' (t) €
a)cos(%) — 5{3/1?7 b) —t%cos (%) — 5\;77 c) —t%cos(%) — {,/tﬁ d)cos(%) — \5/}2
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3.

Se f(z,y) = (sen(zy),In(¥),e

ycos(ry) xcos(xy) yco&(wy) x cos(zy)
T S
—_e7 Y e~ Ty — e
ycos(xy) —% —e_y ycos( y) -1 —ye
©)
x cos(x y) f —e’f’: x cos(xy) % —ze

, entén a matriz xacobiana de f é

4. Se f(z,y,2z) = (“’—Zy, sen(zyz), xeyz), entén a matriz xacobiana de f é

y z _ay 4
z z 22 -
a) | yzcos(xyz) xzcos(zyz) xycos(xyz) by £
ev? rzeY? xyey? _zy
22
Y z _ 1 %
z z 22
¢) | yzcos(zyz) xzcos(zyz) wxycos(zyz) d| 2
ev® xeY? yeY? 1
ez

yz cos(xyz)
xz cos(zyz)
xy cos(zyz)
yz cos(zyz)
xz cos(xyz)

xy cos(zyz)

eY®

TzeY?

ryeY®

ey

reY?

ye¥*

5. Se f: R — R é derivable e F(x) =
a) f'(zsen(x?))(sen(x?) + 2% cos(x?))
©) f'(z)(sen(z?) 4 227 cos(z?))

. Se f(x,y,2) =xy+ 23 +yz2eu=(—1,0,1), entén D, f(—1,1,0) vale
ay—4 b4 c¢c)6 d)—6

f(zsen(z?)), entén F'(x) vale

b) f'(x sen(z?))
d) 222 f'(x sen(x?)) cos(z?)

[®)}

2
7. A direccién de maior crecemento de f(z,y, z) = “—2- no punto (1,1, 1) é a do vector

a) (13_2,0) b) (_17270) C) (0727_1) d) (03_271)

8. A ecuaci6n do plano tanxente 4 grifica da funcién z =e*¥ + In(zy + 1) no punto (zq, yo) =
(0,1) ¢é
a)2r—z2z=-1 b2r—z=-1 ¢)x+z=1 dDr—z=1

e

Sexan f : R?® — R diferenciable, F(x,y,z) = f(senz,cosy,tanz), u = senx, v = cosy,
w = tanze f(O7 1,0) = 3, unha das seguintes igualdades é FALSA.

b)%i_ g],jSeny C)%:cosl2z% d)F(O,O,O):O

) cos T

3.7. Derivacion con MATLAB

1. A sentenza diff utilizase para calcular as derivadas dunha funcién. Por exemplo, as senten-
zas

>>syms X
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>>Df=diff (x"2%sin (x), x)

devolve a derivada da funcién f(z) = 2% senx

2. Coas sentenzas
>>syms X Y Z
>>f(x,y,2)=x+xy*exp (-x"2-y"2)+1og (X/y) +x*y*z
>>D1f=diff (f,x), D2f=diff(f,y), D3f=diff (f,z)

devolve as derivadas parciais de f respecto de x, y e z, respectivamente.

3. Coa sentenza
>>Df=jacobian (f)

devolve a matriz xacobiana de f.

4. Coas sentenzas
>>D3fp=D3f(1,1,pi/2)
>>Dfp=Df (1,1,pi/2)
devolve D3 f(1,1,5) e Df(1,1, 7).

sy 4y g

3.8. Solucions dos exercicios propostos

l.yzéx, Tr—3y=4
2.y=5x -7

3.1/4

4. Enz=1/3
S.Enx:%eenx:—%
6.a)y=—1
6.b)y=ax—1
6.c)y=2-3x

6

Ay=-FBr+7

8. A'(z) = %\VF

F’(t) _ —3sen3t coigstrj-ficos?)t sen 5t

P (o) = iz

C'(t) = 12t°

g'(z) = 7% — 622

B'(t) = 2tln§ —t

O/(a) (1+3a)2\/£

U/(x) Se;gbrl

K(2) = (502 — o)) (Upesle) — gen(a) In(5a° — )

W'(t) = —2e~2t cos(e™2)
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2 3 2

3sen? x cos x cos 2 — 2x sen® z sen x

- 2
T'(r) = —riz COS(Tzr_l) + r(i;—_rl)z Sen(ﬂr_l)

9.a) h'(z) = f'(z +5)
9.b) h'(x) = 2z f'(2?)
9.0) M (z) = \/lin’(\/l — z2)
f'(x) cos(f (2)) In(z)— = sen(f())

9.d) h/(x) = 2 (2)
10. 2) f'(z) = ¢'(z + g(2))
10.b) f'(z) = 59(3)g’ (5z9(3)) + g(0)
10.0) f'(z) = ¢'(z + g(2))(1 + ¢'(z))
10.d) f'(z) = ¢'()(x — 4) + g(=)
10.¢) f'(x) = 2x¢'(2®) — 1
10.9) f'(x) = (22 — 1)g' (2 — )
12.2) f'(z) = cos(x) In(cos(z)) — =)

1t 1+1/2f

x-‘:—m

12.0) f/(x) = 1 jj;‘f,f?()w)
12.4d) f'(z) = —3:10 sen(z?) sen(2x) + 2 cos(z?) cos(2x)
12.¢) f'(x) = (m sen(x) cos(cos(z)) + sen(cos(z)))
12. f) f ((E) Cos co:;(f)isen(ﬁ)
17. ) f'(z) = ¢'(z + g(a))
17.5) f'(z) = g(a)g' (zg(a))
17.¢) f'(z) = (1 + ¢'())g' (z + g(z))
17.d) f'(z) = ¢'(z)(z — a) + g(x)
17.¢) f'(x) = g(a)
17.9) f/(z) = 2(x — 3)¢'((z — 3)?)

os(x) f' (sen(x)) f (cos(x)) — f(sen(x)) sen(x) f'(cos(x))

18.a) A/ ()
(

18, b) Y ;I,‘) f'(x) cos(f(z)l) ln((z))_ 1 sen(f(z))f, (qerll({(;« ))

18. ¢) I/ (x) = In(a)a®™ @) (f(x) + zf'(x))

18.d) h'(z) = —-L ”f((;”))z

18.¢) h/(x) = J%ﬁf’( (z —a)(z — b))

18.0) W (x) = 2/®") (2In(2) f'(22) + f(22)/x)

18. g) W' (x) = 2f(zcos(x + k)) f'(x cos(z + k))(cos(z + k) — xsen(z + k))
18.h) W (x) = sen(f (zf () («f(2))(f(z) + xf'(x))

19.a) Cy = {(z,y) e R?/y=2 -2} U{(z,y) e R?Jy = -2 — x}



76 Capitulo 3. Derivabilidade de funciéns

19. b) Si, estdn no conxunto de nivel 4a>.

22. a) Falso. b) Falso. c) Falso. d) Verdadeiro.
26. D1 f(0,0) non existe, D2 f(0,0) =0, Dy f(—1,—1) = =2, Do f(-1,-1) = %

27.a) D1,1,1y1(0,0,1) = 0
27b)f( ):233 + 92 In(z) + %

28. D2 f (o, 0) = D1 f(z0,Y0)

0z 0z
29.2) - =202y, 5 =-2r+3
Q) o =22y 9y z+
0 0
29.b) = = da® — 6212, == = —627y + 4y°

_ — B
29.¢) Dlg(aaﬂ) = \/ﬁ, D29(a7ﬁ) = \/W
29. d) le(ua U) = uiv’ DQf(ua U) = vi

0z _ 0z N

2.9 5p ST g, T TS
29.0) D1 f(z,y) = cos(xz— 2y), Daf(z,y) = -2 cos(xz— 2y)
29.g) Dy f(z,y) = 7Y In(7), Dgf( Y) = —2y7* Y In(7)
29 h)@ﬂ_ Y2 +yz 8w_ 2% 4+ 2z 6711)_ —xy

' 61;_(x—|—y+z)2" oy  (z+y+2)?2 0z (v+y+2)?
29. 1) le(l',y,Z) = W’ D2f(xayvz) = :ﬂ_’_y%9 D3f(1'7yaz) = m
29.k) Dig(x,y, z) = 32e37Y, Dyg(x,y,2) = —2e*""Y, Dsg(x,y,z) = €3V
29.1) Dih(x,y,2) = —y sen(x —3z), Dah(x,y,z) = cos(z — 3z),
Dsh(x,y,z) = 3y sen(x - 3z)

29.m) D f(a,b) = Ta5 b3, Dof(a,b) = asbs

u

43 —3y>
32.a) Df(z,y) = | day 222
5 3
2
_(y* 2xy 1
32.b) D(u,w) = ( L9 g 22)
2 2
2. Dig ) (275 )
3

1 1
32.¢) Df(z,y) = (Cos(x _2y) = rsen(w — 2y) 2w sen(s — 2y)>

2 2
N Sk KR 0 __—2rs__
32.f) Df(r,0,s) = (r2+s2)2 (2 +52)2
D D ) ( 3 2sen(260) 0
2
0 @y O
32. g) Df(:ay,z) - Z COSXT 0 senax
2ryzd 2?23 32%yz?
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32.h) D(x,y):( cos(6) Sen(9)>

—rsen(f) rcos(f)
cos(y) —zsen(y)

32.1) Df(z,y) = sen(y) x cos(y)
cos(y)sen(y) —xsen?(y) + xcos?(y)

32.9) Df(,y) = (%‘”J 0)

e ey
3 3 0 —m
33.Df(1,-1) = (_4 _2>,Dg(7r,g) =11 0
0 —m

34. (12 —9)
35. DF5(I, y) = (32%y* Dy f(u,v) (14 ¢'(y))D1f(u,v) + 22°yDs f (u,v)),

sendo (u,v) = (y + g(y), 23y?).

8 0
36. D(go f)(-1,1)=19 -1
0 -1

00 0
37.DF(3,0,-1)= [0 0 0
09 0

33. DF(:L’,y) = (le(x,y)(le(u,v) + D2f(uav)) D2f<x7y)(le(u’U) + D2f(u7v)))’
sendou = v = f(z,y).

DF(z,y) = (15x14y10 10x15y9)

39. a) DlF(‘r7ya Z) = yle(xy7 Z)’ DQF(m>ya Z) = xle(x:% Z)»

D3F($, Y, Z) = Dgf(.ﬁy, Z)

39.b) D1 F(x,y,2) = 22 f(x,y) + 223Dy f(x,y), Do F(x,y, 2) = 223 Do f (2, )
DgF(SC,y,Z) = 31’Z2f($,y)

39.¢) DiF(x,y) = Daof (y*, 2 +y), D2F(,y) = 2yD1 f(y*, 2 +y) + Do f(y* x +y)
39.d) D1 F(z,y) = yD1f(zy,In(y* + 1))

DaF(z,y) = xD1 f(xy,In(y* + 1)) + 53 D2 f (wy, In(y® + 1))

39.¢) D1 F(x,y) = e/WY), DyF(2,y) = 2e/ WY (D1 f(y,y) + D2 f(y,v))

39.f) D1 F(z,y) = szggy,w), Dy F(z,y) = yle(y,;sz)*f(y@)

39. g) DlF(za Y, Z) = ZDQf(y7x) COS(Zf(y,:E)), D2F(I’yv Z) = f(y,iﬂ) COS(Zf(y,I))
DgF(l‘,y,Z) = Zle(ya (E) COS(Zf(ya SU))

39.h) D1 F(x,y,2) = %f(:ﬁ, y+xz)+ ”—;(2mD1f(;v2, y+az)+zDaof (22, y + 12))
DQF(.Z‘,:U,Z) = %Dgf(lj,y + J}Z) >

DsF(x,y,2) = ;ﬁsf(xQ,y +xz)+ %Dgf(xQ,y + x2)

39.1) D1F(z,y) = #Dig(%, x4+ y,e") + Dag(¥,z 4 y,e™Y) + ye* D3g(L, z + y, e™Y)
D2F(may) = %Dlg(%vx + Y, ea:y) + DQQ(%a T +vy, ezy) + xezyDSQ(%’x + 9, emy)

39.j) D1F(x,y) = 229(y, 22 — y,2%) + 222 Dag(y, 22 — y, 2%) + 32t D3g(y, 20 — y, 23)
DoF(x,y) = 22D1g(y, 22 — y,2%) — 22 Dag(y, 2 — y, 2°)
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40. DF( y) (D (m y)le(uvv)+yD2f(u7v) ng(x,y)le(uw)+xD2f(u,v)),
sendo (u,v) = (g9(z,y), zy).
DF(1,0) = (1 )

41.2) D1 f(z,y) = ¢'(z)h(y), D2 f (2, y) = g(x)h'(y)
41.5) D1 f(z,y) = W' (2) D2 F(g(y), h(x), k(z,y)) + D1k(x,y) D3 F(g(y), h(x), k(z,y))
Dyf(z,y) = ’gy) 1F(g ( ),h(x),k(:v,y))+Dzk(fc,y)D3 (9(y), h(z), k(z,y))

41.¢) le(x,y

42. a)Dl ( ) le(x )le(f(x,y),1+x)+D2f(f(a?,y),1+x)
DyF(z,y) = sz(x Y)D1f(f(z,y), 1+ )

42.6) Dy F (z,y) = f(z,y)(2xD1f(u,v) + 1/yDa f(u,v)) + f(u,v) D1 f(z,y)
DyF(z,y) = _f(x y)(x+1)/y*Daf(u,v) + f(u,v)Daf(z,y), sendo u = 2
v=_(x+1)/y

42. C) DlF(m> y) = yle(xyv 62$_y) + 262w_yD2f(mya eQw—y)

DoF(z,y) = D1 f(zy, e?*7Y) — 2*=Y Dy f (xy, 2*7Y)

42.d) D1 F(2,y) = 5=y (D1 f(y + 2, —x) = D2 f(y + 2, —2))
DyF(x,y) = lef@ +,-x)

42. e) DlF($> y) = 2(1+f((yl,i)f)@4’1;c)?32f(;c,y)

—4x D T
DyF(z,y) = Wyfiy))z)

42.1) F'(z) = 22Dy f (a2, v/2e%) + 22 D, f (22, \/2¢7)

_ 2zf'(a" +y) ey = L@ +Y)
43.2) D1 F(z,y) = g'(x) D1 f(g(2)k(y), g(x) + h(y)) + g'(x) D2 f (9(x)k(y), g(x) + h(y))
DyF(z,y) = K (y)D1f(9(x)k(y), g(x) + h(y)) + A’ (y )sz( (z ) (), 9(x) + h(y))
43.b) D1 F(z,y,2) = ya¥~ 1Dy f(2¥, 9%, 2%) + 2° In 2Dz f (29, 7, 2%)
DoF(,y,2) = 2¥InaDy f(x¥,y%, 2%) + 29 1 Do f (¥, Y7, 2%)
D3F(x,y,2) = y* InyDy f(a¥,y%, 2%) + 22" ' D3 f (¥, y*, 2%)

45. D1 F(z,y) = (¢'(x)h(z,y) + g(z) D1 h(z,
DyF(z,y) = g(x)Dah(z,y) D1 f (u,v) — 2 0
v =sen(y)

Y))D1f(u,v) + 5 cos(2) Do f (u,v)
s( )Dgf(u v), sendou = g(x)h(z,y),

46. VF(0,0) = (0,2)

47.2) DyF(,y, 2) = 2900 D, fu,0) + 12
DQF(,T7 Yy, 2) = Dag(z, y;y—g(x,y) le( )
DsF(z,y,2) = ;hz(,fz)pz(z)D f(u,v), sendo (u,v) = (Lzv) h))

47.5) DF(0,1,-1) = (5 —6 0)

48.a) V17 b) % c)% d)v65 e)0 )33




3.8 Soluciéns dos exercicios propostos

49.2) (1,1,1),b) (6,2,2),0) (2, 2,-1),d) (16,32, -1),¢) (—3,—V3,-1), 0 (1,-1,1)

50.a)3x +4y —52=0,b) —x — 2y +22=5,¢c)2x —3y+ 5z =15
5lLayz=0,b)z=y—1,¢)10x — 3y +2=3

52.a) f(1,2) =1, Vf(1,2) = (2,1)

53.En (0,3). En (5, -1).
55.u=( —2

56. a) Verdadeiro.

56. b) Falso, porexemplo D 1 1 f(z,y) = V2eD 1 1 flzy) = —/2.
(722 RRRVERRY
56. ¢) Verdadeiro.

56. d) Verdadeiro.
58. Nas direcciéns de vectores proporcionais a v = (

V)

3 =2

AL \/ﬁ> . Na direccién de (3, 2).

Solucions autoavaliacion. 1a, 2b, 3b, 4a, 5a, 6a, 7a, 8b, 9d






Capitulo 4

Derivadas de orde superior

4.1. Derivadas de orde superior para funcions dunha variable

Se unha funcién f: R — R é derivable en todo punto = dun conxunto A C R, entén podemos
considerar a funcién derivada primeira de f

f*AcR— R
= fl(z)

Asi, podemos estudar a derivabilidade da funcién derivada primeira de f

Definicion 4.1 1. Chamamos derivada segunda dunha funcion f: R — R, a derivada da fun-
cion f'(x), e dendtase mediante " (x), asi f"(x) = (f')(x), nos puntos do conxunto A onde
f' é derivable.

2. Analogamente, se existe " (z) para todo x € B C A, entén a derivada desta funcion deno-
minase derivada terceira de [ e dendtese mediante f'"(x).

3. En xeral, se existe a derivada de orde n — 1 dunha funcion f, f"’l)(x), a derivada desta
nova funcién denominase derivada de orde n e denétase mediante f™ ().

Exemplo 4.2 .

f(x) 22 sen(2x) e’ sen(z)

22

f(z) 2z sen(2x) + 222 cos(2x) cosz — 2z sen )

2
422 senx — 4x cosx — 3 sen z)

2

(
(

f"(x) | —24xsen(2x) + (12 — 8z2) cos(2z) z ((—8:53 + 18z) senx + (1222 — 7) cos z)
(

2

o

f'(z) | (2— 422%)sen(2x) + 8z cos(2x) e "
o
e~ ((25 — 7222 + 162*) senz + (562 — 3223) cos )

() | (—48 4+ 16x2) sen(2x) — 64x cos(2z)
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z+1 9
f(x) Zioi2 zln(z* + 1)
z2 42 —1 222
/ _ In(z? +1
f(=@) o102 n@®+ D+ 5
() 23+ 322 -3z -3 223 + 6z
(22 +z+2)3 (z2 +1)2
e 614+4x376x2712x71 x* + 622 -3
x - i e
(x2 +z +2)4 (z24+1)3
5 4 3 2
4) x° 4+ bx* — 10x° — 30z° — bx + 5 244102215
¥ (x) 24 @ tz12)8 4z (22+1)3

Exemplo 4.3 Tense que:
a) Se f(z) = sen(z), entén f™)(z) = sen(z + ).
b) Se f(z) = cos(z), entén f™ (z) = cos(z + ).
¢) Se f(z) = €, entén f™)(z) = e*.
d) Se f(x) = In(x), entén f™ (x) = (=1)""(n — 1)lz~".

Exercicio 4.4 Calcula as derivadas de orde n de f(z) = e~ e de g(z) = sen(2x)

4.2. Derivadas parciais de orde superior para funcions de varias
variables

Se unha funcién f: A C R™ — R admite derivadas parciais en todos os puntos do seu dominio,
cada unha destas pode admitir, de novo, derivadas parciais.

Sexa f: A C R™ — R diferenciable no conxunto aberto A. Se x € A, D;f(x) € R, para cada
it = 1,...,n, polo que podemos considerar as n funciéns D;f: x € A C R — D,;f(z) € R,
denominadas funciéns derivadas parciais i-ésimas de f no conxunto A.

Definicién 4.5 Dada a funcion D; f, a derivada parcial j-ésima da funcion D, f, isto é D;(D, f)(z),

se existe, denominase derivada parcial de segunda orde con respecto a x; e x; da funcion f no punto
2

e
8mj8xi ’

x, e dendtase por Dj; f(x) o

Se i = j, D;; f(x) denominase derivada parcial de segunda orde con respecto a x; diias veces,
2

da funcién f no punto x, e tamén se denota 922 ().
X

Do mesmo xeito, pédense definir as derivadas parciais de ferceira orde dunha funcion f, me-
diante Dy, f(x) = Dy(D;; f)(x), e as derivadas parciais de orde m € N, sempre que estas existan.

Exemplo 4.6 A funcién f(z,y,2) = x +xy? + 22y estd definida en R3. Existen D1 f, Do f € D3 f,
en todo R3 e, por exemplo, Dy f(x,y,2) = 1 + ¢

Calquera destas tres funcions é derivable con respecto a calquera das tres variables; por exemplo,
Dy f(x,y,2) = 2xy + 2z, é derivable con respecto a z,y, € a z, polo que Dy (Dyf)(z,y,2) =
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2y, Do(Dsf)(x,y,2z) = 2z, D3(Daf)(xz,y,2) = 2. Estas tres derivadas serdn denotadas por
Disf(x,y, z), Dasf(x,y,2) e Dsaf(z,y, 2), respectivamente.

Definicion 4.7 Se existen todas as derivadas parciais de segunda orde dunha funcion f: R™ — R

nun punto xo € R", D;; f(x¢), a matriz cadrada de orde n formada por elas, (Dijf(xo))lgi,jgn

denominase matriz hessiana de f en x, e dendtase por H¢(xo).

Exemplo 4.8 1. Para a funcién f(x,y) = x3e%>7¥, derivando obtemos D1 f(x,y) = 3x2e27Y,

2—

2-y —3r2e2Y
Dy f(z,y) = —z3e*~Y. Derivando de novo, Hy(z,y) = (_633;6262y zg/e;,y ) Logo a

hessiana de f no punto (1,2) é Hy(1,2) = (—63 _13>

2. A matriz hessiana de f(z,y, z) = = + 2y? + 22y nun punto calquera (x,y,2) € R3¢

0 2y 0
Hi(z,y,2) =2y 2z 2
0 2 0

Definicion 4.9 Unha funcion, f: A C R™ — R, é de clase diias no conxunto B C R", e dendtase
f € C%(B), se existen e son continuas en B as derivadas parciais de segunda orde de f.

Unha funcién f: A C R* — R, é de clase m € N no conxunto B C R", e dendtase por
f € C™(B), se existen e son continuas en B as derivadas parciais de orde m de f.

Unha funcion f: A C R" — R, € de clase infinito no conxunto B C R", e dendtase por
f € C*(B), se existen e son continuas en B todas as derivadas parciais de calquera orde de f.

Unha cuestién formulada con frecuencia € a posible coincidencia das derivadas parciais de se-
gunda orde dunha funcién nun punto ¢ inverter a orde de derivacién; isto &, de D;; f(x) e Dj; f(x).
Estas derivadas cofiécense como derivadas parciais cruzadas de segunda orde. Tamén se pode falar
das derivadas parciais cruzadas de calquera orde, se cambiamos a orde de derivacion de dias ou mdis
variables. Por exemplo, D;; f(x), Dixj f(2) ou Dyji f().

Exemplo 4.10 Para a funcién f(z,y) = zy% se (z,y) # (0,0) e £(0,0) = 0, temos que

4 4 2,2
le(o’()) = DQf(O’O) = 0,ese (m,y) 7é (070)’ le(:my) = y% € Dgf(l',y) =
oy’ ~42%5" Para calcular as derivadas parciais de segunda orde na orixe

A R

- Daf(t,0) = Daf(0,0) .t
D12(0,0) = D1(D2£)(0,0) = lim 2 )t 2! ):}5%75:1’

_ _ 45
le(t7t) le(070) — h’mit — _17
t t—0 ¢

D21f(0a0):D2(D1f)(070) = th,_{%

de onde deducimos que, en xeral, as derivadas parciais cruzadas non coinciden.



84 Capitulo 4. Derivadas de orde superior

Teorema 4.11 (de Schwarz) Sexan f: A CR™ = R, xg € A, Aaberto, ei,j € {1,...,n}, tales
que i # j.

Se existen D, f(x), D;f(x) e D;; f(x), para todo x € B(xo,r) e se D;;f é continua en x,
enton existe Dj; f(xo) e ademais Dj; f(xo) = D;j f (o).

Corolario 4.12 Se f € C?(A), enton D;j f(x) = Dj; f(x) para todo i, j € {1,...,n} e para todo
x € A

Utilizando este corolario, se por exemplo f é de clase tres, as derivadas cruzadas de terceira
orde coinciden. Asi, Dy;; f(x) = Dyj; f(x), para todo ¢, 5,k € {1,...,n}. Para a obtencién desta
igualdade en particular, como f é de clase duas, D;;f(x) = Dj;f(x), entén, Dy(D;; f)(z) =
Dy (Djif)(x), o que equivale a Dy;; f(x) = Dy;; f(z). Conclusion andloga pédese obter, en xeral,
se f é de clase m, polo que para a obtencién das derivadas parciais de orde m non teremos que
calcular, explicitamente, as n"* derivadas.

Proposicion4.13 1. Se f,g: A C R® — R, son funcions de clase m en A e \ € R, tamén son
de clase m en A as funcions: f + g, A\f, fge 5( se g(x) # 0 para todo x € A).

2. Sexa f: ACR™ - RP, f € C™(A) se, e s6 se, f; € C™(A) paratodoi=1,...,p.
3. Sexan f: A C R" - RP e g: B C RP — RY, tales que f(A) C B. Se f € C™(A) e
g € C™(f(A)), entén go f € C™(A).

Exercicios
1. Se f(x,y,2) = (% — y? + €7, z3x), obtén D f(0,1,0) e D;; f1(0,1,0).

2. Para as seguintes funcidns, calcula as derivadas parciais de segunda orde e comproba que as
derivadas cruzadas correspondentes son iguais:

a)z =2 — 2xy + 3y b) f(z,y) = 2* — 322y + ¢y*
)z = /a%+y? d) f(z,y) = In(z —y)
e) z = arctan(¥) ) f(z,y) = sen(z — 2y)
Pw=In(ya*+y>+2°) hw= 7
. 2 2 .
D) fz,y) =" 7Y DS, y) =T xy?
k) H(z,t) =e* — e DW(p,q) = (»* - 2¢%)°
m) Q(a,b, c) = ae® n) a(r, s) = cos(2r — 3s)?
3. Calcula as derivadas parciais de terceira orde das funciéns que seguen:
a) w = xyz b) f(x,y,2) = e Tsenyz c)w = yiz
0%z 0%z

4. Proba que as seguintes funciéns verifican a ecuacion de Laplace, 0.

9 aP

a)z=>5zy, b)z=3(e¥ —e¥)senw, ¢)z=e"seny, d)z=arctan()
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. . . . 0%z 5 0%2
. Proba que as seguintes funciéns verifican a ecuacion de ondas, —— = ¢ ——.
ot ox
a) z = sen(x — ct), b)z = sen(wct) sen(wx).
Z_ 2 0%z
. Proba que as seguintes funciéns verifican a ecuacion da calor, 5% =€ 92
T

t

a)z=e"cos%, b)z=e"senZ

8%z oz 0

i 2 2 . ‘4 2z _ _ 9z _
. Comproba que a funcion z = sen(z* + y*) verifica a ecuacién ygz — r5.5. — 5o =

. Sexan ¢,7: R — R de clase ddas. Demostra que a funcién z = x¢(z + y) + y(x + y) é

28,2

- 2 s 9%z 9%z
solucién da ecuacién bz T o2 B0y

. Sexan f unha funcién real, con derivadas de primeira e segunda orde, e F' a funcién definida

por F(z,y) = f(%—i) parax # 0,y # 0. Comproba que: a) 2Dy F(x,y)+y? Do F(x,y) =
0.b) 2* D11 F(x,y) + y* Do F(x,y) + xy(z + y) D12 F (2, y) = 0.

Sexa f : R — R derivable con continuidade ata a orde ddas e F'(z,y) = 22 f(£), para z # 0.
Comproba que > D11 F(,y) + 22y D12 F(x,y) + y* Doa F(x,y) = 2F (,y).

Sexa f: R? — R de clase dias que Verlﬁca x28 " —|—y28 i +xg£ —|—y8f = 0. Demostra que
a funcién g(u,v) = f(e*, e") verifica 2 53+ g 2 =0.

Calcula a matriz hessiana de f(x,y) = ycos(z —y) en (0,F) e de g(z,y,2) = we’?en
(2,0, —4).

Calcula as matrices hessianas das funciéns que seguen:

a) f(z,y,2) =xyz  b) f(z,y,2) =e "sen(yz) o) f(z,y,2) = ;1

d) f(xay) =e"Y e) f(xayaz) :hl(yfz) f)f(x,y,z) =4z—xsen(y)
Sexan f: R? — R, g: R? — R funciéns de clase infinito. Calcula as derivadas parciais de
a) F(x,y,2) = 2° f(z,y) b) G(z,y) = f(zy,y°)
0 F(z, ) e/ (3) d) F(x,y) = f(ay, In(y” + 1)
e) F(x,y) = zefW¥) f) F(z,y) = f(y’“b)

) F(x,y,2) =sen(zf(y,z)) h) F(z,y, )= e f(a?y+ x2)
i) F(;c,y) = g(%,!)&' + y,ewy) J) F(m,y) =z g(y,2x - y,ac3)

k) G(z,y) = zf(—y,y°) D h(z,y,2) = 2° + In(f(y, 2))

D F(z,y) = f(y*,x+y)

Sexa z = F(z,y) unha funcién que admite derivadas parciais continuas ata a orde duas.
Sabemos que z = h(t) (sendo h: R — R ddas veces derivable) € que y = sen(t) + e~ ! + 4.
Calcula 2/(t) e 2" (¢).

Sexan f: R? — R de clase ddas e F'(x, vy, 2) = zzef*=") D4 DsyF(x,y,z), DioF(x,y,2)
€ D12F(4, 0, 75)
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17. Sexan f,g: R* — R funciéns de clase ddas e F(z,y,2) = f(z,y)f(9(y, 2), zh(z)). Cal-
cula D13 F(z,y, 2).

18. Sexan f: R? — Re h: R — R de clase dias e F(z,y,2) = h(z)f(,/zy,sen(yz)).
Calcula Dy3F(z,y, 2).

19. Sexan f: R?* — R de clase ddas e F(z,y) = (f(z, f(y, y)))2 Calcula Doy F(z,y).

4.3. Derivacion implicita

4.3.1. Funciéns definidas implicitamente

Podemos dicir que unha variable y é funcién implicita doutra variable x, y = (), cando esta

funcién estd dada indirectamente por medio dunha ecuacién funcional F'(z,y) = 0, isto é, se 6
substituir y pola funcién ¢(z) na ecuacién F(z,y) = 0 esta é vilida, ou sexa, F'(z,p(z)) = 0
para os distintos valores de x. Nalgins casos pddese despexar a variable y na ecuacién F'(z,y) = 0,
resultando que a funcién implicita ¢ estd, de feito, definida en forma explicita; pero, en xeral, esta
transformacién non serd posible e haberd que estudar as propiedades da funcién ¢, no caso de que
exista, na stia forma implicita.
Exemplo 4.14 A ecuacién funcional y — 22 = 0, define implicitamente a funcién y = ¢(z) = 22
A ecuacién sen(zy) + 3y? — 2 + y3 = 0 tal vez defina implicitamente algunha variable en funcién
da outra, pero en calquera caso non somos capaces de obter unha expresion explicita desa funcion,
ou sexa, non somos quen de despexar ningunha das variables en funcién das outras.

Consideremos unha funcién F': A C R? — R e unha curva de nivel para F, por exemplo a
curva de nivel cero

Co={(z,y) € A: F(z,y) = 0}.

Agora, queremos despexar da ecuacién funcional F'(z,y) = 0 unha das variables en funcién da
outra. Por que? Porque, se o conseguimos, o conxunto de nivel Cy coincidirfa coa gréfica da funcién
obtida, e nés dispofiemos de moitas ferramentas para abordar o estudo das propiedades da grafica
dunha funcién. Mdis formalmente: a curva de nivel cero de F’ coincide coa grafica dunha tinica fun-
cién derivable ¢, de xeito que, por exemplo, se y = ¢(x), se verifique que F(z, p(z)) = 0 para
todo = do dominio de ¢? Nétese que a funcién ¢ tamén pode ser da forma = = ¢(y), exixindolle
neste caso que verifique F'(¢(y),y) = 0. Se a resposta da anterior cuestién fose negativa, poderia-
mos formular unha pregunta mdis sinxela: Se o conxunto de nivel Cp non coincide na sua totalidade
coa gréfica dunha tnica funcidn, talvez de xeito parcial ou local, “anacos" do conxunto Cj poidan
representarse mediante graficas de funcidns.

Formalmente, dado un punto (xg,y9) € Co, existen unha vecifianza de xg, I(xg, @) = (xo —
a, xo + «) e unha vecifianza de yo, I(yo, 5) = (yo — B1, Yo + B2), tales que a curva de nivel cero de
F restrinxida 6 rectdngulo (zg — o, g + «) X (yo — 51, Yo + B2) coincide coa grifica dunha tnica
funcién derivable ¢ nas mesmas condiciéns de antes? (Figura 4.1).
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e B

Yo

Yo — B1

To — « To xg+ «

Figura 4.1: Existencia de funciéns implicitas locais

Se a resposta 4 segunda pregunta formulada é afirmativa, diremos que a ecuacién funcional
F(z,y) = 0 define implicitamente, nunha vecifianza do punto (xg, yo) € Cp, unha funcién

P I(.CCO7O[) CR%I(Z’O?[‘}) CRa

tal que yo = ¢(xg) e F(z,p(x)) = 0, para todo = € I(xg, «), ou que ¢ é unha funcién implicita
definida pola ecuacién funcional F'(z,y) = 0 nunha vecifianza do punto (zo, yo). Por susposto, a
existencia de funciéns implicitas locais non implica e existencia dunha funcién implicita global.

Exemplo 4.15 A ecuacién funcional y — 22 = 0, define implicitamente a funcién y = ¢(z) = 22. 0
conxunto Cy = {(x,y) € R? : y — 22 = 0} coincide exactamente coa gréfica da funcién y = (),

G(p) ={(z,y) eR? 1y = p(x)}.

Exemplo 4.16 Para a funcién F(x,y) = 22 + y* — 1, a curva de nivel cero, Cy = {(z,y) € R? :
x? + y? — 1 = 0} representa a circunferencia de centro (0, 0) e raio unidade. Esta ecuacién non

N
Nk

Figura 4.2: A curva de nivel 0 da funcién F(z,y) = 2> + y* — 1
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define a y como funcién implicita global de x xa que 6 despexar y temos ddas posibles solucions
y=pi1(x) =V1—-22ey = @pa(x) = —v/1 — x2. Porén, se abordamos o problema localmente,
existen infinidade de puntos en Cy, para os cales existe funcién implicita.

En efecto, consideremos un punto (zg,y0) € Cp con yo > 0. A grifica da curva de nivel cero
de F, restrinxida 6 rectdngulo (z¢ — o, o + «) X (yo — B, yo + ), representa a grafica da funcién
y = p1(x) = V1 — 22 para todo = € I(xg, ). Ademais, a funcién é de clase un en I(xg, ) e
verifica yo = p1(w0) e F(z,p1(x)) = F(x,vV/1—22) = 22 + (V1 —22)2 — 1 = 0, para todo
x € I(zg, «). A situacién € andloga se yo < 0 coa funcién y = po(z) (Figura 4.3).

) )

f\ y = ¢al2)
0 v QJ v

y = ¢1(x)

Figura 4.3: Funciéns implicitas da forma y = () definidas pola ecuacién 2 4+ 3> —1 =0

Para os puntos (—1,0) e (1,0), non existe unha funcién da forma y = ¢(x) tal que a gréfica de
¢ coincida con Cj nunha vecifianza deses puntos. Nétese que Do F'(—1,0) = Do F(1,0) = 0 xa
que Dy F'(z,y) = 2y. Como veremos mdis adiante, o feito de que se anulen estas derivadas non é

casual. Pero, as funciéns z = p3(y) = /1 — 92 e & = p4(y) = —+/1 — y? son funciéns definidas
implicitamente nunha vecifianza dun punto (o, yo) € Cj distinto de (0, —1) e de (0, 1), xa que para

estes Dy F' anulase (Figura 4.4).

Y Y

$=993(y)\ f
o I
T = 04(y)

Figura 4.4: Funci6ns implicitas da forma z = ¢(y) definidas pola ecuacién 22 + 3> — 1 =0

4.3.2. Derivacion de funcions definidas implicitamente

Exemplo 4.17 Da ecuacién de dias variables 22 + y? = 25, podemos despexar a variable y en
funcién da variable = da forma y = ¢1(x) = V25 — 22, ou tamén y = ¢a(z) = —v/25 — 2.
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Podemos calcular as derivadas de primeira e segunda orde destas ddas funcidns nalgtins puntos. Por
exemplo,

_Jor _ 2 _ _ 2’
Y P S P =
! V25 — 22’ L 25 — 22 ’

Por outra parte, e sabendo que a variable y € funcién da variable x, podemos derivar directamente
a ecuacion respecto da variable z, 2z 4 2yy’ = 0, e logo despexar a derivada de y, y' = 77‘”, e se
substituimos o valor de y temos a mesma expresion que (4.1). Isto funciona se, neste caso, y # 0.

Se temos un par de puntos (g, yo) que verifican a ecuacion, por exemplo (3, 4), para calcular

y'(3) = ¢(3), non fai falla substituir a funcién na derivada, pois y/(3) = v/ (zg) = — %2 = -3,

4.1

Yo 4
2
— y+ = 2 4,2
Analogamente, y" = . y;y = - e v -2 ;?,y e, no punto (3,4),y"(3) = 7(25751.

Exemplo 4.18 Consideremos de novo a funcién F(x,y) = 22 + y? — 1. No caso de existencia de
funcién implicita derivable y = (), nunha vecifianza de (z,yo) € Cp, podemos facer o célculo
da derivada, ¢’ (z). Para iso definimos a ecuacién G(z) = F(z, p(x)) = 22 + ¢(z)? — 1 = 0, que
¢ vdlida para todo = € I(zg, o), e calculamos a derivada de G, resultando

G'(z) = 2z + 2p(2)¢' (x) = 0,

x

polo que ¢/ (z) = — HOR
En xeral, se G(x) = F'(z,¢(x)) = 0 en todo punto = € I(xg, a), entén

G'(z) = DF(x,¢(x)) = D1 F(z, p(x)) + Do F (z, o(x))¢' () =0,

de onde se deduce que

D F o

(,0,(33) _ 1 (l,(p((ﬂ))7
Dy F(z,(x))

polo que debe verificarse que D2 F'(z, p(x)) # 0, nos puntos en que exista ¢’ ().

Exemplo 4.19 Sabendo que a ecuacioén In(x + y) + 23y? + y® = 1 define unha funcién implicita
do tipo y = y(x) nunha vecifianza do punto (0, 1), calcula ¢’'(0).

Derivaremos respecto a 2 directamente na ecuacién In(x +y) + 3y? — x +y3 = 1, recordando
que y é unha funcién de z, y = ¢(x). Temos entén

1+
T +y

+ 32%y? + 223yy’ + 3y%y = 0.

/

De onde, substituindo (z, y) por (0, 1), obtemos 1 + 4y’ = 0. Polo tanto, ¢’ (0) = ¢’ = —

Formulemos agora o problema dunha ecuacién funcional con tres variables, F(x,y,z) = 0,
nunha vecifianza dun punto (xg,yo, z0) que verifique F(zo,¥yo,20) = 0. Se F define implicita-
mente algunha das variables, por exemplo z, en funcién das restantes, z = ¢(z,y), nunha ve-
cifianza B((xo,y0), @) verificando zg = ¢(zo,¥y0) ¢ F(z,y,¢(z,y)) = 0, para todo (z,y) €
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B((x0,y0), ), e se ¢ fose diferenciable en B((xo, yo), o), poderiase obter facilmente a diferencial
da funcién implicita. Se facemos G(x,y) = F(z,y, p(z,y)) = 0, paratodo (z,y) € B((xo,Yo), @),
tense que

1 0
(0 0) = DG(z,y) = DF(z,y, p(x,y)) 0
Dip(z,y) Dap(x,y)

Polo tanto,

0= DIF(:E; Y, gp(x,y)) + D3F($7ya (P(J}, y))DlsD(x’y)
0= DyF(z,y,p(2,y)) + DsF(z,y, o(x,y)) Dap(z, y)

de onde se deduce que, se D3 F(x,y, o(x,y)) # 0,

_ DiF(z,y,0(x,y))
Dip(z,y) = DsF(z,y, p(z,y))

_ DoF(z,y,0(x,y))
Dop(z,y) = _DiF(z,% o(@,y))

Obsérvese que, como consecuencia de que F' € unha funcién de clase un, se D3 F'(xq, Yo, 20) # 0
entén D3 F(x,y, o(x,y)) # 0 para todo (x,y) € B((xo, y0), @) (para « suficientemente pequeno).
Asi pois, dado que as derivadas parciais de ¢ son cociente de funcidns continuas, € suficiente con que
D3F(x0,90,20) # 0e F € C'(A), para poder asegurar a diferenciabilidade da funcién implicita
ou, sendo mdis preciso, a propiedade ¢ € C1(B((z0, o), @)).

Exemplo 4.20 Supofiendo que a ecuacién funcional 22 + 32 + 22 — 49 = 0, define implicitamente
a variable z en funcién das variables (x,y) nunha vecifianza de (6, —3,—2), podemos obter as
derivadas parciais da funcién implicita no punto (6, —3). Se sabemos que existe unha funcién z =
o(x,y) diferenciable para todo (z, y) preto de (6, —3), tal que (6, —3) = —2e F(z,y, o(x,y)) =
0, entén

22+ % 4+ o(z,y)? —49=0. 4.2)

Derivando nesta igualdade respecto de = temos que

¢ dicir, Dyp(z,y) = - Se denotdsemos, por comodidade, z = o(x,y), a ecuacién (4.2)

__ =z
p(z,y
quedaria x? + y2 +22-49=0,0onde z e 9 son variables e z € funcion delas. Asi, derivando nesta

igualdade respecto de x obteriamos

0z
2 22— =0
T “or ’

é dicir, % = —Z, onde, non convén esquecelo, z = o(z,y).

Analogamente, derivando (4.2) respecto de y, temos

2y + 2¢(x, y) Dap(z,y) = 0.
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Logo, Dap(x,y) = —%. Se denotamos z = ¢(z,y), entén 2y + 222—; = 0, ou sexa, g—; =-Z
A partir de aqui podemos dar, por exemplo, as derivadas parciais da funcién implicita no punto
(67 _3)’
3
D1p(6,-3) =3  Dap(6,-3) = —3

Exemplo 4.21 Se temos unha ecuacién con tres variables, podemos proceder da mesma forma sa-
bendo cal é a variable dependente e cales é as independentes. Para a ecuacién 22 + y? + 22 = 14,

podemos despexar, por exemplo, a variable z en funcién de z e y, z = /14 — 22 — y2 e, neste caso,
0z

. . .. 0z
poderiamos calcular as derivadas parciais — e —.
or Oy
Pero se seguimos a mesma técnica que no caso anterior, podemos derivar directamente na ecua-

cién. Por exemplo, se derivamos a ecuacidn respecto da variable x e logo respecto de y, temos

0 0
23:—0—228—;:() e 2y+2za—;:0,
0z r 0z y . .
de onde podemos obter, — = —— e — = —=. E para un punto que verifique a ecuacién, por
oz z Oy z
0z 2 0z 1
lo(2,1,3), —(2,1)=—-e —(2,1) = ——.
exemplo (2,1,8), 5= (2,1) = ~Z e 5 (2,1) = —

Novamente, a partir das derivadas parciais de primeira orde podemos calcular as derivadas de
segunda orde. Por exemplo,

Po_ O(ley_ 0oy iorg o Pay ) 13
0x2  Ox\ozx oz \ z 22 23 Ox2"”’ 27
0%z 0 [0z 0 /—y Z—y% y? + 22 0%z 10
it R G R e I = (CE
P _ 005y _ 0 ry e 02 o1y =2
Oxdy Oy \Ozx oy \ z 22 23’ Oxdy 27

A matriz hessiana da funcién implicita z = ¢(z,y), definida pola ecuacién funcional 22 + y* +

22 = 14 nopunto (2,1) e z = 3§,
13 -2
27 27
)
27 27

Neste exemplo tamén hai que ter en conta que estas derivadas son validas sempre que z # 0.

Este método de derivar cofiécese como derivacion de funciéns definidas implicitamente por unha
ecuacién funcional F'(x,y) = 0 ou, no caso de tres variables, F'(x,y,z) = 0, ou simplemente,
derivacion implicita. Por suposto, o método estudado esténdese aos casos nos que hai mdis de tres
variables e, tamén, cando a variable dependente é x ou y e as restantes son independentes.
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Exercicios
20. Deriva as seguintes ecuaciéns sabendo que y € funcién implicita da variable x.
a2 —3ry+y?—20+y—5=0 b)sen(x)—l—Wlw) -3=0
o) In(y/22 +y?) + 2y =4 d)ﬁ—yzz6
e) 3zy + In(zy?) =7 )5 +In(¥)=6
g) 2% +y? ==ty h)zy? — 2%y +ye ® =0
21. Deriva as seguintes ecuacions sabendo que z € funcién implicita das outras variables que
aparecen na ecuacion.
a)tan(z +y) +tan(y+2) =1 b)z=-e"sen(y + 2)
o)zln(y) +y?z+22 =8 d) cos(xy) + sen(yw) + zw = 20
e) ryz + 3z%y> —Inz3 =0 f) e** = xyz
g) xyz3 + yz + sen(wyz) = 1 h) In(z + y + 2) + 2zyz = ze* Y
Dad 4P+ 22412 -32=0 Dr—2y—-32+Tt+2>=-2
k) 222 +sen(zz) + In(zy) =0 D tin(z) —3e? + (z +1)% + 222 =6

22. Sabendo que a ecuacion 2% + y? + 2% — 49 = 0, define a 2z como funcién implicita de (z, y)
nunha vecifianza de (6, —3), non cal z = —2, calcula as derivadas parciais de primeira e
segunda orde da citada funcién implicita no punto (6, —3). Repite o exercicio para a ecuacién
zye® + z cos(x? + y?) = 0 no punto (zg,y0) = (0,0), con 29 = 0.

23. Sabendo que a ecuaci6n funcional *¥ — cos(y27”) = 0 define a z como funcién implicita
das variables (z,y), z = ¢(z,y), nunha vecifianza do punto (zo, yo,20) = (0,1, 2), calcula
Dy(0,1) e Dp(x,y), para todo (x, y).

24. Consideremos a ecuacion e¥* + e™* + ze™¥ = 4. Sabendo que z é funcién implicita de (z, y),
calcula as derivadas parciais da funcién implicita no punto (zo,yo) = (2,0), con 2o = 0.

25. Sexay = ¢(x, z) a funcién de clase 1 definida implicitamente pola ecuacién z%yz+2y® = —8
nunha vecifianza do punto (xg, z9)= (1,0). Calcula as derivadas da funcién implicita nese
punto.

26. Se aecuacién ze* + zIn(1 + 2% + y?) = 0, define a 2 como funcién implicita de (x, y) nunha
vecifianza de (0, 1), non cal z = 0, calcula as derivadas parciais da funcién implicita no punto
(0,1).

27. As duas ecuacions e cos(v) = x e e sen(v) = y definen as variables u e v como funciéns

de x e y. Obtén estas funciéns de forma explicita, u = u(x,y) e v = v(z,y), vdlidas para
x > 0 e demostra que os vectores Vu(z,y) e Vu(x,y) son perpendiculares en cada punto
(z,y),xz > 0.
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4.4. Autoavaliacion

As seguintes cuestions tefien s unha resposta correcta.

1. Paraa funcién f(z,y) = *sen (%) unha das seguintes igualdades é FALSA.

b) Daf(z,y) = —% COS(
¢) Dosf(x,y) = x; cos ( .
d) Diaf(z,y) = _ 327 oo (%) 4+ 22 sen (%)

2. Sep(r,0) = ﬁ In(6?), unha das seguintes igualdades é FALSA.
a)gf =% ln(92) )22 = (2 — In(6?))
O %5 =—FWm(e?) d grc% = —20In(6?) + 3%

3. Se f : R? — R é diferenciable, H (x,y) = y*f(2?%,y%), u = 2% e v = y>, unha das seguintes

igualdades é FALSA.
W 5 ny”f b) % o o= 2yf(u, v)+3y42£2
) 8m2 - 28f d) 8181} - 41‘2./ + 6.%‘:/./4 86u@fv

4. Se f(x,y) = ye® +In(z — y), entén Hy(0,—1) é

—2 2 -1 2 1 e e 1
o35 v ) o0 5) o0 )

5. Se f(z,y, z) = arctan(x) + sen(zz) + yz, entén Hy(1,—1,0) é
1 1 1 1
-5 0 1 -5 0 1 -5 0 1 -5 01
ayl 0 0 2 by O 0 -2 of 0 0 2 dl 0 0 2
1 20 1 -2 0 1 1 2 -1 2 0
6. Se w = zarctan ( ) unha das seguintes igualdades é FALSA.
Ow 2y Ow —2x Ow 0%w y?
) ox  x2+y? ) oy  x?+y? ©) g, orean (y> ) 0z0r 14 2?2

7. Sabendo z vén definida implicitamente pola ecuacién i 1 + ze¥ + In(z) = 2, nunha veci-
Y

flanza de (o, yo, 20) = (1,0, 1), tense que

0z

ox

8. Sabendo y vén definida implicitamente pola ecuacién z2 + ye3® = 1, preto de (o, yo) =
(0,1), tense que

Ay (x)=-3 byl)=-5 oy (0)=-3 d 2£0,1)=-3

DW= D WL0=2 O 10=0 & 1,0=1
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4.5. Derivacion con MATLAB

1. A sentenza dif £ utilizase tamén para calcular derivadas de orde superior dunha funcién dun-
ha variable. Por exemplo, as sentenzas

>>syms X
>>D2f=diff (x"2+sin(x),x,2)
>>D3f=diff (x"2xsin(x),x,3)

devolven a derivada segunda e terceira, respectivamente, da funcién f(x) = 22 sen(z).

2. Coas sentenzas
>>syms X y Z
>>f(x,y,2)=x+xy*exp (-x"2-y"2)+1og (x/y) +txX*y*z
>>D11f=diff (f,x,2), Dl2f=diff(diff(f,y),x),
D133f=diff (diff (£, z,2),x)
obtemos as derivadas parciais, D11 f(z,y, 2), D12 f(z,y, 2) e D1ssf(z,y, 2).

3. A sentenza
>> Hf=hessian (f)
devolve a matriz hessiana de f, e as sentenzas
>> D11fp=D11f(1,1,pi/2)
>> D21fp=D21f(1,1,pi/2)
>> Hfp=Hf(1,1,pi/2)
devolven D13 f(1,1, %), D1 f(1,1,5) e Hf (1,1, 5).

4.6. Solucions dos exercicios propostos

0 -2 1

1. Df(0,1,0) = 0 0 0
D1 fa (0, 1, O) 2, D22f1(0, 1, O) = -2, Dggfl(O7 1, O) =1
D12fl(03170) D13f1(07170):D23f1(071a0)20
D;;f2(0,1,0) = 0, para todo 3, j

9%z 9%z 8%z _
2. ) ox2 T 2, Oxdy ~ -2, yZ =3
2. b) Dllf(x y) = 1222 — 692, Do f(z,y) = —12xy, ngf(x y) = 1232

_ 222 +'L/ 92z _ —xy 92z x +2'L/

= \/(a:2+1/ )3’ oxdy \/( 21y2 )3’ By = \/ﬁ
2.d) Duf(:v y) =) 2,Duf(gc Y) =~ «.»,Dzzf(x y) = ﬁ
= 2%z i 8%z —2zy
C) 812 - 12+y2)2’ dxdy (a?Qer?)Q’ oy2 W
2.0) Dy f(z,y) = —sen(z — 2y), D12 f(z,y) = 2sen(z — 2y),
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Dosf(x,y) = —4 sen(x — 2y)

2 ) 82711; _ 72 242422 5w _ —2zy 8w —2xz
2+£/ +22)2° dxdy (z24y2+22)2° 020z (:r2+1/ +22)2
2w _ _xi—y*+2 Pw —2yz Pw _ 71 +y’ -z
9y2 — (@@ ty?+z2)2° ay(?z = @12 t20)2 922 @ityita2)?
2.hy Lw — 2ulyts) 0w _ Z4(aty)at2ey  9*w _ —y(y—a+2)
Ox2 (z+y+2)3° d0zdy (z+y+2)3 > 9zdz (z4y+2)3
?w _ —2zx(z+z) %w _ —z(z—y+z) 9w _ 2zy

y? T (atyt2)? 9ydz — (wtyt2)® 0 027 T (wtyt2)®

01 0 -1 0
12.Hf(o,g):<1 2),Hg(z,o,—n: -1 2 2
0 2 0

14. a) D11 F(z,y,2) = D11 f(2,y), D12F (2, y, 2)

= 28Diaf(,y),

DlSF('rayvz) = 3z2D1f(x,y), D22F(x7yvz) = 23D22f(.13,y)
D23F(‘Tay7z) = 32’2D2f(37,y), DggF(l’,y,Z) = sz(xvy)

14.b) Di1g(x,y) = y* D11 f(zy, y°)

Disg(x,y) = D1 f(zy,y*) + xyDy f (zy, v +3y
Dasg(x,y) = D1 f(2y,y*) + 6xy*Dia f(zy, y )
14.0) D1 F(x,y) = L f/(£)e! S, DyF (2,y) =

Disf(zy,y?)
+ 6'yD?{ (;cy Y3) + 9y Das f (zy, y?)
f(5)elty

15. 2/(t) = D1 F(x,y)h'(t) + DoF (z,y)(cost —e™?)
2" (t) = D11 F(x,y) (R (t))? + 2D12F (z, y)h' (t)(cost — e~ ")+

Do F(z,y)(cost — e )2 + Dy F(x,y)h" (t) + Do F

17. D13 F(2,y,2) = D1 f(x,y)(D2g(y, 2) D1 f (u, v)
sendo (u,v) = (g(y, 2), zh(z)))

(x,y)(—sent +e7t)

+ (h(2) + 2h/(2)) Da f (u, v),

18. D13F(2,y, z) = ycos(yz) (W (z) Da f (u,v) + 2h(z)\/Z D12 f (u,v))

sendo (u,v) = (\/Ty,sen(yz))

19. D21F(Z‘,y, Z) = Q(le(yvy) + Dgf(y,y))(D1f(u,'U)D2f(u,v)—|—

f(u,0) D12 f(u,v)), sendo (u,v) = (z, f(y,y))

20.a)2x — 3y — 3xy’ +2yy —2+y =0
20. b) cos(x) + Wl(w) sen(zy)(y + xy’) =0
20. ¢) x;‘fé’z +y+ay =0

20. d)%_zyyzo

21.a) 1 + tan?(x + y) + (1 + tan? (y—!—z))az =0

1+ tan?(z +y) + (1 + tan?(y + 2))(1 + & 52)=0

21.b) 2 = scn(y+z)+e cos(y+z)6u

g—;—e cos(y—f—z)(l—i—%y)

21.0)In(y) +y? 2 +2:2 =0
+2yz+y262+2zay 0
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21.d) —ysen(zy) + wg—; =0
—zsen(zy) + w cos(yw) + wg—z =0
ycos(yw) + z + +w§—5} =0

22. 82(6,-3) = 3, 52(6, —3) = —3/2

95(6,-8) =5, 22(6,-3) = —9/4, 22(0,0) = 13/8
52(0,0) =10, 32(0,0) =0

22(0,0) =0, Z£(0,0) = —1, 35(0,0) = 0

2
xz zmsen(LL
23. Dp(z,y) = ( yz — Tz+2yzm se (yéir )) Dy(0,1) = (% 4)
xy+y27rson(‘z ) ry—&-yzﬂscn(‘?)

27. u = In(y/x2 + y?), v = arctan(%)

Solucions autoavaliacion. 1d, 2c, 3¢, 4a, 5b, 6d, 7a, 8c



Capitulo 5

Optimizacion en varias variables

Neste capitulo abordaremos o estudo dunha das partes mdis importantes do célculo diferencial:
os problemas de optimizacién. Veremos que numerosas situaciéns da vida real encaixan no tipo
de problemas que consisten en buscar a mellor solucién de entre un conxunto de alternativas. Nun
primeiro paso, teremos que transcribir, modelar, o problema en termos matematicos. Despois, apli-
caremos as técnicas do cdlculo diferencial para determinar se o problema ten solucion e, en caso
afirmativo, calculala.

S.1.

Extremos de funcions sen restricions

Nos problemas de optimizacién sen restricions as variables de decisién poden, en principio,
tomar calquera valor. Empezamos coas definiciéns de maximos e minimos locais ou relativos.

Definicion 5.1 Dados unha funcion f: R™ — R e xg € R", dise que

1.

xo € un minimo local ou relativo de f se existe v > 0 tal que f(x) > f(xo), para todo
x € B(xzg,r).

xo € un mdximo local ou relativo de f se existe r > 0 tal que f(x) < f(xg), para todo
x € B(xzg, ).

Zo € un minimo relativo estrito de f se existe r > 0 tal que f(x) > f(x0), para todo x €
B(zg, 1), x # x0.

xo € un mdximo relativo estrito de f se existe r > 0 tal que f(x) < f(xq), para todo
x € B(zg,r), x # xo.

Denotamos B(zg, ) o conxunto dos puntos de R™ que distan de xo menos que 7, B(zg,r) =
{x € R": ||z —x0|| < r}. Asi, por exemplo, pedir a existencia de r > 0 tal que f(z) > f(zo), para
todo x € B(xg,r), significa que f(xz) > f(x¢), para todo x preto de xq.

Do mesmo xeito definense os maximos e minimos globais.
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Definicion 5.2 Dados unha funcion f: R™ — R e xy € R", dise que
1. xo é un minimo global de f se f(x) > f(xo), para todo x € R™.
2. xg é un mdximo global de f se f(x) < f(xo), para todo x € R™.
3. xg é un minimo global estrito de f se f(x) > f(xo), para todo x € R™, x # xy.
4. xo é un mdximo global estrito de [ se f(x) < f(xo), para todo x € R", x # x.
Un maximo ou un minimo de f denominase extremo da funcién. E inmediato que todo extremo

global € un extremo local da funcidn.

Definicion 5.3 xy € R™ é un punto critico da funcion f: R® — R se D, f(x9) = 0, para todo
i=1,...,n

Proposicion 5.4 (Condicion necesaria de primeira orde) Sexa f: R™ — R unha funcion dife-
renciable. Se xo € R™ € un extremo relativo de f, enton xq é un punto critico de f.

Demostracién. Supofiamos que xo é un minimo relativo de f. E dicir, existe » > 0 tal que f (z) >
f(xo) para todo x € B(xg, ). No intervalo I = (—r,r),dado ¢ € {1,...,n}, definimos a funcién
vectorial g;(t) = xo + te;, onde e; é o vector i-ésimo da base candnica de R™. Consideramos a
composicién F; = f o g;, dada por F;(t) = f(xzo + te;), que é diferenciable en I. Ademais, ¢t = 0
¢ un minimo de F;, xa que xg + te; € B(xo,r) e Fi(t) = f(xo + te;) > f(xo) = F;(0) para
todo ¢t € I. A condicién necesaria de primeira orde de existencia de extremos para funciéns dunha
variable asegura que F/(0) = 0. Pero, utilizando a regra da cadea,

F{(t) = Df(gi(t))Dgi(t) = Df(zo + tes)(e:) = Dif (wo + tes),
e, polo tanto, 0 = F/(0) = D, f(x). [

Esta condicion de existencia de extremos é necesaria pero non suficiente como se comproba no
seguinte exemplo.

Exemplo 5.5 O punto (0,0) é un punto critico da funcién f(z,y) = z3y3, porén non € un extremo
relativo de f, xa que calquera que sexa r > 0, os puntos (3, 5), (5, — 75) B((0,0),r)e f(5,5) >

£(0,0)=0> f(5,~5).

Existen, en xeral, puntos nos que se anulan todas as derivadas parciais dunha funcién que no son
extremos da mesma.

r
27

Definicion 5.6 Un punto critico dunha funcion f: R™ — R que non é mdximo nin minimo de f
denominase punto de sela de f.

Como consecuencia da definicién anterior, se ¢ € un punto critico de f, o € un punto de sela
de f se, e s6 se, calquera que sexa r > 0 existen z,y € B(xq,r) tales que f(x) > f(zo) > f(y).

Proposicion 5.7 (Condicion necesaria de segunda orde) Sexa f: R® — R, f € C2(R"). Verifi-
case que:



5.1 Extremos de funcidns sen restricions 99

1. Se zo € R™ é un minimo relativo de f, entén Hy(x() é semidefinida positiva.
2. Se xy € R™ é un mdximo relativo de f, entén Hy(x() é semidefinida negativa.

Este resultado ten unha importancia relativa na clasificacién dos puntos criticos dunha funcién f,
no senso de eliminar a posibilidade de que un punto critico sexa un miximo ou un minimo. En efecto,
se o € punto critico de f e a matriz H ¢ (zo) non é semidefinida positiva, entén xo non é un minimo
da funcion, polo que z( serd un maximo de f ou un punto de sela de f. Asi mesmo, se Hs(x) non
¢é semidefinida negativa, entén xzy serd un minimo de f ou un punto de sela de f. Doutra forma, se
realizamos este razoamento en positivo, temos que se H y(x¢) € semidefinida negativa, H ¢ (zo) # 0,
entén o punto o é un méximo de f ou un punto de sela de f. Se Hy(zo) é semidefinida positiva,
Hy(z) # 0, entén o punto o € un minimo de f ou un punto de sela de f.

Enunciamos a continuacién unha condicion suficiente que clasifica os puntos criticos.

Proposicion 5.8 (Condicién suficiente para a existencia de extremos) Sexan f: R” — R, f €
C%(R"™) e g € R™ un punto critico de f. Verificase que:

1. Se Hy(zo) é definida positiva entén o punto xy € un minimo relativo estrito de f.
2. Se Hy(x) é semidefinida positiva, para todo x € R™, entén xq é un minimo global de f.

(

(
3. Se H¢(xg) € definida negativa enton o é un mdximo relativo estrito de f.
4. Se Hy(x) é semidefinida negativa, para todo x € R", entén x é un mdximo global de f.
(

5. Se Hy(xo) € non definida entdn x é un punto de sela de f.

Exemplo 5.9 Para obter os extremos da funcién f(z,y) = 223 +2y3 — 922 +9y? + 122+ 12y + 15,
calculamos os puntos que anulan as didas derivadas parciais:

Dif(x,y) =622 =182 +12=6(z> —3x+2)=0 <2 =1loux =2
Dof(x,y) =6y> +18y +12=6(y> -3y +2) =0 ©y=—louy = —2

Os puntos criticos de f son, pois, (1, —1), (1, —2), (2, —1) e (2, —2). Para clasificalos, en primeiro
lugar, obtemos a matriz hessiana de f en todo punto (z,y) € R2,

12018 0
Hf(:cvy)—( 0 12y+18>'

A continuacion, estudamos o signo da matriz hessiana en cada un dos catro puntos criticos:

1. Hy(1,-1) = <_06 (6)> € non definida, polo que (1, —1) é un punto de sela de f.

2. Hf(1,-2) = <_06 —06> ¢ definida negativa e (1, —2) é un méximo relativo estrito de f.

3. Hf(2,-1) = (g g) € definida positiva, polo que (2, —1) é un minimo relativo estrito de f.
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4. Hf(2,-2) = (g —06) € non definida, polo tanto (2, —2) é un punto de sela de f.

Exemplo 5.10 Dada a funcién f(x,y) = 2* + y* — 2(z — y)?, para obter os seus puntos criticos
resolvemos as ecuacions:

Dif(z,y) =42® —4(x —y) =0
Do f(x,y) =4y° +4(x —y) =0

Sumando ambas as ecuaciéns temos x> + y3 = 0, é dicir, x = —y. Substituindo, por exemplo, na
primeira temos a ecuacion 423 — 8z = 0, que ten como solucidns, 0, —/2 e /2. Asi, os puntos
criticos de f son (0,0), (—v/2,v/2) e (v/2, —v/2). Para clasificar os puntos criticos, en primeiro
lugar, obtemos a matriz hessiana de f en todo punto (z,y) € R?,

1222 — 4 4
Hf(ﬂ?,y) = < 4 12y2 _ 4) )

e, posteriormente, estudamos o signo da matriz hessiana en cada punto critico.

1. Hf(0,0) = (44 _44) ,deonde D; = —4 < 0e Dy = 0, polo que Hy(0,0) é semidefinida
negativa e non nula. Pola condici6n necesaria de segunda orde, o punto (0, 0) é un méximo ou
un punto de sela de f. Temos que utilizar a definicién de médximo, de xeito que (0, 0) seria un
méximo relativo de f se f(z,y) < f(0,0) = 0, para todo (x,y) preto de (0, 0). Pero como
f(r,r) =2r* > 0= £(0,0), para r tan pequeno como queiramos, tense que (0,0) non é un
mdximo e, polo tanto, (0,0) é un punto de sela de f.

2. Hf(\f, —\/ﬁ) = Hf(_\/i \/Q) = (240 240>, D1 =20 > 0e Dy = 384 > 0. Enton a ma-

triz hessiana en ambos os puntos é definida positiva e, pola condicién suficiente, (v/2, —v/2)
e (f\@, \/5) son minimos relativos estritos de f.

Exemplo 5.11 Sexa f(x,y) = %bQ:::3 +a’zy? — %bsz — a?y?. Para clasificar, segundo os valores
de a,b € R, os puntos criticos de f, comezamos polo célculo das derivadas parciais:

Dy f(z,y) = 2b%2% + a®y? — b’z
Daf(x,y) = 20wy — 2’y = 2a°y(x — 1)

Os puntos criticos de f son aqueles que anulan ambas as derivadas parciais. As{, para que se anule a
segunda derivada parcial ten que suceder que @ = 0,ouy = O ouben z = 1.

a) Se a = 0, 6 substituir na primeira derivada parcial e igualar a 0 obtemos 2b%x2 — b%z = 0, é

dicir, b2z(2z — 1) = 0,deonde b=0oux = O ouz = %

Deste caso (a = 0) obtemos ent6n os puntos criticos: (0,%0), (3,%0), con y, € R calquera. O
caso en que a = b = 0 podémolo obviar, xa que f serfa a funcion constante 0 e tédolos puntos
serian maximos e minimos globais 6 mesmo tempo.
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b) Se y = 0, 6 substituir na primeira derivada parcial e igualar a 0 obtemos 2b*z% — b?x = 0, de
ondedenovob=0ouz =00ux = % Deste caso obtemos entén os puntos criticos: (0, 0),
(3,0), e, se b =0, (20,0), con zy € R calquera.

¢) Se x = 1, 6 substituir na primeira derivada parmal e igualar a 0 obtemos b? + a%y? = 0, de
onde, para a # 0, se ten a ecuacién y?> = — % < 0, que non ten solucién.

Para clasificar os puntos criticos necesitaremos a matriz hessiana da funcién f:

Hy(z,y) = (

Procedemos, pois, a clasificar os puntos criticos calculados, € dicir, a determinar, empregando as
condicion de segunda orde, se son extremos ou son puntos de sela da funcién.

4b%z — b? 2a%y
2a%y 2a%x — 2a?

2
1. (0,%0), con yo € R (sendo a = 0). Tense que H7(0,y0) = ( é) 8), que ¢ semidefinida

negativa, polo que s6 podemos afirmar que estes puntos non poden ser minimos de f.
4%z —v* 0

0 0
o {(z,y) € R? : & < 1}, polo que todos os puntos criticos de f que pertencen a este
conxunto, en particular os que estamos analizando, son maximos de f se se restrinxe a este
aberto, logo son maximos relativos de f.

Por outra parte, Hy(x,y) = ( ) , que € semidefinida negativa no conxunto aber-

Poderiamos ter clasificado estes puntos utilizando a definicién de maximo: como a = 0,

f(x7y) = 2hZ$3 - % = b2$2(%1‘ - %)7
ademais b%x?(

2r-)<o0= f(O,yO) para z < 2. Polo tanto, se (z,y) € B((0,10),3).
tense que f(z,y) < (0, o), ¢

1
2
f(0 dicir (0,yo) é max1m0 relativo de f.

2

2. (3,90), con yo € R (sendo a = 0). Tense que H(3,y0) = (% 8), que é semidefinida

positiva, polo que estes puntos non poden ser maximos de f.
Seguindo un razoamento andlogo 6 do apartado anterior, a partir de H;(z, y) para o conxunto
aberto {(z,y) € R? : x > 1}, chegariamos a comprobar que tédolos puntos criticos de f que

pertencen a este conxunto, en particular os que estamos analizando, son minimos relativos de
f. Tamén poderiamos ter clasificado estes puntos utilizando a definicién de minimo.

3. (20,0), con zp € R (sendo b = 0). Tense que H(xp,0) = <8 2a2(x0 1)>, que é
0 —

semidefinida positiva se ¢ > 1 e é semidefinida negativa se zog < 1.
Asi, se z9 > 1, (x0,0) non pode ser un maximo relativo de f. Por outra parte, neste caso
(b=0),

fla,y) = a®xy® — a’y? = a®y?(z — 1) > 0= f(x0,0),
para todo (z,y) € B((z0,0), 251). Polo tanto (2, 0) é un minimo relativo de f. Se = < 1,
(20,0) non pode ser un ml’nimo relativo de f. Por outra parte, neste caso (b = 0), f(z,y) =
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a?y*(z — 1) < 0 = f(z0,0), para todo (z,y) € B((z0,0), 152). Polo tanto (z,0) é un
maximo relativo de f.

Por dltimo, se zo = 1, a matriz hessiana é semidefinida positiva e semidefinida negativa a un
tempo polo que non nos proporciona ningun tipo de informacion. Pero podemos observar que,
para todo > 0, os puntos (1 — 5, 5) e (1 + %, 5) pertencen 4 béla B((1,0),r), ademais
ror 2T3
fl=35,5)=—-a"% <0=f(1,0)
FL+35,5) = a5 > 0= f(1,0);
polo que (1, 0) non é mdximo nin minimo de f, é un punto de sela.
. —b? 0 . . .
4. Para clasificar o (0, 0), observamos que H(0,0) = 0 —9242) € definida negativa, se
a,b # 0, e, polo tanto, (0, 0) é un médximo relativo estrito de f.
Para os casos a = 0 ou b = 0 xa vimos que (0, 0) é tamén mdximo relativo estrito de f.
. 1 1 b2 0 L .
5. Para clasificar o (3,0), observamos que H(5,0) = 0 _g2 ) Que € non definida, se
a,b # 0, e polo tanto, neste caso, (0,0) é un punto de sela de f.
Para os casos a = 0,6 # 0 ou b = 0, a # 0 xa vimos que (%, 0) é minimo relativo estrito e
maximo relativo estrito de f, respectivamente.
Exercicios

1. Obtén e clasifica os puntos criticos das funcidns:

a) f(z,y) = (z+1)(y—2) b) f(a,y) = 2y y+1)

o) f(x,y) = zy(z — 1) d)f( Y) = (yz—x)( y* — )

e) f(z,y) = 2° +32% —y* +4 f) f(z,y) = e (2* + y?)

) f(z,y) = 2> + 3wy?® — 152 — 12y h) f(z,y) = 2% + 3y* — 4> — 1292
D) f(z,y) = +y — In(zy) D f ,y)=x3—3m+( —1)?

K f(z,y) =azy—4de—y+7 l)f(x,y)—x—l-y—i— +*

m) f(z,y) = 2° + 3zy® — 3z + 2 m f(z,y) = (@ +y2)e

o) f(z,y) = (x+y)(zy + 1) p) f(z,y) =2 — 2% —y? — 2y + 60
Q flz,y) = 2> +y* =20 +2y +2 0 f(z,y) = 2* +y +2y

s) f(z,y) =y + 2 + 3xy ) f(z,y) = 22 +y — 8lIn(x )

W) fz,y) = z(e” — e¥) V) fla,y) = —a® + 4oy — 2y° +-1

w) f(z,y) = 2® +y3 — 122 — 2Ty + 15

2. Obtén e clasifica os puntos criticos das funcidns:

a) f(z,y,2) =zln(y) + zln(x) —y
b) f(x,y,z) — (CC + ZQ)ex(y2+z2+2)
o) flx,y,2) =222 + 9% + 22 + 2y + 222
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d) f(z,y,2) =22 +y?> + 322 —ay + 222+ y2

e) flo,y,2) =a?+ 9y + 22 +ay
flx,y,2) = 2% — 2% —y? + 222 — 50

g) f(z,y,2) =223 + 322 — 122 + 2% + 9y% + 322 — 62

3. Obtén e clasifica, segundo os valores do pardmetro a, os puntos criticos das funciéns:

4. Proba que o punto (1, —+/3) é un maximo relativo da funcién implicita z = f(x,y) definida
pola ecuacién funcional z2+:vyz—xy2 —22 = 14 nunha vecifianza do punto (1, —\/3, —2\/5).

5. Proba que o punto (1, 1) é un punto critico da funcién implicita z = f(z,y) definida pola
ecuacién funcional xyz + sen(z — 6) — 2(z + y + z?y?) = 0 nunha vecifianza do punto
(1,1,6). Neste punto f alcanza un maximo?

Exercicios resoltos

1. Obtén e clasifica os puntos criticos da funcién f(z,y) = 2% —8x3+222% — 24z +y* — 4y +18.
Solucion. Calculamos os puntos que anulan as derivadas parciais de f:

Dif(z,y) = 42° — 242% + 44z — 24 = 4(2® — 622 + 112 — 6) = 0
Daf(x,y) =4y’ —4=4(y° = 1) =0

Da primeira das ecuaciéns dedicese que + = 1, x = 2 ou x = 3. Da segunda, que y = 1.
Polo tanto, os puntos criticos de f son: (1,1), (2,1) e (3,1). A matriz hessiana de f en cada
punto (z,y) € R? ¢

1222 — 48z + 44 0

Substituindo en cada punto critico:

a) Hp(1,1) = <g 102) é definida positiva e (1, 1) é un minimo relativo estrito de f.

b) Hf(2,1) = <_04 102> ¢ non definida, polo que (2, 1) é un punto de sela de f.

c) Hf(3,1) = (g 102) é definida positiva e (3, 1) é un minimo relativo estrito de f.
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2. Obtén e clasifica os puntos criticos da funcién f(x,y) = 22 — 2axy + .

Solucion. Calculamos os puntos que anulan as derivadas parciais:

Dif(x,y) =2x—2ay=0 = x=ay
Dof(z,y) =2y — 2ax =0 = 2y — 24’y = 2y(1 — a®) = 0.

m Sea# —lea#1l,entény =0ex = 0, polo que (0,0) é o tinico punto critico de f.
= Se a = 1, entén (x, x) son puntos criticos de f, calquera que sexa x € R.

= Se a = —1, enton (x, —x) son puntos criticos de f, calquera que sexa x € R.

2 —2a

A matriz hessiana de f’ I—_]'f(x7 y) = (_2a a >, non depende do punto, e D =2>0e

Dy = 4(1 — a?). Entén,

» Selal <1, Dy > 0, polo que H¢(x,y) é semidefinida positiva para todo (z,y) € R?
e os puntos criticos, (0,0) se |a| < 1, ou (z,z) se a = 1 ou (x,—x) se a = —1, son
minimos globais de f.

= Sela| > 1, Dy <0, polo que H¢(0,0) é non definida e o (0,0) é un punto de sela de f.

5.2. Extremos de funcions con restricions de igualdade

Nesta seccion estudamos o problema dos extremos dunha funcién cando as variables de decisién
estan suxeitas a restricions de igualdade.

Sexan f: R" — R, g = (g1,---,9m): R* — R™eb = (by,...,by) € R™, conm < n.
De entre tédolos puntos @ € R™ que verifiquen as igualdades g1 (x) = by,...,gm(x) = by ou,
abreviadamente, g(x) = b, pretendemos atopar aqueles que minimicen ou maximicen a funcién f.

A funcién f denominase funcién obxectivo, as funciéns g; denominanse restricions do problema
e os escalares b;, pardmetros que definen as restriciéns. O conxunto de puntos que verifican as
restricions, S = {z € R" : g;j(z) = b;,j = 1,...,m} = {& € R" : g(x) = b}, cofiécese
como conxunto de soluciéns factibles do problema. Con estas notaciéns, escribiremos o problema
que pretendemos resolver como

min(méx) :  f(z)
suxeito a: glz) =10

Empezamos coas definicidns das posibles soluciéns do problema formulado.
Definicion 5.12 Sexan f: R" — R g: R" — R™ b e R"e S = {z € R" : g(x) = b}.
Diremos que

1. ©y € S é un minimo relativo de f en S se existe v > 0 tal que f(x) > f(xo), para todo
x € B(zo,7)NS.

2. xg € S é un mdximo relativo de [ en S se existe v > 0 tal que f(x) < f(xo), para todo
x € B(zg, )N S.
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3. xg € S é un minimo relativo estrito de f en S se existe v > 0 tal que f(x) > f(xo), para
todo x € B(xo,7) NS, x # xo.

4. xg € S é un mdximo relativo estrito de f en S se existe r > 0 tal que f(x) < f(zo), para
todo x € B(xg,r) NS, x # xo.

Do mesmo xeito definense os méximos e minimos globais.

Definicion 5.13 Coa mesma notacion que na definicion anterior, dise que
1. zo € S é un minimo global de f en S, se f(x) > f(xo), para todo x € S.
2. xy € S é un mdximo global de f en S se f(x) < f(xo), para todo x: € S.
3. xo € S € un minimo global estrito de f en S se f(x) > f(xo), paratodo x € S, x # xy.
4. xg € S é un mdximo global estrito de f en S se f(x) < f(xo), paratodo x € S, x # x.

Un punto g € S é un extremo relativo de f en .S, se é un minimo o un méximo relativo de f
en S. Nas definiciéns anteriores podemos utilizar indistintamente as expresions extremo de f en S,
extremo de f suxeito a g;(x) = b;, paratodo j = 1,...,m, ou extremo de f suxeito a g(x) = b.

O seguinte resultado, cofiecido como teorema de Lagrange ou teorema dos multiplicadores de
Lagrange, establece unha condicién necesaria de existencia de solucién do problema de optimizacién
con restricions de igualdade formulado.

Utilizaremos a seguinte funcién auxiliar. Dados m nimeros reais, A1, . . ., A;,, denominase fun-
cion lagrangiana asociada 6 problema 4 funcién L: R™ — R definida por

L(z) = f(z) - Z Ak (gk () — bk).
k=1

Teorema 5.14 (de Lagrange) Sexan f,g € C'(R") e g € S verificando que rango Dg(x¢) =
m < n. Se xg é un extremo relativo de f en S, existen m niimeros reais tinicos, \i, . . ., Am, tales
que xq € un punto critico da funcion lagranxiana asociada. Isto é,

D;L(x¢) =0, paratodoi=1,...,n.

A hipétese rango Dg(xg) = m, que se cofiece como condicién do rango, é necesaria como se
comproba no seguinte exemplo.

Exemplo 5.15 Consideramos o problema min f(z,y,2) = 2% + y? + 22, suxeito a g(z,y,2) =
(2,22 — (y — 1)®) = (0,0). Posto que S = {(z,y,2) € R®: z = 0,y = 1}, obviamente f ten un
minimo en (0, 1,0). Con todo, rango Dg(0, 1,0) = rango <8 8 (1)
Df(0,1,0) = (0,2,0) e non existen escalares A1, Az, tales que (0,2,0) = A1(0,0,1) + A2(0,0,0).

= 1 < 2. Por outra banda,
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Na préctica, para atopar os posibles extremos do problema, € preciso calcular os puntos criticos
da funcién lagranxiana que verifican as restricions. Isto é, temos que resolver o sistema de n + m
ecuaciéns con n + m incognitas, 1, ..., Ty, A1, - . , Am, dado por

DiL(x) = Dif(x) = > _ MeDigr(z) =0, i=1,....n
k=1

gj(l’):bj, j:l,...,m.

Unha vez calculadas as posibles soluciéns do problema mediante a condicién necesaria, clasifi-
camos os citados puntos utilizando as condicidns suficientes que enunciamos a continuacion.

Teorema 5.16 (Condicion suficiente forte) Sexa xg € S. Verificase:

1. Se xq é un minimo relativo da funcion lagranxiana, Ty é un minimo relativo de f suxeito a

g(x) =b.
2. Se xg é un mdximo relativo da funcion lagranxiana, xo é un mdximo relativo de f suxeito a
g(x) =b.

Demostracion. Se xg é un minimo relativo da funcién lagrangiana, existe r > 0 tal que L(zg) <
L(z) paratodo x € B(xg,r). Posto que se x € S, L(x) = f(z), dado x € B(zg,r) NS, temos que
f(xo) = L(xo) < L(z) = f(x) — AM(g(z) — b) = f(z). Polo tanto, 29 é un minimo de fen S. m

E preciso resaltar que neste resultado non son necesarias hip6teses adicionais. O resultado segue
sendo vélido ainda que zy non sexa punto critico ou mesmo para funciéns non diferenciables. O
corolario seguinte serd moi util na practica.

Corolario 5.17 Sexan f,g € C*(R") e x9 € R™ un punto que verifica o teorema de Lagrange.

1. Se Hp(xg) € definida positiva, x( é un minimo relativo estrito de f en S.
2. Se Hp(xg) € definida negativa, x( é un mdximo relativo estrito de f en S.

2

3. Se Hy(x) é semidefinida positiva, para todo x € R", xq € un minimo global de f en S.

) é
4. Se Hy(x) é semidefinida negativa, para todo x € R™, xq é un mdximo global de f en S.

Exemplo 5.18 O problema min(méax) : f(z,y, z) = 22 + 3% + 22 suxeito a: * + y + z = 1 verifica
a hipétese do rango, pois a matriz Dg(z,y,z) = (1,1,1) ten rango un. A funcién lagranxiana é,
L(z,y) = 2% + 4% + 22 — Mx +y + 2z — 1), e das ecuaciéns

DiL(z,y,z) =2 —A=0
DyL(z,y,2) =2y — A =0
DsL(z,y,z) =2z—A=0

r+y+z=1
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obtense o Unico punto critico da funcién lagranxiana que estd no conxunto de soluciéns factibles,
2 00
(3, %, %). A matriz hessiana da lagrangiana, Hy,(z,y,z) = | 0 2 0], é definida positiva, polo
0 0 2
que o punto (%, %, %) é 0 tinico minimo do problema.
O teorema 5.16 € unha condicién moi forte, no senso de que existen bastantes situacidns practi-
cas nos que este teorema non clasifica o punto que estamos estudando. Para resolver, en parte, este
problema, existe unha condicién suficiente mais débil que a anterior. Este resultado obtense estu-

dando a matriz bordo da hessiana do problema no punto x(, que é a matriz cadrada de orde m + n

definida por
_ 0 Dg(xo) ) _
B = (pyiry (o)

0 . 0 Digi(xzo) ... Dngi(xo)
_ 0 - 0 D1gm(=’£o) cee Dngm(xﬂ)
D1g1(zo) ... Digm(zo) DiiL(zo) ... DinL(zo)
Dngi(zo) ... Dpgm(xo) DpiL(zo) ... DpnL(x0)
Para cada r = 1,...,n + m, denotaremos por D,.(xo) o menor principal de orde r da matriz

BH (z). Obviamente os m primeiros determinantes son nulos e s6 0s n — m Gltimos nos propor-
cionaran informacidn para a clasificacién dos puntos criticos da funcién lagrangiana.

Teorema 5.19 (Condicién suficiente débil) Sexan f,g € C?(R™) e xo € S un punto que verifica o
teorema de Lagrange.

1. Se (=1)™D,(x0) > 0, para todor = 2m + 1,...,m + n, entén xo é un minimo relativo
estrito de f suxeito a g(x) = b.

2. Se (=1)™*"D,.(x¢) > 0, para todor = 2m + 1,...,m + n, entén xy é un mdximo relativo
estrito de f suxeito a g(x) = b.

Observacion. Para a aplicacion praictica deste resultado debemos ter en conta que € preciso avaliar os
ultimos n —m menores principais (diferencia entre variables e restricidons) e sempre hai que calcular
o determinante da matriz bordo (cadrada de orde m + n). Fixémonos, ademais, que o criterio dos
signos cambia en funcién de que m sexa par ou impar.

Por exemplo, paran = 2 e m = 1, debemos calcular s6 un menor principal, o da matriz bordo
que é de orde 3, D3(z,) = det(BH (z,)). Neste caso,

= Se D3(zg) < 0, 2o é un minimo relativo de f en S.
= Se D3(zg) > 0, 2o é un maximo relativo de f en S.

Paran = 3 e m = 2, calculamos un menor principal, o da matriz bordo que é de orde 5,
Ds(xo) = det(BH (xg)). Neste caso,
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s Se D5(z0) > 0, ¢ é un minimo relativo de f en S.
= Se Ds(zp) < 0, ¢ é un maximo relativo de f en S.

Por dltimo, para n = 3 e m = 1, debemos calcular dous menores principais, o de orde 3 e o da
matriz bordo que € de orde 4. Neste caso,

n Se D3(zp) < 0e Dy(xp) <0, zo é un minimo relativo de f en S.

» Se D3(xg) > 0, e Dy(z0) < 0, zy é un méximo relativo de f en S.

Exemplo 5.20 Para atopar os extremos da funcién f(z,y) = (z — 1)? + y?2, suxeita 4 restri-
cién z2 + 4y? = 16, observamos, en primeiro lugar, que se verifica a condicién do rango, pois
rango (2z 8y) = 0 se, e s6 se, (z,y) = (0,0); pero este punto non ¢ unha solucién factible do
problema. Isto é, se (z,y) € S, entén rango Dg(z,y) = 1.

Da funcién lagranxiana asociada 6 problema, L(x,y) = (x—1)2+y%— (2% +4y?—16), obtemos
as ecuacions correspondentes para calcular os puntos criticos de L que verifican as restricions,

DiL(z,y) =2(z—1) -2 x =0
DoL(z,y) =2y — 8 \y =2y(1 —4X) =0

2 4+ 4y = 16.
Da segunda ecuacién temos que y = 0, ou A = %. Se y = 0, da restricién obtemos que z = —4
, . . ., . . ., [
oux = 4. Asi, se z = 4, da primeira ecuaciéon \ = %; e se x = —4, da primeira ecuacién A = i.
Por outra parte, se A = %, da primeira ecuacién temos que x = %, e da restricion, y = —% ou

Yy = %. En resumo, temos catro puntos criticos da funcién lagranxiana que verifican a restricién:

p1 = (4,0),con A = 35 py = (—4,0),con A = 23 py = (4, 22), con A = Liepy = (4, -22),

37 3
con \ = %.
2— 2\ 0

0 2_8 )\> , vainos permitir clasificar

A matriz hessiana da lagranxiana, Hy,(x,y) = (

eses catro puntos.
3

(§) 8) é semidefinida positiva, para todo (z,y) € R2, de
4 M) e (4 42

onde deducimos que (3, =% 3, —=%*) son minimos globais de L. Polo corolario da condicién

suficiente forte, estes puntos son minimos globais de f suxeitos a 2% + 432 = 16.

_1
Se A = 2, entén Hy (z,y) = ( 02 —08) = H,(—4,0) é definida negativa, polo que (—4,0) é un

méximo relativo (tamén global) estrito de f suxeito a 2% + 4y? = 16.

Para \ = i, temos que Hp,(z,y) = (

1
Para A = 2, temos que Hp(z,y) = (2 0 ) = Hp(4,0) é non definida, e temos que utilizar a

0 —4
0 8 0
condicién suficiente débil. A matriz bordo da hessiana é BH(4,0) = [8 1 0 | e o determi-
0 0 —4

nante D3 = det(BH (4,0)) = 256 > 0, polo que o punto (4,0) é un médximo relativo estrito de f
suxeito a 22 + 4y% = 16.
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Vg(pa)

Figura 5.1: Interpretacién xeométrica do problema de optimizar (z — 1)? + y? suxeito a 22 + 4y = 16

Exercicios
6. Que punto do plano 2z 4 5y + 3z = 1 dista menos da orixe?
7. Calcula tres nimeros non negativos cuxa suma sexa 15 e o seu produto maximo.
8. Que punto da hipérbole xy = 4 dista menos da orixe?
9. Resolve o problema : min(méx) f(z,y) = (z — 1)? + y? suxeito a y> — 2 = 0. Interpreta o

problema xeometricamente.
10. Resolve os seguintes problemas:

a) min(méx) 4x2 + y2 suxeitoax +y =5

b) min(méx) = — y, suxeito a 2 + 3% = 2
¢) min(méx) 6 — x — 2y, suxeito a x> + 3% =5
d) min(max 3:vy, suxeitoazr —y =4
e) min(méx) 2zy, suxeitoa z —y = 10

2z + 3y — 3xy — 2% — y?, suxeitoax + 3y = 3
(x=3)y+ (x —1)(y —6),suxeitoax +y =7

e’ +eY,suxeitoazr +y = 2

2) min(max

h) min(méx

i) min(méx) z — 2y + 22, suxeitoa 2% + %2 + 22 =9

y + In(z), suxeitoa 3z +y = 6

doy — 22 — 2y% — 122

j) min(max

k) min(méx — 522, suxeitoa: 22 — 2 =0

(
(
(
(
(
f) min(médx
(
(
(
(
(
(

— — — ' — ~— ~— ~— ~—

) min(méx) 2 +y% + 22, suxeitoarz +y=1,z—z =1
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

m) min(méx) ja! + 2% +y? +y+ 322 + 2z, suxeitoaz + y + 2 = 10,20 + y + z = 12

n) min(méx) 2% + y? — 2z, suxeitoaz —y =1L, x+y+2=06

Calcula o valor minimo de:

a) f(x,y.2) = 2% +y? + 22, suxeito a: 2o + 2y + 2 = —9,22 — y — 2z = —18.
b) f(z,y,2) = 42 + 2y* + 322, suxeito a: ¢ + 2y + 32 = 9,4z — 2y + z = —19.
o) f(x,y,z,u) = 2% + 9%+ 22 +u? suxeitoa: 20 +y — 2z — 2u — 5= 0.

Resolve o problema: min(max) : f(x,y,2) = 22 + 2y? — 4ay + 122 + 522, suxeito a:
z—x=3,z—y=0.

Atopa a minima distancia entre o punto (0, b) e a pardbola x? — 4y = 0. Interpreta xeometri-
camente o problema.

Atopa os puntos da interseccién do cilindro 2% + y? = 4 e o plano 6x + 3y + 2z = 6 mdis
préximos 4 orixe, asi como os madis afastados.

Debuxa as curvas de nivel da funcién f(z,y) = = + y e atopa graficamente a solucién do
problema min(max) = + y, suxeito a 2% + y? = 1.

Debuxa as curvas de nivel da funcién f(z,y) = £ e atopa graficamente a solucién do proble-
ma min(max) £, suxeito ay = 1 + 22,

Resolve os seguintes problemas:
a) Que dimensiéns debe ter unha caixa construida con k£ m? de cart6n para que o seu volume

sexa maximo?

b) Desexamos construir unha caixa cunha capacidade de k litros. Que dimensiéns debe ter
para empregar a menor cantidade posible de material?

¢) Resolve os problemas anteriores supoiiendo que as caixas deben construirse sen tapas.

Atopa a minima distancia entre o punto (0, b) e a pardbola 2> — 4y = 0. Resolve o problema
utilizando Lagrange e sen utilizar o teorema.

Para desefiar un cartel de propaganda dispomos de 1800 cm? de papel. A nosa impresora
sempre deixa 2 cm de marxe na cabeceira e no pé e 1 cm nas marxes dereita e esquerda de
calquera documento, delimitando asi a parte do cartel na que podemos imprimir o texto da
propaganda e que chamaremos zona de escritura.

a) Cales son as dimensidns 6ptimas do cartel para que a zona de escritura sexa maxima?

b) Como moito, cantos cm? de texto poderemos imprimir?
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2 cm

Zona de escritura

2 cm

X

Figura 5.2: Esquema do problema do cartel de propaganda

20. Desexamos construir un almacén de dimensiéns x metros de ancho, y metros de longo e z
metros de alto, cunha capacidade de 250000 metros cibicos. Por razéns de funcionalidade,
a altura do almacén debe coincidir coa sta lonxitude. Resolve o problema de atopar as di-
mensiéns 6ptimas do almacén que minimicen o custo de pintar as catro paredes e o teito do

mesmo.

21. Regresion lineal. E ben cofiecido que, dados dous puntos distintos no plano, existe unha tinica
recta que pasa por eles. En xeral, se temos mdis de dous puntos (z1,y1), . .., (Tn, yn) € impo-
sible atopar unha recta que pase por todos eles. A teoria da regresion lineal trata de buscar a
recta de ecuacion y = mx + n que “mellor se axuste” os datos no senso de minimizar a suma

dos erros cadrdticos ((mx; +n) —y;)?, € dicir, preténdese buscar os valores (m,n) € R? que
n

minimicen a funcién S(m,n) = Z((mx] +n) —y;)?. Na seguinte tiboa recéllense os datos

Jj=1

correspondentes 4s sancidns, en miles de euros, impostas a certas industrias contaminantes
en funcién da cantidade téxica vertida, en miles de litros. Determina os parametros m e n da
recta de regresion que axusta os datos:

Verquido

0,5

1,0

1,2

1,6

2,0

2,5

2,8

3,0

4,1

Sancién

1,0

3,0

4,2

5,1

7.9

11,0

12,6

15,0

24,2

Resolve agora o problema xeral de regresion lineal

Exercicios resoltos

min__ S(m,n).

(m,n)eR?

1. Resolve o problema méx : f(x,y,z) = xyz suxeitoa:x +y + z = 3.

Solucion. Esta claro que se verifica a hipdtese do rango pois rango (1 1 1) = 1, en todo
R3, en particular na solucién do problema.

A funcién lagranxiana é L(zx, y, z) = zyz — Az +y + 2z — 3).
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Resolvemos o sistema

DiL(z,y,z) =yz—A=0
DyL(z,y,2) =xz2—A=0
DsL(z,y,z) =a2y—A=0

z+y+z2=3

Das tres primeras ecuaciéns, A = yz = zz = xy, e, como ningunha coordenada pode ser
nula, obtemos que x = y = z que substituidas na restricién da x = 1, polo que o tnico punto
critico do problema é (1,1, 1).

0 2z y
Para todo (z,y, z) € R3, a matriz hessiana da lagranxiana é Hy(z,y,2) = [z 0 x| .En
y x 0
0 1 1
particular, Hy(1,1,1) = [ 1 0 1| é unha matriz non definida. Estamos nunha situacién
1 10
na que a condicion suficente forte non decide e precisamos usar a débil. Neste caso, m = 1
01 11
. . . 1 01 1
e r = 2,3 e a matriz bordo da hessiana é BH(1,1,1) = 110 1l Co cal, D3 =
1110
0 1 1 Lo
det |1 0 1] =2>0eDy=det =-3<0.
11 0 1101
1110

Entén (1, 1,1) é un méaximo relativo estrito de f suxeito 4 restricién  + y + z = 3.

Resolve o problema min(méx) : f(x,y) = 22 + y?, suxeito a vy = 4.

Solucion. Condicién do rango: rango Dg(z,y) = rango (y x) =02z =y =0.Comoo
punto (0, 0) non verifica a restricién, o rango desta matriz en calquera solucién do problema
vale 1.

A funcién lagrangiana, L(x,y) = 22 + y? — M(wy — 4), ten as seguintes derivadas parciais e
puntos criticos:

2,
DiL(w,y) =20 —Ay=0 < A= —

polo que z? =y? ouy = +a.

2
Dol(z,y) =2y — Az =0 & A:%

Substituindo na restricién, se y = x entén z2 = 4 ou, equivalentemente, x = 42, polo que
(2,2) e (—2,—2) con A = 2 son puntos criticos da funcién lagrangiana. Por outra parte, se
y = —x enton —x2 =4, que non ten solucidn real.
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2 =)

9 > Para A = 2, Hp(z,y) =

A matriz hessiana da lagrangiana é Hy(x,y) = (

(22 _22>, que é semidefinida positiva para todo (z,y) € R? e, pola condicién suficiente

forte, (2,2) e (—2, —2) son minimos globais de f suxeitos a zy = 4.

Resolve o problema min f(z,y) = 2% + y2, suxeitoar —y = 2.

Solucion. Consideremos a funcién lagrangiana asociada 6 problema, L(x,y) = 22 + y* —
Az — y — 2). Dado que a condicién do rango se cumpre en todo punto, calcularemos os
puntos criticos de L que verifican as restricions, resolvendo o sistema

DiL(z,y) =2z —X=0
DoL(z,y)=2y+A=0
rT—y=2
De aqui obtense que (1,—1), con A = 2, é o dnico punto critico da lagrangiana que verifica a
restricion.
2 0
0 2
un minimo global del problema.

A matriz Hy (z,y) = < ¢ definida positiva, para todo (z,y) € R?, polo que (1,—1) é

5.3. Autoavaliacion

As seguintes cuestions tefien s unha resposta correcta.

1.

Un dos seguintes é un punto critico da funcién f(z,y, z) = 2 +y? + 22 — 2z — 4y — 62 + 4.
a)(1,1,1) b)(1,2,3) ¢ (0,0,0) d)(-1,-2,-3)

Para a funcién f(x,y) = 22 + y? + cos(zy), o punto (0, 0)

a) ¢ un minimo. b) é un mdximo. c¢) é un punto de sela. d) non € un punto critico.

Unha das seguintes funciéns NON ten extremos.

a)f(x,y):x4+y4 b)f(a:,y)::r2+2
o flz,y)=4—2?—y* d flz,y)=2>+y

. Se f(x,y) = 22 + y?, unha das seguintes afirmaciéns é FALSA.

a) (0,0) € un punto critico de f.  b) Hy(x,y) é definida positiva para todo (z,y) € R2.
c) Hf(0,0) é a matriz nula. d) (0,0) é un minimo global de f.

. Sexan f: R™ — R unha funcién de clase ddas e xg € R™ tal que V f (o) = 6. Pédese afirmar

que:

a) Se x¢ é un minimo relativo de f, entén Hy(zo) é semidefinida positiva.

b) Se z( é un mdximo relativo de f, entén Hs(x() é definida negativa.

¢) Se Hy(xo) é semidefinida negativa, entén xo é un maximo relativo de f.
d) Se Hy(xo) ¢ semidefinida positiva, entén z( € un minimo relativo de f.
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6. Un punto xp € R™ é un minimo global dunha funcién f: R™ — R de clase ddas se

a) Hy(x() € definida positiva. b) Hy(zo) é semidefinida positiva.
¢) f(x) > f(xo) paratodo x € R™. d) f(z) > f(xo) para algin xz € R™.

7. Para o problema, min(max) : f(z,y) = y* — 2z, suxeito ax +y = 0, o punto (1, —1)

a) é un maximo global. b) € un minimo global.
¢) non é un extremo. d) non € un punto critico da funcién lagrangiana asociada.

8. Para o problema min(max): f(z,y) = z + y, suxeito a g(z,y) = 2% + y*> = 8, unha das
seguintes afirmacions € FALSA.

a) (2,2) é un maximo relativo de f suxeito a z? + y% = 8.
b) (—2, —2) é un minimo relativo de f suxeito a z? + y* = 8.
¢) En calquera punto critico (z, yo) da lagrangiana asociada, rango(Dg(zo, yo)) = 0.

d) (—2,—2)con \ = —% ¢ un punto critico da funcién lagrangiana asociada.

9. Sexa zg € R™ un mdximo de f(x) suxeito a g(x) = b que verifica o teorema de Lagrange e
L(z) = f(x)—A(g(x)—b) a funcién lagrangiana asociada. Unha das seguintes afirmaciéns é
FALSA.

a) D;L(zp) =0paratodoi =1,...,n. b) Vf(xg) = AVg(zo).
¢) D;f(xg) =0paratodoi=1,...,n. d)D;f(xo) = AD;g(x¢) paratodoi =1,...,n

5.4. Optimizacion en varias variables con MATLAB

No seguinte exemplo veremos como podemos utilizar MATLAB para resolver problemas de op-
timizacion sen restricions.

Exemplo 5.21 Para atopar os extremos de f(z,y,2) = 2%z + y?2 + 22° — 4o — 4y — 10z + 1,
calculamos, en primeiro lugar, os seus puntos criticos:

>> syms X y z

>> f(x,y,2)= X"2x2+y"2%2+2/3%2"3-4xx-4xy—-10*z+1
>> Df=jacobian (f)

>> PC=solve(Df); PC=[PC.x,PC.y,PC.z]

Os puntos criticos de f son (2,2,1), (1,1,2), (—1,—1,—-2) e (—2,—2, —1). Obtemos a matriz
hessiana de f, avalidmola en cada un destes puntos e, calculando os autovalores da mesma, estuda-

mos o signo da correspondente forma cuadratica:

>> Hf=hessian (f)

>> H1=Hf (PC(1,1),PC(1,2),PC(1,3)),eig(H1)
>> H2=Hf (PC(2,1),PC(2,2),PC(2,3)),eig (H2)
>> H3=Hf (PC(3,1),PC(3,2),PC(3,3)),eig (H3)
>> H4=Hf (PC(4,1),PC(4,2),PC(4,3)),eig (H4)
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Entén, (2,2,1) e (—2,—2, —1) son puntos de sela, posto que as matrices hessianas correspon-
dentes son non definidas. (1, 1, 2) é un minimo relativo estrito de f, dado que a matriz hessiana nese
punto ¢ definida positiva. Por dltimo, (—1, —1, —2) é un méximo relativo estrito da funcién, xa que
a matriz hessiana neste punto é definida negativa.

No seguinte exemplo resolveremos con MATLAB un problema de optimizacidn con restricions
de igualdade.

Exemplo 5.22 Para resolver con MATLAB o problema méx (min) f(z,y) = x — y suxeito a 2% +
y? = 2, introducimos a funcién obxectivo, a restricién, a funcién lagranxiana asociada e calculamos
os puntos criticos da lagranxiana que verifican a restricion:

>> syms X y m

>> f(x,y)=x-y , g(xX,y)=x"2+y"2-2, L(x,y)=f-mx*g
>> DL=jacobian (L)

>> PC=solve([DL,g]); PC=[PC.x,PC.y,PC.m]

Observamos que os puntos criticos da lagranxiana que verifican a restricién son (—1,1) con A = —%
e(l,—1)con A = % Clasificarémolos empregando a matriz hessiana da lagranxiana:

>> HL=hessian (L)

>> HLp=subs (HL, [x,y,m],PC(1,:))

>> HLp=subs (HL, [x,y,m],PC(2,:))

Vemos que a matriz hessiana para (—1, 1) é definida positiva, logo este punto € un minimo relativo
estrito da lagranxiana e, polo tanto, un minimo relativo estrito do problema. Tamén vemos que a
matriz hessiana para (1,—1) é definida negativa, logo este punto é un méximo relativo estrito da
lagranxiana e, polo tanto, un maximo relativo estrito do problema.

5.5. Soluciéns dos exercicios propostos

(—1,2) punto de sela

(0, —1) méximo

(0,0) e (1,0) puntos de sela

(0,0) punto de sela

(0, 0) punto de sela, (—2,0) méximo

(0,0) minimo

(2,0) minimo, (—2, 1) mdximo, (1,2) e (—1, —2) puntos de sela
(0, —1) e (0,2) minimos, (0, 0) punto de sela

i) (1, 1) minimo

i) (—1,1) punto de sela, (1,1) minimo

(1,4) punto de sela

(2,3) minimo,(—2, —3) médximo, (—2, 3) e (2, —3) puntos de sela
.m) (1,0) minimo, (—1,0) mdximo, (0,1) e (0, —1) puntos de sela
.n) (—1,0) minimo

—
55v55@338388

— b b b e b e e e e e e e
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.0) (1,—1) e (—1,1) puntos de sela

.p) (3, —1) méximo

.q) (1,—1) minimo

. ) non ten puntos criticos

.8) (0, 0) punto de sela, (—1, —1) méximo

. 1) (2,0) minimo. O punto (—2,0) non é extremo pois non estd no dominio.

— m = e e = e

u) (0, 0) punto de sela

v) (0,0) punto de sela, (3, 3) maximo
2.a) (1,1,0) punto de sela
2.b) (—1,0,0) minimo
2.¢) (z,—x,—x),z € R minimos globais
2.d) (0,0, 0) minimo
2.¢) (0,0,0) minimo
2.1) (0,0,0) punto de sela, (—2,0, —2) maximo
2. 2) (1,0, 1) minimo, (—2,0,1), (1,-3,1) e (—2, —3, 1) puntos de sela
7.(5,5,5
8.(2,2)e (—2,-2)
9. (0,0) minimo, (3, *2) e (3, —g) maximos.
10. a) (1, 4) minimo global
10. b) (1, —1) mdximo, (—1, 1) minimo
10. ¢) (—1, —2) mdximo, (1, 2) minimo
10. d) (2, —2) minimo global
10. e) (5, —5) minimo
10. f) (—6, 3) maximo
10. g) (3,4) médximo
10. h) (1, 1) minimo global
10. 1) (1, —2,2) méximo, (—1,2, —2) minimo
10.j) (3, 5) maximo global
10. k) (0,0, 0) méximo
10.1) (0,1, 1) minimo
10. m) (2, 6, 2) minimo global
10. n) (0, —1,7) minimo global
11. a) (—6,0,3) minimo
11.b) (—?, 33 2) minimo global
11.¢) (1,5, —%,—1) minimo

12. (=21 =2 =9) minimo

14. Mdis préximos (O 2 0) (2,-2,0)
2
Miis afastados (=, 7,3 — 3V5) e (-, %,3—&-3\/5)

Solucions autoavaliacion. 1b, 2a, 3d, 4c, 5a, 6¢, 7b, 8c, 9¢



Capitulo 6

Integracion de funcions dunha
variable real

A teoria da integracién de funcidns reais dunha variable real estd intimamente relacionada co
célculo da drea determinada pola grafica dunha funcion. A integral de Riemann determina esta drea
aproximéndoa, por exceso e por defecto, pola suma das dreas duns rectdngulos que ou ben estdn
comprendidos ou ben comprenden a drea que se quere determinar. Cando estas aproximacions con-
verxen, nun certo sentido moi intuitivo, diremos que a funcién é Riemann integrable. Unha primitiva
dunha funcién f é unha funcién diferenciable g tal que a sda derivada coincide con f, € dicir, ¢’ = f.
Podemos dicir que, en certo modo, o cédlculo de primitivas € a operacion inversa da derivacion. Como
veremos neste capitulo, o cdlculo de primitivas estd relacionado coas funciéns Riemann integrables.

6.1. Funcions Riemann-integrables

Nesta seccion abordaremos o problema de calcular a drea encerrada entre a grafica dunha funcién
f limitada nun intervalo [a, b], 0 eixe horizontal e as rectas verticais z = a e z = b.

6.1.1. A integral de Riemann

Definicion 6.1 Un conxunto P = {x,,...,zn,} C [a,b] é unha particion do intervalo [a,b] se
a=x,<x1<---<Tp =0

Denotaremos por P([a, b]) o conxunto de tédalas particiéns do intervalo [a, b].

Definicion 6.2 Sexan f: [a,b] C R — R unha funcion limitada e P € P([a, b]).

1. Chdmase suma superior de Riemann de f relativa d particion P a

n

S(P, f) = ZMk(xk — Tg—1), sendo My, = sup{f(z) : x € [xp_1, 2]}
k=1
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2. Chdmase suma inferior de Riemann de f relativa d particion P a
n
S(P, f) = ka(xk — Tk—1), sendomy = inf{f(z) : z € [xg_1,xk]}
k=1

Proposicién 6.3 Sexan f: [a,b] — R unha funcién limitada, Py, Py € P([a,b]), m = inf{f(z) :
x € [a,b]} e M =sup{f(z) : z € [a, b]}. Verificase que

1. m(b—a) < S(P, f) < S(P, f) < M (b — a), para toda particiéon P € P([a, b]).
2. Se P1 C PQ, enton E(Pl, f) < ﬁ(Pg,f)
3. Se Py C Py, enton S(P1, f) > S(Ps, f).

Definicion 6.4 Sexa f: [a,b] C R — R unha funcion limitada.

—b
1. A integral superior de Riemann de | en [a,b] é / f=mf{S(P,f): PePab])}.

b
2. A integral inferior de Riemann de f en [a,b] é / f=sup{S(P,f): PeP(ab])}.

Obviamente, verificase que / < / f.
J 4 a

Definicion 6 5 Dise que unha funcion limitada f: [a,b] — R é Riemann-integrable en [a, b] se

b
/ / f. Ental caso, este valor comiin chdmase integral de Riemann de f en [a,b] e dendtase

IRCTRC
O conxunto de tédalas funciéns Riemann-integrables en [a, b] denétase R([a, b]).

Proposicion 6.6 Sexa f: [a,b] C R — R unha funcion limitada.
1. f € R([a,b]) se.e s se, para todo ¢ > 0, existe P € P([a,b]) tal que S(P, f) —S(P, f) < e.
2. Se c € (a,b), verificase que f € R(la,b]) se, e sd se, e R(a,c]) e feR([c,b]). Neste

caso/ /f+/f

Proposicién 6.7 (Propiedades) Sexan f, g: [a,b] — R funcidns Riemann-integrables en [a, b].

b
m(b—a) < S(P,f) < / f < S(P,f) < M(b— a), para todo P € P([a,b]), sendo

— mf{f(x) : @ € [a,b]} ¢ M = sup{f(x) : & € [a,B]}.
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b
2. af + Bg € R(la,b]), para todo «, 5 € R. Ademais, /

a

(af+ﬂg)a/abf+6/abg.

b b
3. Se, para todo x € [a,b)], f(x) < g(x) entdn/ f< / g.

Proposiciéon 6.8 Sexa f: [a,b] — R.
1. Se f é mondtona, entén é Riemann-integrable en [a, b].

2. Se f é continua, enton é Riemann-integrable en [a, b].

Teorema 6.9 (do valor medio do célculo integral) Se f: [a,b] C R — R ¢ unha funcion conti-

b
nua enton existe ¢ € (a,b) tal que / f=fle)(b—a).

6.1.2. A funcion integral

Definiciéon 6.10 Dada unha funcion Riemann-integrable, f : [a,b] — R, chdmase funcion integral

de f d funcion F: [a,b] — R, F(x) = / f(t) dt.

a

Proposicion 6.11 A funcion integral dunha funcion Riemann-integrable é continua.

Teorema 6.12 (fundamental do calculo integral) Se f: [a,b] — R é unha funcion continua en-
ton a sia funcion integral, F, é derivable e, ademais, F'(x) = f(z), para todo x € [a, .

xT
Exemplo 6.13 1. A funcién F': [a,b] = R, F(z) = / In(t? + 2t + 3) dt, é a funcién integral

da funcién continua f: [a,b] — R, f(z) = In(x? + 22 + 3). O teorema fundamental do
célculo integral asegura que F'(z) = In(2? + 2z + 3).

sen(z)
A funcién H(z) = / In(t? + 2t + 3) dt pode expresarse do seguinte xeito:

sen(z) T
H(z) = / In(t? 4+ 2t + 3) dt — / In(t? + 2t + 3) dt = F(sen(z)) — F(x).
Ent6n, aplicando o teorema fundamental do cdlculo integral e a regra da cadea,

H'(x) = cos(z)F’(sen(z)) — F'(z) = cos(x) In(sen?(z) +2sen(x) +3) — In(x? 4+ 2z + 3).

2. Porser F(z) = / (t + sen(t)) dt a funcién integral de f: [a,b] — R, f(z) = x + sen(z),

o teorema fundamental do célculo integral asegura que F’(x) = x + sen(z).
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22

Se G(z) = / (t + sent) dt, entén

3

z2 3

G(m):/e (t—i—sent)dt—/i (t+sent)dt = F(e”

2

) = F(a?)
e, asi,
G (z) = 2ze™ F'(e") — 322 F'(a®) = 2ze™ (" + sen (e )) — 32%(2® + sen(x?)).

Definicion 6.14 Sexa f: [a,b] — R. Unha funcion g: [a,b] — R dise que é unha primitiva da
funcion f se g é derivable e g'(x) = f(x), para todo = € [a, ).

Proposicion 6.15 (Propiedades) Sexa f: [a,b] — R.
1. Se g1, g2: [a,b] — R son diias primitivas de f, enton g1 — g2 € constante.

2. Seg: la,b] — R é unha primitiva de f, enton g+ k é outra primitiva de f, para todo k € R.
Dendtase por / fou / f(z) dz o conxunto de tédalas funciéns primitivas de f.

Teorema 6.16 (Regla de Barrow) Se g: [a,b] — R ¢ unha primitiva dunha funcion Riemann-

integrable f: [a,b] — R, ento’n/ f=g(b)—gla).

Exercicios

1. Sexan f: [1,7] = R, f(z) = x e P = {1,2,4, 7} unha particién do intervalo [1, 7]. Calcula
S(f,P)eS(f,P).

2. Para a funcién f: [—1,4] — R dada  por f(z) = 2z + 3, calcula S(f, P) e S(f, P), sendo
P ={-1,0,3,4}. Calcula tamén / f(x) dzx e a funcién integral de f.

3. Paraa funcion f: [1,3] — R, f(z) = 22, calcula S(f, P) e S(f, P), sendo P = {1,1,3}.
3

Da dias primitivas de f e calcula / f(x) dzx e a funcién integral de f.
1

3z+1 sexel0,1)
4. Consideremos a funcién f: [0,2] — R, dada por f(z) = 6 sex =1
42 sex € (1,2]
Calcula S(f, P) e S(f, P), sendo P a particién que divide [0, 2] en tres partes iguais.
Representa graficamente S(f, P) — S(f, P).



6.1 Funciéns Riemann-integrables 121

e* sex € [0,1)
. Sexa f: [0,2] — R, a funcién dada por f(z) = ¢ 6 —2x sex € [1,2).

)

5 sex =2

9]

a) Se P ={0,1 ,2,2} calcula e representa S(f, P) e S(f, P).

b) Calcula a funcién integral de f.

2 sex €[2,5], z#3

¢ Riemann-integrable en [2, 5].
4 sex =3

6. Proba que a funcién f(z) = {

2
7. Calcula, graﬁcamente,/ f(x)dz, sendo f(x) =
1

z+1 13
8. Calcula a funcién integral de f(z) = 9 se x€ll,3) )
—x+5 se z€[3,5

0 sexzeQ

9. S : [-2,5] — R a funcién dad = .
exa f: | ] a funcién dada por f(x) {2 s &0

a) Calcula S(f, P) e S(f, P) para calquera particién P de [—2, 5].

b) Obtén/ f(z)dx e/ f(z)dz. E f Riemann integrable en [—2, 5]?
—92 J o

3 sex €[0,1) 2 se x € [0,1]
10. Proba que f(z) = 2 sex €[1,2) e hz)= 0 sez € (1,2)
2 —1 sex € [2,4] x—1 sex € [2,4]

son funciéns Riemann integrables en [0, 4]. Obtén as funciéns integrais de f e h e represétaas
graficamente. Son continuas? Son derivables?

11. Calcula a derivada das seguintes funciéns:
3

a) H(x )*/m sen®(t) dt b)H(z)z/x el dt

0
cos(z) z

¢) H(z / dt d)H(x):/ thdt
7sen(az —x

sen(z?) ¢
e) H(z) = / sen(4t)dt f) H(z) = / 5 arcsen(t) dt
111(21‘) 0 1—-t

2

g) H(x) = / tan(t?) dt  h) H(z) = / tan(e’) dt
cosx 1

n(x)
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12. Calcula a derivada da seguintes funciéns, sendo & e p derivables e f continua:

p() h(z?)
a>H<x>/h() 7(t)dt b)H(x)/h()

13. Calcula e interpreta xeometricamente os resultados:

e 1 1 T
a)/ 1 dx b)/ t2 dt C)/ 3 dt d)/ sen(z) dx
1 @ -1 -1 0

14. Calcula a 4rea da rexion limitada polas curvas:

h(2z)
ft)dt c) H(z)= /1 2 dt

Ay=2’+2,y=-x,r=0ex=1 by=2-22exz=y
zx=3-12ex—y=1 dyy=22—-6zey=0

e)y:%,xzo,y:éley:l HDr=y’exz—y=2

2

15. a) Debuxa a rexién limitada polas curvas y = 6 — 2 e x = y e calcula a sua 4drea.

b) Debuxa o recinto do primeiro cadrante limitado por y = r% ey =5 — 2% e calcula a stia

z

arca.

6.2. Calculo de primitivas

Como vimos nas seccidéns anteriores, as primitivas son unha ferramenta esencial para calcular
integrais de funciéns. Nesta seccién presentamos algtins dos métodos mdis sinxelos de célculo de
primitivas. En todo caso, convén sinalar que, en xeral, determinar a primitiva dunha funcién pode ser
unha tarefa moi ardua ou incluso imposible. Asi, por exemplo, sdbese que non € posible determinar
unha primitiva da funcién f(x) = Scr;—(z) expresada en termos de funciéns elementais.

Damos, a continuacién, unha listaxe coas primitivas inmediatas de funciéns elementais:

/kd:c:kx+0 /kxdx:’“;”Q+c
/z"d:c:leJrc /f’(x)f(x)”dx:]%+c
/%dz:—%JrC /;Egldxf(lm+c
/%dlen(m)JrC J;/((;”)) dr = n(|f(z)]) + C
/em dz =e" +C /f’(x)ef(z) de =e/@ 1 C

/

. a® N af@
a®dx = +C,sea > 0. /f’(x)af(‘)dx:—+0,sea>0.
In(a) n(a
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/cos(x) dx = sen(z) + C /f'(z:) cos(f(x))dx =sen(f(z))+C
/sen(x) dx = —cos(z) + C /f’(z) sen(f(z))dx = —cos(f(z)) +C

/tan(x) dxr = —In(| cos(z)|) + C /f’(a:) tan(f(z)) dz = —In(| cos(f(z))|) + C

/Cosi(m)dxtan(o:)JrC’ COSJ;/((J%))M — tan(f(2)) + C

/ m dz = —cotan(z) + C m dz = —cotanf(z) + C

/ﬁ dz = arcsen(z) + C /\/% do = arcsen(f(z)) + C
/\/%7 do = arcos(z) + C \/% v = arcos(f(x)) + C
/ Tlﬁ dz = arctan(z) + C 1]:;,2)2 dz = arctan(f(z)) + C

Veremos algiins exemplos de primitivas que resultan inmediatas cando se domina a derivacién
de funciéns dunha variable.

x 1 2z 1 9
Exemplo 6.17 1. /m dr = 5 / T e dx = 5 arctan(z”) + C

/W /635 (21‘34—5)_5 dx:%%(2x3+5)§ +C:i3 (223 +5)2 + C

cos(2x) 1 1 9 -1
3. /sen3 25/2005 (2z) sen™?(2z) do = —1 sen (2x)+02m+0
4/ 1/ +4) 3 dr = 1(3+4)—2+C— 1
' (x3+4 3 (2° T T 6(28 1 4)2
cos(4x) -1 -1
5. /5en2 17) /4cos 4z)sen2(4x) dr = 7 sen (dz)+C = m—l—C
6. /(\3/x+7—;)dmz/(wr?)%dwri=§(x+7)%+i+c
(x +5)2 z+5 4 z+5

~

arctan(2z) 1 [ 2arctan(2x) 1 9
[T = g de = b (20) 4.0
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/x\/:c2 daz-%/?xz e da:*%(x +7)5 + +C =22 +7)*+C

sen(4z) 9 1
9. / cos? (1) = %/ —4sen(4z) cos™*(4z) dz = § cos > (4x) 4+ C = Sco2(10) +C
Exercicios

16. Calcula as seguintes integrais:

a) /ﬁdw b)/5xsen(:z:2) dx c)/(i/x?f
1 8 e+ 2 eV®
d)/—s—e dx )/x3+6w f)/ﬁdm
cos(x 2z , x2
g)/l—l—sen2 de h)/l+x4 de 1)/1/x3_5dx

j)/fsen(ln(x))d:ﬂ k)/%ln(xz) dx l)/lJrlln(x) dx

sen e’ g o
)/0052 n)/7COSQ(€m) dx o)/cos 5 2 + 5e dx
p)/ T e o d q)/cos3(2x) dx r)/\%cgi_’_4 T

)/ sen(3z) 9 / arctan(z
dx
1+ cos(3z) 1+ x2

6.2.1. Método de cambio de variable (substitucion)

Se G(z) = F(g(x)) paratodo = € [a,b], entén G'(z) = F'(g(x))g (x). Asi, se F'(x) = f(x)
entén G’ (x) = f(g(x))g'(x) e, polo tanto,

/ F(9(2)g (@) da = Flg(x)) <= / f(u) du

F(u), onde, g(z) = u, du = ¢'(x)dzx.

Exemplo 6.18 As seguintes primitivas estdn calculadas utilizando este método:

1. Para calcular I = / dm facemos o cambio z* + 2 = ¢, co cal 423 dx = dt.
o/t +
dt t T+
Polo tanto, I = — = —— = 5 + C. Desfacendo o cambio obtemos que
/ 49t A(FE+1) 16 q
55/(2% 1 2)4

16

t 1
2. Sel = arctan’(x) dzx, co cambio de variable arctan(xz) = t. Como —— dx = dt,
1+ 22 1+ 22
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arctan(z)

1 +C.

t4
temos que [ = /t3 dt = 1 + C. Daquela I =

3. Para ] = /sen 3x) cos (335) dx tomamos cos(3z) =t e, polo tanto, —3sen(3x) dx = dt.

—t cos®(3z)

EntonI—/—dt f*JrC’— 5 + C.

6.2.2. Método de integracion por partes
Se h(z) = f(z)g(x), a sia derivada é h/(x) = f(z)g'(x) + f'(x)g(x). Polo tanto,
f@)g(o) = hio) = [W(a)da = [ f@)g @) do+ [ £)g(a)de easi

/ﬂ@d@mw:ﬂ@m@—/fwmwmw 6.1)

Esta tltima igualdade € cofiecida como mérodo de integracion por partes e proporciona un méto-
do 1til para o cédlculo de primitivas. Habitualmente, utilizase unha notacién universal na integracién
por partes, pofiendo u = f(x) e v = g(z), polo que du = f’(x)dx e dv = ¢'(x)dx, resultando, da

expresion (6.1), udv=uv— [ vdu.

Exemplo 6.19 As seguintes primitivas estdn calculadas empregando o método de integracién por
partes:

1. I = / re® dx calcilase considerando u = x e dv = e* dz (entén du = dx e v = €%).
Daquela, I = ze® — /e‘” dr =e"(x—1)+C.

2. Do mesmo xeito, tomando u = 22 + 5 e dv = e®dz (co cal du = 2z dx e v = %), tense que
/(m2 +5)e” dx = (2?4 5)e” — /2356‘” dr = (2?4 5)e” — 2/1‘6” dr = (2 4+ 5)e” —
2 (x — 1)+ C =e"(2*> =22+ 7)+ C.

3.Enl = /xsen(m) dx tomamos u = x e dv = sen(z) dx (asi, du = dz e v = — cos(z)).

Ent6n, I = —x cos(z) + /cos(z) dx = —x cos(z) + sen(z) + C.
dx ,
4. Sew =In(z) e dv = dz , tense que du = — e v = x. Obtemos, entén, que
x
dx
/ln(a:)dx =zlnz— /x? =zln(z) —z+C =z(ln(x) - 1)+ C.

5. 1= /:c2 cos(x) dz pode resolverse elixindo u = 22 e dv = cos(z) dx. Neste caso, teriamos

que du = 2z dx, v = sen(x) e
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I =a?sen(x) —2 / x sen(x) dr = x? sen(x) + 22 cos(z) — 2sen(z) + C.

6. I = /senQ(x) dx resblvese tomando u = sen(z) e dv = sen(z) dx. Agora temos, entdn,
que du = cos(x) dx e v = — cos(x) e, polo tanto,

I = —sen(z) cos(x) + /0052(36) dx = —sen(x) cos(z) + / (1 —sen?(z)) dx

— — sen(z) cos(x) + / | do — / sen?(z) dz = — sen(z) cos(x) + z — I.

Entén, [ — — sen(z) C20S({,E) +x ‘e

tsen(t) cos(t) dt consideramos u = ¢ e dv = sen(t) cos(t)dt. Por ser

7. Para resolver I =
du = dt e v = £ sen?(t), obtemos:
t— t t
I = Ltsen®(t) — %/seng(t) dt = Ltsen®(t) — M +C
t— t t
onde a ultima igualdade tense porque, como xa vimos, / sen’(t) dt = M.

= —sen(z)dz, v =

/cos2 () dz = sen(z) cos(x) +/sen2(x) dx = sen(x) cos(x) + /(1 — cos?(x)) dx, onde
= sen(z)). Pasando

cos(z) dz (e, polo tanto, du

u = cos(z) e dv =

/ cos? () dx do segundo membro 6 primeiro obtemos / cos?(z) dx = w +C.

6.2.3. Integrais racionais
(z)

Imos ver agora como se resolven a integrais do tipo / Q)
x
Podemos supoiler que o grao do polinomio P é menor c6 grao de (), Xxa que en caso contrario
P(z) R(x)
e

=C(z)+ )’

dx , onde P e @ son polinomios.

dividimos P(z) entre Q(x), resultando P(z) = C(z)Q(x) + R(z), Q)

[ i (e ) - s [ B

onde o grao de R € menor c6 grao de ().

Segundo sexan as raices de (), distinguiremos varios casos:

1. Raices reais simples. E dicir, Q(z) = (z—a;)(z—az) - - - (r—a,), onde a; € R son distintos
P(z

Neste caso podemos descompofier QE ;

x

da forma

= + 4+
T — anp




6.2 Calculo de primitivas 127

de xeito que, unha vez determinadas as constantes A;, a integral de partida é a suma de n
integrais inmediatas:

/de — / A-ﬁ- As 4+t An dr
(z) r—ay T —az T — ap
ArIn(Jz — a1|) + Ao In(Jz — ag|) + - - + Ap In(|a — ay)).

2. Raices reais multiples. Se Q(z) = (z — a)™(z — by)(x — ba) - - (x — by, ), a descomposicién
do cociente resulta
P(I) _ A1 A2 + Am B1 + B2 T Bn
Q) z—a (z—a)? (x—a)™ x—-b x—by x —by

3. Raices complexas simples. Se Q(z) = (x — a)™(z — by)(z — ba) - - - (x — by) (2% + az + b),
de forma que 22 + az + b non ten raices reais, descompoiiemos

Qz) z—a (z-—a)? (x—a)™ x—b x—0by
B, Cx+D

z—0b, x2+axr+b

Exemplo 6.20 Imos ver exemplos de cada un dos tres tipos de integrais racionais mencionadas:

zt—3r+1
3 — 322 + 2z
denominador, facemos a division e obtemos

2t -3z +1 722 — 9z + 1
I=| 57—————dz= 3)d ———————dz.
/x3—3x2+2$ ! /(“ ) I+/x3—3x2+2x v

1. Se queremos calcular I = / dx, como o grao do numerador é maior cé do

A primeira das integrais é inmediata. Para resolver a segunda, o primeiro que facemos € des-
compor o denominador en factores: 2% — 32% + 2z = (z — 1)(z — 2)z. Polo tanto,

722 -9z+1 A n B JrgiA(IC*2)1’+B(SL‘71)CE+C($*1)(.%72)
w3 —-322+22 w-1 -2 o (x —1)(x —2)x

e7r?—9z2+1= A(x —2)z+ B(z —1)x+ C(x — 1)(x — 2), para todo = € R. En particular,
sex=1, x=2o0u =0 temosque —1=—A, 11=2B e 1 =2C. Entén

/7x2_9x—|—1dm_/( L +§>dx_/ de_ 11 [ dv 1 [dv
a3 — 322422 r—1 -2 =z T x—1 2 r—2 2 x

1
A integral pedida é I = %2 +3z+In(lz — 1)) + Y In(jz — 2|) + 3 In(|z]) + C.
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2z

————— dx consideramos a descomposicion
(z—3)2(x— 1) P

2. Para calcular I = /

2z A B C
(x —1)(z — 3)2 7m—1+m—3+(a:—3)2
_ Az =32+ Bz —-3)(z—1)+C(z - 1)

(@32 —1)

de onde, 22 = A(x — 3)2 + B(x —3)(x — 1) + C(x — 1) = (A + B)2? + (—6A — 4B +
C)x + (9A - C +3B). Edici, A+ B=0, —6A—-4B+C =2¢ 94— C + 3B =0.

Resolvendo o sistema temos que A = %, B = ’71 e C = 3. Enton,

1 dz 1 dx dzx 1 1 3
== _- — Zn(jz—1))— =In(lz—3|) = —— +C.
Q/x—l 2/x—3+3/(x—3)2 p (=1l =gz =3)) = =5 +C

2+ 5 . 2x + 2 3
3. 1= / P oria dx exprésase como [ = / P iorio dx + / Zromr2 dx polo
que, para o cdlculo de I, resolveremos por separado cada unha desas ddas integrais. A primeira
delas obténse inmediatamente:

2 2

Para a segunda:

3 3
5 dr = | ———5— dv = 3arct 1 '
/x2+2x+2 v /(x+1)2+1 x = 3arctan(z + 1) + C

Entén, I = In(2? + 22 + 2) + 3arctan(z + 1) + C.

-1 1
4. 1 = /L dx pode porse do xeito I = /L dx — /7 dx. A primeira das
x2+3 J 243 J z?2+3
integrais € inmediata:

" 1

1 1 d
Como /de: 7/7x,tomandot: itense que V3dt =dzxe
x4+ 3

3) (3 3
o1 1 V3dt V3 V3 x
— dr== [ 222 = X arctan(t = 2" arctan [ — i
/:c2+3 v=2 5 3 arctan(t) + C 3 arcan(\/g)JrC

1
Polo tanto, I = 5 In(z? + 3) + ? arctan (%) +C.
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4

I—/ dx _/ dx _4/ dx _%/ dx
(z+3)2+1 Gorl)? | 7 2e+12+7 7 ()2 +1

(2x+1

VT

dx, observamos que o denominador pode des-

1
5. Dadoque 2% + z+2 = (z + 3)* + %, aintegral = / po—— dx obtense asf:

1
resulta T = 2Y7 arctan ) +C.

T+
i 7
2z 41
o2 tr—1
comporse como 3 — 22 + 2 — 1 = (z — 1)(2 + 1). Entén

e, mediante o cambio de variable ¢t =

6. Para o calculo de [ = /

2z +1 A Bx+C  A(@*+1)+ (Bx+C)(x —1)
B—x2+x—-1 z-1 22+1 -2+ r-—1
e2r+1=A2?>+1)+(Bx+C)(x—1)=(A+ B)2?> + (C - B)z +
A+B=0,C—B =2, A—C = 1. Resolvendo o sistema temos A =

e a integral pedida resulta

; 1
I:é/ dx §/ x dx +7/ dx g1n(|x_1|)_%ln(x2+1)+arctan($)+cl

(_
RS A

2/ v—1 2) 2241 2) 2241 2
z+3 1 2z +6
7. Por Ser/mdl': §/mdl‘, temos que

/ r+3 da:—l/ 2¢ + 6 dw—l/ 20 +4+2 e
224+4x+13 7 2 ) 22440 +13 7 2 ) 22442+ 13
2r + 4 1
=1/ __=="° g —
2/x2+4x+13 x+/(x+2)2+9 N

:%ln(x2+4a}+13)—|—%/

:%ln(x2+4a}+13)—|—%/

)
+ +
ORI

= LIn(2® + 42+ 13) + $ arctan (

z+3

8. Para o cédlculo de I = /7
2 +2x+5

dx procedemos do seguinte xeito:

2w 4+2+4 1
I= | == " de=1imE*+22+5 2/7d
2/x2+2x+5 v=gln(e”+ 2 +5)+ @r12+4™
1
2
— 2 4
@z 1™
n

= LIn(2® + 22 + 5) + arctan (ZF) + C.

:%ln(m2+2m+5)+/
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23 + 922 + 34x + 27
22 48z + 25

23 — 52?2 + 8z + 15 T+ 2
dv= [ (z+14 "2 )d
/ 21 8c+25 /“ﬁ‘“L T ream)

20 +4+4—-4
1.2 1

= = = —d
2? +x+2/x2+8x+25 v

9. Para obter / dx, facemos a divisién da funcién integrando e temos que

1
1
=1z + 2+ Ln(z? + 82 +25 —2/#dl‘
2 2 ( ) 3 (a:T-i-él)QJrl
=12+ 2+ lIn(2? — 62 4 13) — 2 arctan (%54) + C.

3 — 222 + 6z
2 —2x+5

3 — 222 + 6x T
T e = ( 7)d
/x2—2x—|—5 . /x+x2—2x+5 .

21 20 —242
:£+§/ud:¢

10. Para calcular / dx, facemos a divisién da funcién integrando e temos que

2 2 —-2x+5
:9;2+;1n(;v2—2x+5)+/(x_11)2_|_4d$
:22+;1n(x2—2x+5)+;/_%2d$

() +1
:%2+%1n(:c2—2x+5)+%arctan(x;1>+C~

6.2.4. Integrais reducibles a racionais

Nas integrais da forma | R(sen(z), cos(z)) dz, onde R(sen(x), cos(x)) € unha funcién racional
en sen x e cos z, pode pasarse a unha integral [ r(t) dt (onde (¢) é unha funcién racional en t) sen
mdis que realizar o cambio de variable { = tan (2) Asi, a integral [ r(t) dt pode resolverse por

un dos métodos anteriores.

sen (£ sen? (£
Se tan (£) = t, como (i) =t temos que (z) = t%, logo 1 - cos(z) — 2, de onde
cos (5) cos? (5) 1 + cos(x)
1—¢2
se segue que 1 — cos(z) = t2 + t? cos(x), (1+1t?)cos(z) =1 —1t? e, asi, cos(z) = 1+ 2
1—2\?  (141#2)2— (1 —2)2 442
20 20 _ _
Ademais, sen®(z) = 1 — cos?(z) = 1 — (1 +t2> - (1+¢2)2 (14 2)2

2t

Ent6n, sen(z) = TTe
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" T 1 1 2
Por outro lado, tan (%) =t = 5= arctan(t) = 3 dr = e dt = dx = ae dt.
z ) 1— ¢ 2t 2
Set = tan (5) , enton cos(x) = m,sen(m) = m,dw = m dt

Nalgiins casos a forma mdis facil de calcular a primitiva é realizando o cambio tan(x) = ¢, pois

9 a2 1— -2
tan(z) = t < sen(z) = sen”(z) =t = 1= cos™(x) =t? <= 1 — cos?’(x) =
cos(x) cos?(x) cos?(x)
1
t? cos?(x) <= (1 +t?) cos?(z) = 1 <= cos?(z) = T
1 1+t -1 2
Por outro lado, sen?(z) = 1 — cos?(z) = 1 — _ = :
1+41¢2 14¢2 1+t2
Finalmente, se tan(z) = ¢, entén « = arctan(t) e do = o dt.
Se t = tan(x) entén cos®(z) = 1 en?(z) = i dzx = b dt
B 14t 14t 1+ #?

Como norma prictica, cando a integral [ R(sen(x), cos(x)) dz é impar, tanto en sen(z) como
en cos(z), aconséllase realizar o cambio tan (£) = ¢; se é par en sen(z) e cos(z), 0 cambio reco-
mendado € tan(x) = ¢; se é impar en sen(x) e par en cos(x), debe realizarse o cambio cos(x) = ¢;
mentres que se € impar en cos(x) e par en sen(z), o cambio mdis adecuado é sen(x) = t.

Exemplo 6.21 Resolvemos, a continuacidn, algunhas integrais reducibles a racionais empregando
0 cambio madis apropiado:

d
1. Para calcular I = / ac utilizamos o cambio tan (%) =t
sen(x)
I= ! — =In([t|) + C = In(|tan(%)]) + C.
el :

sen(z)
1+ cos(z) + sen(x)

2. Para calcular I = / dx, facemos o cambio tan (£) =te

2t
2 2t
I:/ 1+ dt:/—dt
1+§+§2+1ft2 1+¢2 (14+t)(1+12)

que, por ser unha integral racional, resolvemos do seguinte xeito:

2t A +Bt+C7A(t2+1)+(Bt+C’)(t+1)
(I+t)(1+82) 1+t 1+t2 (1+t)(1 +t2)

e2t=A(t>+1)+ (Bt +C)(t+ 1), resultando A = —1, B =1e C = 1. Asi pois,
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dt tdt dt
I=— =—In([t+1])+2In(*+1 tan(t)+C
/(1+t)+/(1+t2)+/(1+t2) n(|t+1[) + 1 In(t*+ 1) +arctan(t) +

. Pararesolver a integral I = /

e, desfacendo o cambio, I = —In(|tan(%) + 1|) + % In(tan?(%) + 1) + £ + C.

cos(x)

———— — dx é mdis préctico facer o cambio sen(z) = ¢, xa
1 + sen?(z)

que cos(z)dr =dt e

dt
I = / i e arctan(t) + C = arctan(sen(z)) + C.

= / sen(z) dx calcilase empregando o cambio de variable cos(z) = ¢,
2 + cos

() + cos?(x)
sendo, neste caso, — sen(z) dx = dt e resultando:

—dt dt 27 2t + 1
1=~ - = - tan (") + C
/2+t+t2 /(t+;)2+1 7 avctan ( N )+

2 1
Desfacendo o cambio, I = —Q—‘ﬁ arctan ( M) +C.
V7
Resolveremos I = /L empregando o cambio tan(z) = t:
) 1 +sen?(x) preg -
1 dt dt dt 1
1= = = = — arctan(v2tan(z)) + C
/1+1ft21+t2 /2t2+1 /(\/it)2+1 V2 ( (z))
cos?(z) )
. Calculamos I = / ————~— dx empregando, tamén, o cambio tan(z) = ¢:
1+ sen?(x)
I_/Hlﬁ dt _/ dt _2/ dt _/dt
S e ) e+ TS (Va2 4 241

Desfacendo o cambio, temos que I = % arctan(v/2 tan(z)) — x + C.

Exercicios

17. Calcula as seguintes integrais:

1)/tan(2:z:) dx 2)/cos(3x) e** dx



6.2 Calculo de primitivas

133

3)/arcsen(x) dx
5)/xarctan(z) dx
7)/x26mdm
9)/\/1—x2dx
dx
11 _—
)/0052 Tx)
13)/ln (1+x)
14+
x
15)/x2+2x+6
45
1
7)/x2 4:E+3
e’ —5—36*"’”
19)/ T
x
21 _
)/x4+5x2+4dw
)/sen

25 ———d
)/1—|—c052(a:) *
dz

27)/ x2—4:c—|—4)(a:2—4x—|—5)
)/ben
x4+ 2
1
“/m
6
33)/(x—1)(x2—21:+3)d$

sen(x
d
)/c052 —3cos( )+ 2 *

37) / 1+ s;en (3z)
cos?(3x)

4) /x2 In(2z) dx
6) / In(2? + 1) do

8) / arctan dac

223 — 52 +2x+3
10
)/ —2)2(22 -2 +1)

)/S(;OSQ(Z) di
14)/< + - +Sen( )) dz
16)/
z° -1

18
)/2x2+3x+1
x> +1
20
)/mQ—i—m—i—l

4 4
22)/1":7%—%@;
s —1

23 —1
24)/4 g
26)/ 9x+17 de
2(z+1)

28
) / sen3(x

30)/ 2sen(z) — cos(:c) +1
dz
32)/ z—1)(z - 2)(z — 3)2

1
34)/ 937—1- 7 e
(x —2)2(x+ 1)

2\/?5
36)/

38) /e"” sen(3e”) dx

dx

3:E+2

cos(z)

d
+2c052( ) sen(z) *
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x dx
39)/c082(x) de 40) / sen(z) cos(x)
senzx
41)/(3+sen2z)c0sxdm 42)/1—|—f
43) / 2v/z In(x) dz 44) / arlctan

Exercicios resoltos

As seguintes primitivas non estdn calculadas con todo o detalle, s6 indicamos como se resolve-
rian.

1./Umﬂwwhi/lagigwmn:/aﬁamw%i/hm=tw@ﬁ—x+0

/W+\f /%

/\/x—Fl; x_ldxzé(\/(a:

MH

N

11 )
10..70 3.5
ﬁxlo +§.’L'3+C

&/ﬁﬂjﬁﬁ:

T 2x 3x
4. /6 +e ' +e dir:/(e—Bm_’_e—Qz_i_e—x)dx:_%e—?m_%e—lv_e—w_i_c

e4z

1
5. /7d;v = Larctan(%) + C

a? + z?
6. / 1 A :/ 1 —sen(x) d — / 1 — sen(x) e :/ 1 dﬁ_/sen(w)dx
1+ sen(x) 1 — sen?(x) cos?(x) cos?(x) cos?
dx
Entén [ —— =t -
" on/ 1+ sen(x) an(z) coszx i
x dz dt
7. = =2 = 2arcsen(vz) + C.
/\/a:—x2 /\/E\/l—x /\/2—152 (V)
L S Vr=t o=t
Cambio utilizado: { du — 2tdt .
x x _ _ x . oqe . et =t
8. /e sen(e®)dx = /sen(t)dt = —cos(e”) + C. Cambio utlllzado.{ oTdr — di
In(z) 1.2 oo In(z) =t
9. /Td:z: = /t dt = 5 In”(x) + C. Cambio utilizado: Ly = dt -
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

er 1 1 -1
/e2w+2ew+1 v /t2+2t+1 /(t+1)2 eaurlJr
et =1

Cambio utilizado: { eTdr — dt

et =t

e e"dr = | e'dt = e + C. Cambio utilizado: { ,
edx = dt

( ver exercicio 7).

/\/ﬁﬁdl’/mdz;/ﬂjmdt

2 _ 2 9 _
Cambio utilizado:{ l+at=1, 1-z 2-t )

2udr = dt
Vv =1
/ (i[dx - 2/etdt — 2¢V7 4 C. Cambio utilizado: { vE Do — di
v vl

1 1 —? =
/xﬂda: — _Q/ﬁdt = _§\/m+0' Cambio utilizado: { 1_2xe :tdt .

2
/ln(cos z) tan(z)dr = — /tdt = —% +C=-3 In?(cos(z)) + C

In(cos(x)) =t

Cambio utilizado: { —tan(z)de = dt

In(1 1 1
/mdx = / n(®) dt = §(ln(ln(9(;)))2 + C. (ver exercicio 9) Cambio utilizado:

xIn(x) t
In(z) =t
Lde =dt -

In(lnz) S | In(x)=t
/Tda: = /ln(t)dt. Cambio utilizado: { iy —dt -

2] 12 _ 2In(=z)
/xan(x)dxz 2" In(z) —/xln(x)dx. Por partes, con{ u=In"(z) du s @ de :

2 dv=uxde v=7%
Vln(z)de = 2 %ln( ) — 2 3 dz. Por partes, sendo 4 In(z) du=3idx
xIn(z x—gﬂf x 3 r2dx. p , dv = z3dx v:%x%

/cos(ln x)dx = zcos(Inz) + / sen(Inz)dz = z cos(lnx) + x sen(lnx) — /cos(ln x)dx

__sen(Inz)

u=cos(lnz) du= N
x a primeira

Integrando duas veces por partes, tomando
& porp { dv =dx v=2

a segunda.

u=sen(lnz) du= W2 q,
veze E
dv =dz V==
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

/ 2 2)dt = 2t—2n([t))+C = 2+2Vz + 1-2In(1+vz + 1)+C

l+Vz+l=t Vo+l=t—1ax=(t—-1)%*-
de =2(t — 1)dt
cer multiplicando e dividindo a funcién do integrando por 1 — v/x + 1.

1 1 © 1+e =t e"=t-1

1 t° t3 L
/71 1dx:/76 dt:/6 dt:/6t2—6t+6dt—/—6 dt = 2z —
x2 + s 3+ 12 t+1 t+1

1
325 4+ 626 — 61n(z0 + 1) + C, sendo {

/HJF

Nesta ocasion, {

. Tamén se pode fa-

x5 =t, v =1
dx = 6t°dt

2 Vider =t e#=12-1
= 5 dt, con - ot
VITe® 2 -1 e“dr = 2tdt dr = 55

1 1 t — t 2 — 1
/ —dr = / ——dt, empregando an(w) =1, cos”r = 1o
2 + tan(x) (1+t2)(2+1) de = oz dt

2 1dt, tomando{ VVE 1=t &= (" - 1)

dr = 4t(t2 — 1)dt

| = [

/4x+1d 1 t2+1dt cond 271 47 = t?
211 "2 ) it )™ In(t) = zIn(2), dz = jgydt -

dt =

V1—z sen?tcost 1 —cos®t)cost
de=-2 ) ——dt=-2 | ————

17\/533— 1—cost 1—cost

o cos?(t) = x,
_ 2/cost(1 + cos t)dt, utilizando { dz = —2 cos(t) sen(t)dt

—11 2 z—1 _ _ P41
/\/ t ——dt, sendo s =h o=
:v+1x2 (t241)2 de = —2 _dt

(1-t2)2
1 2 +1 x? dz 1 —222
— de= | 2T - | e = | 2 2 g =
/(x2+1)2x /(m2+1)2x /(:c2+1)2x /x2+1+2/(x2+1)2x

¢ +1 T / dz 1 tan(z) + —— x L.
arctanx b — = — | arctan(x
2 \z?+1 241 2 241

P . =x du = dx
or partes, con d B dr v=

1
z2+1 241

/ldx_/xQ—i—ldx_/ﬁdx_/dx_l/Qﬁdx
PN ERial PR EL )T @y 2 @™
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

A primeira destas integrais estd resolta no exercicio 30. Para obter a segunda, utilizamos o

= du = dx

método integracion por partes, tomando { d de v = 1 . Entén:

= @2 +1)3 2@

/#dx—§ arctan(z) + ° —|—1 < +C
(x2+1)37 8 22 +1 4 (22 4+ 1)2 ’

cos(x) _ cos(z) B l/ 1 _ l/ 1
/ s(z) COSQ(x)dx B /1—sen2(x)dx o2 1—t2dt 2 1—|—tdt+

sen(z) =t
cos(z)dx = dt

5 / —dt In(]1 — sen?(z)|) + C. Empregouse o cambio . Tamén

se podena ter utilizado o cambio tan(§) = t.

/ Senl(x) do = / mdm - / 1 Sei(?Q)(;c):dx
(

—sen(x)dx

/1 1/2 Fdt = —1In(]1 —sen?(2)|) +

C. Empregouse o cambio de variable . Tamén se poderia ter utilizado o

cambio tan(5) = t.

/ sec®(z)dz = sec(z) tan(z) — / mdx — sec(z) tan(z) — / sec®(z)dz +

/ sec(x)dz. Entén, utilizando o exercicio 32, a integral buscada é:

/sec (x)dx = ;(sec(x) tan(z) + In(|1 — sen®(z)|)) + C.

Ao comezo do exercicio, na primeira igualdade, integramos por partes, sendo as partes toma-
u = sec(x) du = sec(z) tan(z)dz

das 5 .
dv = sec*(z)dz v = tan(x)

/ xarctan(:r)d arctan(z) + - L / du Usamos o método de integracion por
- iy =—-———— [ — S i i
(22 + 1) 4@+ 10? 1) @23 & P
u=arctan(z) du= 7 2alac
4(x2+1)2

t ’ xr
partes con{dvzwdx v = —

A integral que falta por resolver, f 3, estd calculada no exercicio 31.

m2+1)

[/ T e = (TP - [

2
;:_ 1d:v =zln(v1+ 22) —z+arctan(z) + C
x

u=InvV1+z2 du= H%dm

dv = dx v=2

Por partes, con {

1 1 1
/xln(\/l—i—xZ)dx = ilen\/l—l—aﬂ — -z + 1111(302 +1H)+C

4
u=In(vV1l+a2?) du=7"mdz
2 .

dv = xdzx V=

Por partes, con {
=
2
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38.

39

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

/arc sen(y/x)dx = Q/tsen(t) cos(t)dt = (z—3) arcsen vz +3+/z(1 — z)+C. Cambio

[ vz =sen(t), z = sen?(t)
empregado: { dx = 2sen(t) cos(t)dt

. / L, - x(tan(x) — sec(x)) — /(tan(x) —sec(z))dx %) x(tan(z) —sec(z)) +

1+ sen(x)
In(| cos(x)]) + In(|1 — sen?(x)|) + C

dv = o7 (verexerc.6) v = tan(x) — sec(z)

Por partes, con {

2t2 42 2
/ V'tan(z)dz = / Tt Utilizamos{ ZZD(:”J) =%, o =arctan(t’)

+t =

V2 V2
/de:/”dx_ 3t
441 22 4+v20+1 22 —2zx+1

22> — Ax+B Cz+D
Usamos zt4+1 2242x+1 22—/22+1

A=-C=2 B=D=0

2 2
/ln(a2+x2)dx = zln(a® + %) 7/ 2 = rIn(a®+2?) — 2z +2a arctan(f) +C
a? + 22 a
_ 24 .2 _ %
Por partes, tomando u=ln(a® +2%) du= a?ta?
dv = dx V=2

1+ cos(z) / 1 / cosx 1

———dr = [ ——d 7 dg = —cot _ C
/ sen?(z) v sen?(z) v sen?g 0 cotan(z) sen(z) +

1
T+ d

—z
—dr=— | ——dz +
V4 — 22 /\/4—x2

4—x2+arcseng+0

1
s =
/\/4—x2 v

1
/x arctan(x)dx = §(x2 arctan(z) — x + arctan(z)) + C

u = arctan(z) du = H%d!ﬁ
Por partes, tomando a7 .
dv = xzdx v=
3 L 3
sen”(x)dx = 3 cos (x) —cos(z) + C
. u = sen?(x) du = 2sen(z) cos(z)dx
Aplicamos partes, con { dv = sen(z)de v = — cos(x)

Tamén pode facerse por substitucién, pois | sen®(z)dz = / sen(x)(1 — cos?(z))dx. Agora,

o cambio de variable é cos(x) = t.
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7. / s (@) / sen(2)(1—cos*(z)) ;- _ / sec(z) tan(x)dz + cos(z) = sec(x) +

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

cos?(x) cos? x
cos(x) + C'. Tamén se pode facer mediante o cambio de variable cos(z) =

3
t 1
/:c2 arctan xdx = w ~3 (2 —In(1+2%)) +C
uw = arctanz du = 1+%dm
Por partes, con g B .
v =x°dx v =4

3 _ senxr 1
/sec (x) tan(z)dz = / cos4xdx =~ Feos (@) +C

2
/xtan2 xdr = ztanz — % + In(] cos(z)|) + C

u=2x du = dx

Por partes, con {

dv = ii’;z,;”da: v=tanr —zx

dx _ 1 dt x =at
(a2 +22)2 a3 ) (1+412)2 MY dr = adt

1
/\/l—sen(x)dx: mdtzQ\/l—Fsen(m)—i—C.

sen(z) =t

cos(z)dxr = dt, do = \/%

Co cambio {

=2

X
/arctan(\/;s)dx = /Qt arctan(t)dt, con { de — otdt -

- r4+1=1
/ sen(vz + 1)dx = / 2t sen(t)dt, CO“{ de = 2tdt -

/ln(:v—i— Va2 —=1)dr = zln(z + Va2 —1) — /\/%dx =zln(z + Va2 -1) —

Va2l —1+C
—1 ] 1

Por partes, con u=n(z+va? 1) du mdx.
dv = dx V=2

/ln(a: +Vx)dr = /21n(t2 +t)dt = 2/ln(t)dt + 2/1n(t +1)dt

x =t
dr = 2tdt -~

1 5t 5 2t 5., 2
dr= | ——=dt==- | =——dt=-1In(z5 +1
/x—i—x% ! /t5+t3 2/t2+1 p Mt N+

Tr = t5, 8 =143
dx = 5tidt

Cambio empregado: {

Cambio empregado: {
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6.3. Autoavaliacion

As seguintes cuestions tefien s6 unha resposta correcta.
4

1. Unha primitiva de f(x) = 5 é
x

b) g(x) = In(x + 5)

a) g(r) = REEYE

©)g(z) =4In(z +5) d)g(z) = ;In(z+5)

2. Se f(x) :/xzx? dx, entén
a) f(z) =In(2® +5)+C b) f(z) =2In(z? +5) +C
o) f(x)=3mn(=?+5)+C d) f(z) =lnaz*+5

2x
3. Seg(z) = / t? dt, entén
1

a)g'(z) =422 b)g(z)=4z o) g(r)=42>-1 d)g'(x)=8z2—1

x
4. Se g(x) :/ sen(t) dt, entén
0

a) ¢'(z) = 2xsen(z?) b)g'(z) =sen(2z) c¢)g'(z) = 2wcos(x?) d) g (v) = sen(x?)

x“+1
5. Se f(x) :/ sen(t) dt, ent6n

2

a) f'(z) = —2x cos(x? + 1) + 2z cos(x?) b) f'(z) = sen(x? + 1) — sen(z?)
) f'(z) = 2xsen(z? + 1) — 2xsen(x?)  d) f/(x) = —cos(z? + 1) — cos(z?)

6. Sexa f : [1,2] — R definida por f(z) = . A funcién integral de f vén dada por:

x 2 1
a) F(z) = / tdt= % — 5 Para todo z € [1,2].
1

w

2
b) F(x):/ it =3,
1

[\)

x 2
¢) F(x) :/ tdt= %,para todo z € [1,2].
1

d) F(z) = / tdt=x—1,paratodo x € [1,2].
1
7. Se f : R — R & unha funcién derivable, cal das seguintes afirmaciéns é FALSA?

a) Se/f(:v) dr =Inz, entén f(z) = 1
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b) Se /f(as) dx = e, entén f(z) =Inx
c) f écontinua en R.

d) Se f ten un médximo en x,, entén f’(x,) =0

8. Se F(x) :/ tsen(2t) dt, ent6n
1

a) F'(z)
c) F'(x)

en(2t) + 2tcos(2t)  b) F'(x) = zsen(2x) — sen(2)

s
sen(2z) + 2z cos(2x) d) F'(z) = zsen(2x)

6.4. Integracion de funcions dunha variable real con MATLAB

Empregaremos int (£, v) para calcular a integral indefinida da expresion simbdlica f respecto
da variable v.

Exemplo 6.22 Unha primitiva para f(x) = sen?(z) obtense do seguinte xeito:
>> int (sin(x) "2, x)

MATLAB devélvenos o resultado
>> x/2 — sin(2xx)/4

2
E podemos concluir que / sen? (z) do = z sen(2z)

B 1 +C

Para o célculo da integral definida da expresién simbdlica £ respecto da variable v en [a, b]
utilizaremos int (£, v, a, b).

1

Exemplo 6.23 A integral I = / sen(z + 3) dr calcilase da seguinte maneira:
-1

>> int (sin(x+3),x,-1,1)

O seu valor é, pois, cos(2) — cos(4).
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6.5. Solucions dos exercicios propostos

S(f,p)=2+2-4+3-7=31

11.

11.

14.

14.

14. e

15.

17.

17.

17.

17.

17.

17.

17.

17.

17

17.

.33)3In(|lz — 1)) —

a) 3z2 sen? (a:3) —sen® ()
¢) —sen(z) e 4 cos(x) e sn(®)
a) %7

c) 2

) 15

125
a) =5~

1) =1 In|cos(2z)| + C

5) % arctan (z) — § +C

9) 2+ 2v/1— 2%+ § arcsen (z) + C
13) $In® (1 + 2|+ C

174 In(jlz—3]) =3 In(jla — 1))+ C

21) z — § arctan (%) + % arctan (z) + C

25) g arctan (g tan (x)) +C

sen® () (3+2 cos? (I))
15 cos®(x)

29) +C

3In(|z?— 22 +3))+C

sen 3w +1
37) 3cos(3m) +C

S(f,p)=1+42-243.7=17

11.b) 2z e*”

11.d) 224, e”) — L tan(z)

x

h) 2z tan(
14.b) &
14.d) 36
14.1) 2
15.b) 3
17.3) zarcsen (z) + 1 — 22+ C
17.7) (2 — 22 +a2) " + C

17.11) 1 tan(7z) 4+ C

17.15) V5 arctan (”C}l) +C

17.19) —2 arctan (¢*) —3e * + C
17.23) 1530 4 ¢

17.27) (2 — )"t — arctan(z—2) + C
17.31) 2arcsen(z/2) — V4 — 22 + C
17.35) In [ 221 1 ©

17.39) In | cos(z)| + z tan(z) + C

17.41) — 3 In| cos(z)| + § In|cos(z) — 2| + £ In|cos(z) + 2| +C

17.43) 223/%1n |z| —

7:(;3/2 +C

Solucions autoavaliacion. 1c, 2¢, 3a, 4a, 5c, 6a, 7b, 8d



Capitulo 7

Integrais de lina

7.1. Ecuacions de curvas

Antes de entrar a estudar as integrais de lifia, imos recordar as ecuacidns cartesianas dalgunhas
curvas no plano e de superficies no espazo que seran utilizadas con moita frecuencia nos capitulos
de integracion.

A ecuacidn da curva madis sinxela no plano € a da recta. A forma mais facil de interpretar os seus
pardmetros é pofiela, sempre que sexa posible, baixo a forma y = ax + b, onde a € R é a pendente
da recta ou, o que é o mesmo, a tanxente do dngulo que forma a recta coa parte positiva do eixe de
abscisas, e b € R ¢é a ordenada na orixe ou, equivalentemente, o valor da variable y cando x vale
cero, y(0) = b (Figura 7.1). Deste xeito, se ¢ > 0 entdn a gréfica da recta é ascendente e se a < 0
é descendente. Se a = 0, y = b é a ecuacion dunha recta horizontal a unha distancia b do eixe de
abscisas, e x = k € a ecuacion dunha recta vertical a unha distancia k do eixe de ordenadas.

y
(0,0)

/a/: tar?(T) T

Figura 7.1: Elementos que definen unha recta no plano

As funciéns cadraticas da forma y = ax? + bx + ¢ representan pardbolas co eixe de simetria

. . . P . . _ —b—+/p2—
vertical. E ben sabido que as raices do polinomio y = ax? + bx + ¢ son T; = % e

— — /b2 — . . . L. . .

To = W. Cando b% > 4ac estas raices son reais e distintas e indican os puntos de corte da
parabola co eixe de abscisas. Se b? = 4ac, temos unha tinica raiz de multiplicidade dous e a pardbola
é tanxente 6 eixe de abscisas no punto Z; = 5. No caso en que b*> < 4ac, as raices son complexas,
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e a pardbola non corta 6 eixe de abscisas. Ademais, se ¢ > 0 indica que as ramas da pardbola crecen
indefinidamente cando x tende a +oco. Analogamente, se a < 0 indica que as ramas da pardbola
decrecen indefinidamente cando x tende a +co (véxase Figura 7.2).

a>0

b? < dac

a<0

1= T2
Figura 7.2: Pardbolas segundo os parametros

A ecuacién da circunferencia de centro (x,,9,) € raio r é (z — z,)% + (y — y,)? = r2. Se

desenvolvemos os cadrados desta ecuacion e reordenamos temos,
x2+y2—2xox—2yoy+xz+yg—r2:0. 7.1

Asi, se temos a ecuacién dunha circunferencia baixo esta forma, 22 + y2 + lz +my +p = 0,
sempre podemos determinar o centro e raio, igualando os coeficientes das variables respectivas e

deSpexandO,
— — m — /2 2
Lo = 5 yO == 2 3 r = ‘/EO + yO p

2

Yo |- Yo |-

Zo

Figura 7.3: Elementos que definen unha circunferencia e unha elipse

Unha ecuacién do tipo (7.1) pero con coeficientes dos sumandos de segundo grao distintos re-
presenta unha elipse,

2 2
(x_xo) +(y_yo) -1
a? b2 7
onde (z,,¥y,) é o centro da elipse e a, b son os semieixes correspondentes as variables x e y.
No caso de tres variables, a superficie mais simple é o plano que ten como ecuacién azx + by +
cz = d. Os puntos de corte do plano cos eixe s son (£, 0,0), (0, 4,0), (0,0, 4).
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A esfera de centro (z,, Yo, 2,) € raio  ten como ecuacion,
(1‘ - 1170)2 + (y - yo)2 + (2 - 20)2 = Tz'

Realizando observaciéns andlogas as da circunferencia, se temos a ecuacion da esfera baixo a forma
2?2 +1y% + 22 +lz+my+nz+p = 0, podemos determinar o centro e raio, igualando os coeficientes
das variables respectivas e despexando,

to= b =T = o VETETEZ D
o — 27 Yo = 27 o — 2a - o yo o b.

Do mesmo xeito podemos facer para a ecuacién do elipsoide de centro (z,, y,, 2,) € semieixes
a, b, c,
(z — xo)Q + (y — yo)2 + (2 — 20)2
a? b2 2
A ecuacién dun cilindro de raio 7 e con eixe a recta, * = x,, Yy = ¥,, que € paralela 6 eixe z, é
da forma

=1.

(:ZZ - xo)z + (y - yo)2 = Tz'

Consideraciéns andlogas podemos facer se o eixe do cilindro é paralelo 6 eixe y ou 6 eixe x.
Ecuaciéns doutras superficies en R3 son,

z— 2o =alx — ivo)2 +b(y — yo)Z, con ab >0,

que corresponde a un paraboloide con vértice no punto (2, ¥, 2, ). Por exemplo, z = 22 + y2 é un
paraboloide no semiespazo z > 0 que presenta 0 minimo na orixe de coordenadas. Tamén o cono
dobre con vértice o punto (x,, Yo, ) é da forma

(2 = 20)* = a(x — 20)* + by — 0)*,

cona > 0eb > 0. Dous conos simples moi utilizados son z = /22 + y2 € 2 = —\/22 + y?; 0s
dous tefien o vértice na orixe e estan situados nos semiespazos z > 0 e z < 0, respectivamente.

$2+y2=4 2= /1-2_;'_1/2 Z:.T2+y2

Figura 7.4: Superficies mdis usuais

As superficies que aparecen na Figura 7.4 representan un cilindro de raio dous, un cono no
semiespazo z > 0, un paraboloide e un elipsoide.
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7.2. Curvas en R"

Para definir a integral dun campo escalar ou vectorial sobre unha curva, habitualmente denomi-
nada integral de lifia, é necesario ter claro as distintas formas de representar unha curva tanto no
plano coma no espazo.

Para facilitar a notacion diremos que unha funcién f é de clase un, f € Cl, si é de clase un no
seu dominio.

Definicion 7.1 Unha curva, ou un camiiio, en R™ é unha funcion continua «: [a,b] — R™. A curva
a é regular se o € C' e as derivadas das coordenadas de o non se anulan simultaneamente en
(a,b). Un camifio regular a anacos en [a,b] é un camiiio que é regular salvo nun conxunto finito de
puntos de [a, b].

A figura 7.5 corresponde 4 curva en R3 que forman ddas voltas completas dun resorte que ten
como centro o eixe z, a(t) = (sent,cost,t), t € [0, 4x].

0t

Figura 7.5: A curva o(t) = (sen(t), cos(t),t), t € [0, 4] en R®

Usualmente, cando non haxa lugar a equivocaciéns e por abuso de linguaxe, confundiremos un
camifio coa imaxe da aplicacién «, C' = «fa, b, que tamén denominaremos parametrizacion da
curva ou camifio .

Exemplo 7.2 1. Circunferencia de centro a orixe e raio un, (Figura 7.6).

o (t,vVI— ) se te[-1,1]
a()—{ 2—t,—/T—(2-1)2) se te(1,3]

B(t) = (cost,sent), t e [0,2n].

A medida que vaiamos avanzando no capitulo observaremos que, para a circunferencia, a
parametrizacion 3 é mdis util que a a.

2. Camifios regulares a anacos que van dende (0,0, 0) ata (1,2, 1) e viceversa, (Figura 7.6).
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(0,2t,0) se te[0,1]
alt) =49 (t—1,2,0) se te(l,2]
(1,2,t —2) se te (2,3
1,2,1—-t)  se te[0,1]
Bit)=< (2—-1,2,0) se te(1,2]
(0,—2t+6,0) se te(2,3]

(1,2,0)

Figura 7.6: Diias parametrizaciéns da circunferencia unidade e parametrizacién dunha poligonal en R3

Toda curva en R”™ leva asociada unha orientacién, que ten o inicio en «(a) e o final en «(b). Deste
xeito, unha curva en R™ ten ddas posibles orientaciéns. No caso de curvas no plano, a orientacién
no sentido contrario 6 movemento das agullas do reloxo denominase orientacién positiva e no caso
contrario orientacién negativa.

Exemplo 7.3 Vexamos distintas formas de parametrizar, por exemplo, a circunferencia de centro a
orixe e raio 3, x2 + y2 = 9, variando o punto de inicio e a orientacién da mesma.

1. Partindo do punto (—3, 0) e con orientacién negativa.

a(t) = (—3cost,3sent), t e [0,2n].
2. Partindo do punto (0, —3) e orientacidn positiva.
a(t) = (3sent, —3cost), t € [0,2n].
3. Con orientacién positiva pero comezando polo punto (3, 0).
a(t) = (3cost,3sent), t € [0,2n].
4. En xeral, a parametrizacién en R? dunha elipse de centro (1,,%,) € semieixes a e b é da forma

a(t) = (x, + acost,y, + bsent), t € |0,2n].

No caso en que a = b, temos unha circunferencia de centro (z,, y,) € raio r = a.
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Estas construciéns son totalmente intuitivas pero, en todo caso, debemos situar en primeiro lugar
o punto de partida colocando a funcién seno ou coseno na coordenada que nos interese e logo
manipulamos axeitadamente o signo de ambas as coordenadas.

Exemplo 7.4 A parametrizacién dunha curva en R? segue criterios moi parecidos.
1. Circunferencia sobre o plano z = 2 de centro o punto (2, 3, —2) e raio r = 4.

a(t) = (2,3+4cost,—2 + 4sent), t € 0,2n].

2. Elipse sobre o plano z = 1 de centro o punto (—1,1, 1) e semieixes a = 2e b = 3.

a(t) = (—1+2cost, 1+ 3sent, 1), te€|0,2n]

3. Segmento lineal que vai dende un punto ¢ € R”™ ata outro punto b € R™.
alt)y=a+tb—a), te]0,1].

4. Poligonal que ten a @ € R™ como punto de inicio, a b € R™ como punto intermedioea c € R™
con punto final.

a+t(b—a) se te[0,1]
a(t)={b+(t_1)(c_b) se te(1,2]

5. Duas voltas dun resorte circular de raio r = 2, centrado no eixe z, cunha distancia entre voltas
consecutivas de tres unidades e con (0, 2, 0) como punto de inicio.

3t
a(t) = (2sent, 2 cost, 2—)7 t € [0,47].
T

Exemplo 7.5 Parametriza a poligonal que une os puntos (0, 1,2), (2,-2,1), (3,1,3) e (1,4,4).

Se denotamos por x = (0,1,2) ey = (2,—2,1), entén y — x = (2, —3, —1) e o segmento que
une z con y na orientacién de x ata y ten como parametrizacion, a(t) = x +t(y —x), parat € [0, 1].
Deste xeito,

o1(t) =(0,1,2) +¢(2,-3,-1) = (2t,1 = 3t,2 —t), t €[0,1].

De forma andloga, se x = (2,—2,1) ey = (3,1,3), entén y — & = (1, 3,2) e para os valores de
t € [1,2] tomamos o pardmetro t — 1 € [0, 1] para determinar o segmento que une z con y, polo que
@slt) =2+ (t— 1)y —2) = (2-2.1) + (t ~ 1(13,2)
=(1+t,-5+3t,—1+2t), tel,2].
Parax = (3,1,3) ey = (1,4,4), entén y — x = (—2,3,1) e para os valores de ¢t € [2,3]
tomamos como pardmetro t — 2 € [0, 1], e
az(t) =z + (t—2)(y —2) = (3,1,3) + (t — 2)(-2,3,1)
=(7-2t,-5+3t,1+1), t€[2,3].
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Daquela temos que

(2t,1—3t,2 —t) set €[0,1]
aft) =< (1+t,-5+3t,—1+2t) sete[l,2].
(7—2t,—5+3t,1+1t) sete (23]

Exemplo 7.6 Parametriza a circunferencia en R? de centro (1,2,3) e raio 7 = 2, e sobre o plano
y = 2 (Figura 7.7).

Figura 7.7: Circunferencia en R® de centro (1,2, 3) e raio r = 2 contida no plano y = 2

A circunferencia € a interseccién do cilindro (z — 1)% + (2 — 3)? = 4 co plano y = 2, polo que
debe ser z(t) = 1+ 2sent, y(t) = 2 e 2(t) = 3 + 2cost. Logo, unha parametrizacion da curva é
da forma

aft) = (14 2sent, 2,3+ 2cost), t € [0,2n].

Exemplo 7.7 Parametrizacién da elipse en R? interseccién do cilindro (z — 1)2 + (y — 1) = 1 co
plano x + y 4+ z = 3 (Figura 7.8)).

T

Figura 7.8: Interseccién do cilindro (x — 1)2 + (y — 1)> = 1coplanoz + y + 2z = 3
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As variables x e y tefien que verificar a ecuacién do cilindro polo que, por exemplo, z(t) =
1+ costey(t) =1+ sent, e a terceira coordenada da parametrizacién ten que verificar, z(t) =
3—x(t) —y(t) = 1 — sent — cost. Daquela, unha parametrizacién da curva é da forma,

a(t) = (1+cost,1+sent,1 —sent — cost), t € [0,2n].

Nos exemplos de integracién que se pofian no resto do capitulo, irdn aparecendo outros exemplos
de parametrizacions de curvas en R".

Exercicios

1. Atopa unha parametrizacién regular a anacos das curvas que aparecen na Figura 7.9.

2
syt =9 Hg =1

A

Figura 7.9: Varias curvas regulares a anacos en R?

7.3. Integrais de liia de campos vectoriais

O concepto mdis importante deste capitulo € a nocién de integral de lifia dun campo vectorial 6
longo dunha curva.

Consideremos entén un camifio regular a anacos, a: [a,b] — R" e F: R" — R", F =
(Fy,...,F,), un campo vectorial continuo.

Definicion 7.8 A integral de lifia dun campo vectorial F 6 longo do camifio regular C = afa, b
definese como

/CF-da:/abF(a(t)).o/(t)dtz/bim(a(t))a;(t)dt.

@ =1

Outras notaciéns, por exemplo para n = 3, se denotamos por x = a1 (t), y = asa(t) e z = as(t),
entén dz = o (t)dt, dy = ab(t)dt e dz = o (t)dt, polo que

b
/ F-da= / (Fy(z,y, z)dx + Fy(x,y, z)dy + Fs(x,y,2)dz).
C a
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Exemplo 7.9 Consideremos a curva da Figura 7.10, y = 42 — 22, que vai do punto (4,0) ata (1, 3)
que queda determinada pola funcién a(t) = (4 — t,4t — t2),se t € [0, 3].

(4,0)

Figura 7.10: O camifio parabélico y = 42 — x2 dende (4,0) a (1, 3)

Para calcular a integral do campo vectorial F'(x,y) = (y, 2%), tendo en conta a igualdade 4(4 —
t) — (4 —t)? = 4t — 2, temos que
a(t)=(—1,4—2t), set €0,3]
F(a(t)) = (4t — %, (4 — t)?), se t € [0, 3]
F(a(t))-o/(t) = —2t> + 21t — 68t + 64, se t € [0, 3],

de onde resulta,

3 4

t 3

/F~da:/ (=2t 4 21t* — 68t + 64)dt = [75+7t3734t2+64t =_.
c 0 0

Exemplo 7.10 Calcula a integral / y*dx + (2® + 32%)dy, sobre a circunferencia de centro a

c
orixe e raio r = 3 con orientacién positiva. Utilizamos como parametrizacién da curva, a(t) =
(3cost,3sent), t € [0, 27]. Facendo

T = 3cost, y = 3sent,
dr = —3sentdt, dy = 3 costdt,

e tendo en conta que

2t — sen(2t) cos(2t)

/(2 costsent)?dt = /sen2(2t)dt = 1 )

verificase,
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2m
/ yide+ (2 4 32%)dy = / {(9 sen’®t)(—3sent)+(27 cos® t+27 cos? t)(3 cos t)} dt
c 0
2 . .
= 27/ {fsen3t+3cos4t+ 3cos‘3t]dt
0

27
= 27/ [— sent(1 — cos®t) + 3cos? t(1 — sen®t) + 3 cost(1 — sen? t)} dt
0

2 81 [27
= 27[cost—10083 t+3(t+sent cost)+3sent—sen t] —— (2sent cost)?dt
3 2 0 4 0
1 2w 81 243
= 8lm — 16 {275 — sen(2t) cos(2t) . = 81w — 2=

Algunhas propiedades das integrais de lifia estan estreitamente relacionadas coas propiedades de
linealidade das integrais de Riemann e son consecuencia inmediata destas.

Outras propiedades estan relacionadas coas distintas parametrizaciéns da mesma curva, ben con-
servando a orientacién ou ben inverténdoa. Isto conséguese, en particular, compofiendo a parametri-
zacion orixinal cunha funcién dunha variable real crecente, se queremos conservar a orientacion, ou
decrecente se queremos cambiar a orientacioén. En todo caso, a modificaciéon dunha parametrizacion
nestes termos consegue modificar a velocidade de percorrido da variable sobre a curva.

Sexan a: [a,b] — R™ un camifio regular, u: R — R, u,v € C!, v'(t) < 0 < u/(t), para
todo t € R, e Im(v),Im(u) C [a,b]. Dado que v/(t) > 0 para todo t € R, u é crecente e a
curva 31 = « o u definida no intervalo [c,d], con u(c) = a e u(d) = b, é unha parametrizacién
distinta da curva C = «fa, b] que ten a mesma orientacién, pois 3 (c) a(u(c)) = aa), e

B(d) = a(u(d)) = a(b).

Figura 7.11: Reparametrizaciéns dunha curva « con orientacidns opostas
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Dado que v'(t) < 0, para todo ¢t € R, a funcién v é decrecente, polo que a curva 85 = @ o v,
definida no intervalo [c,d], con v(c) = b e v(d) = a é unha parametrizacién distinta da curva
C = «aa,b] que ten a orientacion contraria. Na Figura 7.11 representanse esqueméticamente as
reparametrizacions 31 e 32 da curva .

Utilizando as propiedades de linealidade da integral de Riemann, pode probarse algunhas pro-
piedades moi dtiles das integrais de lifia.

Teorema 7.11 Sexan F,G: R™ — R"™ continuas, u,v € R, e a: [a,b] = R", C = «fa, b], unha

curva regular. Ademais, se u: R — R, u € C1, u/(t) # 0, para todot € R e [a,b] C Im(u),
B = aou, sendo B: [c,d] — R™, entdn verificase,

1. /(,uF—i—Z/G)~da:,u/F~da—|—u/G~da.
c c c

2. Sec € (a,b), Cy = ala,c] e Cy = afe,b], entén/ F-do= F-da—|—/ F - do.
c C1 Ca
3. Seu'(t) > 0 para todo t, ento’n/ F-do :/ F-dg.
c c

4. Se u'(t) < 0 para todo t, entén/ F-da= —/ F-dg.
C C

5. Se « é regular a anacos e C1, . . ., Cy, son os camifios regulares que definen «, enton

/F~da:/ F-da+~-~+/ F - da.
c C Ck

Demostracion. Probaremos soamente a propiedade 4. En efecto,

d d
| Fas= [ PG = [ P -o ot
:/b F(a(s))a (s)ds:—/CF'da,

xa que u(t) = s, v/ (t)dt = ds, u(c) = beu(d) = a. ]

Exemplo 7.12 Este exemplo ilustra a propiedade 3 anterior, € dicir, a integral de lifia dun campo
vectorial non depende da parametrizacion da curva escollida sempre que non cambie a orientacion.
Sexan F(z,y) = (y,2z) e an(t) = (t,t),t € [0,1], e aa(t) = ((t — 1)?, (¢t — 1)?), ¢ € [1,2],
ddas parametrizaciéns de C' = «1([0,1]) = a2([1,2]), o segmento que une os puntos (0,0) e (1,1).
Enton,
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Polo tanto,

Asi pois, en efecto,/ F-da = / F - dos.
c c
Debemos tamén observar a importancia da propiedade 4, xa que o cambio de orientacién da
curva cambia o signo da integral de lifia. Por exemplo, a3(t) = (1 —¢,1 —t), ¢ € [0,1] é unha

parametrizacion da curva C' que invirte a orientacién e, polo tanto, / F-das = —%.
c

Exemplo 7.13 Calcula a integral de lifia do campo vectorial F' 6 longo do camifio que se indica en
cada caso.

F(z,y) = (2% — 2zy,y? — 22y), € a curva definida pola ecuacién y = x? dende o punto
( 1,1) ata o punto (1,1). A curva en forma paramétrica estd definida por a(t) = (¢,t?), con

€ [-1,1] (figura 7.12 a)). Asi, o’ (t) = (1,2t), F(a(t)) = F(t,t%) = (> —2t3,t* — 2t3) e
F(a(t))-o/(t) = 2t5 — 4t* — 2t3 + 2, polo que

1 6 5 4 371
. f o 45 ¢ 14
/F~da:/ (265 —4t* 283+ 1)dt = | = — — — =+ —| =-——
C -1 3 ) 2 314 15
(1,1)
N s
y \9\
\) &
(0,0) (2,0)

Figura 7.12: Camifios parabdlico e poligonal

2. F(x,y) = (2% + 2,22 — y?), e a curva definida pola ecuacién y = 1 — |1 — z| dende o punto
(0,0) ata o punto (2,0). Esta curva estd definida mediante as ecuaciéns y = zsexz < le
y=2—axsex > 1 (figura7.12 b)). Asi, en forma paramétrica,
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| @) se 0<t<1 Fr
a(t)—{ ) 7cz(tf)—{

se 1<t<2

[ (2t%,0) se 0<t<1
F(a(t)>_{(2t24t+4,4t4) se 1<t<2

22 se 0<t<l1
Fa®) w0 ={ 3 5 s w 15155
polo que
1 2 4
/F-da:/ 2t2dt+/ (2% — 8t + 8)dt = —.
c 0 1 3
Exercicios

2. Calcula/ F' - da, para os casos:
c

a) F(z,y) = (xy,y) e a(t) = (4dcost,4sent), 0 <t <

b) F(x,y,2) = (2%y,x — z,2y2) e a(t) = (t,1%,2), 0<t < 1.
3. Avalia a integral / (22 — y)dx + (x + 3y)dy 6 longo do camifio:
c

a) poligonal que une (0,0), (3,0) e (3,3).
b) un cuarto do arco eliptico (4sent, 3 cost), dende (0, 3) ata (4,0).

4. Calcula / ydx + zdy + xdz onde C é ainterseccionde z +y = 2 e 22 +y? + 22 = 2(x +y)
c
con orientacion positiva observada dende a orixe.
5. Comproba que nos casos que seguen, o campo F' € ortogonal ¢ vector tanxente & curva. De-

mostra que se un campo € ortogonal ¢ vector tanxente 4 curva, entén a integral de lifia de F'
sobre a curva é nula.

a) F(z,y) = (m3 —22% 7 — %), a(t) = (t,t?)
b) F(z,y) = (x,y), a(t) = (3sent, 3 cost)

7.4. Traballo realizado por unha forza
Consideremos unha particula pequena que se move 6 longo dunha traxectoria C' = ala,b] e

que estd sometida a un campo de forzas F' no espazo. Por exemplo, unha carga unitaria nun campo
eléctrico ou unha unidade de masa nun campo gravitatorio. Un concepto basico e suficientemente
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coflecido é o traballo realizado polo campo F' para desprazar a particula sobre a traxectoria C'. Se
o desprazamento € rectilineo e esta dado por un vector d e F' € unha forza constante, este traballo
€ o produto escalar F' - d = ||F||||d|| cos 8, onde 8 é o dngulo que forma o campo F' coa lifia de
desprazamento d. Doutra forma, o traballo é o produto da compoiiente da forza na direccién do
desprazamento pola distancia do desprazamento.

Consideremos unha particula que se move 6 longo dun camifio C' = «a/[a, b] nun campo de forzas
F (Figura 7.13). O traballo realizado pola forza F' para desprazar a particula entre dous puntos é o
produto da compofiente da forza F' na direccién do movemento pola distancia na que actia. Asf, se

!
t) o o . . ) ..
T(t) = ”2,78” ¢é o vector unitario tanxente 6 camifio, a forza é a proxeccién de F' sobre T,

| F (@i, ys, 2:)|| cos 0 = F(xi, ys, 2:) - T(xq, Ys, 2:)

Figura 7.13: Compofiente tanxencial dunha forza nun punto dunha curva

e como ||a(t;) — a(t;—1)|| é a lonxitude do camifio que se vai percorrer,
AW; = (Forza) - (distancia) = F'(2;,Y;, zi) - T'(2i, yi, 2i) [|e(ti) — a(ti-1) ||

e sumando en ¢ cando a norma da particién tende a cero temos o traballo total realizado,

W:/F-Tdaz/F-da.
C C

Exemplo 7.14 Traballo realizado por unha forza constante. Sexan u,v € R", a:: [a,b] — R™ un
camifio regular tal que a(a) = ue a(b) = vesexa F = (¢1,...,¢,) € R™ un campo de forzas
constante. O traballo realizado por F' para mover unha particula de v a v €,

n

n b
/CF.dOé;ci/a ai(t)dt:Zci(Ozi(b)—ai(a))
—c-(alh) - al@)) = c- (v )

o produto escalar da forza pola distancia.
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Exemplo 7.15 Calcula o traballo realizado polo campo de forzas F(z,y, z) = (z, —2y, 22) sobre
unha particula que se move 6 longo dunha hélice dada por «(t) = (cost,sent,t), dende o punto
(1,0,0) ata o punto (—1,0, 37) ou, equivalentemente, con ¢ € [0, 37].

Se consideramos as funciéns

F(a(t)) = F(cost,sent,t) = (cost, —sentcost,t?)
o' (t) = (—sent,cost, 1),

e o produto escalar,
F(a(t))-o/(t) = —sentcost — sentcos® t + 2,

temos que

3T
2
w :/ (—sentcost—sent00s2t+t2)dt =93 — 3
0

Exercicios

6. Calcula o traballo realizado polo campo F' sobre unha particula que percorre o camifio espe-
cificado:
a) F(z,y) = (2z,—y), poligonal de vértices (0,0), (1,0), (0, 1).
b) F(x,y,z) = (yz,xz,zy), semicirculo dende (0, 1, 0) ata (0, —1,0).
7. Calcula o traballo realizado polo campo de forzas F(x,y, z) = (y2, 2%, 22), 6 longo da curva

interseccién da esfera 22 + y2 + 22 = a? e o cilindro 22 + 2> = ax,conz > 0ea > 0.0
camifio ten orientacién positiva observando o plano xy dende o eixe z positivo (Figura 7.14).

@V

T

Figura 7.14: Curva interseccién dun cilindro cunha esfera
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7.5. Campos conservativos

Definicion 7.16 Un campo vectorial F': R™ — R"™ é conservativo se existe un campo escalar di-
ferenciable f: R™ — R tal que F(x) = Vf(x) para todo x. A funcion [ denominase funcion
potencial de F.

Exemplo 7.17 1. F(x,y) = (2x,y) é un campo conservativo con funcién potencial f(z,y) =
2

Y
22+ .
2
. . s 4 3 T . .
2. Consideremos un vector de posicién en R®, r = (x,y, z), e sexa u = W 0 vector unitario
r
na direccién de r en cada punto. Un campo vectorial F': R® — R3 ¢ un campo cuadritico
. k
inverso se F(x,y,z) = WU
T

a) Un campo gravitacional é un campo cuadratico inverso, pois a forza de atraccién de ddas
masas m, M, unha situada na orixe de coordenadas e outra nun punto r = (z,y,z) é

F( ) GmM GmM r
T,Y,2) = — U= — _—
! PP TR
b) Un campo de forzas eléctrico e cuadrético inverso, pois a forza de atraccién de ddas
cargas q1, g2 na orixe e no extremo dun vector de posicién r é F'(z,y, z) = Cllqlﬁ; u.
r
3. Un campo cuadrético inverso é conservativo, pois se F'(z,y,z) = Wu entén a funcion
r
k
potencial é f(x,y,z) = ————————. En efecto,
/ZI}'2 +y2 +22
kx ky kz
Viz,y,2) = 21 .24 ,2\3’ 21 .24 ,2\3’ 24 .21 ,2
V(@242 +22)3 (22492 +22)3 /(a2 +y2+22)3
_ k x Y z
x2 4y 422 \/x2+y2+227 \/12+y2+22’ \/x2+y2+22
kK r k
= = ——=U.
> Al i

Isto €, os campos gravitatorios, os magnéticos e os de forzas eléctricos son conservativos
(conservacién da enerxia). A suma da enerxia cinética e potencial dunha particula que se
move nun campo conservativo € constante.

Hai algtins resultados que caracterizan os campos conservativos en R? e en R3.

Teorema 7.18 Sexan B = B(z,,r) = {z € R": |z — a,|| < r} e F: B C R" — R" de clase
un. Enton F' ¢é conservativo en B se, e s6 se, D, Fj(x) = D;Fy(x), para todo x € B e para todo

g k={1,...,n}h
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Demostracion. “=—>" Como F' € conservativo en B e de clase un, existe f: B C R — R de
clase dous tal que F;(x) = D; f(x), paratodo z € B e paratodo j = 1,...,n. Se derivamos esta
igualdade e aplicamos o teorema de Schwartz (igualdade de derivadas cruzadas), temos que para
todok=1,...,netodox € B,

Dy Fj(z) = Dy f(z) = Djif(x) = D; Fi(w).

“<=" A demostracion desta implicacién pode verse en Apostol, Vol.2. [

Observaremos que este resultado segue sendo vdlido se substituimos a béla aberta B por un

conxunto convexo e, en particular, por R™.

. . . . 0Fy
No caso de R? a condicién necesaria e suficiente para que F sexa conservativo é que 0 =

OFy . . . .
E, no caso de R?, a condicién necesaria e suficiente para que F sexa conservativo é que se

ox
OF3 O0Fy OF; 0F3; OF; OFy
verifiquen as tres igualdades —— = —, — = ——e¢ — = ——, paratodo w € B(w,,1).
q g 8y 92 82 oz oy azx'? (wo, )
Se o dominio de F' non é unha bdla aberta, ainda que sexa un conxunto aberto, o resultado
anterior € unha condicidn necesaria, pero non suficiente.
Vexamos que o cédlculo da funcién potencial dun campo conservativo € un proceso de integracién

das coordenadas do campo correspondente.

OF; OF:
Exemplo 7.19 F(x,y) = (2xy, 22 — y) é un campo conservativo pois Zlo2y=""2Seféa

dy Ox

funcién potencial, entén, V f(x,y) = (2xy, 2% — y), polo que

0
a—i =2zy = f(x,y) = /2xydw =22y + 9(y)

e derivando esta funcién respecto de y,

de onde, f(z,y) = 2%y — %

22,2%y) non é conservativo, pois

Exemplo 7.20 1. O campo vectorial F(z,y,z) = (23y%2,x

. 8F1 3 9 8F3
en particular, 2, =Y # 20y = —-.
2z

ox

2. O campo F(z,y, z) = (2zy, x? + 22, 22y) é conservativo, xa que

OFy _, _O0F OR _ OR OR _, OF
oy 7 0z 0z Oz oy T oz’
Para calcular a funcién potencial,
of _

x2+22 [

of B
aiy_ _QZyv

2x g
oz Y 0z
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polo que
flz,y,2) = /Qxydx = 2%y + g(y, 2),
de onde Y . g
Fy(z,y,2) =z +2° = 7 =z +8—y,
polo que

9(y,z) = 22y + h(z).
Finalmente, como
0
F3(x,y,2) = 2zy = a—f =22y + 1 (2)
2
temos que f(x,vy,z) = x%y + 22y.

Exemplo 7.21 Se f e g son funcidns potenciais dun campo vectorial continuo F' nun conxunto
conexo e aberto A C R", demostra que f — g é constante en A.

> . . . S of
Se f e g son funcidns potenciais dun campo vectorial continuo F', entén verificase que B
Z;
9y

e F;(z), paratodo ¢ =1,...,n, e, como consecuencia, V f(z) = Vg(z), para todo x € A.
Lg
A funcién h(z) = f(x)—g(z) verificaque Vh(x) = 0, polo que k é constante e, de aqui, deducimos

que f — g é constante.

Exercicios
8. Estuda se o campo de vectores € conservativo e calcula, no seu caso, a funcién potencial
correspondente.
0 F(2.9) = (5. —20) b P = (2.-5)
¢) F(z,y) = 3;21+y2(2z,2y) d) F(z,y, 2) = (é —;—2,22 -1)
e) F(x,y,2) = e*(y, z, xy) f) F(x,y,2) = (%4—7/2’ %—l-yy 1)

7.6. Teorema fundamental das integrais de lina
Exemplo 7.22 Calcula o traballo realizado polo campo de forzas F'(z,y) = (4xy, 222) para mover

unha particula do punto (0, 0) ata o punto (1, 1) 6 longo dos camifios,
1. y ==, 2. x=1>, 3. y =25

1 1
1. Sexa a(t) = (t,1), con t € [0,1],/ F-da:/ F(t,t)-(l,l)dt:/ 612dt = 2.
C 0 0

1
2. Para a(t) = (t,v/t) cont € [0, 1]/ F.da= / 5Vi3dt = 2.
c

0
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3. Paraa(t) = (¢,t3), cont € [0, 1},/

1
F-da :/ 10t4dt = 2.
C 0

Neste exemplo o campo vectorial F'(x,y) é conservativo, sendo a funcién potencial f(z,y) =
222y. O resultado que segue proba que se un campo é conservativo, entén a integral de lifia entre
dous puntos é independente do camifio elixido.

Teorema 7.23 (Teorema fundamental das integrais de lifia) Sexa C' = afa, b] un camifio regular
a anacos no interior dun conxunto aberto A. Se F': R™ — R™ é un campo conservativo continuo en
A e f é unha funcién potencial de F, enton

[ Frda= [ Vf-da=fa(®) - fla(@).
C C

Demostracion. Podemos supoiier sen perda de xeneralidade que o camifio é regular. Posto que
F(z) = Vf(z), tense que

b b
/CF ~da = /a F(a(t)) o' (t)dt = /a Vi(a(t)) o' (t)dt
b n b
= [ > 2Re D i = [ 4 statnit = sa) - f(ala)).
a =1 ! a

Este resultado confirma que no exemplo 7.22 as tres integrais calculadas tefien que ser iguais.

Exemplo 7.24 Sexar = r(x,y,z) = (z,v, 2) o vector de posicién en R3 e consideremos o escalar
norma de r, ||r|| = \/22 + y2 + 22. Para un enteiro n € Z temos que V(||7||") = n||r||"~?r, polo
que podemos afirmar que a funcién f(z,y, z) = ||r||™ é a funcién potencial do campo F(z,y, z) =
n||r||"~2r. As superficies equipotenciais de f son circunferencias concéntricas de centro a orixe.

Exemplo 7.25 Potencial de Newton ou gravitatorio. A lei de gravitacién de Newton establece que
a forza F' que exerce unha particula de masa M sobre outra de masa m € un vector de lonxitude

1 . I . .
GmM W, onde G € a constante universal de gravitacién e ||r|| € a distancia entre as particulas.
T

Se situamos a particula M/ na orixe de coordenadas e r é o vector de posicién que une a orixe coa

s, P r 2, . . . .,
particula de masa m, entén _W € un vector unitario coa mesma direccién que o campo £, polo
T

que a lei de Newton toma a forma

GmM
F(Z‘,y, Z) =—7a3 "
I (1?
que xa foi estudado no exemplo 7.17. Se no exemplo anterior facemos n = —1, temos que a forza

de gravitacién F € o gradiente do campo escalar V (z,y, 2) = GmM ||r|~! e denominase potencial
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gravitatorio ou de Newton. Deste xeito, o traballo efectuado pola forza de gravitacién para mover a
particula dende (1,1, 21) ata (22, y2, 22) vale

1 1
V(x2,y2,22) = V(21,51,21) = GmM(E — E>

onder; = \/z7 + y? + 22,4 = 1, 2. Observaremos que se os dous puntos estdn na mesma superficie
equipotencial, ent6n o traballo € nulo.

Por outra parte, para dominios abertos e conexos, en particular convexos, tamén € certo que a
independencia do camifio de integracién dunha integral en lifia, tamén é unha condicién suficiente
dos campos conservativos.

Definicion 7.26 Un dominio A C R™ ¢é conexo, se todo par de puntos en A pode ser unido por un
camifio regular a anacos contido no dominio A.

Teorema 7.27 Sexa F(x) un campo vectorial continuo nun dominio aberto e conexo A. Enton, F
é conservativo en A se, e soamente se, F - da é independente do camifio de integracion que

c
conserve a orientacion, para calquera curva regular a anacos C = afa,b] en A.

Exemplo 7.28 1. Calcula / F - da, onde C € unha curva calquera regular a anacos desde
e}
(—1,4) ata (1,2), e F(z,y) = (2zy,2> — y). E inmediato que o campo F é conservati-
1
vo, que a funcién potencial de F' é f(x,y) = 2%y — §y2 e, polo teorema fundamental das

integrais de liﬁa,/ F.da=f(1,2) — f(-1,4) = 4.
c

2. Proba que para o campo de forzas F(x,y,z) = (e®cosy, —e"seny,2) a integral de lifia

F' - da € independente do camifio de integracion e calcula o traballo realizado polo campo
c

F' sobre unha particula que se move por unha curva C' dende o punto (0, g, 1) ata (1,m, 3).

O campo vectorial F' é conservativo, pois
OF, OB OF _  OF OB . . OR
oz oy 0z 0x  0Ox v= '

dy
Ademais, se f(z,y, z) é unha funcién potencial de F'(x, y, z), entén

folw,y,2) = €"cosy, fy(z,y,2) = —e"seny, fa(z,y,2) =2

e integrando respecto de z, y e z, respectivamente,
flz,y,2) = /e“c cosydr = e"cosy + g(y,z) + K
flz,y,2) = /—em senydy = e” cosy + h(x,z) + K

F(a,y,2) = / 9dz = 22 1 k(x,y) + K.
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Comparando os tres valores de f, temos que
flz,y,2) =e®cosy+ 2z + K,

polo que o traballo realizado polo campo vectorial £’ 6 longo dunha curva calquera C' entre os
citados puntos é

. ) oz (1,m,3) 4
W—/CF da = [e cosy+2z](0’%’1)—4 e.

Neste exercicio tamén poderiamos preguntarnos polo traballo realizado pola particula se se
0 7
move do punto (0, -, 1) ata (1,7, 3) e logo retorna a (0, 5 1). O teorema fundamental afirma

que este traballo € nulo, pois o traballo en sentido inverso € o0 mesmo en valor absoluto, pero
de signo negativo.

Definiciéon 7.29 Unha curva o: [a,b] — R" é pechada, se a(a) = a(b).

Utilizando as propiedades e o teorema fundamental das integrais de lifia, temos que se F' é un
campo conservativo nun dominio aberto e conexo A, entén a integral de lifia de F' sobre calquera
curva pechada contida en A vale cero.

Teorema 7.30 Sexa F': A C R"™ — R un campo vectorial continuo nun dominio aberto e conexo
A e C unha curva regular a anacos en A. As seguintes condicions son equivalentes:

1. F é conservativo en A. Isto é, F(x) = V f(x), para algunha funcion f e para todo © € A.

2. / F-da é independente do camiiio de integracion que conserve a orientacion para calquera
C

curva C.

3. / F - da = 0 para calquera curva C regular a anacos e pechada en A.
C

Exemplo 7.31 Debemos ter coidado na aplicacién do apartado 3 do teorema anterior, pois pode

suceder que / F - da = 0 para unha infinidade de curvas pechadas, e o campo vectorial F' pode
c
non ser conservativo. Por exemplo para F(x,y) = (y?, y), a integral de lifia sobre tédolos circulos

de centro a orixe e raio r € R é sempre nula e con todo, o campo F' non € conservativo.
Exemplo 7.32 Calcula a integral de lifia da funcién F(z,y) = (y® + 1,32y + 1) sobre o camifio
semicircular que vai de (0,0) a (1,1) e ata (2,0).

Podemos utilizar o método orixinal para calcular a integral de lifa sobre calquera curva. Por
exemplo, sobre a parametrizacioén «(t) = (1 — cost,sent), con t € [0, 7], de onde,

™
/F-da:/ (sent +sent 4 cost + 3sen? t cost — 3 cos® tsen? t)dL,
c 0

polo que parece desexable desbotar este método.
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Podemos intentar calcular unha funcién potencial e avaliar a integral mediante o teorema funda-
mental das integrais de lifia. Asi, f(z,y) = xy® + x + y € unha funcién potencial, e

/F-da:f(ZO)—f(O,O) -
C

Ou tamén, como F' é conservativo, o valor da integral é independente do camifio elixido, e
podemos substituir o camifio semicircular por outro mdis simple. Por exemplo, o segmento lineal
que une ambos os puntos, «(t) = (¢,0),t € [0,2], e

2
/F~da:/ dt = 2.
C 0

Exercicios

9. Calcula o valor da integral de lifia / F' - do para os seguintes casos. Debemos ter en conta

c
que se a integral é independente do camifio de integracion, ds veces pode resultar mdis facil
buscar un camifio alternativo.

a) F(x,y,2) = e*(y, z, xy), (t) = (4cost,4sent,3),t € [0,7],

a(t)
B(t) = (4-81,0,3), 1 € 0,1]
z +E = 1 dende (5,0) ata (0,4),

b) Fz,y) = 2wy, 2* +v%), ¢
y = 4 — 2% dende (2,0) ata (0,4).

10. Calcula o valor da integral de lifia / y*dx 4 2xydy para as curvas da Figura 7.15.
c

(3,4) (4,4) y=+1-2x2

A

~1,-1)

Figura 7.15: Varias curvas regulares no plano

11. Calcula as seguintes integrais de lifia sobre os camifos indicados utilizando o teorema funda-
mental das integrais de lifia.
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12.

13.

2x 2y
a) /C @2 y2)2dx + @+ y2)2dy, (x —4)?+(y — 5)?=9 dende (7,5) ata (1,5).
b) / (z+2y)dz+(2x—z)dy+(z—y)dz, 1) segmento dende (0,0,0) ata (1,1, 1).
c
2) poligonal dende (0, 0,0) ata (1,1,1).

Calcula o traballo realizado polo campo de forzas F' para mover un obxecto de P a Q.

a) F(xz,y) = (92%y*,62%y — 1), P =(0,0),Q = (5,9)
2 x?

W@y =(m)  P=(11.0=(2)

Sexa F' é un campo de forzas constante. Proba que F' € conservativo e que o traballo realizado
por F' para mover unha particula 6 longo de calquera camifio dende un punto P a outro Q) é,
W=F--(Q-P).

7.7. Autoavaliacion

As seguintes cuestions tefien s6 unha resposta correcta.

1.

Unha parametrizacion da curva C' que representa o arco de circunferencia con orientacién
negativa que vai dende (—2,0) a (2,0) é:

a) a(t) = (2cost,2sent), t € [Z,3%].  b)a(t) = (2sent,2cost), t € [-Z, Z].
o) aft) = (2cost,2sent), t € [-Z,Z]. d)a(t) = (2sent,2cost), t € [Z, 3F].

. O teorema fundamental das integrais de lifia garantiza que se F': R® — R"™ & un campo

continuo e C' = «fa, b] C R™ é unha curva regular a anacos, entén
a) Existe f: R™ — R tal que/ F-da = f(a(b)) — f(ala)).

C
b)/F~da:0
C

¢) Se C' é pechada ent6n / F.da=0.
c

d) Se F' é conservativo, existe f: R™ — R tal que / F-da= f(a(d)) — fla(a)).
c

. Sexan a(t) = (x(t),y(t)) unha curva regular a anacos nun dominio aberto A C R?, C' =

ala,b], F = (Fy, F») un campo conservativo de clase un en A e f unha funcién potencial de
F en A. Unha das seguintes igualdades é FALSA.
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7.8.

. Sexan C; = o[0,%F] e Cy = B[0,27], onde a(t) = {

(2cost,2sent) 0<t<m
(2t —5,0) r<t<4

s

,esexa I = (Fy, F3) un campo conservativo

B(t): (%713()) 0<t<nm
(1+cost,—sent) w<t<2m
de clase un en R2. Unha das seguintes afirmacions €, en xeral, FALSA.

a) a(0) = B(27) e a(2F) = B(0) b)/CF-dOH—/CF~dﬁ:O

c) F.-da= F.dp d)Existef:R2—>Rtalque/ F.-do= Vf-da.
C Cs ol Cs

. Sexa W o traballo realizado polo campo de forzas F'(z,y, z) = (x,y, —5z) 6 trasladar unha

particula unha volta enteira sobre a circunferencia a(t) = (2cost,2sent,3), t € [0,2n].
Enton,

aW=0 bW=-1 cogW=1 dW=2

. Sexan F(z,y,2) = (yz,zz,2y) e C = «[0, 7] para a(t) = (3cost,2sent,1). Unha das

seguintes afirmacions € FALSA.

a) F' € un campo conservativo.

b) Existe f: R? — R tal que/ F-da = f(a(n)) — f(a(0)).

c
c)/F-dazO
c

d) A curva C € simple, pechada e regular.

Integrais de liha con MATLAB

Utilizamos a cadea de sentenzas que seguen para calcular a integral de lifia do campo vectorial

F(z,y,2) = (2%y,z — 2, my2) sobre a(t) = (¢,12,2),t € [0, 1], e que ten como solucién [ = ——

17
15

>>syms X y z t
S>F(X,V,2)=[x"2%xy, X—2Z, X*y*Z]
>>FC=F(t,t"2,2)

>>C=

[(t,t72,2];

>>DC=diff (C, t)
>>PE=FC*DC.’
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>>I=int (PE,t,0,1)

Observaremos que da sentenza DC.’ resulta a matriz trasposta de DC; e do produto FC+DC. '
obtense o produto escalar destas ddas matrices.

Coas sentenzas que seguen, comprobamos se un campo € conservativo e calculamos, no seu caso,
a funcidn potencial e a integral de lifia que indicamos, para ddas e tres variables, respectivamente.
As solucién son I = —1 e I L = 1, respectivamente.

>>syms X y

>>F=[cos (x)*sin(y), sin(x)=*cos(y)]

>>ROT=diff (F(2),x)-diff(F(1),vy)

>>f (x,y)=int (F (1), x)+int (F (2) ~diff (int (F(1),x),y),y)
>>TIL=f (3*xpi/2, pi/2)-f(0, -pi)

>>syms X Y 2z

SSE=[3%x"2xy"2x2z, 2+x"3%yxz, X" "3xy"2]

>>ROT=[diff(F(3),y)-diff(F(2),z), diff(F(1l),z)-diff(F(3),x),

diff (F(2),x)-diff(F(1l),y)]
(

>>f (x,y,z)=int (F (1), x)+int (F(2)-diff (int (F(1),x),y),y) +tint (F(3)—-...
diff (int (F(1),x)+int (F(2)-diff (int (F(1),x),Vv),V),2),2)
>>IL=f(1,1,1)-£(0,0,0)

7.9. Solucién dos exercicios propostos.

l1-a. a(t) = (3cost,3sent), ¢ € [0, 27] 1-b. a(t) = (4sent, 3 cost), t € [0, 2]

(0, 3t) set €

[0,1]
— 2
l-c. a(t) = (B(t—1),3) setell,?2] 1d. a(t) = (t%,1) set € [0,1]
(3a3(3_t)) set € [2,3] (2_t72_t) setE [172]
(3(4 —1),0) sete[3,4]
2-a. -4 2h 17
3-a. 3-b. 5 — 67
4.2V/2r
6-a. 0 6-b. 0
7 —%;W
8o flw,y) =2va2 +y? 8-d. flw,y) =5 +2"—z
8 flz,y) = zye? 81 f(,y) = 3 In(a? +y?) +

9-a.0 9-b. &
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10-a. 64 10-b. 0
10-c. 0 10-d. 0
1l-a. — 42 11-b. 2
12-a. 30366 12-b. 2

Solucions autoavaliacion. 1b, 2d, 3d, 4c, 5a, 6d



Capitulo 8

Integracion en R?

8.1. Integrais dobres sobre rectangulos

Para definir a integral dobre poderiamos extender a definicion de integral de Riemann de funciéns
dunha variable como limite das sumas de Riemann dunha particién do dominio.

Sen embargo, a dificultade do estudo rigoroso da teoria da integracién miltiple é o motivo fun-
damental para abordar este capitulo dende un punto de vista totalmente préctico utilizando os co-
fiecementos da teoria de integracién dunha variable e algunhas aproximaciéns xeométricas deste
concepto.

Sexa S un rectangulo no plano, isto é, dados a, b, ¢, d € R fixos,

S={(r,y) eR*:a<2<b c<y<d}
ou, en termos de produto cartesiano, S = [a, b] x [¢, d].

Definicién 8.1 A integral dobre dunha funcion continua f: A C R? — R sobre un rectdngulo
S = [a,b] X [¢,d] C A é o niimero real

//Sf(x,y)d:cdy:/ /f:cydy d:r—/ /fxydx

Exemplo 8.2 Calcula //s (2% + zy® +y* + 2xy)dady, S = [-2,1] x [0,2]. Debemos realizar o
célculo de
1 2
/ (/ (2 +xy® + 9> + 2a;y)dy> dz,
-2 Jo
polo que en primeiro lugar considerando a variable x como unha constante, debemos calcular

2
1. 2 8
/ (2% + 2y? + y? + 2zy)dy = [x2y+(x+1)§y3+zy2}0 :2x2+§(x+1)+4x,
0



170 Capitulo 8. Integracién en R2

Figura 8.1: Funcién definida nun rectdngulo

e, finalmente,

1 2 1 8

/ (/ (x2+xy2+y2+2xy)dy)dx:/ <2x2+7(:c+1)+4:c)d:c

—2 3\ Jo —2 3
2., 4 s o1t 216 16 4\
—bx + 5@+ 1) +2x}72—3+ 7 2 ( 3 +3+8)_4.

8.2. Integrais dobres sobre recintos non rectangulares

Nesta seccion consideraremos un caso mdis xeral de recintos de integracion. En primeiro lugar,
estudaremos o caso no que os limites de integracién da variable x son constantes e da formax = a e
x = b, cona < be a variable y ten como limites de integracion dias funciéns y = u(z) e y = v(x),
no que u(z) < wv(z) para todo = € [a,b], Figura 8.2. Deste xeito, o recinto de integracién, que
debera ser un conxunto pechado e limitado, é da forma

S={(r,y) eR*:a<z<b ulx)<y<v(z)}

Definicién 8.3 A integral dobre dunha funcion continua f: A C R? — R sobre o recinto pechado
e limitado S C A é o niimero real

J[ s vasan= ([ ::)ﬂx,y)dy)dx.

Obsérvese que se u(x) = c e v(x) = d, o recinto S é rectangular e a integral coincide coa
definida para recintos rectangulares.
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Figura 8.2: Recinto de integracién comprendido entre funcions y = u(z) e y = v(x)

Exemplo 8.4 Calcula a integral dobre / / x?ydzxdy, sobre o recinto do primeiro cuadrante limita-
s

do polas curvas y = 4z2 e x = 1.

O recinto S de integracion estd mostrado na Figura 8.3, no que a variable = varfaentre O e 1 e,
para cada valor de z neste intervalo, a variable ¥ est limitada polas funciéns y = 0 e y = 4x2. Asi,
o recinto de integracién sera

S={(r,y) eR*:0< <1, 0<y< 42?},

e a integral que queremos calcular

1 42? 1 2 1
1 574= : 8
2 2 19 2 6 S
//Sxyd:cdy—/o (/o mydy)d;l:—/o {Qy]o zd:z:—8/0 xdx—7

Figura 8.3: Recinto de integracién baixo a parbola y = 4z2

Expresion similar pode obterse se no recinto .S os limites de integracion son constantes na va-
riable y. Isto é, y = ce y = d, ¢ < d e os limites de integracién da variable x vefien dados polas

funciéns = p(y) e x = q(y), con p(y) < ¢(y) para todo y € [c, d]. Estes recintos, representados
na Figura 8.4, quedan definidos mediante

S={(z,y) eR*:p(y) <z < q(y),c <y <d}
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Figura 8.4: Recinto de integracion comprendido entre funciéns z = p(y) e x = ¢(y)

Definicién 8.5 A integral dobre dunha funcién continua f: A C R? — R sobre o recinto pechado
e limitado S C A é o niimero real

I steanasan= [ ( [ (()) (o)) dy.

Debemos ter en conta que nestes dous ltimos casos non se pode cambiar a orde de integracién
sen realizar os cambios oportunos nos limites de integracidn, pois chegariamos ¢ absurdo de que
o resultado da integral dobre sobre o recinto .S serfa unha funcién da variable x ou da variable .
Con todo, existen bastantes situacions nas que € posible calcular a integral dobre nas ddas formas
de integracién estudadas, realizando previamente un cambio axeitado nos limites de integracién. Por
exemplo, na Figura 8.5 o recinto de integracién pode pofierse de duias formas distintas:

S={(z,y) eR*:a<z<b ulx) <y <v(r)}
={(@y) eR* v (y) Sz <uTl(y), e<y <dl,

Figura 8.5: Recinto de integracién comprendido entre ddas funciéns

Polo tanto, a integral dobre dunha funcién continua f: A C R? — R sobre o recinto pechado e
limitado S C A pode expresarse nos dous ordes de integracion:

/ab (/::) f(a:,y)dy)da: = /Cd (/uu(:) f(:z:,y)da:)dy_
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Exemplo 8.6 A integral do exemplo 8.4 pddese calcular cambiando a orden de integracién. Neste
caso

S={(z,y) eRZ:0< y <4, ggxgu,

e a integral imos calcular

/04 (/\; xzydx)dy = %

Cando os dominios de integracién son mdis complexos que os indicados anteriormente, sempre
poden reducirse 6s tipos estudados mediante unha divisién axeitada nun nimero finito de subdomi-
nios.

Consideremos unha funcién f: A C R? — R continua e non negativa sobre S C A; isto
é, f(z,y) > 0 para todo (z,y) € S. Utilizando o concepto de integral dobre, podemos atopar o
volume limitado polo rectangulo S e a superficie que describe a grfica da funcién f. Con maior
precision, o volume que determina o seguinte conxunto

R={(z,y,2) €R’: (x,9) € 5,0 < z < f(x,p)}
={(z,y,2) eR*:a < <bh, c<y<d 0<z< f(z,y)}

O ndmero real determinado por este volume denominase integral dobre da funcién f sobre o
rectdngulo S e dendtase mediante
[ tvdsay
s

Exemplo 8.7 Se f(z,y) = k paratodo (z,y) € S = [a, b] X [c, d], onde k é unha constante positiva,
entén o conxunto V' é un paralelepipedo, polo que o seu volume serd V' = (b—a)(d — c¢)k. En efecto;

V/ab(/cdkdy)dx/abk[y]idx/abk(dC)dxk(dC)[x]Zk(dc)(ba)'

Debemos ter en conta que nos pasos iniciais para chegar 4 definicién de integral dobre, impuxe-
mos a condicién de que a funcién fose non negativa. Isto foi asi s6 para ter a idea intuitiva de que a
integral € un volume e, polo tanto, o resultado debe ser un nimero positivo. Por suposto a integral
dobre admite outras interpretacions, polo que na definicion estas condiciéns non foron tidas en conta.
Obviamente, se o obxectivo do célculo da integral dobre € a obtencién dun volume e nalgtns subre-
cintos a funcién toma valores negativos, debemos obter en primeiro lugar estes subrecintos, calcular
neles a integral da funcién cambiada de signo e, finalmente, sumar tédolos resultados obtidos.

Exemplo 8.8 Calcula o volume do sélido do primeiro octante limitado polo plano L + % + - 1,
a
a>0,0>0,c>0.
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Figura 8.6: Volume dun sélido e recinto de integracién

. .. x Yy . L
Temos que integrar, por exemplo, a funcién z = c(l - —— 7), sobre o recinto do primeiro
a

b
cuadrante do plano zy, limitado polos eixes coordenados e a recta — + % = 1. Daquela, o recinto
a

. ., ’, . . . x z
de integracion estd limitado mediante, 0 < x < a, 0 <y < b(l — 7). Asi,
a

a rb1-3) Ty @ T 1, @
V:/o ; c(l—;—g)dyda::c/o [(1—5)y—%y}0 dx

Exercicios

1. Calcula as integrais das funciéns: a) f(z,y) = 2232, no recinto do primeiro cuadrante limita-
doporzy = 1,2y =2,y = z,y = 4x.b) f(x,y) = xy, no conxunto A = {(x,y) € R? :
22 4+9y?2>9, 22— 120+9%>> 27, 0<y<3, 0<2<6}.

2. a) Calcula o volume baixo a superficie z +y — z = —2 e sobre o recinto limitado por y = x>

e y = 2. b) Analogamente, para a superficie z = x + 2y + 4 e o recinto limitado por y = 2z,

y=3—xey=0.

8.3. Cambio de variable

No estudado anteriormente en integrais dobres, sempre consideramos o dominio de integracién
no plano cartesiano xy, polo que a integral dobre resultaba na forma / / f(z,y)dzdy. As veces,
s

o célculo directo da integral pode resultar moi complicado polo que, nalgiins casos, € conveniente
realizar un cambio axeitado nas variables utilizadas. Isto é, a funcién a integrar é da forma A C
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RxR % R, onde o dominio de integracién S estd contido no conxunto A C R?. Preténdese agora
cambiar as variables = e y do dominio de integracién nunhas novas variables que denominaremos u
e v, e que formalmente é utilizado a través dunha funcién (z,y) = g(u,v) = (g1(u,v), g2(u, v)),
polo que a nova funcidn a integrar vai ser a composicion de g con f na forma

BCRxRLRxRLR
(u,v) = g(u,v) = f(g(u,v))
e o recinto de integracién serd g~ 1(S) C B. Nesta situacién pode probarse
Teorema 8.9 (Cambio de variable en integrais dobres) Sexan g: B C R? — R? unha funcion

inxectiva, de clase un nun conxunto limitado B, con g(B) C A e tal que det Dg(u,v) # 0, para
todo (u,v) € B e denotemos por S' = g=1(S). Se f é unha funcién continua no recinto S e a

integral dobre / f(z,y)dzdy existe, enton verificase a igualdade

S
//S fla,y)dzdy = //S f(g(u,v))|det Dg(u,v)|dudv.

En integracién dobre existen dous cambios de variables estdndar moi utilizados nos distintos
campos da ciencia, que son o cambio lineal e o cambio a coordenadas polares.

8.3.1. Coordenadas polares

Un punto (z, y) no plano queda determinado de forma univoca polo dngulo € que forma o vector
(x,y) e o eixe de abscisas, e a distancia, que denotaremos por r, do punto a orixe de coordenadas
(Figura 8.7). Desta forma, a relacién entre as coordenadas (z,y) e as novas coordenadas (r, ) vén
dada polas ecuacions, © = rcosf e y = rsenf. Isto é, a funcién de cambio de variable é da
forma g(r,0) = (r cosf,rsen ). Para que esta funcién g: B C R? — R? sexa inxectiva, teremos
que determinar o conxunto B. Pode observarse, mediante consideraciéns xeométricas, que se B =
[0,27) x (0,+00), entén g € unha aplicacién inxectiva e Im g = R? — {0}. Ademais,

cosf —rsenf

det Dg(r,6) = sen 6 cosf

=r#0.
Deste xeito, a funcién g que define o cambio de variable a coordenadas polares é

(0,400) x [0,27) CRx RS R xR
(r,0) — g(r,0) = (rcosf,rsenb),

e a integral da funcién f no recinto .S resulta

// f(x,y)dmdy:/ f(rcos,rsen@)rdrdd,
s 5

e o recinto S’ estaria limitado polas ecuacidns das curvas que definen .S en coordenadas polares.
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Figura 8.7: Coordenadas polares

Exemplo 8.10 Calcula a integral dobre / / Ldexdy, sobre o recinto do primeiro cuadrante

s 2 +y
limitado pola circunferencia x> + y2 = 4earectaxz +y = 1.

. . . . . . ™ .
No recinto de integracién en coordenadas polares, o dngulo € estd no intervalo [0, 5] eoraior
estd limitado inferiormente pola recta x + y = 1, que en coordenadas polares ten como ecuacién
r(cos@ + send) = 1. De aqui deducimos que o limite inferior de integracién da coordenada r

é, r = ——— . Ademais, o limite superior de integracién de r estd sobre a circunferencia
cosf + sen

x2 + y2 = 4, que en coordenadas polares ten como ecuacién r = 2. Deste xeito, o recinto de
integracién en coordenadas polares é da forma

-1 2 il 1
9 (5) ={(z,y) € <O0<3 i reng ST
r+y=1 =0 r
22 +y? =4 r=2
— 1
r= cos(0)+sen(0)
0
=0 h=1

Figura 8.8: Recinto de integracion en coordenadas cartesianas e polares

A funcién a integrar é f(rsenf,r cos ) = cosftsent

, € teremos que calcular
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™

[ = yan— [ ot s son| o]

1
1
cos O+sen 6 cos O+sen 0

3

= / (2cos@ +2senf — 1)do =4 — g

0
Exemplo 8.11 Calcula o volume do sélido limitado polo cilindro = 4 cos 6, a esfera r24+22 =16
e o plano z = 0.

O cilindro r = 4 cos @ corresponde a 22 + y? — 4x = 0 en coordenadas cartesianas, € a esfera
r? + 22 = 16 corresponde a z2 + y? + 22 = 16. O volume represeéntase na figura 8.9. Polo tanto,
debemos integrar a funcién que define a parte superior da superficie da esfera, z = v/16 — r2, sobre
o recinto que define o cilindro no plano zy, r = 4 cos . Asi, os limites de integracién do recinto
son, —g <f< g,O <r <4cosb.

r =4cosf

Figura 8.9: Volumen dun sélido e recinto de integracién

Como o sdlido € simétrico respecto do plano y = 0, podemos calcular o volume paray > 0, e
multiplicalo por 2. Asi,

3 4cost 2 5 574cos0
vzz/ r\/16—r2drd0:—f/ [(16—r2)a} do
o Jo 3 Jo 0

128 (% 128 39 5 64(3r—4
=—— 2(selr139—1)d9: ——{—COS o —9} ’ L
3 Jo 3

8.3.2. Cambio lineal

Neste caso, a funcién que define o cambio de variable é unha funcién lineal, da forma (x,y) =
g(u,v) = (au + bv, cu+ dv). Isto é, o cambio é da forma x = au + bv, y = cu + dv.

Unha funcién lineal g: R? — IR? é inxectiva se, e s6 se, é bixectiva, e esta condicién é equivalen-
te a que o determinante da matriz asociada, que neste caso coincide coa matriz xacobiana, Dg(u, v),
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¢ distinto de cero. Isto &, d ‘ = ad — bc # 0. Nestas condicions, a funcién g verifica tédalas

condiciéns do teorema do cambio de variable, polo que podemos pofier

// f(z,y)dady = / f(au + bu, cu + dv)|ad — be|dudv.
s s

Observaremos que se a funcién g é unha transformacién afin en lugar de ser lineal, isto é, x =
au + bv + p, y = cu + dv + ¢, o resultado é o mesmo.

Exemplo 8.12 Calcula / / evie dxdy sendo S o recinto limitado polos eixes coordenados e a recta
s

x 4+ y = 3. En coordenadas cartesianas os limites de integracion son0 < x < 3,0 <y <3 —x,ea
3 3—x
integral, / (/ evre dy) dx.
0 0

Y Vy v=23

Figura 8.10: Exemplo de cambio de variable lineal

—u+v
Realizando o cambio de variable w = y — z, v = y + x ou, equivalentemente, x = T+
1 1
u+v . . . . 1 .
y = * , o determinante da matriz xacobiana é 12 f =-3 # 0, e aplicando o teorema do
2 2

cambio de variable a esta funcién g, resulta

— X 1 u
// eﬁda:dy =— // ev dudv.
S 2 !

O recinto de integracién no novo sistema de coordenadas, g~ '(.S) obtense pofiendo as ecuaciéns
das curvas, z +y = 3,z = 0 e y = 0, que delimitan o recinto de integracién, no novo sistema
de coordenadas; isto é, z +y = 3 equivaleav = 3, x = O equivale av = u e y = 0 equivale a
v = —u, polo que os limites do recinto de integracién no novo sistema de coordenadas uv serian,
0 <wv <3,—v < u < v Ademais a integral é impropia, pois en calquera vecifianza do (0, 0) ev
non esté limitada, polo que
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ys B 1 o
// evre drdy = lim (/ fe?du>dv == h'm/ {ve?} dv
S a—0 a _ 2 2 a—0 a —v

v
1 3 2

1 v213 9
e —_ -1 = — —_ -1 _— = — — -1
=3 il_r)rb ’ (e — e Hudv 2(6 e )[ ] 4(6 e ).

Enunciamos para dudas variables, ainda que tamén se verifica para n variables, un resultado moi
util utilizado no cdlculo dalgunhas integrais.

b pd
Teorema 8.13 Se f(x,y) = h(x)g(y) e existe /(/ f(x,y)dy)dzx para a,b,c,d € RU{—00, 00},

enton
/ab (/cdf(x,y)dy)dx = (/abh(x)dx) (/cdg(y)dy).

Exercicios

3. Calcula a integral da funcién f no recinto correspondente.

a) f(z,y) =a?en A= {(z,y) eR?: 2? + > <25, 2? +¢y*>9, y<u, yzgl’}-

b) f(z,y) =2° +y* en A= {(z,y) e R*:2? +y> — 2y < O}.
o) f(z,y) =azy,en A= {(z,y) e R?2: 22 +9y? — 220 >0, 22 +y? — 42 <0, y > 0}.

4. Utiliza coordenadas polares para calcular / / f(z,y)dzdy, onde R é o recinto definido por
R

2?2 4+ y? < a?, a > 0, para as funciéns,

a) f(z,y) =y% b)) flz,y) = ! !

-, c) fz,y) = ——F—.
e ) f(@y) = —— e
5. A masa dunha ldmina de densidade p(z,y) que corresponde a un recinto plano R estd dada

por m = / / p(x,y)dzdy. Os momentos de masa respecto dos eixes x e y definense como

M, = // yp(z,y)dzdy e M, = // xp(x,y)dxdy. O centro de masas corresponde 6 par
R R

de puntos (z,7) = ( My, %) Finalmente, o momento de inercia da ldmina respecto dos

eixes e y definense como I, = // v’ p(z,y)dzdy e I, = // 22p(x,y)dzdy. A suma
R R
I, = I + I, definese como momento polar de inercia.

Calcula a masa e o centro de masas da ldmina limitada polas ecuacions que seguen e coa
densidade que se especifica en cada caso.

a)y=+va2—22%, y=0, p(z,y) = k(a —y)y

b)a? +y? =a®, x>0,y >0, pla,y) = k(? +y°)
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Oy=vr, r=4,y=0, px,y) = kxy

1
dy=

mayzo71‘:_171‘:17 p($7y):1

6. Verificar os momentos de inercia para cada figura supoiiendo que a densidade é p(z,y) = 1
(Figura 8.11).

~—

b a
| |
I, = 1bh? I, = 5bh? Iy = ima’ Iy = tmab(a® + b%)
I, = 1b°h I, = 56°h

Figura 8.11: Momentos de inercia dalgunhas superficies planas

8.4. Teorema de Green

Moitos teoremas e resultados cientificos identificanse co nome dunha persoa concreta. Natural-
mente, tendemos a pensar que asi recofiecemos o mérito a quen primeiro fixo tal descubrimento.
Pero, con certa frecuencia, e por diversas razéns, son esquecidos os nomes de persoas que fixeron
achegas cando menos tan pioneiras como as daquelas cuxo nome honramos na denominacién do
teorema.

O teorema de Green € un resultado no plano que relaciona unha integral dobre cunha integral de
lifa. Leva o nome do matematico e fisico britdnico George Green (1793-1841), quen no ano 1828
nun traballo titulado Un ensaio sobre a aplicacion da andlise matemdtica ds teorias da electricidade
e o magnetismo que non chegou a publicar, enunciou e demostrou un resultado mais xeral no espazo,
de feito, un caso particular do teorema da diverxencia que analizaremos no seguinte capitulo. Certa-
mente, o caso bidimensional pode derivarse do resultado mdis xeral probado por Green, pero non hai
constancia de que o cientifico inglés o fixese. O teorema no plano aparece enunciado en 1846 nunha
nota do matemadtico francés Agustin Louis Cauchy (1789-1857) e cinco anos despois, 0 matemético
aleman Bernhard Riemann (1826-1866) presentaba unha demostracién na sda disertaciéon doutoral.
Ambos autores formularon o teorema no marco da teoria de funciéns de variable complexa.

Definicién 8.14 Unha curva «c: [a,b] — R™ € simple se a(t) # o(t') para todo t,t' € (a,b), t #
t'. Isto é, se a curva non se corta consigo mesma.

Definicién 8.15 Un dominio A C R? é simplemente conexo, se a siia fronteira é unha curva pecha-
da simple.
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Nunha linguaxe menos precisa, se unha curva pechada encerra soamentes puntos do conxunto
A, ou se A non contén buratos, entdn dicimos que A é un dominio simplemente conexo.

b
d

O teorema fundamental do célculo integral, / d—F(a:) = F(b) — F(a), interprétase dicindo
x

que cando se integra a derivada dunha funcién nunaintervalo [a, b], o resultado que se obtén coincide
coa diferenza do valor da funcién nos extremos do intervalo. O resultado que segue, teorema de
Green, proba unha igualdade andloga para funcidns de ddas variables, relacionando unha integral
dobre sobre un recinto do plano cunha integral de lifia sobre o bordo do recinto.

Teorema 8.16 (de Green) Sexa A C R? un dominio limitado simplemente conexo que ten como
fronteira unha curva regular a anacos, C = ala, b], orientada positivamente. Se F' = (Fy, Fy) é un
campo vectorial de clase un nun dominio aberto que contén a A, entoén

/F da—/leydx—Fngydy—// %—@)dxdy. 8.1

Exemplo 8.17 Para calcular a integral de lifia / y3dx 4 (2 4 3zy*)dy sobre a curva da Figura
c
8.12 con orientacién positiva, podemos parametrizar a curva mediante

Y, (1,1)

Figura 8.12: Aplicacién do teorema de Green

a(t) = { E;’f)t,z_t) . e E%
setefo,1,| “ ¢ du = dtQ e y3dx + (23 + 3xy?)dy = (10¢° + 3t%)dt,
y=1t> dy=3t°dt
esete[1,2,| " i 3 :: Z; : :ZE ey3dr + (22 + 3zy?)dy = —5(2 — t)3dt,
polo que

1 2
1
/ yPdr + (2% + 3wy?)dy = / (10t° + 3t°)dt — / 5(2 —t)%dt = T
C 0 1
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Por outra parte, tamén se pode calcular utilizando o teorema de Green,

OF, 0 Lo 1
3 3 2 - _ - 2 ==
/Cy dzx + (x° 4 3zy®)dy = //A< 5 o9 )dmdy /0 /a:3 3x*dydz e

Se realizamos tédolos cdlculos anteriores utilizando ambos os métodos, podemos comprobar que o
segundo ¢ relativamente madis sinxelo.

Exemplo 8.18 Unha particula que estd sometida 6 campo de forzas F(z,y) = (y°, 2 + 3xy?) dd
unha volta enteira a un circulo centrado na orixe e raio 3 con orientacién positiva. Para calcular o

traballo realizado, utilizando o teorema de Green, temos que W = / yvide + (23 + 3xy?)dy =
c

/ / 3x2dydx, e utilizando coordenadas polares, resulta
A

2 3
243
W = / yida + (23 + 3xy?)dy = 3/ / 13 cos? 0drdf = “2
c o Jo 4
Exemplo 8.19 Se a curva € regular a anacos, como por exemplo a da Figura 8.13, para calcular a
integral / (arctanz + y*)dx + (e¥ — x?)dy coa orientacién inidicada, utilizamos o teorema de

Green e a transformacion do recinto A en coordenadas polares que vén descrita por 1 < r < 3 e
0 <6 <, polo que

8F2 6F1
-_— — = = _2 - 2 - _2 ) S
- » T —2y r(cos @ + senf),

/ (arctan x 4 y*)dx + (e¥ — 2%)dy = // —2(x + y)dzdy
c A

g 3
= / / —2r2(cos @ + sen 0)drdf = —%.
o J1 3

_ N

(1,0) (3,0)

Figura 8.13: Aplicacién do teorema de Green nunha semi-coroa circular
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Cy

R

-2

Figura 8.14: Descomposicién dun recinto para aplicar o teorema de Green

Exemplo 8.20 Vexamos agora un exemplo do teorema de Green aplicado a un recinto con burato

como o da Figura 8.14, coa orientacién indicada.

2 2
£ . . x . . .
A é o recinto entre a elipse r + Y — 1 eacircunferencia z2 +y? = 1. Calcularemos a integral

4
de lifia / 2xydr + (x* + 22)dy, onde C = C; U C, é a fronteira de A.

c
Se denotamos por A; o dominio que encerra C; e Az o dominio que encerra Co, podemos poiier

/F-daz F-da—I—/ F - do
C Cy

// @_@dd—// @—@)d:cdy
// @,@)dzdy://(2z+272x)dldy:2//dxdy
JA

=2(dreade A) =2(2-7-3—7) = 107.

Por outra parte, se a orientacién de Cs fose a contraria,

/F-da:/ F-da+/ F-da
C Cy Ca
(OO [ (OB,

= 2(dreade A; + drea de Ay) = 14m.

Exercicios

7. Comproba que se verifica a igualdade, /

F: F:
yide + 22dy = // (& — b)dxdy, para:
c JJR

Jr oy



184 Capitulo 8. Integracién en R2
a) Tridngulo de vértices (0,0), (4,0) e (4,4). b) Circulo 22 + y? = 1.
8. Utiliza o teorema de Green para calcular a integral de lifa de F sobre C.
a) F(z,y) = (2arctan g,ln(:ﬂ2 +9?), C:iz=4+2cosf,y=4+senb;0c|0,2n]
x
b) F(x,y) = (e sen 2y, 2¢* cos 2y), C:2? +y? =a’.
¢) Fx,y) = (vy,z + ), C: fronteira do recinto 1 < 22 4 52 < 9.
d) F(z,y) = (32%eY, eY), C" fronteira do recinto 1 < max{|z|, |y|} < 2.
(Nos dous tltimos apartados con orientacion positiva na curva exterior e negativa na interior).
9. Utiliza o teorema de Green para calcular o traballo realizado polo campo de forzas F' sobre
unha particula que se move, con orientacion positiva, polo camifio pechado C.
a) Fx,y) = (zy,x + ), Cia?+y? =4
b) F(z,y) = (e® — 3y,e¥ + 6x), C:r =2cosb.
10. Proba que se f, g son funciéns derivables e C' unha curva pechada simple regular a anacos,
entén / f(z)dz + g(y)dy = 0.
c
11. Calcula o traballo realizado polo campo F(z,y, z) = (2222 + ysen(zy), zsen(zy), 2222)
para desprazar unha particula pola curva a(t) = (¢, cost, sent), t € [0,7].
12. Calcula a integral se lifia do campo F(z,y, 2) = (22,42, 2%) sobre o arco da elipse, no plano
y = 2, de centro (0,2, 0) e semieixes a = 2 e b = 3, dende o punto (0, 2, 3) ata (0, 2, —3).
13. Calcula o traballo realizado polo campo F(z,y) = (In(z? +4) + 3y*, sen(y? +y) — 16z%y)
2
para desprazar unha particula sobre a fronteira do recinto 2% + yz <1,y > 0, con orientacién
negativa.
14. Calcula / ydx + zdy+xdz onde C é a interseccién de z = zy e 2 +y? = 1 con orientacién
c
negativa observada dende o eixe z para valores suficientemente grandes.
15. Calcula a integral de lifia do campo F(z,y,2) = (y,3y> — z,2) sobre cada curva a(t) =

8.5

(t,t™,0),t € [0,1], paran = 1,2,3, ...

. Autoavaliacion

As seguintes cuestions tefien s unha resposta correcta.

1

. Consideremos o recinto do primeiro cuadrante comprendido entre as rectas y = V3z, Yy =

?m, e as circunferencias 2 +y? = 1, 22 +y? = 4. A integral | = // dxdy
R

1

vén dada por,
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a)I/g(/zrdr)dG;T b)I/z(/gd(ﬂ))dr76r
[ 1 Mg
c)I_/lz(/g6dr>d9_gr9 d)I_/12(/; %d@)dr:%ln@)

2. Consideremos o recinto A = {(z,y) € R?: 0 < 2 +y < 2, 0 < y — z < 2}. Mediante o
cambio lineal u = = + y, v = & — y, a integral da funcién f(z,y) no recinto A &,

a) /2 ’ 1f (z(u,v),y(u, v))dv du b) /2 /2 1f (z(u, v),y(u,v))dv)du

c)/ /2f (1,0), g, ) ) du d)/ / (), y(u,v))du ) dv

3. Se I é aintegral dunha funci6n continua f: R? — Ren A = {(z,y) e R? : 2 > 1, (z —
1)2 + y? < 1}, unha das seguintes igualdades é FALSA.

1 pliy/1-92 1—(z— 1)2
a)Iz/ / [z, y)dzdy b)I—/ / f(z,y)dydx
-1J1

(z— 1)2

% 2cos 0
c)I:/ / rf(rcos,rsenf)drdd d)I:/ / rf(rcos@,rsenf)drdd
_ -z Jo

~ J_1
4 Y Coso

4. Sexa I aintegral de f(z,y) no recinto A = {(x,y) € R? : y > 2%,y < 1,2 > 0}. Entén,

sen o

a)l = [(ﬂ(ACOSQQ rf(rcosoz,rsena)dr)da b) I = Al(/off(z,y)dx)dy
3 ~Vy
c)]_/ol(/o\/gf(x,y)dx)dy d)I—/Ol(/lz f(@,y)dy)da

5. Sexa F(z,y) = (2zy,z + y) e C a fronteira do recinto comprendido entre as curvas y = 0

ey =4-— 22, orientada positivamente. Se [ = / F' - da, unha das seguintes afirmaciéns é

c
FALSA.

2 p4—a?
a)l = / / (1 —2z)dydx
b) I = / / (1 —2x)dzdy

(—t,4—t2) —2<t<2

c)Sea(t):{ (2060 2<t<4 ,C =al-2,4]

4
dI= / (16t% — 6t)dt
-2
6. Sexan A = {(x,y) € R? : 22 + y? < 1}, C a curva fronteira de A con orientacién positiva e

F(z,y) = (y 4+ In =57, 2z + sen(y? 4 1)) e denotemos por I = / F - da. Verificase que
c

l=0 bl=r cl=2r d)I=3r
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8.6. Integracion multiple con MATLAB

A sentenza int utilizase para calcular unha primitiva ou unha integral definida. Por exemplo, as
sentenzas

>>syms r t
>>int (int (r*2+sin(t)"3,r,0,2),t,0,pi/4)

devélvennos a integral da funcién
f(r,0) =r*sen 9

no recinto
T

4 I
Este comando funciona tamén para integrais impropias e, no seu caso, oo substitiese por inf.
Por exemplo, para calcular a integral impropia

2 2
// e ¥ YV dxdy = 7.
R2

(r,0) €[0,2] x [0,

utilizaremos as sentenzas

>>syms r t
>>T=int (int (r*exp (-r*2),t,0,2xpi), r,0,inf}

Utilizando o teorema de Green para F(z,y) = (zy,x + y) sobre a fronteira do recinto plano
1 < 22 4 2 < 9 dd como solucién TG = 87, cos sentenzas que seguen.

>>syms x y r t

>>F=[x*y, Xty]

>>f(x,y)=diff (F(2),x)-diff(F(1),vy)
>>fP=f (rxcos (t),rxsin(t))

>>TG=int (int (r+xfP,r,1,3),t,0,2xpi)

8.7. Solucion dos exercicios propostos.

l-a: £1n2 1-b. 27
2-a, 1282 2-b. 20
3-a.34+ 18 — 173 3-b. 3¢
3-¢c. 10

4-a. ”Taél 4-b. mIn 2

4-c. 2am(1 —In2)



8.7 Solucién dos exercicios propostos.

187

_ ka*(16—37) _ ka®(157—32) -
S-am=—5—, My=—557—"", My =0

_ 32k __ 256k
5-c.m = =37, M, = 5

M, = 32k
7-a. %

8-a.0

8-c. 8w

9-a. 4w

11.2

12. —18

14. 7

Solucions autoavaliacion. 1b, 2a, 3d, 4c, 5d, 6b

13. 384

3 1—
15. 5+ n+71‘







Capitulo 9

Integrais de superficie

9.1. Superficies en R?

Neste capitulo estudaremos a integracién de campos vectoriais en R? sobre superficies. Este tipo
de integrais son similares 4 integracion de funcidns escalares de duas variables, coa diferenza de que
neste caso o plano, dominio das funciéns, sofre unha deformacidn ata transformarse na superficie
requirida. Para realizar este estudo necesitamos cofiecer a teoria de representacion de superficies en
R3 mediante ecuaciéns paramétricas, isto &, utilizando unha funcién vectorial que vai depender de
dous pardmetros.

Intuitivamente, unha superficie é regular se ten plano tanxente en cada punto. Unha superficie
é regular a anacos se estd formada por un nimero finito de superficies que son regulares, de forma
que se unen con continuidade. Asi, unha esfera ou un elipsoide son superficies regulares. Un cubo
ou un tetraedro son superficies regulares a anacos. Unha superficie en R? non ten por que conter un
recinto sélido en R3. Se, por exemplo, unha superficie en R3 ¢ fronteira dun sélido, entén dicimos
que é pechada. A metade dunha esfera € un exemplo dunha superficie non pechada.

Unha superficie regular € orientable se en cada punto ten un tnico vector normal unitario que
varia con continuidade. Este tipo de superficies tefien dias caras. A maioria das superficies utilizadas
en R3 son orientables: planos, esferas, elipsoides, paraboloides, etc. Interesarémonos soamentes por
superficies con ddas caras. Polo contrario, non estudaremos superficies como a banda de Mobius,
que non ¢ orientable.

Definicién 9.1 Unha superficie paramétrica en R? é unha funcién continua r: A C R? — R3
r(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)), (Figura 9.1).

As ecuaciéns ¢ = z(u,v), y = y(u,v), 2 = z(u,v) denominanse ecuaciéns paramétricas da
superficie. A superficie dada por r(u, v) tamén serd denotada por S = r(A).

Exemplo 9.2 1. A superficie dada por r(u,v) = (3cosu,3senu,v), u € [0,27], v € [0,4],
verifica 2 + y? = 9, para calquera valor de z, polo que a superficie corresponde 6 cilindro
con eixe z, raio 3 e altura 4.
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Z r(u,v) = (2,9, 2)

v T H
A
(u,0)
/ y

u €T

Figura 9.1: Parametrizacién dunha superficie

2. A superficie dada por r(u,v) = (senucosv,senusenv,cosu), u € [0,7], v € [0,27],
representa a esfera de centro (0,0, 0) e raio 1, pois verifica 72 + y% + 22 = 1.

Exemplo 9.3 1. Se unha superficie estd representada pola grafica dunha funcién z = f(z,y),
entén esta pode ser parametrizada mediante 7(u,v) = (u, v, f(u,v)). Por exemplo, o cono
z = /a? 4 y? pode ser representado mediante 7(u,v) = (u,v, Vu? + v?), onde (u,v) €
R2. Se quixeramos limitar a altura do cono ata z = 4, entén (u,v) € B((0,0),4).

2. A superficie triangular que ten como vértices os puntos (1,0,0), (0,1,0) e (0,0, 1) estd con-
tida no plano x +y + z = 1. Logo, unha parametrizacién pode ser r(x, y) = (z,y,1 —x —vy),
para (v,y) € A = {(z,y) € R?: 0 <z <1, 0 <y < 1— x}. Tamén pode pofierse como
r(z,2) = (z,1 -2 —2z,2),para (z,2) € A={(2,2) eR?:0<2<1,0<2<1—x}.

E importante ter en conta que, neste tipo de representaciéns, o dominio de 7 é a proxeccién
ortogonal da superficie sobre o plano dominio da funcioén.

Outra clase de superficies facilmente representables son as superficies de revolucién, como a
mostrada na Figura 9.2. Se temos a grifica de z = f(y) nun intervalo [a, b] e facemos xirar es-

Figura 9.2: Superficie de revolucién

ta curva 6 redor do eixe y, para dar unha parametrizacién da superficie xerada, fixamos a variable
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independente da funcidn, neste caso y = u, a < u < b, e logo, con raio f(u), xeramos unha circun-
ferencia no plano y = u, € dicir, nas variables x, z, 22422 = f (u)2 Esta circunferencia en forma
paramétrica resultaria, por exemplo, © = f(u)senv e z = f(u) cosv, polo que a parametrizacién
da superficie quedaria, r(u, v) = (f(u) senv,u, f(u) cosv), conu € [a,b] e v € [0, 27].

1
Exemplo94 1. Sey = f(z) = —, 1 < x < 4, entdn a superficie xerada 6 xirar sobre o eixe x

1
serd, r(u,v) = (u, — cosv, —senv), u € [1,4] e v € [0, 27].
u u

2. Se z = y?, con z € [0,9], e facemos xirar sobre o eixe z, entén necesitamos pofier y = f(z),
de onde, f(u) = u, e r(u,v) = (y/usenwv,\/ucosv,u),conu € [0,9] e v € [0, 27]. Esta
superficie de revolucién € o paraboloide z = x? +y?. Este paraboloide tamén poderia pofierse
da forma, 7(u,v) = (usenv,ucosv,u?),conu € [0,3] e v € [0, 27].

Exemplo 9.5 Algunhas parametrizaciéns de superficies coas ecuacions cartesianas e graficas res-
pectivas

0,5

0 s o —05
1 ’ 12
x2+y2:1,0§z§1 y2+z2:1,0§x§2,y20
a(t, z) = (sent, cost, z) a(t,z) = (x,sent, cost)
(t,z) € [0,27] x [0,1] (t,z) € [0,7] x [0,2]

-0,5 o —05
05 7 05
z=+22+y2 <1 r=\y?+22<1,2>0
a(rt)= (7" cost, T, T sen t) afrt)= (7", 7 cost, T sen t)

(r,t) € [0,1] x [0, 27] (r,t) €10,1] x [0, 7]
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22

z=4—22—y2, x>0,y>0 z2=—4—22—9y2, >0

a(p,0) = (2senpcos b, 2senpsend,2cosp) afp,0) = (2senpcosb,2senpsen b, 2 cos )

(¢,0) €0, 5] x [0, 5] (¢,0) € [5.7] x [-5. 5]

Rotacién de y = 2% sobre eixe z, 0 < z < 2 Rotaciénde z = 1 — || sobre eixe x, —1 <z <1
a(u,v) = (u®senv, u® cosv, u) au,v) = (u, (1 — |u]) cosv, (1 — |u|) senv)
(u,v) €[0,2] x [0, 27] (u,v) € [-1,1] x [0, 7]

Exemplo 9.6 Parametrizamos o cubo de lado unidade no octante positivo, cun vértice na orixe. Para
unha mellor intuicién gréafica da parametrizacién, desenvolvemos o cubo sobre o plano yz, como se
mostra na Figura 9.3, de xeito que a tapa superior, que abrimos sobre ese plano, corresponde 6 gris
mdis claro da figura e a tapa inferior que ten un tono mdis escuro abrimola sobre os valores negativos
da variable z. Logo imos abrindo as tapas laterais sobre ese mesmo plano no sentido crecente dos
valores de y. Observaremos que cada cadrado lateral esta sublifiado e numerado nun vértice, de xeito
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v
2
z
1
L/ L/
B 3 Y
N
«a 0
v of 0 Va ~N u
1 2 3 4
d
-1
T
Figura 9.3: Parametrizacién dun cubo
que estas marcas coinciden nas ddas figuras. Desta forma obtemos a parametrizacion,
(v—1,u, 1) se (u,v)€[0,1] x [1,2]
(0, u, v) se  (u,v) €[0,1] x [0,1]
r(u,0) = (—v, u, 0)  se (u,v) €10,1] x [-1,0]
(u—1,1,v) se (u,v)€][l,2]x[0,1]
(1, 3—u, v) se (u,v)€[2,3] x][0,1]
(4—wu, 0,v) se (u,v)€[3,4] x[0,1]
Exercicios
1. Asocia cada funcidn vectorial coa grafica correspondente.
a) r(u,v) = (u, v, uv) b) r(u,v) = (ucosv,usenv, u)

c) r(u,v) = (2cosvcosu,2cosvsenu,2senv) d)r(u,v) = (4cosu,4dsenu,v)

T~

2. Calcula a ecuacién en coordenadas cartesianas da superficie parametrizada que se indica e

identifica a superficie.

a) r(u,v) = (u,v, E) b) r(u,v) = (ucosv,usenv, u?)

c)r(u,v) = (2cosu,v,2senu) d)r(u,v) = (5cosvcosu,5cosvsenu,5senv)
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3. Atopa a funcién vectorial paramétrica tal que a grifica coincida coa superficie indicada.

a)z=y b)x2—|—y—i;z:6 o)x?+y?> =16 d) 22 + 49% = 16

e)z =12 f)%—l—yz

4. Escribe unha ecuacién paramétrica para a superficie de revolucién xerada pola gréfica da fun-
cion 6 xirar 6 redor do eixe que se indica.

+22=1 @a?+y’<9,2=4 h22=2?+y% 22 +5><9

a)yzg, 0<x<6, eixexz. b)y=/7, 0<z<4, ecixex.
oy=senz, 0<z<m eixez. d)x:4—y2, 0<y<2, eixey.

9.2. Vectores normais, superficies regulares e orientacion dunha
superficie

En primeiro lugar, recordamos a definicién de producto vectorial e algunhas das sdas propieda-
des.

Definicién 9.7 O produto vectorial de vectores en R? é unha aplicacion x : R3 x R? — R3 definida
mediante

€1 €2 €3
U Xv= (U2U3 — U3V2,U3V] — UIV3, U1V — UQ’U1) = U U UuUs s
U1 V2 U3

onde u = (uy,ug,us) e v = (v1,va, V3).

E inmediato verificar as seguintes propiedades do produto vectorial:
a)u X v = —v X u (antisimetria)

b)u X (v+w) =u X v+ u X w (distributiva)

¢) (au) x (Bv) = (af)(u x v) (asociativa respecto dos escalares)
d)e; xe = 0,:=1,2,3.

e) ey X es =e3, €2 X e3 = €1, €3 X €] = eg (regra do sacarrollas)

Sexa S unha superficie paramétrica dada por r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) de clase un
nun recinto aberto A. As derivadas parciais de r respecto de u e v son,

ar_r :(Ga: dy 82)

ou ou’ du’ du
or _ _(aj@%)
3’0_”_ v’ v’ dv/’

Cada unha destas derivadas € unha funcidn vectorial interpretable en termos de vectores tanxentes.
En efecto, se facemos v = v,, r(u,v,) é unha funcién vectorial dun s6 pardmetro que define unha
curva C contida na superficie S. O vector tanxente a C; no punto

(x(uo, ’Uo), y(uoa U0)7 Z(uo; vo)) - (1’0, Yo, Zo)
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[¢N

[0z dy 0z
Tu(u()a vo) = (%(um Uo)a %(Um Uo)a %(Um Uo)) .

De forma anéloga, se facemos constante u = u,, r(u,,v) é unha funcién vectorial dun s6 pardme-
tro que define unha curva C5 contida na superficie .S. No punto (2 (e, Vo), Y (U, Vo), 2(Ue, Vo)), O
vector tanxente a Cy é

[0z y 0z
7o (Uoy Vo) = (%(Um Vo), %(Um Vo), %(Uo, UO)) .

Ty X Ty

ru (u07 UO)

e y

Figura 9.4: Vectores tanxente e normal a unha superficie

Definicion 9.8 Unha superficie S = r(A) C R3 é regular, se r é de clase un e existe e é non nulo o
vector v, X ry, en cada punto (u,v) € A, figura 9.4.

Xeometricamente, unha superficie S € regular se ten plano tanxente en cada punto r(u,, v,) =
(o, Yo, 20) € pode definirse pola ecuacién

(ru(Uos Vo) X Ty (Uos Vo)) - (X — Ty Y — Yo, 2 — Z0) = 0.

Os puntos de A nos que r non é de clase un ou o produto r,, X r, = 0, denominanse puntos
singulares de S = r(A).

Podemos poifier exemplos de superficies que, en funcién da parametrizacién, un punto pode ser
singular ou non.

Exemplo 9.9 1. Consideremos a superficie dada por z = /1 — 22 — 42 que representa o hemis-
ferio superior da esfera de centro a orixe e raio 1 e consideremos a parametrizacién r(z,y) =
(2,9,y/1 — 22 —12), definidaen A = {(z,y) € R : 22 + y? < 1}. As derivadas parciais de r
existen e son continuas no interior de A, pero non existen nos puntos fronteira, que corresponden
6 bordo da superficie sobre o plano z = 0, polo que estes puntos son todos singulares para esta
parametrizacién.

2. Consideremos a mesma superficie anterior representada pola parametrizacién

r(u,v) = (senwv cosu, sen v sen u, cosv),



196 Capitulo 9. Integrais de superficie

definida no rectdngulo A = [0, 27] x [0, g} Verificase,

ry = (—senwvsenwu,senv cosu,0),

r, = (COS v COS U, COS v sen u, — Sen v),

Ty X Ty = —1(u,v) senv.

Asi, r é de clase un en todo o dominio e o produto r,, x r, = 0 para os puntos (u,v) = (u,0)
que corresponde soamentes 6 punto (0,0, 1) da superficie que é, para esta parametrizacién, o Gnico
punto singular.

Debemos observar, que no caso en que as superficies vefian dadas por parametrizaciéns baixo a
forma

r(x,y) = (xaya f(l',y)),

r € de clase un en A se, e soamentes se, f € de clase un en A.

Definicion 9.10 Unha superficie S = r(A) é regular a anacos, se S estd formada por un niimero
finito de superficies regulares.

Observaremos que como r € unha funcién continua, entén as partes regulares da superficie S,
regular a anacos, estdn unidas.

Definicion 9.11 Se S é unha superficie paramétrica regular, r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)),
un vector normal a S no punto (o, Yo, 20) = ((Uo, Vo), Y(Uo, Vo), 2(Uo, Vo)) defmese mediante

€1 €2 €3

- or Oy 0z
N =7,(to,v0) X 15 (Uo, Vo) = | Ou  Ou Ou
oxr Oy 0z
v v v

Proposicion 9.12 Se a superficie S estd dada pola ecuacién z = g(z,y), enton N = VG(z,vy, 2),
para G(JZ, Y, Z) =Zz—= g(l‘, y)

Demostracién. Unha parametrizaci6n da superficie S vén dada por r(z,y) = (z,y, 9(z,y)), polo
que ry = (1,07990)’ Ty = (07 179@/) e, N=r; X Ty = (_g$7 —Gy, 1) = VG(.%‘,y, Z) u

Exemplo 9.13 Calcula a ecuacién do plano tanxente 6 paraboloide dado por r(u, v) = (u, v, u?+v?)
no punto (1,2,5). As derivadas parciais de r son r,, = (1,0, 2u), r, = (0, 1,2v), o vector normal
N =71, x71, = (—2u,—2v,1),eno punto (1,2,5), N = (-2, —4, 1), polo que a ecuacién do plano
pedido é ((—2,—4,1)(z — 1,y — 2,z — 5)) = 0 ou, equivalentemente, —2x — 4y + z = —b.

Coa intencion de utilizar unha orientacién nunha superficie S no espazo, utilizanse vectores
unitarios e normais 4 superficie.
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Definicién 9.14 Unha superficie S C R? ¢ orientable se pode definirse de forma iinica un vector
normal unitario N, tal que varie con continuidade sobre a superficie S.

Unha superficie orientable ten ddas caras distintas. Cando se orienta eliximos un dos dous vec-
tores normais unitarios que hai en cada punto. Se a superficie S vén dada en forma paramétrica,
r(u,v) = (x(u,v), y(u, v), z(u,v)), utilizando a definicién 9.11 o vector normal unitario serd

Tu X Ty

N = .1

[0 X 7]
Observaremos que tamén hai outro vector normal unitario no sentido contrario, que €,
N— Ty X Tu .
[[ro X 7l
Se a superficie S vén dada pola grafica dunha funcién z = g(z,y), entén S quedard orientada,
utilizando a proposicién 9.12, polo vector gradiente normalizado da funcién ecuacién funcional que
define a superficie S,

no V6@ yz) _ (ge(wy) —gy(w.y).1) 9.2)

IVG,y: 2l /g (2, y9)]? + gy (@, 912 + 1

Da mesma forma que no caso anterior, tamén hai outro vector normal unitario no sentido contra-
rio, que €

—VG(‘r»va) _ (gz(x,y),gy(:r,y),—l)
IVG(,y, ) /ga(w, )2+ [gy (@ g + 1

No caso en que as superficies orientables vefian dadas na forma y = g(z,2) ou x = g(y, 2),
entén temos que realizar os cambios correspondentes.

As superficies non orientables, ou que tefien s6 unha cara, son complicadas e pouco abundantes.
A madis tipica é a Banda de Mobius que aparece na Figura 9.5 e que foi logotipo da desaparecia
entidade bancaria galega Caixanova.

N =

Figura 9.5: Banda de Mobius

Exercicios
5. Calcula a ecuacién do plano tanxente 4 superficie dada pola funcién vectorial no punto indi-
cado.
a) r(u,v) = (u+v,u —v,v), (1,-1,1) b)r(u,v) = (u,v,y/uv), (1,1,1)

o) r(u,v) = (2ucosv, 3usenv,u?), (0,6,4)
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9.3. Integrais de fluxo

Exemplo 9.15 Fluxo dun fluido a través dunha superficie. Unha das principais aplicacions da inte-
gral de superficie dun campo vectorial refirese 6 fluxo dun fluido a través dunha superficie S. Sexa
S unha superficie orientada somerxida nun fluido. Supofiamos que un fluxo € un conxunto de par-
ticulas en movemento. A cada particula (x,y, z) asigndmoslle un campo vectorial V (z,y, z) que
pode representar a velocidade do fluido no punto. Supofiamos que o campo € estacionario, isto &,
non depende do tempo senén que soamentes depende do punto (z,y, z). Denotemos por p(x, y, 2)
a densidade do fluido no punto (z, y, z) (masa da fluido por unidade de volume). Observaremos que
se o fluido € incomprensible, entén a densidade serd constante.
Consideremos o campo vectorial

F(x,y,2) = p(z,y,2)V(z,y,2),

que se denomina densidade de fluxo da corrente. O campo vectorial F' ten a mesma direccién que a
velocidade e o seu médulo é

masa distancia _ masa
unidade de volume unidade de tempo  (unidade de 4rea)(unidade de tempo)

Doutra forma, o vector densidade de fluxo F' indica a cantidade de fluido que pasa polo punto
(z,y, z) por unidade de superficie e unidade de tempo.
Sexa S = r(A) unha superficie en R3. En cada punto non singular de S denotemos por N o
vector unitario normal 4 superficie,
Ty X7y
l[r x 7ol

Podemos obervar na Figura 9.6, que o produto escalar F'- N representa a compoiiente do campo
densidade de fluxo na direccién do vector normal N. A masa de fluido que pasa por unidade de
superficie dS e por unidade de tempo na direccién de N sera

dV = (altura)(drea da base) = (F' - N)dS.

Figura 9.6: Fluxo que atravesa unha superficie
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Asfi, o volume total de fluido que atravesa a superficie S por unidade de tempo vén dada pola
“integral de superficie” da seguinte definicién.

Definicién 9.16 A integral de fluxo dun campo vectorial F: R? — R3 continuo a través dunha
superficie S regular a anacos orientada por un vector normal unitario N, definese como

//SF -NdS = //A F(r(u,v)) - (ry x ry)dzdy,

se S estd dada pola ecuacion paramétrica r(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) € 4, e

//SF.NdS=//AF($,y79($7ZU))'(_Qx(%y)’—gy(x,y),1)dxdy, 9.3)

se S estd dada pola ecuacion z = g(x,y), g € C, e A é a proxeccion de S sobre o plano z = 0.

No caso da igualdade 9.3, se a superficie estd dada pola ecuacién z = g(y,x) ou y = g(z, 2),
temos que realizar os cambios correspondentes na definiciéon mediante as igualdades

//s FoNds = //A F(g(y:2),9,2) - (1, =9y (4, 2), =92y, 2))dydz,

N //SF.NdS://AF(x,g(l‘,Z)aZ)'(—gz(x,z)a1»—gz($,z))dxdz,

respectivamente.
Se F represente un campo eléctrico ou magnético, / / F - NdS tamén se cofiece como o fluxo
s

eléctrico ou magnético do campo.
As integrais de superficie tamén se aplican 6 estudo do fluxo da calor. Se T'(x, y, ) representa a
temperatura nun punto (z,y, z) e T é unha funcién de clase un, ent6n

T 0T oT
VT = (fL, or. fL)
Oz’ dy’ 0z
representa o gradiente da temperatura, e a calor circula segundo o campo vectorial F' = —kVT,

onde k € unha constante positiva. Deste xeito, / / F - NdS é o fluxo neto de calor a través da
s

superficie S.
Xeometricamente, unha integral de fluxo é a integral de superficie sobre S da compofiente normal
do campo F. Se ademais p(z, y, z) é a densidade do fluido en (z, y, z), a integral de fluxo

//pF'NdS
S

representa a masa do fluido que atravesa S por unidade de tempo.
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Exemplo 9.17 A integral de fluxo dun campo vectorial a través dunha superficie .S orientada por un
vector normal NV, non depende da parametrizacion de S escollida. Ser: A C R?2 — R3es: D C
R? — R? son diias parametrizaciéns tales que S = r(A) = s(D) e N = X

enton xroll T [Isaxsbll
// F(r(u,v)) - N(u,v)dudv = // f(s(a,b)) - N(a,b)dadb.
A D

Vexamos un exemplo. Sexan S = {(z,y,1) e R3: 0 <2 < 1,0 <y < 1} e F(z,y,2) =
(x + 2,9, x?). Consideremos as parametrizacions:

v, 1), (u,v) € A=10,1] x [0,1]
s(a,b) = (%, %,1), (a,b) € D =1[0,2] x [0,2]

Tense que S = r(A), r, = g—z = (1,0,0),r, = 8 =(0,1,0) e, x 7, = (0,0,1). Ademais,
u?) -

F(r(u,v)) = F(u,v,1) = (u + 1,v,u?) e F(r(u,v)) - N(u,v) = (u+ 1,v, (0,0,1) = .
Asi pois,
1,1
// F-NdS = // F(r(u,v)) - N(u,u)dudv z/ / u?dudv
0o Jo
= u?du / dv
(f ) ([ )
_1
3
Tense que S = s(D), s, = % = (5,0,0), 1y = % = (0,3,0) er, x 7, = (0,0, %). Ademais,
2 2 4 2 4 5
F(s(a,b)) = F(%,2,1) = (4 +1,%, %) e F(s(a,b)) - N(a,b) = (4 +1,5,2:)-(0,0, %) = 4.

//SF.NdS://DF( s(a,b)) - N abdadb—/ / 4 dads
= ([ ) ([ ) = 151300,

W=

. _ _ TuXTy . SqXSp z
Obviamente, no caso de que S = r(A4) = s(D) e T =~ Tsxsr ©NLON

//A F(r(u,v)) - N(u,v)dudv = — //D #(s(a,b)) - N(a, b)dadb.

Exemplo 9.18 Sexa S a porcién de paraboloide z = g(z,y) = 4 — 22 — y? situado por encima do
plano z = 0 e orientado por un vector normal e unitario dirixido para arriba (coordenada z positiva).
O fluxo dun fluido de densidade constante p a través da superficie S vén dado polo campo vectorial
F(z,y,z) = (z,y, z). Calcularemos o ritmo de fluxo de masa a través de S. Como g, = —2z e
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gy = —2y,
//SpF~NdS:p//AF' (=92(z,9), —gy(z, ), 1)dzdy
B P// (I,y’4 —z? - y2) : (21:723/7 1)dxdy
A

= p//A(Q:E2 +2y% +4 — 2% — yH)dady

= p// (44 2* + y*)dady
A
27 2
= p/ / (4 4 ) rdrdd = 24mp.
o Jo

Exemplo 9.19 Calcula o fluxo a través da esfera S de ecuacién 22 + y? + 22 = a?

exterior, onde F' é o campo cuadrdtico inverso

, con orientacion

q T qr
F(z,y,z) = TET = TP
er = (z,y,2).
A esfera estd dada en forma paramétrica por
r(u,v) = (asenucosv,asenusenv,acosu), 0 <u<m, 0<v <27
Ty X Ty = a’(sen? u cosv,sen’ usen v, senu cos u) = r(u, v)asenu
F(r(u,v)) = i(senucosv,senusenv,cosu)

o2
F - (ry X1Ty) = gsenu,

polo que o fluxo a través da esfera resulta ser,

27 T
//F~Nd5://qsenududv:/ / qsenududv = 4mq.
s A o Jo

O resultado deste ultimo exemplo mostra que o fluxo que atravesa a esfera S nun campo cuadra-
tico inverso € independente do raio de S. En particular, se £ é un campo eléctrico, o resultado do
exemplo xunto coa lei de Coulomb, dé lugar a unha das leis fundamentais da electrostdtica, a lei de

Gauss
//E~Nd8=47rq,
s

onde ¢ é unha carga puntual situada no centro da esfera. A lei de Gauss é valida para superficies
pechadas en xeral que contefian no seu interior a orixe, e establece unha relacién entre o fluxo que
sae a través da superficie coa carga total que hai no interior

Exemplo 9.20 Nos casos en que o campo non € cuadratico inverso, outra forma de formular a lei de
Gauss € relacionar o fluxo dun campo eléctrico E sobre unha superficie pechada S coa carga neta )

encerrada pola superficie,
[ Bvas—a
s
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Supofiamos que E = EN; € dicir, E € un mdltiplo escalar constante da normal unitaria a S. Deste
xeito, a lei de Gauss convértese en

//SE-NdS://S EdS = Q,

de onde deducimos que

B @
A(S)
sendo A(S) a drea da superficie S. No caso en que S € a esfera de raio R, esta ecuacién transférmase
en
_Q
~ 4mR?’

Isto quere dicir que o campo eléctrico serd da forma E = 3

vy
Consideremos unha segunda carga puntual, (), situada a unha distancia R de ). A forza F que
actia sobre esta segunda carga estd dada por

_ QQ,
T 47 R?

F =EQ, = EQ,N N.

Se F' é o médulo de F, entén temos que

_ QQ,
AT R2?’

que ¢ a lei de Coulomb para a forza entre ddas cargas puntuais.

Exemplo 9.21 Sexa S unha superficie paramétrica dada en forma explicita 2 = f(x,y), onde
(z,y) € A, que é a proxeccién ortogonal de S sobre o plano xy. Sexan F' = (P, Q, R) un campo
vectorial e [NV o vector normal unitario a S de coordenada z non negativa Utiliza a parametrizacién

r(xz,y) = (x,y, f(x,y)) para probar que // F-NdS = // —P—= - Qﬁ JrR)dxdy, onde
P, Q e R estan valoradas en (x,y, f(x,
of _of

Tendo en conta que F'(z,y,z) = (P(x v, 2),Q(z,y, 2), R(z,y,2)), N (—%7_@, )e
F(z,y, f(z,y)) = (P(z,y, f(z,y)), Q(z,y, fgc 2 Y))s 8(w7y,f(x,y))) = (P,Q, R), entén
Fo £(0)) - V(@ o) = ~P5E = Q5L 4 Ree

Poe
//SF~NdS://A( g—f—Qa—f+R)dxdy.

Exercicios

6. Calcula o fluxo do campo F’ a través da superficie .9, utilizando como vector unitario normal
o que ten a coordenada z non negativa.
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a) F(z,y,2) = (z,y,0), S: 2x + 3y + z = 6, primeiro octante.
b) F(x,y,2) = (x,y,z) S:iz=9—22—92 2>0.

c) F(z,y,2) = (4, 35) S:z=a?+9y% 2?2 +9% <4

d) F(z,y,2z) = (x,y,—22), S:z=+y/a®?—2%—y2

7. Consideremos a semiesfera S definida por 22 + 42 4+ 22 = 1, z > 0, o campo vectorial
F(z,y,z) = (z,9,0) e collendo como N o vector normal unitario exterior a S. Calcu-

la o valor da integral de superficie / / F - NdS, utilizando a parametrizacién r(u,v) =
s

(sen u cos v, sen u sen v, cos u).

8. O campo de velocidades dun fluido estd descrito mediante F'(x,y,2) = (1,z,z), medido
en metros por segundo. Calcula a cantidade de metros ctibicos de fluido estdn cruzando a
superficie 22 4+ y? + 22 = 1, z > 0 en cada segundo.

9. Calcula o fluxo do campo F' a través da superficie pechada S, utilizando como vector unitario
normal o que apunta para féra en cada superficie.

a) F(x,y,2) = (4vy, 2%,yz), S: cubo unidade no octante positivo.
b)F(IvyaZ):(x+y7yvz)’ SIZZI—IQ—y27Z:O.

9.4. Teorema de Stokes

Unha xeneralizacién de duas a tres dimensions do teorema de Green é o teorema de Stokes. Este
resultado establece a relacién existente entre a integral de fluxo sobre unha superficie orientada e
non pechada S e a integral de lifia sobre a curva pechada en R? que constitiie o bordo de S (Figura
9.7). A orientacion positiva 6 longo de C' é antihoraria respecto ¢ vector normal N.

O fisico irlandés Georges Gabriel Stokes (1819-1903) foi o encargado, durante varios anos, de
elaborar o exame para o premio Smith que concedia anulamente a Universidade de Cambridge desde
1769 a dous investigadores en formacién. A pregunta nimero 8 da proba de 1854 ¢ a primeira
formulacién que se conserva do teorema. Non se sabe se algiin dos estudantes que optaban ao premio
demostrou o resultado. Stokes cofiecia o enunciado do teorema, xa que aparece nunha carta, con data
do 2 de xullo de 1850, dirixida a el por William Thomson, Lord Kelvin (1824-1907). A primeira
demostracién que se publicou é do matematico alemdan Hermann Hankel (1839-1873) en 1861.

Sexa S C R? unha superficie orientable, regular a anacos, limitada e non pechada.

Definicion 9.22 Chamamos bordo de S, d curva regular a anacos, C, pechada e simple que limita
a superficie S e que deixa a S a un tinico lado de C.

Definicion 9.23 Se C' = afa, b] é 0 bordo dunha superficie S C R3, dicimos que as orientacions
de C e S son compatibles, se a orientacion de C' ¢ positiva cando visualizamos a curva C dende o
vector N.

o 0 0
Consideremos o operador nabla ou gradiente, V= | —, —, — | e F = (Fy, Fy, F3).
ox’ Oy’ 0z
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Definicion 9.24 O rotacional do campo vectorial F = (Fy, Fy, F3) definese como o campo vecto-
rial

0 0 0
rot F(z,y,2) =V X F(z,y,2) = <8m’8y’az) x (Fy, Fy, F3)

(2 om on_on on_on)

—_ | 9 9 9
- ox oy 0z
F F, Fj

€1 €9 €3

0 0 0

Exemplo 9.25 Se F(z,y,2) = (2zy, 22 + 22,2zy), entén rot ' = s By % | =
2y 22422 22y
0,0,0).

O concepto de rotacional dun campo vectorial € 1itil para caracterizar un campo conservativo no
espazo R3.

Corolario 9.26 Sexan A C R3 un conxunto aberto, w, = (T, Yo, 20), B(w,,7) C Ae F: A C
R3 — R3, F = (Fy, Fy, F3), F € CY(B(w,,7)). Entén o campo F é conservativo en B(w,,T) se,
e soamente se, rot F(w) = 0 € R3, para todo w € B(w,, ).

Exemplo 9.27 Consideremos a curva definida pola interseccion do plano 2x + 2y + z = 6 cos
planos coordenados, coa orientacién representada na Figura 9.8. Unha parametrizacion da curva C'
vén dada por

(3t,3(1 —¢),0) se te€[0,1]
alt)=4¢ (3(2—1),0,6(t—1)) se te][l,2]
(0,3(t—2),6(3—1t)) se te]2,3]

Para o campo F'(z,y,2) = (—y?, z, ), temos que

—27(1—t)? se te0,1]
F(a(t)-a'(t) =< 18(2—-1) se te[l,2]
18(3 — t) se te2,3

polo que
1 2 3
/ F.-da= / —27(1 — t)%dt + / 18(2 — t)dt + / 18(3 — t)dt = 9.
c 0 1 2
Utilizando o rotacional do campo F', veremos que o teorema de Stokes vainos permitir calcular

esta integral dunha forma mdis sinxela e, o que € mdis importante, independentemente da superficie
S que tefia como bordo a curva dada C.
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Superficie

Figura 9.7: Aplicacién do teorema de Stokes

Teorema 9.28 (de Stokes) Sexa C' = ala, b] C R3 unha curva pechada, simple e regular a anacos,
que é o bordo dunha superficie S C R3, orientada, regular a anacos limitada e non pechada, con
orientacions compatibles. Se F': R — R3 é un campo vectorial de clase un nun dominio aberto

que conténa S e a C, enton
/F~da://(rotF)-NdS.
C S

Exemplo 9.29 Sexa S o tridngulo orientado da Figura 9.8 b) contido no plano 2z + 2y + z = 6.
Calcula/ F -da, para F(x,y,2) = (—y?, 2, 7).
c

Para aplicar o teorema de Stokes, calculamos o rotacional de F,

€1 €9 €3

0 o 0

rot F=| — — _—_ |=(-1,-1,2y).
Oor Oy 0z ( )
-2z

Tomando z = g(z,y) = 6 — 2z — 2y, aplicamos o teorema de Stokes, cun vector normal con
coordenada z negativa, para que a orientacién sexa compatible coa tomada no exemplo 9.27,

/CF~da://(rotF)~NdS
// —1,2y) - (9x, gy, —1)dS
// ~1,2y) - (-2, -2, —1)dS
:/0 /03 " (4 — 2y)dady — 0.
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S:2x+2y+2=6

Figura 9.8: Aplicacién do teorema de Stokes

Unha cuestion importante que debemos observar no teorema de Stokes € que a integral de fluxo
do campo rot F' é independente da superficie que tefia como bordo a curva fixada C'. Asi, sempre
podemos utilizar como superficie de integracidon aquela que nos resulte mdis simple, se é posible,
nos cdlculos que imos realizar, de forma que o resultado sempre serd 0 mesmo.

Exemplo 9.30 Verifica o teorema de Stokes para F'(x,y, z) = (2z,z,%?), onde S é a superficie do
paraboloide z = 4 — 22 — 32, 2 > 0 e C é o bordo de S no plano z = 0.
Como integral de superficie temos, z = g(z,y) = 4 — 2% — 32,

el €9 €3

rotF=| 9 9 9 =(2y,2,1), N =(2z,2y,1), (rot F) - N = 4oy + 4y + 1
or Oy 0z
2z 2

e, polo teorema de Stokes, con vector normal cara arriba,

2 27
/F-daz// (rot F) - NdS = / / (4r° sen 0 cos 0 + 472 sen 6 + r)dOdr
c s o Jo

- DL S ] [

Non obstante, podemos utilizar como superficie que ten como bordo a curva 22 +y? = 4 no plano

xy, adada pola ecuacién z = 0. Asi, N = (0,0, 1), (rot F')(x,y,0) = (2y,2,1), (rot F')-(0,0,1) =
1, A = B((0,0),2) e, finalmente,

//S(rotF)~NdS://A dxdy = 4m.
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Por outra parte, tamén podemos resolver utilizando a definicién de integral de lifia. Parame-
trizamos C' mediante «(t) = (2cost,2sent,0), t € [0,27], que ten orientacién compatible con
N =(0,0,1), polo que

2m
/F-da :/dem+xdy+y2dz:/ 4 cos® tdt = 4.
c c 0

Exemplo 9.31 Denotemos por H un campo magnético, que depende do tempo, producido por un
imédn e £ o campo eléctrico correspondente creado sobre unha espiral pechada parametrizada por
unha curva C = afa, b] que rodea 6 campo magnético en R, e sexa S unha superficie que ten
a C como bordo. A lei de Faraday (Figura 9.9) establece que a circulacién do campo eléctrico 6
redor de C € igual a taxa de cambio do fluxo do campo magnético a través de C' cambiada de signo.
Demostraremos que a lei de Faraday € consecuencia da seguinte ecuacion diferencial (unha das

ecuacions de Maxwell):

o0H
Vx E = a0

////////,,, 7

//////
o2 ////////////
(imén) ////////////”{{,’{{{’

Figura 9.9: Lei de Faraday

Utilizando a ecuacién de Maxwel e o teorema de Stokes, temos que

/HdS // -dS = // (VX E)-dS= /E do.

Exemplo 9.32 Supofiamos que a temperatura nun punto de R? vén dada por T'(x, y, 2) = 322 +32%.
Calcula o fluxo da calor (F(z,y,z) = —VT) a través da superficie 22 4+22=20< y < 2, para
k=1

A densidade de fluxo da calor é F'(x,y, z) = —VT. Deste xeito,

F(z,y,z) = (—62,0,—6z).
A superficie pode parametrizarse mediante

r(u,v) = (2senwu,v,2cosu), (u,v) € [0,2n] x [0,2].
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Asi,
F(r(u,v)) = (—12senw, 0, —12 cos u),
Ty X 1y = (2senw, 0,2 cosu),
F(r(u,v)) - ruxry, = —24,
polo que

27 2
// F-NdS :/ / —24dvdu = —967.
S 0 0

Exemplo 9.33 Calcula o fluxo de calor a través da esfera unidade S para o foco de temperatura
T(z,y,2) = z.
Para a desidade de fluxo F'(x,y,z) = (1,0,0) e a superficie

(6, ) = (sen p cos @, sen psen b, cos @), (p,0) € [0,7] x 0,27],
temos que

re X 19 =senp (6, p),

F(r(0,¢)) - (m X T9) = sen? pcosb

2w ™
// F-NdS:/ / sen? o cos Odpdf = 0.
s o Jo

Exemplo 9.34 Supoiiamos que o campo de velocidades dun fluido estd dado por F(x,y,z) =
(v/9,0,0), medido en metros por segundo. Calcula a cantidade de metros ctibicos de fluido que
atravesan a superficie 22 4+22=1,0< y < 1,0 <z <1, en cada segundo.

Verificase que

r(u,v) = (senu,v,cosu), (u,v) € [0,n] x [0,1],

F(r(u,v)) = (vv,0,0),

Ty X Ty = (senu, 0, cosu),

F(r(u,v)) - ryxmy = Vusenu.

T 1
// F'NdS:/ / ﬁsenudvdu:é.
JJs o Jo 3

Exemplo 9.35 a) Un fluido uniforme cae en vertical segundo o campo F(z,y,z) = (0,0,—1).
Calcula o fluxo total por unidade de tempo a través do cono z = /a2 + 32, 22 + y? < 1.

b) O campo F'(z,y,z) = ( — @, 0,— @) describe a choiva cando esta se desvia lateralmente polo

Finalmente,

z 7T :z z
vento cun dngulo de 1 radidns. Calcula neste caso o fluxo a través do mesmo cono.
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a) Parametrizamos a superficie mediante
r(u,v) = (usenv,ucosv,u), (u,v) € [0,1] x [0,2x],

de forma que
F(T(u,’l})) : (ru X Tv) = Uu.

1 27
//F~NdS:// udvdu = .
S o Jo

b) Neste caso a situacién é andloga, de forma que

Deste xeito temos que

F(r(u,v)) - (ry X ry) = gu(l + senv)

27'r
// F.-NdS = / / u(1 + senv)dvdu = gﬂ.

Exercicios
10. Calcula o rotacional do campo vectorial F' no punto indicado.
a) F(J,‘, Y, Z) = (em seny, _ez cosy, 0)’ (07 07 3) b) F(l‘, Y, Z) :e—myz(l, 17 1)7 (37 27 O)
11. Calcularot(F x G), para F(z,y, z) = (1,2z,3y) e G(x,y, z) = (x, —y, 2).

12. Calcula rot(rotF) = V x (V x F), para: a) F(x,y,2) = (2yz,y,2), b) F(z,y,2) =
(222, —2x2,y2).

13. Comproba que se verifica o teorema de Stokes, calculando a integral de lifia e de superficie

para,

a)Flr,y,2)=(—y+z,z—2z,2—y), S: :m~

b) F(z,y,2) = (—~y+z,2 —z,0—y), S:z=4—a>—y%2>0.

¢) F(z,y,2) = (zyz, y, z), S 3 + 4y + 2z = 12, primeiro octante.
d)F($7y,Z):(Z7 73/)7 SZ:£C O<x<a0<y<a

14. Utiliza o teorema de Stokes para calcular / F' - da para
c

a) F(z,y, z) = (arctan f’ In\/224y2,1), C :tridngulo de vértices
Y

(0,0,0), (1,1,1), (0,0,2).
b)F(J},y,Z)Z(Zz’xQ’yQ), 022’24—1‘2—y2,2j:0,

c) F(x,y,2) = (22,9, 12) ,Ciz=/4—22—9y2,2=0.

15. Un fluxo de fluido ten como vector densidade de fluxo F(x,y,2) = (z, —2x — y, z). Deno-
temos por S a semiesfera 22 + y?> 4+ 22 = 1, 2 > 0 e por N o vector normal unitario a S
orientado cara ¢ exterior da esfera. a) Calcula a masa de fluido que atravesa S por unidade de
tempo na direccion de N. b) Resolve o exercicio se a superficie S contén tamén a base plana
da semiesfera. Na base inferior, o vector normal é N = (0,0, —1).
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16. Sexa C' = afa,b] C R3 unha curva pechada, simple e regular a anacos, que é o bordo dunha
superficie S C R3, orientada, regular a anacos limitada e non pechada, con orientaciéns com-
patibles. Sexan p = p(z,y,2) = (x,9,2) e B € R3 un vector constante, e consideremos o

campo vectorial F'(z,y, z) = 8 x p. Demostra que/ F-da=2 // B - NdS.
c s

17. Consideremos o sélido A = {(z,y,2) € R3 : 22 + 3% + 22 < 25, z > 3} e denotemos
por S = S; U Sy a superficie fronteira de A con orientacién exterior, onde S; e S son

as partes esférica e plana de S, respectivamente. Calcula a integral de superficie do campo
F(z,y,z) = (zz,yz,1) sobre as superficies S, 51 e Sa.

9.5. Integracién en R3

Para o caso mais xeral de integracion dunha funcién de 3 variables, a extension do concepto de
integral dobre a integral tripla sobre un rectdngulo 3-dimensional, é relativamente sinxela.

Un rectangulo 3-dimensional € un conxunto da forma
S = a1, b1] x [az, ba] X [a3, bs]
={(z,y,,2) R’ tay o <broag <y < bpoag <z < by

Se f: A C R® — R é unha funci6n continua en S C A, a integral tripla de f sobre o rectangulo
S definese mediante

J[[[ s 2ytaae
) /b(/b ( b f(a,y, 2)dr)dy)d-.

Coa hipétese de que f € unha funcién continua, pode probarse tamén que a definicién non de-
pende da orde de integracion.
Utilizando integrais triplas, o volume dun sélido S C R? calctilase mediante a expresién

V:///S drdydz.

Exercicios

18. Calcula as integrais triplas,
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2 1 p2 2 m o pd
a)/// ngyz?’dxdydz b)/ / / yz cos xydzdrdy
1JoJ-1 —1Jo J1
T
2 Z cos ¢ 2 px px+ty
c) / / / p?sen gpdpdpdd  d) / / / ryzdzdydx
o Jo Jo 0Jo Jo
T T w
— 2 p2—r — p— pcosf
e)/4// rzdzdrdf f)/4/4/ p% sen ¢ cos pdpdfde
o JoJo o Jo Jo

19. Calcula /// rdxdydz,onde R = {(z,y,2) € R3 : 22 +¢y? <4, 2y +2 <4, z >0}
R

O teorema de cambio de variable pode ser xeneralizado para o caso de integracion en recintos en
R3 nos seguintes termos.

Teorema 9.36 (Cambio de variable para integrais triplas) Consideremos unha funcion inxectiva
g: B C R3 — R3, de clase un no conxunto limitado B, g(B) C A, e tal que det(Dg(u,v,w)) # 0,
para todo (u,v,w) € B esexa S = g~1(S). Se f: A C R® — R ¢ unha funcién continua e

limitada no recinto S e a integral f(z,y, z)dzdydz existe, enton verificase que
s
[ s srodviz = [[ [ statu,o.wpidet(Dytu,v,w)ldudvdo.
s s

9.5.1. Coordenadas cilindricas

O cambio de variable a coordenadas cilindricas estd dado pola aplicacién g(r, 6, z), onde x =
rcosf,y = rsenf e z = z, para os mesmos valores de r e 6 utilizados no cambio a coordenadas
polares en R? (Figura 9.10). Esta funcién € inxectiva e de clase un no dominio B = (0, +00) x
[0,27) x R C R3, e ten como xacobiano J = det Dg(r,6,z) = r > 0, para todo (r, 0, 2) € B. Asi,

verificase que
/// flz,y,2)dxdydz = /// flg(r,0,z))rdrdfdz,
S g=1(5)

para calquera recinto S C g(B) pechado e limitado e calquera funcién f: g(B) — R continua.

1
Exemplo 9.37 Calcula // / §(x2 + y?) cos zdx dy dz, onde B é o sélido en R? limitado por
B
T

m2+y2:9,z:Oez:§.
Consideremos o cambio de variable a coordenadas cilindricas e denotemos por f(z,y,2) =

1 1
— (22 4+y?) cos z. Temos que f(rcosf,rsend, z)|J| = §T3

9
9.11, que € un cilindro de raio 3 e altura g,

cos z, e o recinto de integracion, Figura
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Figura 9.11: O cilindro como recinto de integracién

™

2

1 27 3 %1
/// §(x2+y2)coszda:dydz:/ // §r3coszdzdrd0
B o Jo Jo
:%[Gﬁﬂ{rﬂz[senz}

transférmase no rectangulo limitado por, 0 < 0 < 27,0 <r < 3,0 < z < —. Asi, temos que

S ol
Ne)
N

9.5.2. Coordenadas esféricas
O cambio a coordenadas esféricas estd definido pola funcién g(r, ¢, 0) = (z,y, z), onde
r=rsenpcosf, y=rsenpsend, z=rcosp.

E inmediato comprobar, tanto analiticamente como xeometricamente (Figura 9.12), que r =
Va2 + y? + 22 é a distancia da orixe de coordenadas 6 punto P = (z,y, z); ¢ o dngulo formado
polo vector correspondente 6 punto co semieixe z positivo e € o angulo que forma o vector corres-
pondente 4 proxecciéon do punto P sobre o plano xy, co semieixe x positivo.

Esta funcién € inxectiva e de clase un no dominio B = (0, +00) x (0,7) x [0,27) C R3, se ben
a imaxe g(B) é todo R3 menos o eixe z, e a matriz xacobiana de g € a matriz das derivadas de z, y,
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Figura 9.12: Coordenadas esféricas

z,respectode 7, @ e 6. Isto é,

or Jp 00
I(z,y,2) Oy Oy 9y

J=Dylr.p.0) = ar,0) | ar oo o6
9z 9z 0z
or 0Op 00

senpcos rcospcosf —rsenypsend
= | senpsenf rcospsenf rsencosb
cos —rsen 0

Verificase que J = det Dg(r, p,0) = r?sen ¢ > 0, para todo (1, p,0) € B, e

///s f(x,y,2)dxdydz = ///g_l(s) F(g(r, ,0))r2 sen o dr dip d,

para calquera recinto S C g(B) pechado e limitado e calquera funcién f: g(B) — R continua.

Exemplo 9.38 Calcula a integral /// (22 + % + 2%)dx dy dz, onde R = {(m, y,2) ER3 12 >
JJR

1
0,y>0, —/I—a? =y <z< oA—a? =y L.

O recinto de integracion, representado na Figura 9.13, € o s6lido x > 0, y > 0, limitado infe-

2 2
riormente pola esfera 2 + 3% 4 22 = 4 e superiormente polo elipsoide % + % +22=1

Resolvemos o exercicio mediante dous cambios de variables, dividindo o recinto en dous subre-
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(0,0,1)

(2,0,0) 0

Figura 9.13: Recinto de integracién

cintos,

Ry ={(z,y,2) ER*:2>0,y>0, —\/4—2a2—y2 < 2 <0}
1
Rgz{(x,y,z)€R3:x20, y >0, 0§z§§\/4—m2—y2 }

O primeiro subrecinto transférmase mediante o cambio a coordenadas esféricas no rectangulo

g R ={(r,p,0):0<r<2 —<p<m 0<0<

.

VA
|

Se f(z,y,2) = 2?2 +y? + 22, f(g(r,¢,0))|det Dg(r,,0)| = risengpe

/// (x2+y2+22)d:cdydz=/2/ /Trr‘lsencpdgodf)dr
Ry o Jo Jz
sl Lle], [-eosel; = 55

No subrecinto Ry utilizamos o cambio h(r,,0) = (x,y,2), con x = 2rsenpcosf, y =
2rsen psend, z = rcosp de onde, det Dh(r, p,0) = 4r%sen . Con este cambio de variable, o
recinto de integracion transférmase en

[SE]

I

h Y Ry) = {(r,p,0):0<r<1,0<p<—,0<0<

2

|y
o3

e a funcién que se quere integrar é f(g(r, ¢, 0))| det Dh(r, p,0)| = 4r*(4sen® p + cos? psen ).
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De aqui, temos que

I, = /// (2 + 9% + 2%) de dy dz
R2

L rs 1%
= / / / 4r* (4sen® @ 4 cos® psen @) dp df dr
o Jo Jo

L r5 %
/ / / (16r* sen ¢ — 121 cos? p sen ) dy df dr
o Jo Jo

N ONE e O R

©
—
|
Q
o
wn
S

Da suma das integrais I; e I3, séguese que

[NE)

oh &
w\\ S—

e

4r* (4 sen® ¢ 4 cos? psen @) dy df dr

22
rtsenpdpdd dr = ?ﬂ

[ 6 raeanas= [ [ ]
Lk

Exercicios

20.

21.

22.

Calcula o volume: a) Do elipsoide de semieixes a, b e c.
b) Do cono de altura A e raio da base a.

¢) Do sélido limitado polo paraboloide z = 22 4 2 e o plano z = 4.

d) Do sélido determinado por z = % eorecinto R={(z,y) e R?: 1 <2y <5,1<
=y

x <5}

e) Do sélido limitado polo cilindro x? 4 y2 = 2y, 0 cono 22 =22 + yz, z > 0 e o plano

z=0.

f) Dunha esfera de raio a, como unha integral tripla.
) Do sélido limitado polo cilindro r = 4 cos @ a esfera 72 + 22 = 16 e o plano z = 0.
a) Escribe a integral tripla que determina o volume de R = {(z,y,2) € R3 : 22 + ¢y2 + 22 <
4, y+ 2z > 2}.
b) Calcula o volume do sélido S limitado polo paraboloide z = 4 — (22 + y?), polo plano
z = 0 e polo cilindro 2% + 32 = 1.
¢) Calcula / / / (z* + 22%y* 4+ y*)dxdydz onde R é o cilindro sélido 22 + y? < a2,
R
0<2z2< —.
0

Calcula as integrais:

a) /// zv/22 + y2dxdydz, onde R é o sélido limitado por 2z = 22 + y? e z = 2.
R
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23.

Vo—z2

V9—z22
b) / / / v x2 + y2dzdydx
w2+y

x-i—y

Vi—z?

c)/ / / 2 (z* + y*)dzdydx
Vi—z?
V25—2% /25—z2—y2 1

¢ / L E
a2_a;2 a2_‘,1:2_y

e)/ / / (22 + y*)dzdydz

f)/// zdrdydz, R = {(z,y,2) ER3: 2?2 + 92 + 22 <1, 22 + 92 <22, 2 >0}
R

2) /// 2drdydz, R = {(z,y,2) € R3 : 22 +y? + 22 < a?, 22 +9?+ 2% < 2az}, (Figura
R
9.14).

h) /// xyz dxdydz, e R o tetraedro de vértices (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1).
R

I

Figura 9.14: Recinto de integracién

O centro de masas dun recinto sélido A C R? de densidade p(z, y, 2) estd dado por (z Y, Z )

M, M. M.
onde z = —2, 5 = =2,z = — sendo m = /// (z,y,z)drdydz é a masa
m m

m

do sélido e M, = /// xp(z,y, z)dedydz, M, = /// yp(z,y, z)dedydz, My, =
A A

/ / / zp(x,y, z)dxdydz, os momentos de primeira orde respecto dos planos yz, zz e xy,

respectivamente. Ademais, os momentos de inercia ou momentos de segunda orde respec-

to dos eixes x, y e z estdn definidos por I, = /// (v* + 2°)p(x,y, 2)dzdydz, I, =

/// 24+ 2 p(x,y, 2)dadydz, I, = /// 22 + y*)p(x,y, 2)drdydz, respectivamen-

te. Se denotamos por I, = 22p(z,y, z)dxdydz, entén é inmediato, e 1til para os
A



9.5 Integracién en R3 217

célculos, as igualdades: I, = I, + Iy, Iy = Iy, + Ipy, I, = Lo, + Iy,

Calcula os momentos de inercia para os s6lidos da Figura 9.15 coas densidades que se especi-

fican.
p==FK
i p=k(a®+y?)
p:
p= k(2 +y?)
a
12

44

Figura 9.15: Momentos de inercia dalguins sélidos no espazo

24. Calcula a masa e o centro de masas do sélido limitado polas superficies de cada un dos apar-
tados que seguen coa densidade que se especifica en cada caso.

ARz=0,y=0,y=4,2=0, z2=4—uz, p(x,y,2) = ka.
MszQyzQZZQ§+%+EZLG@C>QM%%@:k$
ORiz=0,2=b,y=0,y=0b, 2=0, z=0, p(z,y,2) = kxy.
DRz=0,z=0a,y=0,y=0b, 2=0, z=c¢c, p(z,y,2) = kz.

25. Calcula o centro de masas do cono que ten como densidade: a) Proporcional 4 distancia de
cada punto 6 eixe do cono. b) Proporcional 4 distancia de cada punto 4 base do cono.

26. a) Proba que o momento de inercia do cono de densidade uniforme respecto do eixe z vale

I, = l—omaQ. b) Calcula o momento de inercia do cono respecto do eixe z que ten como

densidade p(z,y, z) = k(z? + y?). c) Proba que para o sélido r» = 2asenf, 0 < z < h, con
densidade uniforme, I, = §ma2.

27. Calcula o centro de masas do sélido de densidade uniforme: a) Hemisferio sélido de raio a. b)
Sélido comprendido entre dous hemisferios concéntricos de raios a e A, a < A.

9.5.3. Exemplos de outros cambios de variable

dxdydz
E lo 9.39 Calcul — 7" R={(z,y,2) €R3: <1l,z>0,y>
xemplo acua/// ATztyta)? {(z,y,2) r+y+z x y >
0, z > 0}.



218 Capitulo 9. Integrais de superficie

O cambio de variable v =z, v =y, w =1+ z + y + 2, ou, equivalentemente,
r=u, y=v, z=—-u—v+w-—1,

ten como xacobiano J = 1, e os planos que definen o recinto orixinal transférmanse, respectivamen-
te, en

z=0, y=0, z2=0, r+y+z=1
u=0 v=0, —u—v4+w=1 w=2.

Figura 9.16: Cambeo de variable lineal

Estes constitien novamente un tetraedro no novo sistema de coordenadas, Figura 9.16, que ten
como limites, ] <w <2, 0<u<w-1, 0<v<w—u-—1.Asi,

/// _dodyds / /“’ 1/“’ o 1—dvdudw
1+z4+y+2)3
w—1
// E w —u — 1)dudw

w—1

— - 2w — —2} d
2/1 wg{wu u ’U,O w

1 /%1
:i/ w3(w — 2w + 1)dw
1

1 /2,1 2 1 5
= - =4 dw 12——.
2/1 (w w? +w3) . 16

Exemplo 9.40 Calcula o volume do casquete esférico sobre unha esfera de raio a e altura / da esfera
sobre o plano.

O volume a calcular estd determinado polo sélido R = {(x,y,2) € R® : 22 +y?+22 < a?, 2z >
a — h}. A base do casquete é o circulo 22 + y? < 2ah — h? sobre o plano z = a — h. Utilizando

V2ah —h? a—h
coordenadas esféricas, temos que 0 < 0 < 27, 0 < ¢ < arctan a4 T <r<a.
a— cos ¢
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v2ah — h? a— )
) = . De aqui temos que

Ademais, € inmediato que cos ( arctan W
a— a

Zah h2

27 arctan By a
/ / / 2 sen pdrdpdd
0 a—h

cos @

Zah h2

2w parctan Y=ot 1 a
/ / 3 sene [r?’} ., dpdf

cos ¢

ah h2

/277 /arctan P % sen Lp( ( h@) )d db

/27T 1 |: 3 (CL _ h)3:|arctan 7'2:f;h2
0

—a”’cosp —

do

2cos?plo

_ [ L h2131 h)%)do
=/ (—5((1— Ja> + za +6(a—))

2 2
:/ 1112(:>,CL41)51¢9:ﬂ(?,afh).
o 6 3

Figura 9.17: Volume dun sélido

Exemplo 9.41 Calcula a integral da funcién f(z,y, 2) = xy(x? + 22) sobre o recinto determinado
porx >0,z >0,y > /322 + 22), 22 + 22 < lex? + y? + 2% < 16, Figura 9.18.

Calculamos esta integral en coordenadas cilindricas tomando o eixe y como eixe dos cilindros
do cambio de variable. E dicir, realizamos o cambio x = rcosf, y = y, 2 = rsenf, onde o valor
absoluto do xacobiano desta transformacién vale |J| = r. Con este cambio, paraz > 0e z > 0,

temos que 0 < 0 < g; o valor de r estd limitado polo raio do cilindro, poloque 0 < r < lea

variable g ten como limite inferior o cono, y = V/3r, e como limite superior a esfera, y = v/ 16 — 12,
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polo que v/3r < y < /16 — r2. Ademais, f(r cosf,y,rsenf)|J| = yr* cos . Daquela temos que

RN (=
/// zy(2® 4 2?)dxdydz = /2 / / yr* cos Odydrdd
R o Jo JVar

71'
1 - 1
== / 2 / (16r* — 47) cos Odydrdf =
2 0 0
™

1 —
= E[Eﬁ - %rq [sen 9} 2 _ 46
5 7 Jo

2 o 35

22 +9y2+22=16

Figura 9.18: Cambio de variable cilindricas

9.6. Teorema da diverxencia

Ainda que na nosa exposicion o teorema da diverxencia € o ultimo dos teoremas que enunciamos
relacionando unha integral nunha dimensién con outra nunha dimensién menos (0s outros son 0s
teoremas de Green e o de Stokes), historicamente foi o primeiro en ser enunciado e demostrado.
Nun traballo de 1813, o grande matemadtico alemén Carl Friedrich Gauss (1777-1855) probou tres
casos particulares do resultado e, por tal motivo, en moitos textos o teorema leva o seu nome. Poste-
riormente, en 1833 e 1839, Gauss publicou mdis casos particulares. Pero, entremedias, o matematico
ruso Mikhail Ostrogradsky (1801-1862) presentaba, o dia 13 de febreiro de 1826, diante da Acade-
mia de Ciencias de Paris, o traballo Demostracion dun teorema do cdlculo integral, no que daba
unha formulacién e unha demostracién xeral do teorema da diverxencia. A publicacién do traballo
adiouse ata 1831. Polo menos outros tres matemdticos publicaron nese periodo resultados direc-
tamente relacionados co teorema da diverxencia: o xa mencionado no capitulo anterior de George
Green (1793-1841) en 1828, e os dos matematicos franceses Pierre Frédéric Sarrus (1798-1861) en
1828 e Simeon Denis Poisson (1781-1840) en 1831. Todos estes autores chegaron ao teorema da di-
verxencia investigando en distintos problemas fisicos: Gauss na atraccién magnética, Ostrogradsky
na teoria da calor, Green na electricidade e o magnetismo, Poisson nos corpos eldsticos e Sarrus nos
corpos flotantes.
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Definicién 9.42 Un solido en R? é un conxunto pechado e limitado A C R? tal que calquera
veciiianza de todo punto fronteira de A contén puntos interiores de A.

Definicién 9.43 Unha superficie S C R? regular a anacos é pechada se é fronteira dun sélido en
R3.

Unha esfera, un elipsoide, un cubo, un tetraedro, un cilindro con tapas ou un cono coa tapa da
base, son os exemplos mdis comtins de superficies pechadas en R3.

Definicion 9.44 A diverxencia dun campo vectorial diferenciable F: R™ — R", que é denotado

por div F(x) ou V - F(x), definese como div F'(z) = E g .
z;
i=1

Observaremos que a notacion V - F, corresponde ¢ produto escalar do operador V co vector
F(x). No caso, por exemplo, de 3, div F( ) oF + ok, + oF;
x). R ,den =3,div F(z,y,2) = .

P P Y ox dy 0z

Vexamos unha propiedade importante que relaciona a diverxencia co rotacional dun campo.

Teorema 9.45 Se F': R® — R3 ¢ de clase dous, entén div(rot F) = 0.

Demostracion.

div(rot F) =V - (V x F)
(2.0 0y (@R 0% OR_OR 0RO

0x’ Oy’ Oz Oy 0z’ 0z Ox  Ox Oy
_9’F3  0°F, | O°Fy  0*F3 | 0°F, O*F
-~ 0z0y 920z * Y0z B Oyox * 020x 020y

O teorema da diverxencia relaciona unha integral tripla sobre un recinto sélido A cunha integral
de fluxo sobre a superficie que limita o sélido A.

Teorema 9.46 (da diverxencia) Sexa A un recinto sdlido limitado por unha superficie S regular a
anacos, pechada e orientada por vectores normais unitarios N dirixidos para o exterior de A. Se
F: R? — R3 é un campo vectorial de clase un en A, entén

//F-NdS:/// div Fdxdydz.
s A

Exemplo 9.47 Sexan A o recinto sélido limitado polos planos coordenados e o plano 2x 42y + z =
6,e F(z,y,2) = (2,92, 2). Se S é a fronteira de A e como o recinto A esté limitado por catro planos

distintos, serian necesarias catro integrais de superficie para calcular / / F - NdS. Non obstante, o
s
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teorema da diverxencia permite chegar ¢ resultado co calculo dunha tdnica integral tripla. En efecto,

come OF, 0F, OF
divF =21 4272, %8 949
v Ox + Oy * 0z t,

temos que

3 3—y 6—2x—2y
// F-NdS = /// div Fdzdydz :/ / / (2 4 2y)dzdxdy
s A o Jo 0
3 r3-y 6—2x—2y
:/ / [22—1— 2yz] dxdy
o Jo 0

3 33—y
/ (12 — 4a + 8y — 4y — 4y*)dady
0o Jo

Il
S~

’ 2 2 2 137
|:12:C—2:L‘ + 8xy — 22y — 4y x} dy
0

I
— 5—

3

10y° | y*3
(18 + 6y — 10* +2y%)dy = [18y + 3y - ==+ yﬂo

SE:

Exemplo 9.48 Sexa A o recinto sélido entre o paraboloide z = 4 — 22 — y? e o plano z = 0, Figura

9.19. Verificar o teorema da diverxencia para o campo F'(z,vy,2) = (2z, z,y?).

Sy z=4—22—9>? N

/

512220

x2—|—y2 <4
le—ea

Figura 9.19: Fluxo que atravesa un paraboloide

Se aplicamos o teorema da diverxencia, temos que

0 0 0
divF = 224+ —a+ —3y* =
v ox z+8yx+82y

//F~Nd5’:/// div Fdxdydz = 0.
s A

Por outra parte, veremos que se resolvemos o exercicio utilizando a definicién o volume de
operacions aumenta considerablemente.

0,

de onde
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O vector normal 4 superficie S que apunta cara a fora é Ny = —ese Ny = (2z,2y,1) o vector
normal & superficie So. Asi,

//F NdS = //FNldS+//FN2dS
Sl SZ
—//F (— 63d5—|—/ F - (2z,2y,1)dS
Sa
// 2d5rdy+// 4oz 4 2xy + y*)dady

N 2 - 2
= —y“dxdy + / / 4oz + 22y + y~)dzdy
/4 /m -2 7\/ﬁ( )
[
= (dzz + 2zy)dxdy
—2J—\fa—y2
2 \4—y?
= / / [4z(4 — 2% — y?) + 2xy]dzdy
—2J—\/1—y2

= / / (162 — 42® — day® + 2xy)dxdy

2 [4—y2
= / [8:(;2 —xt — 2227 + xzy} dy
_92 —\/4—y2

2
:/ 0dy = 0.
-2

Exemplo 9.49 Sexa A o sélido limitado polo cilindro 22 + y? = 4, o plano « + z = 6 € o plano
z = 0, Figura 9.20. Calcula / F - NdS onde S denota a fronteira de A e F(z,y,2) = (2% +
s

sen z, xy + cos z, eY).
A avaliacidn directa desta integral seria moi traballosa. Non obstante, o teorema da diverxencia
permite simplificar o seu célculo. En efecto,

//F~Nd5:/// div Fdxdydz
S A
= /// 3xdxdydz
A

27 2 6—rcos @
= / / / 312 cos Odzdrdf = —12r.
0 o Jo
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plano
r+z2=6

cilindro

x2+y2:4

Figura 9.20: Aplicacién do teorema da diverxencia

Exemplo 9.50 Para calcular o fluxo do campo vectorial F(z,y, z) = (2x3,2y3,223) que atravesa
cara a féra a superficie S = {(v,y,2) € R® : 2% + y? + 22 = 4}, utilizamos o teorema da

diverxencia,
// F-NdS = /// div Fdxdydz
S A
= /// 6(z? + % + 2%)dxdydz
A

2 ™ 2T
= 6/ / / ptsen pdfdpdp = @
o Jo Jo 5

Exemplo 9.51 Sexa S a superficie pechada formada polo hemisferio 22 + 2 + 22 = 1,2 > 0ea
base, 22 + 32 < 1, z = 0, e consideremos o campo eléctrico E(z,y, z) = (2z, 2y, 2z). Calcula o
fluxo eléctrico a través de S.

Utilizamos o teorema da diverxencia, div E = 6, e coordenadas esféricas para calcular directa-

mente o fluxo pedido,
// E-NdSz/// 6dxrdydz = 4.
s A

Exercicios
28. Calcula a diverxencia do campo vectorial F'. a) F(z,y, z) = (ze®, ye¥,0)
b) F(z,y,2) = (senx,cosy, %) ) F(z,y, 2) = (In(z? + y2), 2y, In(y? + 22))

29. Calcula a diverxencia do campo vectorial F', no punto indicado.
a) F(z,y,2)=(e"seny, —e” cosy,0), (0,0,3)  b) F(z,y,2z)=e""*(1,1,1), (3,2,0)

30. Calcula div(F x G), para F'(z,y, z) = (1,2%,3y), e G(z,y,2) = (z,—y, 2).

31. Calcula div(rotF) = V - (V x F), para a) F(z,y,2z) = (zyz,9,2), b) F(z,y,2z) =
(222, —222,92)
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32. Consideremos a funcién F'(x,y,z) = (z,vy, z) e definamos f(z,y,z) = | F(z,y, z)||. Proba

que se verifica: a) V(ln f) = % b) V (;) — _%. Q) VF" = nfr2F.

33. Comproba que se verifica o teorema da diverxencia para os campos e superficies definidos
polas ecuaciéns respectivas.

a) F(z,y,2) = (22, —2y, 2?), S: max{|z|, |y|, 2|} < a,a>0.

b) F(z,y,2) = (22, -2y, 2?), S:x?2+y2=1,2=0,2=h.

¢) F(r,y,2) = 2x —y,—2y+2,2), S:2x+4y+22=12,2=0,y=0, 2=0.
d) F(z,y,2) = (zvy, 2,7+ y), Siy=4,z=4—2,z=0,y=0, 2 =0.

34. Utiliza o teorema da diverxencia para calcular o fluxo do campo F' que atravesa a superficie
do solido limitada polas gréficas das ecuacions:

Va2 — 12 —y2, 2=0.
VarZ+y? z=4.

35. Calcula / / rot F' - NdS, onde S € a superficie pechada que ¢é fronteira do sélido limitado
s

a) F(.’l?,y, Z) = (.1?2, _waaxyzg)’

Stz =
b) F(z,y,2) = (vy? + cosz, 7%y + sen z,e*), S:z=

polas graficas de x = 4, z = 9 — y? e os planos coordenados.

a) F(x,y,2) = (dvy + 22,222 + 6yz,222) b) F(x,y,2) = (vycos z,yzsenx, ryz)

36. Sexa S C R? unha superficie pechada. Proba que se F(x,y, z)=(a, b, c) € R3, entén:
a)// rot F'- NdS =0 b)// F-NdS=0
s s

9.7. Autoavaliacion
As seguintes cuestions tefien s unha resposta correcta.

1. A superficie r(u,v) = (u,3cosv,3senv),0 <u < 4,0 < v < F, corresponde,

a) a un cilindro de eixe z  b) 4 parte do octante positivo do cilindro y? + 22 = 9, para 0 < z < 4.

¢)6cilindroy? + 22 =9  d) 6 paraboloide = = y? + 22

2. Sexan A = {(z,y,2) € R3 :2? +y? +22 <1, 2 <0}, f: R® — Rcontinuae g(r, ,0) =
f(rsen@cosf, rsenpsend, rcosy). Se denotamos por I = /// fz,y,2)dxdydz, en-
A

ton
3777 1 T ™ 1 ™

a)I:/ / / g(r, ,0)r? sen o dip dr df b)I:/ / / g(r, ¢,0)r* sen o de dr df
z 0 0 0 0 0

37 1 s T 5
C)I:/2 / /2 g(r, p,0)r? sen p dp dr d d)I:/ / /2 g(r, @, 0)r? sen g de dr df
z 0 0 0 0 0
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3. Se denotamos por I = /// flx,y,2)drdydz, para A = {(x,y,2) € R® : \/22 + 92 <
A

2z <1, }e f: R® = R continua, entén

% 27 1
a) I:/ / / f(rcos@,rsen@,z)r2 senfdz df dr
o Jo Jo

1,1 g1
b) I:/ / / flx,y,2)dedydz
-1J-1Jo
1 p2r gl
c) I:/ / / f(rcosf,rsend, z)rdzd dr
0 0 T
d) I:// flz,y,2)dxdydz
R3

4. Sexan F(z,y,z) = (22,x,y?), S a superficie do paraboloide z = 4 — 22 — y? paraz > O e
C o bordo de S. Unha das seguintes igualdades ¢ FALSA.

a) rot F' = (2y,2,1)

2 /Ig
b tF)- NdS = day + 4y + 1)dad
e v [T

2
c)/F~da:/ dcos?tdt =7
c 0

d) C = a0, 2x], para a(t) = (2cost,2sent,0).

5. Aintegral de fluxo, [ = / / F - NdS, dun campo continuo F'(z, y, z) sobre unha superficie
s

S definida por y = g(, z) nun dominio A C R? estd definida por

a)l = // F(z,9(x,2),2) - (—gz,1,—g.)dxdz b) I = // F(z,y,z2) - (z,y, 2)dxdydz
A A

o)l = // F(z,y,9(z,y)) - (—gz, —gy, )dzdy d) I = // div F(z,y, z)dzdydz.
A A

6. O fluxo que o campo vectorial F(x,y,2) = (223, 2y3,223) atravesa de dentro hacia afora a
superficie S = {(z,y, 2) € R3 : 2% + y? + 22 = 4} vale,

a)/ F - do b) // div Fdzdy.
c s
2 s 27
c) /// (22 +9* + 2%)dxdydz  d) 6/ / / p* sen pdfdpdp = 7687
A o Jo Jo 5

7. A cantidade de fluxo por unidade de tempo do vector de posicién r(z,y, z) = (z,y, z) que
atravesa a superficie que € fronteira da esfera A = {(z,y,2) € R? : 2% + y? + 22 < a?} vale

a) /// dedydz b) %wag o) dra®  d) ma®
A



9.8 Integrais triples e de superficie con MATLAB 227

9.8. Integrais triples e de superficie con MATLAB

3

Para calcular a integral tripla da funcién f(r,,0) = r3sen? ¢ cos® @ no recinto (r,¢,0) €

[0,2] x [0m] x [g, g], utilizamos as sentenzas

>>syms r £ t
>>I=int (int (int (r*3*sin(f) "2*cos (t) *3,r,0,2),£,0,pi),t,-pi/2,pi/4)

Para o campo vectorial F(x,vy,2) = (z,y, z) sobre a superficie z = 9 — 22 — 32, z > 0, temos

24
que// F-NdS = ST
s

>>sSyms U V X Yy Z

>>S=[u*cos (v), u*sin(v), 9-u"2]
>>DS=jacobian (S, [u,Vv])

>>N=simplify (cross(DS(:,1),DS(:,2)))
>>F=[x,v,2]

>>FS=subs (F, [x,vy,2],9)

>>PE=simplify (FS*N)

>>T=int (int (PE,u,0,3),v, 0, 2xpi)

, utilizando as sentenzas

As seguintes sentenzas utilizan o teorema da diverxencia para calcular mediante unha integral
triple o fluxo do campo F(x,y,2) = (wy? + cos z, 2%y + sen z, e*) que atravesa a superficie S
limitada e pechada definida por z = /22 + 42, z = 4.

syms X y z r t

F=[xxy"2+cos(z), x"2*xy+sin(z), exp(z)]
DIVF(x,y,z)=diff (F(l),x)+diff(F(2),y)+diff(F(3),2)
DIVEC=simplify (DIVF (r*cos(t),rxsin(t),z))
FLUXO=int (int (int (DIVFCxxr,z,r,4),t,0,2%pi),r,0,4)

Aplicamos o teorema de Stokes para calcular a circulacién do campo F(z,y,2) = (—y+ 2,z —

z,x — y) sobre o bordo da superficie z = /1 — 22 — y2.

syms X y z r t

F=[-y+z, x-z, x-Vy]

S=[rxcos(t), r*sin(t),0]

DS=jacobian (S, [r,t])

N=simplify (cross(DS(:,1),DS(:,2)))

ROTF=[diff(F(3),y)-diff(F(2),z), diff(F(1l),z)-diff(F(3),x),...
diff (F(2),x)-diff(F(1l),vy)]

ROTFS=subs (ROTF, [x,y,2],95);

PE=ROTFS*N

CIRCULACION=int (int (PE,r,0,1),t,0,2%pi)
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9.9. Solucion dos exercicios propostos.

z,Y,y)

(
(4senu,4cosu,v)
(
= (usenwv,ucosv,4)
(u, § senw, 5 cosv)
= (

Sen U Sen v, Sen U cos v, U

5-c.12 -4y +32=0
6-a. 1 =12

6-c. I = 20w

10-a. (0,0, —2)
11. (0, 6x,—3y)
12-a. (0, 2, y)
13-a. I =27
13-c. I =0
14-a. 1 =0
14-c.1 =0

15a.1 = 2m

1-b. Cono

1-d. Cilindro

2-b. 2z = 2%+

2-d.2?+y*+22=25

3-b.r(z,y) = (z,y,6 —z — y)

3-d. r(u,v) = (4senu, 2 cos u,v)

3-f. r(u,v) = (3sen v cosu, 2 sen v sen u, cos v)
3-h. r(u,v) = (usenv,ucosv,u)
4-b. r(u,v) = (u,/usenv, /ucosv)
(

4-d. r(u,v) = ((4 — u?)sinv, u, (4 — u?) cosv)

6-b. I = 2837
6-d.1=0
8.1=2m
9-b.1=3r
10-b. (6, —6,0)
12-b. (0,1, 2z)
13-b. I =87

13-d. I = a® — a*

14-b. 1 =0

15-b. I = 72
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17-a. I = 1287 17-b. I, = 144w
17-c. I = —167
18-a. 45 18-b. =12
18-c. T 18-d. &8
18-e. T 18-f. 32
19.0
20-a. gﬁabc 20-b. %77(12h
20-c. 8 20-d. 1 In5In13
20-e. %2 20-f. %ﬂ'a?’
20-g. 5%
21-a. (8 — 5/2) 21-b. I
21-c. %
22-a, 1281 22-b, 4057
22-c. 32n 22-d. 3F — Tarctans
22-¢. 4 22 1
22-g. 2ma’ 22-h. %5
23-al. Myy = My, = M,, =0, [, =I, =, =% [ —p, =1, =k
23-a2. My = My = My, =0, [, =T, =% [ = Thal [ kal [ —1] = The

256k 512k
I:ry:Iyz: 3 Ay, = 3
256k 512k 2048k 1024k
2302 Myy = M,, = 288k pf — 512k [ _ ] - 2048 j _ 1034k
512k
I:Ey - Iyz == T’ Iwz - 512k

512k 128k 3328k 60416k 5888k
23-cl. My, = 512k M, = 16k, M, = 128k [ — I, = 8046k y _ 5888k

- 15 >

8192k 256k
Ia:y: 105 ’Iwz: 15 A

2048k 128k
23-¢2. M,, = M,, =12k pp

35

_ 32768k _ 1024k
Loy = 5515 Los = 51

Yyz —

3

3

35

512k __ 48128k __ 118784k
1
5 °>7x ™ 315 ° Y 315 > “F
__ 4096k
15

>
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24-a.m =128 N, =128k N, = 20k p = 2555 centro= (2,2, 1)

2 27 2

24-b. m = k1124bc, q[xy _ ka“be
kb® kb

24-c.m = = My, = o

24-d.m = kabe pp —

25-a. (0,0, 1)

2

3ma
26-a. =5

2

26-c. 3

27-a. (0,0, 32)
28-a. (1+x)e* + (1 +y)e?

28-Cc. 22 4+ 2=

z2+y y2+22

29-a. 0

30. 3z + 2z

31-a.0

33-a.1 =0

33-c.1 =18
34-a.1=0

35-a. 1 =0

3
_ ka*b%c _ ka®be __(2a b ¢
= s My, = =G5, centro= (3, 2, £)
_ kbS __(2b 2b b
M,. = %5, centro= (%, %, 3)

kabc® _ kab3c? _ ka?bc? __(a b 2¢
—3 Mrz =~ > Myz = , centro= (5, 5 )

4
25-b. (0,0, 4)

(17
26-b. ks

27-b. (0,0, 44727 )

28-b. cosx —seny + 2z

29-b. —6
31-b. 0

33-b. I = 7h?
33-d. I =64

34-b. I = (32 +10e*) 7
35-b.1=0

Solucions autoavaliacion. 1b, 2a, 3¢, 4c, Sa, 6d, 7c



Capitulo 10

Ecuacions diferenciais de primeira
orde

10.1. Introducion

Consideremos unha variable y que estd suxeita a modificaciéns en forma continua en funcién
doutra variable x, e sexa y'(x) a taxa de cambio da variable y por unidade de variacién da variable
x. Se supofiemos que a taxa de cambio é proporcional ¢ valor da variable, entén y'(z) = ay(x). Este
caso particular de ecuacion, que aparece en numerosos problemas, denominase ecuacion diferencial.
Esta € unha hipdtese que aparece, afortunadamente, en numerosos problemas. Por exemplo, sexa
y(z) o nimero de individuos nunha poboacién dada, como pode ser unha colonia de bacterias.
Baixo condiciéns ideais de crecemento, parece razoable supofier que, en calquera instante de tempo,
a taxa de crecemento € proporcional 6 nimero de individuos presentes. Neste caso o pardmetro a €
unha constante positiva, que depende das caracteristicas bioloxicas da poboacién e das condicions
no medio.

Noutros casos, a constante a pode ser negativa. Por exemplo, cando un anaco de material radioac-
tivo estd desintegrandose, a taxa de desintegracién é proporcional 4 cantidade de material radioactivo
perdido. A constante de proporcionalidade a depende do tipo de material que estea desintegrandose.

Parece natural preguntarse que funcién verifica esta ecuacién. E importante indicar que a funcién
exponencial e*” ten como derivada ae®” e, polo tanto, satisface esta ecuacion.

Con maior xeneralidade, se y(z) = ce®”, onde ¢ é unha constante, entén y'(x) = cae® =

ay(zx). De aqui deducimos que, entre outras, as funciéns —15¢**, 22¢%*, 560’17 verifican a ecua-

cién y'(z) = ay(z). Cada unha destas funciéns (Figura 10.1) denominase solucién particular, ou
simplemente solucién, da ecuacién diferencial.

Pola contra, se intentamos probar con calquera outra funcién, por exemplo, y(z) = ax? +
2, y(x) = azxe®®, etc. podemos observar que non verifican esta ecuacién. De feito, y(x) = ce®®
€ o tnico tipo de funcidns que verifican esta ecuacién para tdédolos valores de x. Para probar esta
afirmacién, consideremos unha funcién calquera g(x), que verifique esta ecuacion, isto é, ¢’'(z) =
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1 Yo(z) =0

\

\ y_1(z) = —e®
y_o(x) = —2e%*
y—_s(z) = —3e**
y_a(z) = —4e®
y_s5(x) 5e**

Figura 10.1: Soluciéns dunha ecuacién diferencial

ag(z) para todo z. Definimos unha nova funcién h por h(z) = g(x)e~**. Entén

B (z) =g (x)e”* —ag(x)e”* = e (¢ (x) — ag(z)) = 0, paratodo .
Como h/(z)=0, a funcién h é constante, h(x) = ¢ para algin nimero real ¢, polo que g(x)e™**
de onde se deduce que g(x) = ce®*. En consecuencia temos probado que

:C’

y'(z) = ay(x) se, e s6 se, y(z) = ce® para algunha constante c.

A familia de funciéns y,(z) = y(c, ) = ce®” denominase solucién xeral da ecuacién diferencial.

Exemplo 10.1 Consideremos a ecuacién diferencial
Yy =y+ua

Esta € unha ecuacién diferencial de primeira orde; é dicir, a derivada madis alta que contén é de
primeira orde. Inicialmente, atopar soluciéns dunha ecuacion diferencial non é facil. As funciéns
y(x) = —z—1,y(z) = e* —x — 1 son soluciéns desta ecuacién. Con maior xeneralidade, a funcién
y(x) = ce® — x — 1, onde ¢ é unha constante calquera, é unha solucién da ecuacién diferencial.
De feito, ningtin outro tipo de funciéns verifica esta ecuacion. E facil comprobar, por exemplo, que
y(z) = e® — 1, ou y(x) = senz, ou y(z) = In(x + 1) non son soluciéns da ecuacién. A pregunta
inmediata é: como poden obterse as soluciéns desta ecuacién?

Polos exemplos que estudamos, podemos observar que unha ecuacion diferencial pode ter infini-
tas soluciéns. O conxunto de tédalas soluciéns dunha ecuacidn diferencial vai denominarse solucion
xeral da ecuacion diferencial, pero mdis adiante daremos a definiciéon formal deste concepto. Por
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exemplo, a solucién xeral da ecuacién y' = ay é y(x) = ce®®; hai unha solucién para cada valor
da constante c. A solucién xeral de 4"/ —y = 0
arbitrarias.

Unha ecuacién de primeira orde ten, usualmente, a solucién xeral que depende dunha constante
arbitraria. Cando a ecuacion é de segunda orde (a derivada madis alta que aparece na ecuacion é de
segunda orde), a solucién xeral vai depender de dias constantes. A solucién xeral dunha ecuacién
de orde n vai depender de n constantes arbitrarias. Estes elementos serdn estudados con precision
madis adiante.

Xeralmente, o problema de resolucién dunha ecuacién diferencial leva asociado unha condicién
adicional, non expresada pola mesma ecuacion. Esta condicién adicional denominase dato inicial da
ecuacion diferencial. O acometido deste dato serd asignar un valor especifico e Unico s constantes
arbitrarias que definen a solucién xeral. Por exemplo, nun modelo de crecemento dunha poboacién
que estd descrito por unha ecuacién diferencial de primeira orde, o nimero de individuos existentes
nun instante de tempo serd cofiecido e utilizase para determinar a dnica solucién da ecuacién que
verifica ese dato.

Exemplo 10.2 Consideremos a ecuacién y' = ay. A solucién xeral estd dada por y(z) = ce®®. Se
esiximos que a solucién pase polo punto (z,, y,), debe verificarse y(x,) = ce**> = y,, de onde se
segue que a constante ¢ = y,e~“*°. De aqui obtemos que a tnica solucién da ecuacion diferencial
que verifica o dato inicial (z,, y,) é,

a(z—x,)

—aTo T _ Yol .

y(x) = yoe

Por exemplo, se z, = 0 e y, = 1, entén y(z) = €** é a solucién tal que a curva pasa por (0, 1).

10.2. Solucion dunha ecuacion diferencial

Definicion 10.3 Unha ecuacion diferencial de primeira orde (en forma normal) ten unha expresion
xeral da forma y' = f(x,y), para unha funcion f: R* — R.

Definicion 10.4 Unha funcion u: I C R — R é unha solucién da ecuacion y' = f(x,y), se u é
derivable en I e verifica u'(x) = f(x,u(x)) para todo x € 1.

Se ademais unha solucion u(x) verifica u(x,) = u,, dicimos que u € a solucion que verifica o
dato inicial (24, u,).

A grifica da solucién u no plano coordenado zy, denominase curva integral ou curva solucion
da ecuacién diferencial.

En termos xerais, non € ficil resolver ecuacions diferenciais de primeira orde, en particular, ou
de orde n en xeral. A ecuacién ¢y’ = f(x,y) non pode resolverse, en xeral, no sentido de que non
existen métodos para obter a solucién en tédolos casos posibles. Non obstante, existen certos tipos de
ecuacions para as que si se dispofien de métodos rutinarios de resolucién. En calquera caso, existen
resultados que, baixo certas hipdteses, aseguran a existencia de solucién para unha ecuacién dife-
rencial, ainda que analiticamente sexa imposible atopala. Nestes casos recérrese ¢ cdlculo numérico
para obter unha solucién aproximada. Outras veces a solucidn, a pesar de existir, non pode obter-
se de forma explicita, pero estd definida implicitamente por unha ecuacién funcional. En realidade
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existe unha cantidade moi limitada de tipos de ecuacion diferenciais tal que a solucién pode darse
nos sentidos explicados anteriormente.

En consecuencia, soamentes estudaremos alguns tipos de ecuacion diferenciais, para os cales é
posible obter a sta solucidn, ben en forma explicita, ben definida implicitamente.

Existen ecuacidns diferenciais que non tefien solucion. Por exemplo, é evidente que ningunha
funcién y(z) satisface a ecuacién diferencial g’ 422 =—1len ningin dominio. Polo tanto, é im-
portante cofiecer as condicions baixo as cales unha ecuacién diferencial ten solucién. Os resultados
que existen neste sentido aseguran que, se unha ecuacién diferencial ten solucién, esta é inica para
cada dato inicial. En efecto, para ecuacions diferenciais de primeira orde pode probarse o resultado
seguinte:

Teorema 10.5 (Teorema de existencia local e unicidade de soluciéns para ecuaciéns de primeira

orde). Consideremos a ecuacion diferencial y' = f(x,y) e supoiamos que [ e —= son funcidns

dy
continuas nun dominio A C R2. Para cada (z,,y,) € A, existe unha tinica solucién da ecuacion
diferencial, definida nunha veciiianza de x,, que verifica o dato inicial (x,,y,)-

Vexamos un par de observaciéns importantes deste resultado.

a) Se se verifican as condiciéns deste teorema e (z,, y,) € un punto arbitrario en A, ent6n existe
un intervalo (a,b) que contén a x,, e unha funcién y: x € (a,b) C R — y(x) € R, que é
unha solucién da ecuacién en (a, b). O teorema asegura a existencia do intervalo (a, b), que é unha
vecifianza do punto z,, pero non asegura nada sobre a sia amplitude. Posiblemente este sexa un
intervalo moi pequeno. Esta € a razén pola que o teorema é de existencia local.

b) Por cada punto (z,,y,) pasa unha tnica curva integral. De feito, pode demostrarse que se
y(x) e z(x) son soluciéns da mesma ecuacién diferencial, definidas nos intervalos I, e I, respecti-
vamente, que verifican y(z,) = 2(x,), entén y(x) = z(x) paratodo x € I, N I,.

Exemplo 10.6 Consideremos a ecuacién diferencial i/ = ay.
- of . . o
Neste caso as funciéns f(z,y) = ay e By = @son continuas, por ser funcions polindmicas e,
Y
en aplicacién do teorema 10.5, podemos asegurar que por cada dato inicial (z,, y,) pasa unha tnica
curva integral.

A continuacién definiremos o concepto de solucién xeral para unha ecuacion diferencial de pri-
meira orde que, como dixemos anteriormente, € o conxunto de tédalas curvas integrais asociadas 4
ecuacion diferencial.

Definicion 10.7 A solucion xeral da ecuacion diferencial y' = f(x,y) é unha funcion g(z,c) tal
que g(x,c) é solucion para todo ¢ € R e para cada solucion y(x) da ecuacion, existe un tinico
niimero real ¢ que verifica, y(x) = g(x, ¢).

Exemplo 10.8 Como se probou na introducién, a funcién y = ce®® € a solucién xeral da ecuacién

y = ax.
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Exercicios
1. Obtén a ecuacién da curva que pasa por (0, —2) e tal que a pendente da recta tanxente 4 grafica

da funcidén en cada punto € igual 6 valor da funcién aumentado en tres unidades.

2. Demostra que cada unha das seguintes funciéns € unha solucién da ecuacién diferencial co-
rrespondente.

a) y(z) = cx?, zy =2y
b) y(z) = acosx +bsenz, y”'+y=0

3. Demostra que as funcidns definidas implicitamente polas seguintes ecuacidéns son soluciéns
das ecuaciéns diferenciais correspondentes.

1 .
a) iewz Fy—De¥+c=0, yy —2 =T
b) (1 — 2)y? = 2, 22%y" = y(y* + 327)
4. Proba que y(z) = cx — ¢? é unha solucién de ¢/’ 2 _ 2y’ 4+y = 0 para calquera valor de ¢ € R.
2

x .
Proba tamén que y(z) = T ¢ unha solucién da mesma.

10.3. Ecuacions en variables separadas

O caso madis simple de ecuacions diferenciais que tefien solucion relativamente sinxela de obter
¢é aquel en que as variables son separadas. Estas tefien unha expresion xeral da forma

y' = h(z)g(y),
onde h e g son funcidns continuas nos seus dominios. Este tipo de ecuaciéns denominanse ecuacions
en variables separadas, ou simplemente ecuacions separadas.
Exemplo 10.9 As ecuacions
Dy =22—1, 2)y =9 3)yy = (senz)e? ™, 4)y =yz+z,
son todas separadas. Cales son as funcions h e g en cada caso? Non obstante, as ecuacions
5)y =sen(y’ +x), 6)y =yr+a® T)y =F(x)+G(y),
non son separadas.

En xeral non existe un método para atopar solucidns deste tipo de ecuacions, en forma explicita,
salvo algins casos particulares. Supofiamos que y = wu(x) é unha solucién da ecuacién nalgin
intervalo I C R, e supofiamos que g(u(x)) # 0 para todo x € I.

Por definicién, y = w(z) € unha solucién da ecuacién y' = h(z)g(y) se, e soamente se, para

g(u())

todo x € I, u/(z) = h(z)g(u(x)), que equivale a, = h(z) para todo z € I. Pero estas

funciéns son iguales en [ se, e s6 se,

/g?;((?))dx: /h(ff)d:erc
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calquera que sexa a constante c. Agora, se introducimos o cambio de variable, y = u(x), dy =
u’(z)dz, na integral da esquerda, obtemos

/gc(lz):/h(x)dx—i-c

ou

1
onde G(y) € unha primitiva de e} e F'(x) é unha primitiva de h(x).
g\y

Este argumento expresa que y = u(z) é unha solucién de ¢y = h(x)g(y) se, € s6 se, y = u(x)
satisface a ecuacion G(y) = F(x) + c.

Obsérvese que desta forma de resolver este tipo de ecuacions resulta, con xeneralidade, unha
solucidén en forma implicita.

Algunhas veces, para resolver este tipo de ecuaciéns utilizanse métodos pouco ortodoxos, mate-
maticamente falando, pero dos que resulta a mesma solucién. Por exemplo, se realizamos as seguin-
tes operacions

’_@— T . — = h(x)dx: ﬂ: x)dr + ¢
v = L = (w)gly): pade: [ Lo [naae e

e resolvemos estas integrais obtemos a solucion xeral desta ecuacién diferencial.

d 3
Exemplo 10.10 A ecuacién d—y = 6x+ 1 pode pofierse da forma (y% + 1)dy = z3dz, e integrado
T Yy
/(y6 + 1)dy = /dex + ¢,
temos a solucién
1

1
?y7+y21x4+c7

que neste caso estd dada en forma implicita mediante esta ecuacion.

Exemplo 10.11 Resolve a ecuacién diferencial ' = —2y2z, y # 0, e atopa a solucién que verifica
o dato inicial (z,,y,) = (1, —1).
Procedendo como no caso anterior, debemos resolver a igualdade

d 1
7/—3:/2xd:c+c s -=2+c
Y Y

1
v =

de onde se obtén que

¢ unha solucién da ecuacion, neste caso en forma explicita, calquera que sexa c € R.
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Para atopar a solucién que verifica o dato inicial (1, —1), debemos elixir o valor apropiado da

constante c¢. Pero a partir de que y = —1 para x = 1, e utilizando a solucién, obtemos a ecuacién
-1= Tre que equivale a ¢ = —2, polo que a solucién que verifica este dato inicial serd
c
1
xr) =
y(@) = 5—

Exemplo 10.12 Atopa a solucién xeral da ecuacion loxistica, y' = ay — by?.
A ecuacion diferencial tamén pode pofierse baixo a forma, y' = y(a — by), de onde temos de

forma inmediata que as funciéns y(z) = 0 e y(z) = — son soluciéns da ecuacién diferencial.

Ademais, as restantes solucidns obtéfiense de resolver a igualdade,

Y
a— by

de onde resulta a igualdade In ’ ] = ax + c e, finalmente, y(x) . Nesta familia

a
b+ cea
.. P .. . a . ..

de soluciéns tamén temos unha das soluciéns anteriores y(x) = 7 cando a constante de integracion

vale cero.

Exemplo 10.13 Duas substancias quimicas en solucion reaccionan para formar un novo composto.
Se a reaccion se produce por colision e interaccién das moléculas, espérase que a taxa de formacién
do novo composto sexa proporcional 6 nimero de colisiéns por unidade de tempo e 4s cantidades
de substancias que ainda non se transformaron. Este tipo de reacciéns quimicas denominanse de
segunda orde, e a lei de reaccion cofiécense como lei de accion de masas. Consideremos entén unha
reaccion de segunda orde, na que en cada instante x gramos do novo composto contén ax gramos
da primeira substancia e bx gramos da segunda, sendo (a + b) = 1. Supoiiamos, ademais, que
inicialmente dispofiemos de aA e bB gramos da primeira e segunda substancia, respectivamente, e
que z(0) = 0. Calcularemos a funcién de formacién do novo composto no tempo.

En cada instante quedan por transformar ¢ A — az e bB — bx gramos de cada substancia, polo
que a taxa de formacidn do novo composto segue a ecuacion diferencial,

2'(t) = k(aA — ax)(bB — bz), z(0)=0.

Esta € unha ecuacién en variables separadas na que hai que distinguir dous casos:

d 1
1. A = B. Neste caso a ecuacién queda d—gtc = kab(A — 2)?, e ten como solucién 1 =
— X

1 1 . L .
kabt + T onde o sumando 1 ¢ o valor da constante de integracién. De aqui obtemos

kA%abt
z(t) = ————.
1+ kabAt
Observaremos que th x(t) = A, valor esperado pola lei de conservacion de masas.
— 00
2. A # B. Neste caso temos que

dx 1 B—=x B
/(A—x)(B—m)_A—B[ln x—ln—}—kabu
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1 B
onde — 15 In 1 ¢é a constante de integracion. Esta igualdade tamén pode poiierse da forma
A(B —x)
In ——= = kabt
"B ) T

de onde, finalmente, obtemos

AB(l _ e—k,(A—B)abt)
w(t) = A — Be—k(A—B)abt

Pode comprobarse facilmente que th’m x(t) = min{A, B}, valor tamén esperado 6 igual que no
—00

primeiro caso.

Exercicios

5. Atopa as solucidns xerais das seguintes ecuacions diferenciais, asi como as soluciéns que
verifican os datos iniciais dados

a)zy =y(1—x), (Le™) byyy =e" senwz, (0,1)
o) (1+2%)y = 2%y, 0,2)  dyy =z, (v2,1)
e) ey’ —y? —2y—1=0, (0,0)

6. Realizando o cambio z = yx~" e elixindo un valor axeitado de n, demostra que as ecuacions
diferenciais seguintes poden transformarse en ecuacions de variables separadas, e resélveas.

1—a2y? 2+ 3ay?

2
ry® —y
222y b)y' =

oy =
)Y 7+ 2%y

[
a) y - 4I2y

10.4. Ecuacions exactas
A ecuacién diferencial que ten como solucién xeral a familia de curvas f(x,y) = cé
Dy f(z,y)dz + Do f (z,y)dy = 0.

O problema reciproco, isto é, dada a ecuacién diferencial Fy (x, y)dz+ Fa(z,y)dy = 0, pretendemos
saber se existe unha funcién f(x,y), tal que Dy f(x,y) = Fi(x,y) e Daf(z,y) = Fa(x,y). Neste
caso, a familia de curvas f(x,y) = c seria a solucién da ecuacién diferencial. Esta cuestién, que xa
foi estudada no capitulo de integracién de lifia, equivale 6 estudo dos campos conservativos, onde
F = (Fy, Fy) é o campo vectorial e f é a funcién potencial.

Definicion 10.14 Unha ecuacion diferencial Fy(x,y)dx + Fo(x,y)dy = 0 denominase exacta se
existe unha funcion de clase un f(x,y), tal que D1 f(x,y) = Fi(x,y) e Daf (x,y) = Fa(z,y).

Observaremos que unha ecuacién diferencial F (z,y)dx + Fa(x,y)dy = 0 é exacta se, e soa-
mente se, F'(x,y) = (F1(x,y), Fo(z,y)) é un campo conservativo.



10.4 Ecuaciéns exactas 239

Teorema 10.15 Se F = (Fy, Fy) éde clase un en R?, Fy(z, y)dz+Fy(z,y)dy = 0 é unha ecuacion
diferencial exacta se, e soamente se, Do Fy(x,y) = D1 Fy(x,vy), para todo (x,y) € R2.

Nas condicions do teorema anterior, estudar se unha ecuacion diferencial é exacta é moi sinxelo
e incluso, se é o caso, atopar a funcién potencial que nos xera a solucién xeral tamén estd exento
de dificultade. Isto é, se existe unha funcién f(z,y) tal que Dy f(x,y) = Fi(x,y) e Daf(x,y) =
Fy(x,y), entén,

f(z,y) :/Fl(w7y)dx+g(y)

0
Daf(w.9) = 5 [ Fila)da+9'0) = Fale.y)
polo que

o) = [ [Falw) = 5 [ Fatoppaa]an

sendo a solucidn xeral,

fla,y) = /ﬂ(m,y)dm—i—/[Fg(x,y) _ C%/Fl(x,y)dx} dy = c.

Exemplo 10.16 A ecuacién diferencial y?dz + 2zydy = 0 é exacta, pois DoFy(z,y) = 2y =
D1 Fy(x,y). Ademais, f(z,y) = / v dr+g(y) = xy* +g(y) e Daf (x,y) = 22y +4'(y) = 22y,

polo que ¢'(y) = 0, g(y) = k e a solucién xeral da ecuacién é f(z,y) = zy? = c.

Exemplo 10.17 A ecuacién diferencial (3y + €*)dz + (3z + cosy)dy = 0 é exacta. A funcién
potencial é da forma, f(z,y) = /(3y + e%)dx + g(y) = 3yz + €* + g(y), e Daf(z,y) =

3x + ¢'(y) = 3z + cosy, polo que ¢’'(y) = cosy e g(y) = seny, polo que a solucién xeral da
ecuacion diferencial é 3yx + e* +seny = C.

Exercicios

7. Determina as ecuaciéns diferenciais que sexan exactas e resélveas.
2) xdx 4 ydy i
(z2+y?)2 (22 +y?)2
b) 3y + e” + (3x + cosy)y’ =0, y(0) =0
c) e¥dx + (ze¥ + 2y)dy = 0,y(0) =0
d) 4x3e™™Y 4 pte™™Y 4 2 + (2te™HY + 2y)y = 0, y(0) = 1
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10.4.1. Factores integrantes

As ecuacién exactas son relativamente raras, xa que a exactitude esixe un equilibrio axeitado
nos termos da ecuacidn; equilibrio que desaparece baixo moi pequenas variaciéns. Nesta situacion,
parece razoable preguntar se existen métodos para transformar ecuaciéns non exactas en ecuacions
exactas. A resposta é afirmativa.

Supofiamos unha ecuacion diferencial, Fy (x, y)dz + Fa(x,y)dy = 0, que non verifica a igual-
dade das derivadas cruzadas pero que ten solucién xeral, g(x,y) = c¢. Sempre podemos pofier a

d F;
ecuacion diferencial baixo a forma & fﬂ e a solucioén xeral tamén verifica &
dx Fy(z,y) dx
D F D
—M. Enton, 1(z,y) = 19(2,9) ou, equivalentemente, verificase a igualdade
Dag(z,y) Fy(z,y)  Dag(z,y)

Dlg(x,y) _ Dgg(x,y)
Fi(z,y)  Fa(z,y)

Se esta raz6n comun se denota por u(x, y), entén
Dig(w,y) = pl1 e Dag(z,y) = pks.
Se multiplicamos a ecuacién orixinal por u, temos
pwFidx + pFody =0

ou, equivalentemente,
Dhrg(z,y)dx + Dag(z,y)dy = 0,

que € exacta.

Definicion 10.18 Se existe unha funcion pu(x,y) tal que a ecuacion diferencial

w(w, y) Fi(z, y)de + p(z, y) Fa(z,y)dy = 0
é exacta, entén p(x,y) denominase factor integrante da ecuacion diferencial.

O razoamento anterior mostra que se unha ecuacion diferencial ten solucién xeral, entén admite
polo menos un factor integrante ;. Na préctica, en xeral é moi dificil de atopar un factor integrante,
pero nalgins casos existen métodos relativamente sinxelos para atopar algun factor.

Teorema 10.19 Sexa pu(x,y)Fi(x,y)dz + p(x, y) Fa(x, y)dy = 0 exacta. Verificase,
oF _oF,

1. se p = p(x), enton In |u(z)| = /Moﬂx

2

0F, O0F;

] dx dy
2. se u = p(y), enton In |u(y)| = / %lydy.
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Demostracién. Se p é un factor integrante, entén a ecuacion diferencial puFdx + pFady = 0 é
exacta, polo que
O(pky) _ O(uks)
oy ox
ou, equivalentemente,
o oF, Ou OF,
—F —-— = —-—.
dy 1+'u3y or 2+M3x
Pero se p(z,y) = p(x), entén a ecuacién anterior queda
or, , 0Fy
=1 _ r -2
Wy —H (@) Fs + pl(w) -
ou, equivalentemente,
oF)  0F;,
W) 9y oz
p(w) By
de onde se obtén o resultado buscado. [

Exemplo 10.20 Resolve a ecuacién diferencial ydx + (z2%y — z)dy = 0, co dato inicial y(1) = 0.
Comprobamos que non € exacta pois DoFy(z,y) = 1 # 2zy — 1 = D;iFy(x,y). Pero,
0OF, 0F,

2 ! 2 1
Oy Or = ——, polo que w(z) = ——,de onde pu(x) = —. Asi, se multiplicamos a ecuacién

F x p(x) x x?

. . 1y 2y —x o .
diferencial por — —de + 5 dy = 0, resulta unha ecuacién diferencial exacta. Se resolve-
% x x
2
mos temos que f(x,y) = Yy % = c e, co dato inicial y(1) = 0, temos que ¢ = 0, polo que a
T
2
solucién da ecuacién que verifica este dato € f(x,y) = Y + % =0.
T

As veces pode suceder que un factor integrante dependa das duas variables, pero o outro dependa
soamentes dunha variable.

Exemplo 10.21 Estuda a solucién da ecuacién diferencial —2xydx + (322 — y?)dy = 0.

A ecuacién diferencial non é exacta, pois Do Fy(x,y) = —2x # 6x = Dy Fy(x,y). Por outra
parte,
A(—2zy) O(3z% —y?) 1 B 8x
( Oy ox >3x2—y2 322 — g2

non depende soamentes da variable x, polo que debemos probar que pasa co factor integrante na
variable y.

or y

8322 —y?)  O(—2wy)\ -1 4
( y y )@ -2

)
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1
polo que ji(y) = —;. Agora a ecuacion diferencial
Y

32 — 42
y*

——d + dy=0
y?

x? 1

€ exacta, con soluci6n xeral f(z,y) = —— + — =c.
Y Y
Se en ningtin dos dous casos resulta unha funcién soamentes dunha variable, entén determinar
un factor integrante € bastante complicado.

Exercicios
8. Resolve
1 d
Q) (yo —1)dw + (22 —wy)dy =0 b) Sy” +2ye” + (y + ez)ﬁ —0

9. Resolve as ecuaciéns que sexan exactas, ou as que se convertan en exactas mediante un factor
de integraci(’)n que dependa sé dunha variable.

a) (z + )dy +ydz =0 b) (senz tany + 1)dx — cos zsec? ydy = 0
o) (y — e 3)dz + (x + y3)dy = 0 d) (2y? — 4z + 5)dx = (—2y + 4zy)dy

e) (y+ycoszy)dr+(x+xcosxy)dy=0 f) —lsen Lz + %sen ﬁdy =0

2 (1+y)de+(1—2)dy=0 h) (2zy3+y cos x)dx + (3x%y* +sen x)dy =0

10.5. Ecuacions homoxéneas

Outro tipo de ecuacidns diferenciais dos que pode obterse solucion son as homoxéneas, que
poden ser reducidas a ecuacions en variables separadas.
Unha funcién f(x,y) é homoxénea de grao « se verifica f(Ax, \y) = A*f(z,y), para todo

(7,7), e para todo A > 0. Asi, por exemplo, as funciéns 22 + y2, \/y3 + 23 + 22y son funciéns
3 .
homoxéneas de graos 2 e 5 respectivamente.
Se na ecuacién diferencial y' = f(x,y), a funcién f é homoxénea de grao @ = 0, podemos

pofier para x # 0 e realizando o cambio de variable z = g,
x

flay)=f(12) = f(1,2),

SHESS

€ posto que y = zx
y =z +x7,

aecuacién y’ = f(x,y) convértese en

ctas = f(1,2),
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que é unha ecuacién en variables separadas en z(x), xa que

2 =L -2

xT

da cal sabemos obter a solucién xeral, e da que pode obterse a solucién xeral da ecuacién orixinal,
desfacendo o cambio y(z) = zz(x).

Definicion 10.22 Unha ecuacion diferencial y' = f(x,y) é homoxénea se a funcion f é homoxénea
de grao cero.

r+y
T—y
A funcién do segundo membro é, obviamente, unha funcién homoxénea de grao a = 0, de forma

Exemplo 10.23 Resolve a ecuacién i/ =

que se dividimos numerador e denominador entre x, e realizamos o cambio de variable z = =, temos

T
, , 1+2
Yy =z+xz = ,
1—=2
e operando, resulta
(1-2)2 1
1422 2’

que € unha ecuacidn en variables separadas, e calculando as primitivas respectivas temos
1 2
arctan z — 3 In(1+2%)=lnlz|+c.

. . Yy .
Finalmente, substituindo z por =, concluimos que
x

arctan 2 = In /22 + y2 +c
z

€ a solucién xeral, en forma implicita, da ecuacion.

x2+y2

Exemplo 10.24 Resolve a ecuacién iy’ =
2zy

Dividindo numerador e denominador entre z:2 e realizando o cambio z = <, obtemos
T

e reordenando,

2z, 1 2z 1

Resolvendo e desfacendo o cambio

~In[l -2} =lhlz]+c & —In

ou, equivalentemente, yg(x) =122 — c1.
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10.5.1. Ecuacions redutibles a homoxéneas

A ecuacion diferencial

r_ ao® +boy + ¢,
a4+ b1y + 1

pode transformarse nunha ecuacién homoxénea realizando un cambio de variable adecuado. En
efecto, se ¢, = ¢; = 0 a ecuacidn € trivialmente homoxénea. En caso contrario, o problema pode
resolverse realizando un cambio que nos permita anular os termos ¢, e c;. Isto conséguese mediante
unha translacion da orixe de coordenadas 6 punto de interseccion das rectas que definen o numerador
e denominador da variable de f (Figura 10.2).

Y v
~ aox + boy +co =0
U
i :
— :
« x

a1t +biy+cp =0

Figura 10.2: Ecuacidns reducibles a homoxéneas

Sexa ent6n («, ) o punto de interseccién das rectas a,x + b,y +c¢, = 0e a;x+bi1y+c1 = 0. Se
realizamos o cambio x = u+«, y = v+ e tendo en conta que a,a+b,8+c, = aja+b1S+c; =0,
obtemos a ecuacion diferencial

o — /:f<ao(u+a)+ba(v+ﬂ)+co> _ (W)
y ar(u+a)+b(v+8)+ca a1u + biv

que € unha ecuaciéon homoxénea en u, v.

Exercicios

10. Comproba que as ecuacidns seguintes son homoxéneas e resélveas.
x? — 292
Y
c) 2%y’ — 3xy — 24> =0 d)xsen%y’ = ysen% +x

a)y =— b) 2%y’ = 3(2? + y?) arctan LA Ty
x

e)zy =y+ 2xe = f)(z—y)de — (x+y)dy=0

11. Resolve as seguintes ecuacions.
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, T+y+4 , c+y+4 , 2x — 2y
==t by = — 2= __ 4y
DY r—y—=6 )Y x+y—06 Y y—1
204+ 3y — 1 y y Y
d 127 /:— 1 /:7— 27
)y (z+1) ey =_+ Dy P
4y3—a:3
9y = W h) 2zydy — (2% + 3y?)dz = 0

12. Demostra que se b # 0, o cambio z = ax + by + ¢ transforma a ecuacién y' = f(ax +
by + ¢) nunha ecuacién en variables separadas. Aplica este método para resolver as seguintes
ecuacions.

a)y =(y+x)? by =sen?(x —y+1)

10.6. Ecuacions diferenciais lineais de primeira orde
Unha ecuacién diferencial que pode ser escrita da forma
y' +alz)y = b(z),

onde a e b son funciéns continuas nalgin intervalo, denominase ecuacion diferencial lineal de pri-
meira orde. Obsérvese que o primeiro membro da ecuacién estd caracterizado por ser unha funcién
linealeny e 3.
As ecuacions,
a)y +y=mx, by +2zy=14x, c)(2®>+ 1)y +e*y =xsenuz,
son exemplos de ecuacién diferenciais lineais de primeira orde.

10.6.1. Caso de coeficientes constantes

Procederemos a atopar a solucién da ecuacién lineal, considerando en primeiro lugar que as
funciéns a(x) e b(x) son constantes; é dicir, a(x) = a e b(x) = b para todo = € R,

Yy +ay=>5, a#0.

Esta ecuacién pode ser resolta como unha ecuacion en variables separadas, pero utilizaremos outro
método que posteriormente serd utilizado para estudar a solucién da ecuacion lineal xeral. Para isto,
se multiplicamos os dous membros da ecuacién por e**, obtemos a ecuacién equivalente

y/e(l.’E + aye(l’L' — be(LT
O primeiro membro desta ecuacién € igual a (ye®®)’, polo que podemos poiier

(yeax)/ — beGQ’}’

en consecuencia, as primitivas de ambos os membros da igualdade deben ser iguales, € dicir,

b
yet? = /be‘” +c=—-e""+g,
a
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de onde concluimos que a solucién xeral da ecuacién é da forma
—axr b
y(x) = ce” ¥ + —.
a
calquera que sexa a constante ¢ € R.

. b . .
Obsérvese que a funcién y(z) = — tamén é unha solucién desta ecuacion, para o caso ¢ = 0. Esta
! a
solucién, y(z) = —, denominase solucidn de equilibrio ou solucion estacionaria. Se a constante a é
a

positiva, obtemos que lim y(x) = —. Neste caso dicimos que a ecuacion diferencial é estable.
T—00 a

Exemplo 10.25 A solucién xeral da ecuacién 3’ + 2y = 8 é da forma y(z) = ce™2* + 4, y(x) = 4
¢ a solucién de equilibrio, e a ecuacidn € estable, xa que a = 2 > 0.

10.6.2. Crecemento, desintegracion, reaccions quimicas e mesturas

Supoilamos que unha poboacidn crece proporcionalmente, cunha taxa k, 6 nimero de individuos
que hai en cada instante. Se 3, ¢ o nimero de individuos no instante ¢ = 0 e denotamos por y(t)
o nimero de individuos no instante ¢, verificase que y'(¢t) = ky(t), polo que podemos cofiecer
o numero de individuos que hai en cada instante, utilizando a solucién da ecuacién diferencial,
y(t) = yoe*t. De aqui deducimos que este tipo de problemas presentan un crecemento exponencial.

Exemplo 10.26 Supofiamos que un cultivo de bacterias experimenta unha taxa media de crecemento
mensual dun dous por cento, ¥ = 0,02. A poboacién crece mensualmente segundo a ecuacién

y = %y. E dicir, esta presenta un crecemento exponencial da forma y(t) = yoes% . Se inicialmente
hai 105 bacterias, 6 cabo de 100 dfas, o ndmero de bacterias no cultivo sera de

y(%) — 10%eT5.

o

Para calcular o tempo 7" necesario para que se duplique o nimero de bacterias, temos que
gl
2Yo = Yo€ 0.

De aqui, 7' = 501n 2 = 34, 65 meses.
Habitualmente, a constante k cofiecese como taxa de crecemento da poboacion.

Exemplo 10.27 Alguns tipos de moléculas tefien tendencia a desintegrarse en moléculas mais pe-
quenas a un ritmo constante e proporcional 6 nimero de moléculas existentes en cada instante. Este
tipo de reacciéns quimicas cofiécese como reaccions de primeira orde. Neste caso, a variacién da
poboacidn estd representada pola ecuacién y'(t) = —ky, k > 0. Asi, a poboacién decrece exponen-
cialmente da forma y(t) = y,e~*¢, sendo y, = y(0).
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O exemplo tipico deste tipo de problemas € a desintegracion radioactiva. Con frecuencia expre-
sase o ritmo de desintegracion en termos da semivida, que é o tempo requirido para que a cantidade
de substancia quede reducida 4 metade. Isto &,

Yo —kT
5 T
In2 . .
de onde T' = —— e se cofiecemos un pardmetro podemos calcular o outro.

Neste caso, € frecuente denominar a k£ como taxa de desintegracién da poboacion.

Exemplo 10.28 Sabendo que a semivida do carbono 14 é de 5730 anos, calcula a idade dun obxecto
que perdeu o 85 % do carbono 14.

In2
Tendo en conta o exercicio anterior, y(t) = yoe_’“, onde k = % Por outra parte, se no
3
instante ¢ s6 queda un 15 % do material, 0,15y,, podemos pofier y(t) = y,e~** = 0,15y, = 20Y
de onde obtemos
In3 —1In20
t=—-5730————— = 15682, 81 anos.
In2

Exemplo 10.29 Con frecuencia o estado do carbono 14 utilizase para determinar a idade dun fésil.
Imaxinemos que atopamos os dsos dun animal xunto cos restos dunha fogueira. Os arquedlogos
entenden que a idade dos 6sos € igual 4 idade da fogueira. Se controlamos que s6 queda o 20 por
cento da cantidade orixinal de carbono 14 nos restos da madeira da fogueira, podemos confirmar que

ST30m02 12904 6 anos.

aidade dos 6sos éde ' = —
In2

Exemplo 10.30 Un depésito contén 100 litros de salmoira no que hai disoltos 30 kg de sal. A partir
do instante ¢ = 0 comeza a entrar outra salmoira que contén 0, 5 kg por litro a un ritmo de 4 litros por
minuto. A mestura, que se remove constantemente, sae do depdsito 6 mesmo ritmo. En que instante
habera disoltas 40 kg de sal no depdsito? Que concentracién de sal habera cando transcorre un tempo
suficientemente longo?

Sexa y(t) o nimero de kg de sal disolto no depdsito no instante ¢. A concentracién de sal en cada

4
instante é de gllﬁ quilos por litro de salmoira. A taxa de cambio da cantidade de sal é

y'(t) = ritmo de entrada — ritmo de saida.

pero,
ritmo de entrada = 0,5 - 4 = 2 kg/minuto
e
ritmo de saida = 1L00 4= 2y—5 kg/minuto,
polo que
y=2-2



248 Capitulo 10. Ecuaciéns diferenciais de primeira orde

que ten como solucién xeral y(t) = ce™ 25 + 50, e como y(0) = 30, temos que y(t) = 50 — 20e~ 25,
Polo tanto, — = e_%, et=25In2 = 17,33 minutos.

Ademais, cando ¢ se fai suficientemente grande, y aproximase a 50 kg, que € o resultado espera-
do.

Exemplo 10.31 A lei de arrefriamento de Newton di que a taxa de cambio da temperatura da su-
perficie dun obxecto é proporcional 4 diferenza entre a temperatura do obxecto e a temperatura
ambiente.

A temperatura dun motor no momento que se apaga é de 200 graos centigrados e a temperatura
do aire que o rodea é de 30 graos. Despois de 10 minutos, a temperatura da superficie do motor € de
180 graos. Canto tempo pasard para que a temperatura do motor baixe a 40 graos?

A ecuacion diferencial que rexe a lei de arrefriamento de Newton é ¢ = k(y — 30), cos datos
iniciais y(0) = 200 e y(10) = 180. De aqui temos que a solucién xeral é y(t) = ce** + 30, de
onde co dato inicial y(0) = 0 queda y(t) = 170e** + 30. Coa outra informacién do problema,

y(10) = 180, obtemos o valor da constante k = 0 In T Finalmente, para calcular o instante no

que a temperatura do motor estard a 40 graos, resolvemos a ecuacién y(T) = 170e*T + 30 = 40, de
In17

onde obtemos 7' = —HT = 226, 36 minutos.

Exercicios

13. Un cultivo de bacterias de poboacién  medra proporcionalmente a x a unha taxa k. Entre as
6 p.m. e as 7 p.m. a poboacion triplicase. A que hora a poboacién € cen veces mdis grande ca
existente 4s 6 p.m.?

14. Un fungo medra a un ritmo proporcional 4 cantidade presente. Inicialmente habia 2 gramos
e en dous dias pasou a ter 3 gramos. a) Se y(¢) é a masa de fungo no instante ¢, proba que

3.t
y(t) = 2(5) 2. b) Calcula a cantidade de fungo 6 cabo de dez dfas.

15. Sabendo que a semivida do plutonio 239 é de 24.360 anos e que despois de 10.000 anos quedan
0,4 gramos, calcula a cantidade inicial de plutonio, e a cantidade despois dos primeiros 1.000
anos.

16. Se a metade de certa cantidade de radio se desintégrase en 1.600 anos, que porcentaxe da
cantidade orixinal quedard 6 cabo de 2.400 anos? E de 8.000 anos?

17. O uranio 238 desintegrase a un ritmo proporcional 4 cantidade presente. Se hai 1 e x2 gramos
(tg — tl) In2

nos instantes ¢1 e to, proba que a semivida é T
In —

€2

18. Un depdsito contén 250 litros de salmoira no que hai 20 kg de sal. Deséxase reducir a con-
centracion ata 0, 01 kg por litro botando auga no depdsito a razén de 10 litros por minuto e
permitindo que saia a mesma cantidade do depdsito mentres se mantén a mestura uniforme
removéndoa. Canto tempo tardaremos en conseguir o prop6sito?
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19. Sacamos unha torta dun forno a 1500°°F e colocdmola nun ambiente a unha temperatura de
90°F. O cabo dunha hora a temperatura da torta baixou a 1120°F. Calcula a sta temperatura
as cinco horas de sacala do forno.

20. A fisién nuclear produce neutréns nunha pila atémica a unha taxa proporcional 6 nimero
de neutréns presentes en cada momento. Se hai n, neutréns inicialmente e hai n; e ny nos
. . ny 2 No t1
instantes t; e to, respectivamente, probar que ( — =(—) .
n

0 No

10.6.3. Ecuacion xeral lineal de primeira orde

No que segue resolveremos a ecuacion diferencial lineal de primeira orde, no seu caso mdis
xeral, utilizando a mesma técnica que no caso dos coeficientes constantes. Non obstante, para esta
situacion, en lugar de multiplicar os dous membros da ecuacién por e®*, probaremos en axustar
cunha funcién e2(®), onde A(z) serd unha funcién que deberemos determinar. En efecto, dada a
ecuacion diferencial

y' +a(z)y = b(x),

se multiplicamos os dous membros da ecuacién por e(*), resulta
Y e 4 a(z)ye™ = b(z)ed®),

elixindo a funcién A(z) de forma que A’'(z) = a(z).

Podemos escribir enton J
- (yet ) = bla)eA @

que calculando as primitivas, de ambos os membros, resulta
yed® = /b(m)eA(”)dx +e,
e de aqui
y(z) = ce 4@ 4 e=AR@) /b(x)eA(QJ)dx, onde A(x) = /a(w)dm.
Deste xeito, queda probado o resultado seguinte

Teorema 10.32 A solucion xeral da ecuacion y' + a(x)y = b(x) é da forma

(@) :Ce—/a(w)daz +€—/a(x)dx/b(x)e/a(x)da:dx.

Exemplo 10.33 Atopa a solucién xeral da ecuacién y’ + 2xy = 4.

Neste caso a(z) = 2 e b(x) = 4a, polo que A(x) = [ 2zdx = 22, de onde

2

ylw)=ce™ + e /em24$dm = e + e 77267 = e + 2
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¢ a solucion xeral da ecuacién. Para obter a solucién que verifica o dato inicial, (z,y) = (0, —2),
L3 7z z —_ 2
temos que —2 = ce’ + 2 que equivale a ¢ = —4, e a solucién buscada serd y(z) = 2 — 4e™ .

Exemplo 10.34 Un tanque de 100 litros contén inicialmente a metade da sta capacidade de auga
pura. Engadimos unha solucién de auga con sal que contén 10 gramos de sal por litro, a unha taxa de
4 litros por minuto. O contido ben mesturado sae do tanque por un tubo a unha taxa de 2 litros por
minuto, de xeito que se desborda 6 encherse. Calcula a cantidade e a concentracién de sal 6 longo
do tempo. Que pasa se o proceso continda indefinidamente?

N
4 Vmin V(t) = 50 4+ 2¢, se ¢ < 25
10 g/l

V(t) = 100, se t > 25

2 1/min
y(0)=0¢g —

Figura 10.3: Exemplo de mixturas

En cada instante ¢ denotemos por y(t) a cantidade de sal que hai no tanque, V' (¢) o volume de

t
augae C(t) = X?i((t)) a concentracién de sal. Obviamente y(0) = 0e V(¢) =50+ 2tset < 25¢
V(t) = 100 se t > 25.
Por outra parte, a taxa instantdnea de cambio da cantidade de sal no estanque, y’ coincide co

ritmo de entrada menos o de saida de sal do estanque. Isto &,

y
10— Y et<25
) %yt S

1
407%31, set > 25

que ten como solucién xeral,

C1
yg(t) ={ 25+t N
coe 35t 4 1000, set > 25

+20(25 +1), set<25

Cos datos iniciais y(0) = 0 e, da primeira solucién, y(25) = 750, temos que as constantes de
integracion valen ¢; = —12500 e co = —250e, polo que
12500

—— 4+ 20(25+1¢t), set <25
y(t) = 25+t ( )

1000 — 250el =25t set > 25
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Finalmente, cofiecidos y(t) e V (t), temos o valor da concentracién en cada instante,

12500
C(t) = 5 1
10 — Qel_ﬁt, set > 25

Exemplo 10.35 En problemas de caidas de corpos, Figura 10.4 a), a resistencia exercida polo aire é
proporcional 4 velocidade do obxecto que cae. Se g € a aceleracién da gravidade, a forza cara abaixo
sobre un obxecto de masa m é a diferenza mg — kv. Pero, pola segunda lei de Newton, temos que

dv . . .
F = m—, e de aqui temos a ecuacién diferencial que regula a caida

dt
o ko
dt  m 9:
et=0
(t)
F2 = —kv
[ A
Fi =mg

Figura 10.4: Caida de corpos

Tendo en conta que en ¢t = 0 a velocidade do obxecto é v = 0, a velocidade deste en cada instante
t vale

v(t) = @(1 - e*%t).

k
. . . dx
Por outra parte, se queremos calcular a distancia percorrida durante o descenso, como v(t) = I
enton
2(t) = /v(t)dt = @(t + Teit> +C.
k k
. gm?
Ademais, como z = 0ent =0, (0) = 0, temos que C' = —Ta polo que
(1) = 9y 9 (1)
z(t) =t —=(1—em™ ).
k k2



252

Capitulo 10. Ecuaciéns diferenciais de primeira orde

Exemplo 10.36 Neste exemplo presentamos unha ecuacién diferencial lineal que rexe o fluxo dun
circuito eléctrico como o da Figura 10.5. Este circuito consta de catro elementos que actian como
segue:

1.

Un xerador dunha forza electromotriz £ (unha bateria ou un xerador de corrente), en voltios,
que fai circular unha corrente de intensidade I, en amperes. Segundo a natureza da fonte
xeradora, E pode ser constante ou funcién do tempo.

Unha resistencia R, en ohmios, que se op6én 6 paso da corrente producindo unha caida de
potencial de magnitude proporcional 4 corrente I que circula por ela; Er = RI (Lei de
Ohm). A constante de proporcionalidade R denominase resistencia.

Un indutor de indutancia L, en henrios, que se op6n a calquera cambio na corrente, producindo
unha caida de potencial proporcional 4 taxa de cambio da corrente; F;, = L%. A constante
de proporcionalidade L denominase indutancia.

. Un condensador de capacitancia C, en faradays, que almacena unha carga (), en coulombs. A

carga acumulada nel resistese 4 entrada dunha nova carga provocando unha caida de potencial
proporcional 4 carga eléctrica () almacenada; F¢ = %Q. A constante de proporcionalidade é
inversamente proporcional 4 capacitancia.

A suma das caidas de potencial no circuito debe ser igual 4 forza electromotriz xerada no
mesmo (principio de conservacién de enerxia), F(t) = Er+ Er + E¢, e acorrente I € a taxa
de cambio do fluxo de carga e, polo tanto, o ritmo 6 que a carga se acumula no condensador;
=49

L

Figura 10.5: Circuito eléctrico

Estes circuitos rexidos por estas leis, denominadas de Kirchoff, denominanse do tipo RCL en
serie, e dan lugar 4 ecuacion diferencial

I 1
Lo +RI+ZQ = E(t).

Supofiemos, neste capitulo, que o circuito € do tipo RL en serie; € dicir, non dispén de con-
densador, polo que o sumando na ecuacién diferencial relativa 4 carga desaparece. Deste xeito, a
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— (1)
—— componente estacionaria
-------- componente transitoria

\
VT

Figura 10.6: Intensidade nun circuito eléctrico

intensidade de corrente verifica a ecuacion diferencial

dI
L— +RI=F.
dt *

Se supofiemos que a forza electromotriz xerada en cada instante estd dada pola funcién sinusoidal
E(t) = 220sen(2t) e a resistencia R e a indutancia L son constantes, a intensidade de corrente que

circula polo circuito en cada instante coincide coa solucién da ecuacién diferencial lineal

dl R 220
T + ZI =7 sen(2t).

Utilizando a expresion da solucion xeral da ecuacién diferencial lineal, temos que

220

_R
1(t) = Ce™ ™' 4 (

Rsen(2t) — 2L cos(2t)).

Ademais, tendo en conta que

220
412 + R?
220 ( R
 VAL2 + R2\\4L2 + R?

(Rsen(2t) — 2L cos(2t))

en(2t) —

2L (9

i o),
2L

V4L? + R?

e que existe ¢, € [0, 27) tal que cos @, = eseny, = — , temos que

R
V4L? + R2

220
I(t) = Ce Tt + T (cos g, sen(2t) + sen @, cos(2t))
Ry 220
£t 4

m sen((po + 21})
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O primeiro sumando do segundo membro € un termo transitorio, pois tende a desaparecer co
tempo, e o segundo sumando € un termo estacionario que se coflece como fase estacionaria que ten
: 220 . . . ..

com9 amplitude T O periodo T desta fase es}amonama éo tempo requirido .para completar

un ciclo. Asi, 27" = 27, de onde T' = w. A frecuencia é o numero de ciclos por unidade de tempo
-1 _1
f - T r

A figura 10.6 mostra a parte transitoria (exponencial negativa), a parte estacionaria (sinusoidal)

e a suma de ambas que constitie a intensidade que circula polo circuito, para os valores; L = 0,2;

R = 0,5; I, = 15; w = 20, onde w € o coeficiente de ¢ no argumento da funcién sen(wt) que,

neste caso substitie a w = 2. Ademais, o desfasamento desta corrente vale ¢, = arctan(_—;L) =

—1,4464 e a constante de integracion C' = 69, 154.

Exercicios

21. Atopa as soluciéns xerais das seguintes ecuaciéns diferenciais

, , 1 1
ay —3y=>5 b)y +§y—1=0
)3y +2y+16=0 d)y + 2y = 22

2 2a>
Oy ——y+—5=0 Dy -Y=2
x x x
QY - —5—y==x h)y —y=senx
¢ —1

i)y cosz +ysenz =senxzcosx + x

22. Celébrase unha festa nun local que contén 1800 metros cibicos de aire. No instante inicial
varias persoas comezan a fumar. O fume, que contén un 6 % de monéxido de carbono, entra
no local a razén de 0,15 m? por minuto e a mestura, removida por ventilacién, sae 6 mesmo
ritmo por unha fiestra. Cando debera abandonar unha persoa “prudente” a festa, se o nivel de
mondxido de carbono comeza a ser perigoso a partir dunha concentracién de 0, 00187

23. Inxéctase glicosa no sangue a razén de g unidades por minuto e o corpo expulsa glicosa do
sangue a un ritmo proporcional 4 cantidade presente en cada instante. Denotemos por Q(t) a
cantidade de glicosa no sangue no instante ¢. a) Determina a ecuacion diferencial que describe
o ritmo de cambio da glicosa no sangue con respecto 6 tempo. b) Determina a cantidade de
glicosa no sangue en cada instante se (0) = Q,. ¢) Calcula o limite tlggo Q(t) e interpreta o

seu valor.

24. No exemplo 10.36: a) Resolve a ecuacion diferencial para unha voltaxe constante F,. b) Cal-
cula a funcién intensidade se 1(0) = 0, F, = 110 voltios, R = 550 ohmios e L = 4 henrios.
¢) Resolve a ecuacién diferencial para unha forza electromotriz E, sen(wt). ¢) Comproba

que a solucién deste Gltimo apartado é: I(t) = Ce Lt + ———2— sen(ip, + wt), on-

A /UJ2L2 + RZ

¢ o angulo fase da corrente. Observar que cando t € suficientemente

de ¢, = arctan

grande, o termo exponencial tende a cero e a corrente tende a unha funcién periddica.
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10.7. A ecuacion de Bernoulli
A ecuacion diferencial da forma

Y +a(z)y = f(x)y",

onde n é un nimero real arbitrario fixo e y = y(z) é a funcién a determinar, denominase ecuacion
de Bernoulli. Esta pode ser resolta mediante un cambio de variable que transforma a ecuacién noutra
lineal de primeira orde. Para os valores de n = 0, 1, a ecuacién de Bernoulli € lineal. Noutros casos,
se dividimos os dous membros da ecuacion entre y”, e para y # 0 obtemos

y "y +ala)y' " = f(),

que, introducindo unha nova variable z = y'=", temos que 2’ = (1 — n)y~ "y’ e substituindo na
ecuacion anterior, obtemos
2+ (1 -n)a(z)z = f(z)(1—n),

que é unha ecuacién diferencial lineal na funcién z(x).

Exemplo 10.37 Resolve a ecuacién y’ + xy = x93,

O cambio de variable que debemos realizar é z = y' =3

2

=y~ *, resultando a ecuacién

3 3

1
752'+xz:x , istoe, 2/ —2xz = —22°,

que ten como solucion,

7/72xd17 7/72xd:17 /72:17dx
z(x) = ce +e /e (—22%)dx
z2 z? 3 —x?
=ce¥ —2e e " du.

Esta dltima integral resélvese en primeiro lugar realizando o cambio de variable u = —22, du =
—2xdzx e posteriormente integrando por partes, resultando

1 1 1 1 1
/xBe*Ide = - /ue"du = —uet — —e¥ = — g2 — fe*””Q,
2 2 2 2 2

de onde se obtén a solucion xeral da ecuacion lineal
2
2(x) = ce® —2e% (zx%e™® — —e ¥ ) =ce® +a?+1.

Finalmente, a solucion xeral da ecuacion orixinal obtense desfacendo o cambio de variable realizado
2 = y~2 ou, equivalentemente, zy2 = 1

(ceg”2 + 22+ 1)yt =1.

Observaremos que a solucién estd dada en forma implicita por esta ecuacion.
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Exercicios

25. Resolve as ecuacién de Bernoulli,

a) zy’ + 2y = xy? b) xy’ +y = xty? o) zy?y' + 1> = xcosx
d) zdy + ydoe = zyde  e)y' =y+e "y Ny —y=1y?

9y —y =y h) 22y’ + 22y = o® Dxy +y=—y?

DY =2y —ey? k) zydz + (2% — 3y)dy = 0

10.8. A ecuacion de Ricatti

En xeral non existe un procedemento para atopar a solucién xeral dunha ecuacién diferencial da

forma
/

y' = p(x) + q(z)y + r(z)y?

(ecuacién de Ricatti).

- . . . . 1
Pero, se coflecemos unha solucién particular u(x) desta ecuacidn, entén o cambio y = u + —

transformard esta ecuacién nunha ecuacién lineal en z(x). O mesmo efecto é producido polo cambio
Yy=u-+=z.
En efecto, neste dltimo caso, ¥y’ = u’ + 2/, e substituindo na ecuacién,

'+ 2 = p(x) + q(z)u+ q(x)z + r(z)u® + 2r(x)uz + ()2

e xaque v’ = p(z) + q(x)u + r(z)u?, resulta
2
2+ (p(z) — 2uq(x))z = q(x)z
que € unha ecuacion de Bernoulli. Finalmente, o cambio w = — converte esta ecuacion nunha lineal.
z
Se tivésemos traballado orixinalmente co cambio y = u + —, ent6n obteriase unha ecuacion lineal
z

directamente.
Exercicios
26. Resolve as ecuacions de Ricatti,
y y v
a)y/=;+m3y2—x5, Y(r) =2 by ==—-=+1, yp(z) =2
Oy =y’ +(1-2z)y+a—-1, yr)=1 day=y—(y—2)% ylr)=2
e) y/:xj(y—x)er%, yp(l) =

27. Resolve as ecuaciéns diferenciais seguintes

22 +1 Vaz—y?+y

2, — b r_
)27y 3y?2+1 )Y T
4 2,2 4
Oy =l+z+y+ay, y0)=0 dy =" +‘Zzy37+y

oy =32y’ +1),  y(0)=1 DH@E@*+4)y' +3ey=2, y(0)=3
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10.9. Autoavaliacion
As seguintes cuestions tefien s unha resposta correcta.

1. A solucién xeral da ecuacién diferencial zy’ = (1 — )y é,

aylz) =cre™ bylx)=z+e+c oylz)=3 dy=hz-z+c

2. A solucién xeral da ecuacién diferencial 2y(z? + 1)y’ = z(y?> + 1) é

ayx)?=-1+cva2+1 byyx)?=cva2+1
Oyx)?=-1+vV22+1 dy)?=vr2+1

3. Consideremos o campo F(z,y) = (Fi(z,y), Fo(z,y)) = ey +y?> + 1, 2zy + 22 + 1) ea

ecuacién diferencial i/ = Fl(”’y) (1). Temos que

a) o campo F' non € conservativo. b) 2%y + xy? + x + y = c é a solucién xeral de (1)
¢) a ecuacion diferencial (1) é lineal.  d) a ecuacién diferencial (1) non € exacta.

4. Cal das seguintes afirmaciéns é FALSA?
a)y(z) = ce3"“ é a solucién xeral da ecuacién diferencial 3y’ — Sy =0.
b) y(x) = ce3® — 2 é a solucién xeral da ecuacion diferencial i’ — 3y = 6.
o ylx)=e*éa solu010n xeral da ecuacion diferencial y' — y = 0.
(z) = 1(senx + cosz) é a solucién xeral da ecuacién diferencial y’ — y = sen z.

5. Para a ecuacion diferencial y' + y = x + 3 verificase que

a) y = 0 é unha solucioén.
b) y = x + 2 € unha solucién.
¢c) y=e *+ x+ 2¢éasolucion xeral.

d) y =e™® é asolucién xeral da homoxénea asociada.

6. A solucién xeral da ecuacién diferencial zy’ +y = e* €,
Dy(@) = 2e* byy) =Lt yla)=Lete) dyl)=L1+e)

10.10. Ecuacions diferenciais con MATLAB

O paquete simbdlico de MATLAB non € todo o satisfactorio que desexamos para resolver ecua-
cions diferenciais. A pesar de que nos permite resolver directamente unha proporcién alta de ecua-
cidns diferenciais, por exemplo tédalas as lineais, hai algunhas que non é capaz de atopar a solucién
directamente. Neste tltimo caso, podemos utilizar este paquete como elemento de axuda para a
resolucion desas ecuacidns.

Utilizase o comando dsolve para resolver unha ecuacién diferencial. Se queremos atopar a

2

solucién xeral da ecuacién y’' + —y = x*, e a solucidn particular que verifica o dato inicial (1, 2),
x

escribiremos as sentenzas
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syms y(x); Dy=diff (y,x); yg=dsolve (Dy+1l/x*y==x"2)
yp=dsolve (Dy+1/x*xy==x"2, y(1)==2)

Non obstante, ecuaciéns diferenciais tan sinxelas como yy’ = e*T2¥ sen non poden resolverse
directamente co paquete simboélico. Asi, para resolver esta ecuacion, colocamos a ecuacién coas va-
riables separadas en cada sumando da ecuacidn, ye_dey —e%senxdr = 0, e resolvemos utilizando
a sentenza

syms X y
C=int (y*exp (-2+*y),y)—int (exp (xX) *sin (x), x)

Afnda asi, hai bastantes ecuacions diferenciais que MATLAB € capaz de resolver directamente.

As veces podemos utilizar os cofiecementos do capitulo 2 para resolver as ecuacions diferenciais
exactas. Por exemplo para resolver a ecuacion exacta dz3e* ¥ +z4e® Y + 22+ (z1e* ¥ +2y)y’ = 0,
y(0) = 1, escribiremos

syms X y

F=[4+«x"3*exp (xty) tx"M4xexp (xty) +2+x, x"4xexp(xt+ty)+2*y];
diff(F(2),x)-diff(F(1),v)

f(x,y)=simplify (int (F(1),x)+int (F(2)-diff (int(F(1),x),Vv),V))
C=£(0,1)

Na lifia das restricions de célculo que indicabamos inicialmente, observaremos que coa tltima
sentenza non podemos obter a solucién que verifica y(0) = 1. No caso de que teflamos que calcular
un factor integrante,

syms X y

F=[1/2xy"2+2*y*exp (x), y+texp(x)];
P=diff(F(2),x)-diff(F(1),vy)

mux=exp (int (-P/F (2),x))

F=mux*F

simplify (diff (F(2),x)-diff(F(1),vy))

f=int (F (1), x)+int (F(2) -diff (int (F (1), %), V), V) ;

syms vy (x)

Dy=diff (y); yg=dsolve (Dy==-(1/2+y"2+2xy*exp(x))/ (y+exp (x)))
yp=dsolve (Dy==—(1/2xy"2+2*xy*exp (X)) / (y+texp (x)),y (0)==-2)

10.11. Solucién dos exercicios propostos

Loyg(z) =ce®™ =3, yp(x) =€"—3

x —

5.a- yg(z) = cxe™™, yp(z) =xe

2¢2-3
4e?

o Llye—2y _ 1,2y 4 1.z _ Loz —
5.b- —5ye 7€ + 5e¥cosz — 5e¥senz =

Sic-yy(@) = (1 +a¥)b, yy(a) = 2(1 +2%)}
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5d-yy(2)? = 2%+ ¢, yp(w)? = 2”1

_ -2z _e 2%
Se-yg(n) = =S=7E2E, yp(2) = iyt
6.a-n=—1, yy(z)? = Lin(cx)
6.b-n =3, y ()% = cxt — =

— 1 —
6.c-n=1, E+ln% =0

7.a-,/x2+y§ =c

7b-3zyy, +e® +seny, =c¢, 3xy, +e” +seny, =1
Tc-xevs +y2 =c, xe¥r +y2 =0

7.d-2® +y? +ate e = ¢, a4yl +atet TV =1

8.a- xy — %yQ —Inz=c¢c 8.b- % (y? + 2ye®) = c
a-zy+2lny=c 9b-z —tanycosx =c¢
9.c- day — 4+ y4 —¢ 9.d- 2y2+3721n(2;:;_1%+493 In(2z—1) _ .
9.e- zy + sen(zy) = ¢ 9f-cos ¥ =c
9.g- Z;} =c 9.h- 22> + ysenx = ¢
10.a- y4(z)? = (ca? + 1)a? 10.b- y,(z) = x tan(cz?)
10.c- yq4(z) = mz’”—ic 10.d- y4(x) = xarccos(c — Inx)
10.e- yg(z) = zln(c+2Inz) 10.f-y* + 22y —2? = ¢
1l.a- 11n % — arctan zi_? +In(z — 1)=c
Ilb-y—z—5ln(z+y—1)=c
1l.c- 3 1n [gzjgz + 2(5__11) +2| +arctan £=F +In(z — 1) = ¢
1d-y=c(z+1)% +3+22 1l.e-yy(z) =zlnz +cx
11.f- y,(z) = zarctan(c — Inx) 11.g- y,(z) = 2(1 + cx)3
11.h- yy(2)? = 2%(cx — 1) 12.a- yg(z) = —x + tan(z + ¢)
12.b- y4(x) = x + 1 — arctan(z + ¢) 13.7 =6 + 2100

14. y(10) = 2(3)° 15.T; = 0,5317, Ty = 0,5167
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16.35,3%, 3,1% 18.7 = 25In8
19. T = 383,2984 2la- yg(z) = =3 + ce®”
21.b-y4(z) = 3 + cez® 21.c-y4(z) = —8 4 cem 3"
21d-yy(2) = 322 — Ja+ L+ ce™ ™ 2le-yg4(x) = % + cx?
21.f-y4(z) = 2(c — o) 2l.g-yy(x) =22 — 1+ cva? — 1
21.h-yy(2) = —3 cosz — S senx + ce” 21i- y4(x) = xsenz + ccosx
22.T = 365, 5 minutos 23.a-Q' =q—kQ
23b-Q(t) = (Qo — L) # + & 23.c- 4
25.a-Y4(%) = srivan 25.b- yy(2)? = — eymyam
323—18x) sen 922—18z) cos

25.c- yy(z)3 = oK ) ;;H ) 25.d-y4(z) = Z(c—Inz)
25.e- yg(l') = (0—62#‘77)6_1 25.f- yg(.f) = ﬁ

AL
25.8-y4(1) = =iee— 25.h-yy(x) = 5h
25.i- yg(JT) = cwl—l 25_]- yg(x) = ﬁ
25k-22y? — 2y =¢
26.a-yg(x) =+ 6%5571 26.b-yy(z) = + Cff_l
26.c- yg(z) =1+ ﬁ 26.d-yy(z) =z +
26.e-yg(x) = + Cifcs 27.a-y> +y—x+ % =c
27.b- y,(z) = zsen(In cx) 27.c- yy(z) = ce2@+2) 1
yp(z) = ez (@ +2) 1 27.d- yy(x)? = 22 tan(In cz?)
27.e- y,(x) = tan(z® + ¢) yp(x) = tan(z® + 1)
278 3y, —1)3 (a2 +4) =c (3y, — 1)3 (22 +4) = 16

Solucions autoavaliacion. 1a, 2a, 3b, 4c, Sb, 6¢



Capitulo 11

Ecuacions diferenciais de orde n

11.1. Introducion

No capitulo anterior estudamos a resolucién dalgtins tipos especiais de ecuaciéns diferenciais.
Os métodos utilizados na resolucién necesitaron de distintas técnicas de integracion. Non obstante,
debemos recoiiecer que esa parte non € mdis ca unha pequena parcela do amplo temario constituido
polas ecuacions diferenciais. Neste capitulo discutiremos unha clase importante de ecuaciéns, que
ten unha teorfa mdis rica e ampla. En primeiro lugar, formularemos as definiciéns e o correspondente
teorema de existencia e unicidade, para o caso xeral.

Unha ecuacién diferencial de orde n ten unha expresion xeral da forma

vy = f(@,yy, .y D)

onde f: R**1 — R.

Nalgunhas situaciéns, unha ecuacién diferencial de orde dous ou superior pode ser reducida de
orde. Supofiamos, por exemplo, unha ecuacién de segunda orde, y”" = f(z,y,y’), na cal non aparece
explicitamente a variable y. Neste caso podemos facer z(x) = y'(x), isto é, z = y/, de onde se obtén
a ecuacioén diferencial de primeira orde, 2z’ = f(x, z) e, unha vez obtida a solucién desta ecuacion,

v = v(z), a solucién da ecuacién orixinal é da forma y(z) = [ z(xz)dx 4 c2. Se na ecuacién non
aparece explicitamente a variable z, y”’ = f(y,y’), enton, facendo neste caso ¢y’ = z(y), temos que
dz d . c
no 28 2z, onde temos a ecuacién en z, 2’z = f(y, 2), ou, 2’ = M
dy dx z

Exemplo 11.1 Dada a ecuacién diferencial y” — 22y’ = x, realizando o cambio z(z) = y'(x),
resulta e ecuacion 2’ —2xz = x, que é unha ecuacion diferencial lineal de primeira orde con solucién

1 1
zg(x) = ~5 + c1e® e, por integracién, y,(z) = —5¢ + ¢ /emzdx + ¢o é a solucién xeral da

ecuacion orixinal.

Exemplo 11.2 Consideremos a ecuacién diferencial yy” — (3')? = 0, na que non aparece a variable
x explicitamente. Para empezar, y = 0 € unha solucién da ecuacién diferencial. Agora realizamos o
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cambio y' = z(y), polo que v’ = 2’2, de onde resulta e ecuacién yz'z — z? = 0. Desta ecuacién

tamén deducimos que z = 0 ou, equivalentemente, y = ¢ tamén son soluciéns da ecuacién orixinal
!

. . .. . ., R .

que, ademais, tamén engloba a solucién anterior. Esta ecuaciéon, — = —, en variables separadas,
z Y

ten como solucién xeral z;, = c1y e, de y' = c1y, temos a solucién xeral da ecuacién orixinal

yg(x) = c9e'", que tamén engloba as solucidns anteriores tomando ¢; = 0.

Exercicios
1. Resolve, reducindo a orde da ecuacién diferencial, as seguintes ecuaciéns diferenciais de se-
gunda orde.
a)xy” +y = 4x b)y" —2zy' ==z
o) (z*+2y)y" +22y' =0,4(0)=1,y/(0)=0 d)zy” =y + (v')*
)y’ =y'e’, y(0) =0,y (0) =2 Dyy” +(y)* =0
22y =1+ (y)? hyy” = y?y'+ ()% y(0)= -3, ¢/ (0)=1

Definicion 11.3 Unha funcion w: I = [a,b] C R — R é unha solucion, ou solucion particular, da
ecuacion diferencial y") = flzyy,y, ... 7y"‘l)), se u é derivable ata a orde n en I, e verifica

u™ (z) = f(z,u(z),u (z),...,u" " (x) paratodo x € I.

Se ademais a solucion u(x) verifica

’ 1 -1 -1
(o) = Yo, (o) =1yt ..., u" V(x,) =y ",
entén dicimos que u é a solucion da ecuacion diferencial y™ = f(z,y,y,...,y" V) que verifica
o dato inicial (o, Yo, YL, ..., y21).

Teorema 11.4 (Teorema de existencia e unicidade de solucions) Consideremos a ecuacion dife-

rencial,

n) n—l)

y = flz,y Yy

)

e supoiiamos que f é unha funcion de clase un, nun dominio A C R"*1. Para cada punto do dominio
de f, (To, Yo, Y, ...,y L) € A, existe unha tinica solucion da ecuacion diferencial, definida nunha
vecifianza de x,, que verifica o dato inicial (2o, Yo, Y2, ..., y? ).

Definicion 11.5 A solucion xeral da ecuacion diferencial

yn) = f(x7 y’ y/’ R 7yn71))7

é unha funcion y,(x) = g(z, c1,c2, ..., cy), tal que para cada solucion y(x) da ecuacion, existen n
constantes unicas, (C1,Ca, . ..,Cn) € R", que verifican, y(x) = g(x,¢1,C2,...,Cn).
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11.2. Ecuacions diferenciais lineais de orde n

Definicion 11.6 Unha ecuacion diferencial lineal de orde n é da forma

y" +ar(@)y" V4t ana @)y + an(2)y = f(z) (11.1)
onde a1(x),as(x),...,an(x), f(x) son funcions continuas, e y(x) é a funcion a determinar.
A ecuacién
Y + a1 (2)y" "V + -t a1 ()Y 4 an(x)y =0 (11.2)

denominase ecuacion homoxénea asociada a ecuacién orixinal ou completa.
Se denotamos y(z) = y° () e a,(z) = 1 para todo x, a ecuacién homoxénea pode escribirse
da forma

S ail@)y" () = 0,
=0

A expresion sinxela dunha ecuacion diferencial lineal, non debe levarnos a pensar que a ob-
tencién da solucién xeral € relativamente ficil. En contraposicién coas ecuaciéns diferenciais de
primeira orde, non € posible obter unha solucién desta ecuacién para o caso xeral. En calquera caso,
obteremos a estrutura da solucién xeral.

Neste seccion, despois da obtencion da estrutura da solucidn xeral, encontraremos os métodos
de resolucidn para o caso particular en que as funciéns coeficientes a;(z) son constantes en todo o
seu dominio.

En primeiro lugar, probaremos que o conxunto de soluciéns dunha ecuacién diferencial lineal
homoxénea € un subespazo vectorial de dimensién n do espazo de tédalas funcidons u: I C R — R.

Teorema 11.7 Se y1(z), ..., yx(x) son solucions da ecuacion diferencial homoxénea, a funcion
k s . . .. s : .

y(z) = >5_ ¢jy;(x) tamén é unha solucién da ecuacion diferencial homoxénea, calquera que

sexan os nimeros reais c, . . . , Cp.

Demostracién. Para cada j = 1,...,k, por ser y;(x) unha solucién da ecuacién homoxénea,
verifica a igualdade >, ai(x)y;“l) (x) = 0. Vexamos que y(x) = Z?zl cjy;(x) tamén verifica

a ecuacion. En efecto, tendo en conta as propiedades lineais da derivada dunha funcién,

n n k k n
Y@y (@) =D ai@) Y ey V@) =D | D ail@)yy | =0,
i=0 i=0 j=1 j=1 i=0
[
Debemos observar que este resultado segue sendo vélido se as constantes cq, . . . , ¢, Son nimeros

complexos.
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Deste resultado obtemos que o conxunto das soluciéns dunha ecuacién diferencial homoxénea
de orde n € un subespazo vectorial do espazo das funciéns u: I C R — R. Probaremos, no que
segue que a dimension deste espazo coincide coa orde da ecuacién diferencial.

Por outra parte, utilizando este teorema, podemos preguntarnos se y1(z), y2(x), . . ., yn(x) son
n solucidns da ecuacién homoxénea, calquera que sexa (c1,ca,...,¢,) € R™, a funcién y(x) =
ay1(z) + -+ - + cuyn(z), é a solucién xeral da ecuacién homoxénea?. A resposta é negativa, a non
ser que se impofia algunha propiedade nas funcién y; (), y2(x), ..., yn(x). A condicién que deben
verificar as funcidns y, (x) estd recollida na seguinte definicién.

Definicion 11.8 As funcions y1(x), ..., yx(x), definidas nun intervalo I = (a,b), son linealmente
independentes, se c1y1(x) + - - - + cp(x)yr(x) = 0 para todo x € I, entén ¢y = --- = ¢, = 0.

Definicion 11.9 Se as funcions y1(x), . .., yr(x), definidas nun intervalo I = (a,b), non son lineal-
mente independentes, enton dicimos que son linealmente dependentes. Isto é, se existen niimeros
reais non nulos ci, . . ., ¢y tales que c1yy (x) + - - - + cp(z)yr(x) = 0 para todo x € I.

Exemplo 11.10 As funciéns y;(z) = €% e yo(x) = €**
y1(z) = €%, ya () = ke® son linealmente dependentes.

son linealmente independentes, pero

Definicion 11.11 Un conxunto de n solucions da ecuacion homoxénea, y1(x), ..., yn(x), lineal-
mente independentes nun intervalo I, denominase sistema fundamental de soluciéns da ecuacion
homoxénea.

Damos a continuacion unha condicién suficiente para que n funciéns sexan linealmente inde-
pendentes, que serd moi ttil no que segue.

Teorema 11.12 Se existe x, € I tal que o determinante

W = Wi (2o), - yn(z0))
Y1 (xo) Y2 (xo) cee Yn (xo)
= |. . . . #0
. n—1 . n—1 . n—1
R OO R OO BT D)
enton yy(x), . .., yn(x) son linealmente independentes.
Demostracién. Por hipétese, existe x, € I tal que
W= W(y1($0>7 s 7yn<x0)) # 0.
Supofiamos que y1(x), ...,y (x) son linealmente dependentes. Ent6n existen nimeros reais,

c1, - .., Cn, non todos nulos, tales que

ayi(x) + -+ cpyn(x) =0, paratodo z € I.
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En particular,

C1y1 (xo) +02y2(xo) +-- +cnyn(xo) =0
Clyi (3’30) +c2yé($o> +--- +Cny;z(xo) =0

n—1 n—1 n—1
ayt V(@) Heays V@) oo Ao Vw) =0,
polo que este sistema ten solucién en cy, . . ., ¢, non trivial e, polo teorema de Rouche-Frobenius, o
determinante dos coeficientes deste sistema debe ser nulo, o que contradi a hipétese W £ 0.
(]

O determinante W utilizado neste teorema, e que mencionaremos con bastante frecuencia, de-
nominase Wronskiano das funciéns y; (), . .., y,(z) no punto z,.

Se ademais as funciéns y;(z), ..., y,(x) son soluciéns da ecuacién homoxénea, o reciproco
deste teorema tamén e certo en tédolos puntos do intervalo [.

Teorema 11.13 Se y(z), ..., yn(x) son n solucidns linealmente independentes da ecuacion dife-
rencial lineal homoxénea, enton o wronskiano asociado é distinto de cero en todolos puntos do
intervalo 1.

Demostracién. Por reducion 6 absurdo, supoflamos que existe x, € I tal que o wronskiano das
funcions y; (), . .., yn(x) no punto x, é nulo, W = W(y1(x,),...,yn(z,)) = 0. En particular, os
vectores columnas desta matriz son linealmente dependentes, polo que existen cy, . . . , ¢,, non todos
nulos, tales que

C1Y1 (xo> +Cay2 (mo) +-- +Cnyn(xo) =0
1y (o) +cays (o) + Fenyn (o) =0
. . . . (11.3)

eyl V(o) Aoy M(@o) 4o Feayn P(w,) =0.

Por outra parte, a proposicién 11.7 permite afirmar que a funcién z(z) = c1y1(x) + - -+ + cpyn ()
tamén é solucién da ecuacién homoxénea, e polas igualdades (11.3), a solucién z verifica o dato
inicial (z,,0,...,0), que tamén & verificado pola funcién nula, y(z) = 0 para todo = € I. Polo
teorema de existencia e unicidade de solucions,

z(z) = cayi(z) + -+ cpyn(x) =0, paratodo z € I,

e, como os escalares ¢; non son todos nulos, obtemos que as funciéns y; (), .. ., y,(z) son lineal-
mente dependentes, o que contradi a hipdtese de independencia.
(]

Utilizando o teorema de existencia e unicidade de solucidns, podemos probar resultados que
dan a estrutura da solucién xeral dunha ecuacién diferencial lineal de orde n. Equivalentemente,
podemos probar que a ecuacién homoxénea ten un sistema fundamental de soluciéns formado por n
soluciéns ou que a dimensioén do espazo vectorial das soluciéns do sistema homoxénea € n.
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Teorema 11.14 Existe un sistema fundamental de solucions da ecuacion homoxénea (11.2).

Demostracién. Sexa 2, € I e B = {ey,...,e,} unha base en R™. Polo teorema de existencia

e unicidade de solucidns, para cada ¢ = 1,2,...,n, dado o dato inicial (z,, ¢;) existe unha tnica
. . ) . —1

solucién y; do sistema homoxéneo que verifica este dato; (y;(zo), Y5 (o), -, Yy )(xo)) = e;.

Finalmente, o wronskiano destas funcions en x, resulta

W (y1(xo), -, yn(xo)) = det(er,...,e,) #0,

por ser 13 unha base en R™ e, polo teorema 11.12, as funciéns y;(x), ..., y,(x) son linealmente
independentes.

|
Teorema 11.15 Se y1(z), ..., yn(x), é un sistema fundamental de solucions da ecuacion diferencial

lineal homoxénea, enton a solucion xeral desta ecuacion é da forma, yn(x) = c1yi(x) + -+ +
cnYn (), para todo (c1,. .., c,) € R™

Demostracién. Sexa z(x) unha solucién calquera da ecuacién homoxénea. Demostraremos que
existen n ndmeros reais Unicos ¢y, . . ., Gy, tales que z(z) = c1y1(x) - - - + Cpyn(T).
Sexa x, € I e denotemos

-1
2(20) = 20, 2 (T0) = 215+ .., 2" D (Z0) = 2p_1.
Xa que y1(z), ..., yn(x) son linealmente independentes, o sistema de ecuaciéns
C1Y1 (1‘0) +C2y2($o) T +Cnyn(mo) = 2o
1y (o) +cays (o) s denyn(To) = Z1
—1 -1 -1

ayl V(we) ey V(w)  teayn V(wo) = zao
ten solucién unica ¢y, . . ., ¢, € ademais, a partir deste sistema, a funcién ¢1y1 (z) + - - - + Cryn (),
tamén verifica 0 mesmo dato inicial (x,, 2o, 21, - - . , Zn—1) que a funcién z e, polo teorema de exis-

tencia e unicidade de solucidns,

2(z) = Eyr (@) + - + Cayn(@).

Teorema 11.16 Se y1(z), ..., yn(x), son n solucions linealmente independentes da ecuacion dife-
rencial lineal homoxénea,

Y™ 4 ar(@)y" "V -+ an_ 1 ()Y + an(z)y =0,

e yp(x) é unha solucion particular da ecuacion completa, entén a solucion xeral desta ecuacion é
da forma,

Yo(2) = c1y1(x) + + -+ + cayn (@) + yp(@).
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Demostracién. Sexa z(x) unha solucién calquera da ecuacion completa. A funcién z(x) — y,(x)
€ unha solucién da ecuaciéon homoxénea e, polo teorema anterior, existen n nimeros reais Gnicos,
Ci,...,Cn, tales que
2(x) — yp(x) = aya(z) + + - - + Cuyn (@),
de onde,
2(x) = ey () + -+ + Gy (2) + yp(2).

Exemplo 11.17 Atopa a solucién xeral da ecuacién y” + y = e®.

Esta ecuacién € lineal de segunda orde, con a1 (x) = 0, az(z) = le f(x) = e” paratodo z € R.
A ecuacién homoxénea asociada é ¢y’ + y = 0. Obviamente, as funciéns y; (z) = senz e ya(z) =
cosx son soluciéns da ecuaciéon homoxénea e, ademais, ningunha delas é multiplo constante da
outra, polo que y(z) = ¢ senx + ¢y cosx é a solucién xeral da ecuacién homoxénea. Por outra

parte, a funcién y,(z) = 56” € unha solucidn particular da ecuacién completa, polo que a funcién

1 . .
y(x) = cpsenx + cocosx + 56“’ € a solucién xeral da ecuacién completa.

Exercicios

2. Atopa a curva solucién da ecuacién, y” + a?y = 0, que pasa por (x,, y,) € que sexa tanxente,
nese punto, drectay = mx.
3. Demostra que existe un conxunto de soluciéns linealmente independentes da ecuacion dife-
) 4 4 . .
rencial ¥ — —y' + —y = 0, formado por funciéns do tipo y(x) = zP.
x x
4. a) Proba que y1(x) = e e ya(x) = xe” son soluciéns da ecuacién y” — 2y’ + y = 0. Proba
que y» non € miltiplo constante de y; e atopa a solucion xeral da ecuacion.
b) Atopa a solucion xeral da ecuacién y’ — 2y’ +y = 5.
5. Proba que y;(7) = €% e y2(z) = 5e**? son soluciéns da ecuacién y” — y = 0. En conse-

cuencia, a funcién y(z) = c1€® + c25¢®T2 tamén é unha solucién desta ecuacién. (E esta a
solucién xeral da ecuacion y”/ — y = 0? Razoa a resposta.

6. Sexan a,b € R, a # b. Proba que a ecuacion diferencial
(x+a)(x+b)y" +22x+a+b)y +2y=0

ten ddas soluciéns da forma (z + k)1, para algunhas constantes k. Atopa a solucién xeral da
ecuacion. [Indicacién: Proba coa solucién y(x) = (x + k) ™!, e axusta a constante k para que
y sexa solucién da ecuacién].

7. Atopa a solucién xeral da ecuacién y””' — 2y” — ' + 2y = 10. [Indicacion: €, e~ e e2* son
soluciéns da ecuaciéon homoxénea asociada].
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No que segue veremos que no caso dunha ecuacién diferencial lineal homoxénea de orde dous,
se cofiecemos unha solucién, entén podemos atopar outra que sexa linealmente independente coa
primeira.

Teorema 11.18 Se y ¢ unha solucion da ecuacion homoxénea y" + a(z)y’ + b(x)y = 0, entén

e* a(x)dx

y(r)?

dx € outra solucion da ecuacion homoxénea, linealmente indepen-

a) = (o) [
dente con y.
Demostracién. Atoparemos unha funcién non constante v = v(x), tal que z = vy tamén é unha
solucidn, polo que y, z son linealmente independentes. Xa que logo, procedemos a calcular a funcién
v. Derivando ddas veces a funcién produto z = vy,
z/ — y/v + yUI e Z// — y//'U + 2ylvl + yv//’
e para que 2 sexa solucion da ecuacién homoxénea,
y"v + 2y + yo” + a(@)y'v + a(z)y’ + blz)yv

=y + 2y + a(z)y)v’ + (y +a(@)y’ + b(x)y)v

=y + (2 +a(x)y)' =
de onde

v’ 2y + a(x)y 2y’

— = T :—7—a(w).

De aqui temos que
1
In|v|=—-2Inl|y| — /a(x)da: T /a(m)daz,

polo que

Exemplo 11.19 Obtén a tnica solucién da ecuacién diferencial z2y" 4+ zy’ — y = 0 que verifica

y(1) =1ley/(1) = 1, sabendo que y(x) = x é unha solucién da ecuacién.

Calculamos a funcién
v:/ d:z:f/—dxf—2 5

polo que z(z) = vy = —i € outra solucién da ecuacién homoxénea linealmente independente con

y(x) = x. Logo, a solucién xeral da ecuacién é,
— — 1
yg(x) = 1y + c2z = c1x + ca 3

e, para o dato inicial dado, ¢; = 1 e c3 = 0, polo que a solucién buscada é y = x.
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Exercicios

8. Resolve as ecuacions que seguen, cofiecendo a solucién dada.

a) ?y" +xy —y =0, y(z) ==
by +y=0, y(x) =senzx
0y’ —y=0, y(x) =e”

d) zy” + 3y’ =0, y(z) =1

e) (1 —a?)y" —2zy +2y=0, ylx)==

11.3. Ecuacions lineais de segunda orde con coeficientes cons-
tantes

Consideremos a ecuacién homoxénea
1 !
¥y +ay +by=0

onde a,b € R. Utilizando a proposicion anterior, para chegar 4 solucion xeral desta ecuacién, de-
bemos atopar ddas solucidns y1, ys, tales que unha non sexa miltiplo constante da outra. Tendo en
conta a linealidade da ecuaci6n e que os coeficientes da mesma son constantes, a solucién y(x), debe
ter a propiedade de que, y, %', 3" deben ser miiltiplos constantes unhas das outras.

A funcién exponencial, y(z) = €7, ten esta propiedade, polo que debemos atopar o valor de
A € R tal que e** verifique a ecuacién diferencial. Tendo en conta que y'(z) = Ae*®, y'(x) =
A2e* e introducindo estes resultados na ecuacién, temos

N2eAT g\ 4 bt = T ()\2 +aX+ b) =0.
Tendo en conta que e** non se anula en ningiin valor de € R, podemos concluir que, e* é
solucién da ecuacién 3" + ay’ + by = 0, se, e soamentes se, A € raiz da ecuacién

Az

N +ar+b=0.

Esta ecuacién denominase ecuacion caracteristica da ecuacion diferencial y’ + ay’ + by = 0, e
a funcién polinémica p(\) = A2 + a) + b, polinomio caracteristico asociado a ecuacién diferencial.
As raices da ecuacion caracteristica son da forma

M=-%a+3iVa2—4b, N=-Lla—1va2-4b

e denominanse raices caracteristicas da ecuacion diferencial ¢ 4+ ay’ + by = 0. Podemos considerar
tres situacidns distintas, dentro das raices caracteristicas.

Caso 1. Raices caracteristicas reais e distintas, a®> — 4b > 0.

Neste caso, e*? e e*2* son soluciéns da ecuacién diferencial, linealmente independentes, pois
W = (Ag — Ap)e*(A2F21) =£ 0 polo que a solucién xeral da ecuacién 4 + ay’ + by = 0, é da forma

Yy () = c1e™M7 + cpe2?.
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Caso 2. Diias raices reais e iguais, a*> — 4b = 0.

a z z * 2z z . z *z
Neste caso A = — 3¢ unha raiz dobre da ecuacién caracteristica, e y; (x) = e** é unha solucién

da ecuacién. Ademais, a funcién yo(z) = ze* tamén é unha solucién da ecuacién diferencial. En
efecto, yh(z) = e + e, e uf(x) = A’ + Xe’® + xAZer*. Substituindo estes valores na
ecuacion diferencial e ordenando, obtemos

e (a + 2)\) + e (A% + a) + b)

que € igual a cero. Entén, y; (z) = e’ e yo(x) = xe* son soluciéns linealmente independentes da

ecuacién diferencial, xa que W = e2** = 0, polo que a solucién xeral da ecuacién "’ +ay’ +by = 0

z

€
ax

yg(x) = (c1 + czx)e_%

Outra forma de atopar a segunda solucién linealmente independente coa primeira, e unha vez
cofiecida a primeira solucién, y; (z) = e~ 2%, ¢ utilizando o teorema 11.18. En efecto,

—/adx

e e—a:v
z2(x)= | ————dx = / dr =z,
(z) / y% o—az

x

polo que y3 () = ze~ 3

1
Caso 3. Diias raices complexas, ZaQ —-b<DO.
Neste caso as raices son

M =a+if, A=« —1i8, onde a:f%a, eﬁ:\/bf%a?

Como estas solucién son complexas, debemos realizar as consideraciéns oportunas para chegar a
ddas solucioéns reais, a partir de A\; e Aq. Utilizando as expresions en forma polar e trigonométrica
dun nimero complexo, a funcién exponencial complexa, e*?® = e**( cos(fz) + isen(Bz)), e
e’ = 2% (cos(fBx) —isen(Sx)). Ambas as funciéns verifican a ecuacién y” + ay’ + by = 0. Pero,
calquera combinacién lineal destas, tamén € unha solucién da ecuacién, en particular,

yi(z) = (M + M%) = e cos(Bz) e yo(z) = &(eMT — €M) = e*¥ sen(Bx)

son solucidns da ecuacion, linealmente independentes, pois W = — Be2*% Deste xeito e neste caso,
a solucion xeral é

yg(x) = ™" (61 cos(Bx) + o sen(ﬁm)).

Exemplo 11.20 Obtén a solucién xeral das ecuacidns: a) 4" — a?y = 0,a € R, a # 0. b) y"" —
4y’ +4y = 0.¢) y"’ — 6y + 10y = 0.

a) A ecuacién caracteristica, A2 — a® = 0 ten ddas raices reais distintas \; = a e Ay = —a, polo
que a solucion xeral € y,(z) = c1€* + cpe™ ",

b) A ecuacién caracteristica, A2 — 4\ + 4 = 0, ten unha raiz dobre A = 2, polo que a solucién
xeral € da forma y,(z) = (c1 + cow)e?®.

¢) A ecuacién caracteristica é A2 — 6\ 4 10 = 0, con raices complexas, A\; = 3+ie Ay = 3 —1,
polo que a solucién xeral da ecuacion € y,(z) = €* (¢1 cos(z) + ca sen()).
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11.3.1. Oscilador masa-resorte

Un oscilador masa-resorte amortecido estd formado por unha masa m unida a un resorte fixado
no outro extremo, como se mostra na Figura 11.1. Se desprazamos a masa a partir da posicién
de equilibrio, y(t) = 0, o resorte estirase ou comprimese e exerce unha forza que se resiste 6
desprazamento, proporcional 6 mesmo, Fiesone = —ky, onde a constante positiva k é a rixidez e o
signo negativo refricte a natureza de oposicion 4 forza. Esta ecuacion cofiécese como lei de Hooke e
s6 € valida para desprazamentos pequenos.

y(t)

ATLILLLALLALIALLALANN AN NN
SUANNNTANNNNNNNNNNN NN NN NNNNNNNN Y

Figura 11.1: Oscilador masa-resorte

Practicamente téddolos sistemas mecénicos presentan friccién e, para 0 movemento con vibracion,
esta forza modélase mediante a ecuacion, Fiicisn = —by’, onde b, non negativa, cofiécese como
coeficiente de amortecemento e o signo negativo ten o mesmo significado que o dado anteriormente.

Outras forzas que actdan sobre o oscilador considéranse como externas do sistema Fixiema. Ainda
que poden ser gravitacionais, eléctricas ou magnéticas, o comin € que sexan transmitidas 4 masa
axitando a base do resorte.

A segunda lei de Newton establece que a suma destas forzas debe ser igual 6 produto da masa
pola aceleracién do sistema, my”.

Deste xeito, o movemento do sistema queda rexido pola ecuacién diferencial

my" = _by/ - ky + Fextema(t)

ou, equivalentemente,

my” + by/ + ky = Fexterna(t)~

Cando analizamos unha ecuacién diferencial de segunda orde, é frecuente comparar os coefi-
cientes da ecuacion cos valores

[inercia] - y” + [amortecemento] - ¥’ + [rixidez] - y = Fixema(t) (11.4)

como inspiracién para interpretar os resultados.
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Oscilaciéns non forzadas, non amortecidas

Este caso preséntase cando non hai friccidén (b = 0) ou unha forza externa. Neste caso, a ecuacion
diferencial do oscilador estd dada por,

k
Y 4+ —y =0. (11.5)
m

Esta ecuacion € lineal, homoxénea e con coeficientes constantes. As raices do polinomio A4 = =
m

. . [k . .
0, son os complexos conxugados wi, —wi, con w = 4/ —. Polo tanto, a solucién xeral da ecuacién

m
(11.5) é da forma:
Yg(t) = c1 cos(wt) + casen(wt), c1,c2 € R. (11.6)

Se denotamos por A = \/c? + ¢3, entén (11.6) pode escribirse como

yy(t) = A(C—1 cos(wt) + = sen(wt)). (11.7)

A A
Agora ben, %, CZ? €[-1,1e (%)2 + (%)2 = 1, polo que existe un tnico ¢, € [0,27], tal
que cos Y, = % esenp, = fc—j. Substituindo en (11.7) e utilizando a férmula do coseno da suma

chegamos finalmente a que

Yg(t) = A(cos(p,) cos(wt) — sen(yp,) sen(wt))
= Acos(wt + ¢,). (11.8)

Esta é a férmula clasica da solucién xeral cando as oscilacién non se consideran amortecidas. Os
movementos son oscilacions periddicas do tipo senoidal, Figura 11.2 a). A constante A denominase
amplitude e depende do desprazamento e da velocidade inicial e o dngulo ¢, € a fase inicial. A

frecuencia angular, w = {/ —, é mdis rdpida para resortes mais rixidos e mdis lenta para masas mais
m

2T .
pesadas, w = T sendo 7" o periodo de oscilacién.

Oscilacions non forzadas, subamortecidas

Cando hai friccién, as oscilaciéns son amortecidas e os movementos son do tipo representados
na Figura 11.2 b). O amortecemento prodicese 6 multiplicar a funcién senoidal por unha exponen-
cial negativa. De feito, unha maior friccién produce un amortecemento mdis intenso, polo que a
amplitude senoidal decrece mdis rapidamente, € menores frecuencias angulares w.

Exemplo 11.21 Un péndulo simple, representado na Figura 11.3, consta dunha masa m > 0 sus-
pendida nun cable de masa desprezable e lonxitude ¢ > 0.
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AN

Figura 11.2: Soluciéns de osciladores non forzados

Se denotamos por y(¢) o dngulo que forma o péndulo coa vertical en cada instante de tempo ¢,
entén a compofente tanxencial do peso vén dada por P, = mgseny. Como ademais, o despraza-
mento tanxencial € £y(t), pola segunda lei de Newton tense que P, = —m/ly”. Asi pois, a ecuacién
do movemento dun péndulo simple é

Yy + %seny =0,

que tamén podemos poiier,
mg seny

14

Unha anélise da ecuacion 11.4 1évanos a unha inercia fixa m, amortecemento nulo e unha rixidez
expresada mediante

1

+

y=0, (11.9)

mg seny
Loy

Esta rixidez estd representada na figura 11.4. Os movementos de amplitude pequena son contro-

k=

. sen 6 . ) mg .
lados por unha rixidez de resorte case constante, — 1, préxima 6 valor WA e a frecuencia

- o [k .
angular das oscilacidns case senoidais valen w = 4/ — (ecuacion (11.5)).
m

1
Exemplo 11.22 Unha masa de 1 kg estd unida a un resorte cunha rixidez de 4 N/m. A constante

. 1 .
de amortecemento b para o sistema € de 1 N-s/m. Se desprazamos a masa — m estirando o resorte e

recibe unha velocidade inicial de 1 m/s no sentido de contraccidn do resorte, determinar a ecuacion
do movemento. C4l é o desprazamento médximo que pode alcanzar a masa?
A ecuacioén diferencial que debemos resolver é

1
WY+ =0, y(0) =5, ¥ (0)=-1 (11.10)
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Figura 11.3: Péndulo simple

E ficil verificar que a solucién desta ecuacién diferencial é
y(t) = =2t [ — %cos (2\/515) — % sen (2\/§t)} ,

ou tamén,

y(t) = \/ge_% sen (2\/§t + qS),

3 .
onde tan ¢ = g, e ¢ estd no terceiro cuadrante.

Para determinar o mdximo desprazamento con respecto da posicién de equilibrio, temos que
determinar o mdximo da funcién |y(t)|. Como y(t) se extingue de forma exponencial, 0 méximo

vai darse no primeiro punto critico de y. Isto é, se calculamos a derivada de y(t), igualamos a cero,

- . tan o + tan .
utilizamos a igualdade tan(a + ) = ﬁ e resolvemos, temos a solucion,
— tan atan

tan (2\/§t) = ?7

que ten como primeira raiz positiva

= L arctan ? — 0,096

2V/3

Substituindo este valor na ecuacién (11.10), temos que y(0,096) = —0, 55, que é 0 mdximo despra-
zamento, que ocorre 4 esquerda do punto de equilibrio.
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Figura 11.4: Rixidez dun péndulo

11.4. A ecuaciéon completa

No que segue realizaremos o estudo da ecuacién completa

y' +ay' + by = f(x),

onde f(x) é unha funcién arbitraria. Utilizando o teorema 11.16, a solucién xeral desta ecuacién é
da forma

yg(x) = cry1(w) + caye(x) + yp(w),

polo que nos ocuparemos de atopar unha solucion particular y,(x), da ecuacién completa. Unha
forma moi xeral para atopar unha solucién particular da ecuacién completa é utilizando o método
de variacién de pardmetros que estudaremos 6 final do capitulo. Non obstante, ds veces € madis util
o método dos coeficientes indeterminados, onde se utilizan aproximacidns intuitivas das solucién
particulares.

11.4.1. Método dos coeficientes indeterminados

Se b = 0, realizando o cambio de variable y' = z, resulta a ecuacién 2’ + az = f(x), da
que xa sabemos obter a solucion. No caso de que b # 0, atoparemos unha solucién particular da
ecuacién completa utilizando, sempre que sexa posible, o método dos coeficientes indeterminados.
Supofiamos en primeiro lugar que a funcién f(x) é constante e igual a A para todo . E ficil de
ver que esta ecuacion vai ter unha solucién particular da forma y,(x) = ¢ para todo z. En efecto,

. . A
y,(x) =y, (x) = 0 e, substituindo na ecuacién, resulta bc = A, polo que ¢ = 3 yp(x) = 3 é
unha solucién particular da ecuacion.
No caso de que a funcién f(x) sexa unha funcién polinémica de grao n, f(r) = c,2"+c12" 1+
-+ +4¢Cp—1x+c,. Para buscar unha solucién particular neste caso, parece obvio probar cunha funcién
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polinémica de grao n; y,(x) = A,x™ + Aja" '+ -+ A,_12 + A,, e determinar os coeficientes
polo método dos coeficientes indeterminados. O método consiste en substituir ,, e as stas derivadas
na ecuacién diferencial, da que resulta unha igualdade de dous polinomios de grao n e igualar os
coeficientes de igual potencia en x, de onde se determinan as constantes A,, A1, ..., Ay,.

Exemplo 11.23 Resolveremos unha ecuacién na que a funcién f(x) é un polinomio. y” —4y'+4y =
22 +2.

A funcién f(x) é unha funcién polinémica de grao dous, polo que a solucién particular deberia
ser unha funcién da forma y, () = Az + Bx + C, coas constantes A, B e C que hai que calcular.
Para isto, y,,(v) = 2Ax + B, y, () = 2A, e substituindo na ecuacién, temos

2A — 4(2Az + B) + 4(Az* + Br + C) = 2* +2
e reordenando os termos
4Ax? + (4B — 8A)x + (2A — 4B+ 4C) = 2 + 2.

Asi, igualando coeficientes de igual potenciaen z, 44 = 1,4B — 84 =0e 2A — 4B + 4C = 2,

1 1 7
e resolvendo este sistema, resulta, A = T B = 3 e C = 3 De aqui temos finalmente, que
1 1 7
yp(x) = Za:Q + 7% + 3 € unha solucién particular da ecuacin.

O método dos coeficientes indeterminados pode ser aplicado a outros casos. Supoflamos, por
exemplo, a ecuacién
11 / xT
y' +ay +by = pe”.

Parece natural elixir a funcién y,(z) = Ae*® como candidata a ser unha solucién particular da
ecuacion. y,, (z) = Aae™”, y!/(x) = Aa?e®”, e substituindo na ecuacion, resulta a igualdade

Ae™(a? + ac + b) = pe™”

. p
de onde, 2 b # 0, ded A= ———"—r,
e onde, se a” + aa + # educese que a2—|—aa+be
yp(x) - a2+aa+be

¢ unha solucién particular da ecuacion se a2 + aa + b # 0. A condicién o + aa + b # 0, significa
que « non € unha raiz da ecuacidn caracteristica; € dicir, que e“* non € unha solucién da ecuacién
homoxénea asociada. Se o fose unha raiz simple de A2 +a\+b = 0, podemos atopar unha constante
B tal que Bze®® é unha solucién particular da ecuacién. Se a é unha raiz dobre, Bx2e“® é unha
solucién particular da ecuacion para algin valor de B € R.

O método dos coeficientes indeterminados tamén € vdlido se na funcién f(z) aparecen funciéns
trigonométricas

Exemplo 11.24 Son moi sinxelos os casos onde aparecen a funcién seno ou coseno, por exemplo,
Yy’ — 4y + 4y = 2 cos(2x).
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Neste caso poderia parecer que unha solucién particular deberia ser da forma y(z) = A cos(2z),
pero no termo —4y’ da ecuacién, apareceria —2A sen(2x), e na funcién f(x) non aparece un ter-
mo similar para igualar coeficientes. Isto esixe que debe probarse cunha solucién particular da for-
ma y,(r) = Asen(2x) + Bcos(2r). Para determinar os pardimetros A e B, calculamos y,(z) =
2A cos(2z) — 2B sen(2x), y, (v) = —4Asen(2x) — 4B cos(2x), e substituindo na ecuacién e reor-
denando

8B sen(2x) — 8A cos(2x) = 2 cos(2x),

1 1
ecuacién que é vilida para todo z,se B = 0e A = T polo que y,(z) = ~1 sen(2z) é unha

solucién particular da ecuacién diferencial.

Para xeneralizar este método no exemplo anterior, supofiamos que a funcién f(z) é da forma
f(z) = psen(rz) + g cos(rz). Neste caso probaremos a determinar as constantes A e B introducin-
do a funcién, y, (z) = Asen(rx)+ B cos(rz). Esta solucién é vdlida se ri non é raiz da ecuacién ca-
racteristica. En caso contrario, pode comprobarse que a funcién y, () = Az sen(rx) + Bz cos(rz),
€ unha solucién particular.

Esta técnica € totalmente vélida se a funcién f(z) é suma ou produto de funciéns polinémicas,
exponenciais ou trigonométricas do tipo mencionado anteriormente. Por exemplo, se f(z) = (22 +
1)e3®+sen(2z), debemos probar coa funcién, y, (z) = (Az?+Bz+C)e3%+D sen(2x)+E cos(2z),
sempre que A = 3 ou A = 27 non sexan unha raiz caracteristica.

Se a funcién y, € doutro tipo, por exemplo f(z) = xlnz, posiblemente o método dos coefi-
cientes indeterminados non poida ser utilizado. En calquera caso, existe un método xeral para obter
unha solucién particular da ecuacion lineal con coeficientes constantes, o método de variacion dos
pardmetros, que se estuda na seccién 11.7.

O resultado que enunciamos a continuacion, que ten unha demostracién inmediata, € moi 1til na
biisca dunha solucién particular da ecuacion completa.

Teorema 11.25 Consideremos a ecuacion diferencial lineal completa
Y™ +ar(2)y" "V 4t ap1 (@)Y +an(@)y = fi(x) + oo+ frl(z). (1111
Se yp,, (x) é unha solucion particular da ecuacion completa
v +ar@)y" TV + - an (@)Y +an(@)y = filz)
paracadai=1,...,p, enton a funcion y,(x) = yp, (x) + - - - + Yp, (x) é unha solucion particular
da ecuacion (11.11).
Exercicios

9. Resolve as ecuacions diferenciais
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T T . .
Oy +ay=de+1, y(5)=0, ¥(3) =0 By -2 +y=e "senz —de
o)y’ —y=2senx +ecoszx d)y" —y=wxcosx+2senw
e)y” —2ay +a*y=e" (a#1) Hy" +2y +y=e"2%cosa
9y’ +a’y = sen(ax), y(0) =1, y'(0)=—-1 hyy" +4y =327

)y’ —y=3e” y(0)=0, y(0)=1 Dy =3y + 2y =4a®

Ky +2y +y=2a®y0)=0, y(0)=1

10. Demostra que a solucién xeral da ecuacién y” + ay’ + by = 0, no caso de raices complexas
« £ Bi, pode poifierse na forma, y(x) = Ae®* cos(Sx + w), onde A e w son constantes
arbitrarias.

11. A suspensién dun automoébil pode modelarse como un resorte vibrante con amortecemento
debido 6s amortecedores. Isto conduce 4 ecuacién diferencial ma” (t) + b’ (y) + kx(t) = 0,
onde m € a masa do automobil, b € a constante de amortecemento do amortecedor, k£ é a
constante do resorte e z(t) é o desprazamento vertical do automdbil no instante ¢. Se a masa
do automdbil é de 1000 kg e a constante do resorte é de 3000 kg/s, determina o valor minimo
para a constante de amortecemento (en quilogramos/segundo) que proporcione unha viaxe
suave libre de oscilacidns.

11.5. Ecuacions lineais de orde . con coeficientes constantes

Consideremos a ecuacion diferencial lineal completa de orde n con coeficientes constantes
v +ary" TV b any +any = (@) (11.12)
tal que a ecuacion homoxénea asociada é da forma
v +ary” 4+ an_1y +any = 0. (11.13)
Utilizando os resultados da seccién anterior, a solucién xeral da ecuacién completa é da forma
Yg(x) = 1y (@) + -+ + cnyn (2) + yp(7)

onde y1(x),...,yn(x), son soluciéns linealmente independentes da ecuacién homoxénea, y,(z) é
unha solucién particular da completa, e ¢y, . . ., ¢;, son n constantes arbitrarias.

11.5.1. Solucions da ecuacion homoxénea

Utilizando o mesmo método que o das ecuaciéns de orde n = 2, probaremos a atopar as solu-
ciéns da ecuacion homoxénea da forma y(z) = e*, para valores apropiados de \. Se substituimos
y(x) = e na ecuacién homoxénea, temos

)\neka: +a1)\n716)\w N +an71/\e)\w +an6)\w — 0’



11.5 Ecuaciéns lineais de orde n con coeficientes constantes 279

que sacando factor comtn e*?, obtemos
AN+ N 4 a1 A+ a, = 0.

Esta € a ecuacion caracteristica da ecuacion homoxénea, e p(A) = A" + a1 A" "1+ - +a, 1A+
an, 0 polinomio caracteristico.

Proposicion 11.26 e ¢ solucion da ecuacion lineal homoxénea (11.13) se, e soamentes se, \ é
raiz da ecuacion caracteristica asociada.

Polo teorema fundamental da 4lxebra, a ecuacion caracteristica ten exactamente n raices, se cada
raiz é contada de acordo coa sia multiplicidade.

Supoiiamos en primeiro lugar que a ecuacion caracteristica ten n raices reais, A1, Ao, ..., An, €
distintas. Entén as funciéns e*®, e*2%, ... e*? son soluciéns linealmente independentes da ecua-
cién homoxénea, xa que o wronskiano destas funciéns é

e)\lr . e)\na:
AeM® D W
W =
n—1_M\iz n—1_A,x
AT eMT e AT e
1 1
M o
xT " i — T n i
— FXiz ) ‘ . — T2 H (\i — A\j) #0,
o : : . 1<i<j<n
_ n—
AT PP\

polo que a solucién xeral da ecuaciéon homoxénea é da forma
y(x) = &M% 4 4 et
No caso de que existan raices multiples, temos que modificar lixeiramente estas funciéns expo-

nenciais para obter a solucién xeral. Asi, unha raiz real A; de multiplicidade n;, xera n; soluciéns
linealmente independentes,

Deste xeito, a solucion xeral da ecuacién diferencial (11.13) € da forma
Yg() = Pay—1(2)eM” 4 - 4 Ppy 1 (2)e”

onde
Pni71($) = Ci1 +Ci2$+-~-+0ini9€m_1, i=1,...k

conc;; € R
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Por outra parte, un par de raices complexas, A\, = a + i, A; = a — if3, con multiplicidade n,
xera 2n; soluciéns,

e cos(Bx), e**sen(fx), xe* cos(fx), xe*” sen(fx),...,

a2 e cos(Bx), o™ e sen(fBx).

Isto é, despois de realizar consideracions andlogas as feitas para o caso das raices reais, pode probarse
que
¢ (P, -1 () cos(B) + Qu, -1 (x) sen(fa))

€ a funcién real correspondente ds 2n; solucions linealmente independentes asociadas 4 raiz A,
onde

Pnjfl(l') = Ajl + Ajgx + -+ Ajnjxnjil
anfl(l') = le =+ nggc + .4 Bjn]{L‘nj_l

con A, Bj, € R. Utilizando este procedemento, sempre atoparemos as n soluciéns linealmente
independentes da ecuacién homoxénea (11.13) que xeneran a ecuacién xeral desta.

Exemplo 11.27 Consideremos a ecuaciéon
Yy  + 5y + 12y + 16y" + 12y + 4y = 0.
O polinomio caracteristico € da forma
p(A) = A% + 50 + 1203 + 1607 + 120 +4 = (A\® + 22 +2)*(A + 1)

e ten unha raiz real simple A\; = —1 e as raices complexas A\ = —1 +1i, A3 = —1 — i, ambas con
multiplicidade 2. En consecuencia, a solucién xeral é da forma

y(x) = c1e” 4+ coe” P cosx + cze” Tsenx + cqwe” T cosx + csxre” T sen .

11.6. Solucidon xeral da ecuacion completa

11.6.1. Meétodo dos coeficientes indeterminados

Cando a funcién f(z) € do tipo Py(z), e**, senz, cosz ou calquera combinacién lineal ou
produto destas funcidns, entoén a ecuacion diferencial completa (11.12) ten unha solucién particular
deste mesmo tipo. A introducién dunha funcién do tipo da funcién f(x), que contén uns pardmetros
indeterminados, permite obter uns valores concretos destes por igualacién de coeficientes e, con eles,
a solucidn particular buscada.
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Por exemplo, se f(z) = Px(x), isto é, un polinomio en x de grao k, e a ecuacidn caracteristica
non ten a raiz A = 0, entén unha solucién particular serd da forma

yp(x) = AP + Ayt b Az + Ay,

e a introducidon desta funcién na ecuacion completa (11.12), permite calcular A,, Ay, ..., Ag.
Se a ecuacién caracteristica ten A = 0 como raiz, de multiplicidade m, entdén unha solucién
particular serd da forma

yp(x) = xm(onk + A A+ Ap).

Se f(z) = Px(x)e™**, e a non € raiz da ecuacion caracteristica, entén unha solucién particular
da ecuacién completa é da forma

Yp(z) = (Aoz® + A1a" ! 4+ A3+ Ag)e™.

Se a € unha raiz caracteristica de multiplicidade m, entén unha solucién particular da ecuacién
completa é da forma

yp(x) = xm(onk + A+ A+ Ap)e™”.

Se f(z) = e*®(Py(z) cos(Bx) + P.(x) sen(fx)), e a+1if non é raiz da ecuacién caracteristica,
entén unha solucién particular da ecuacién completa é da forma

yp(x) = e (Ps(x) cos(Bx) + Qs(x) sen(fx)),

onde P;(z) e Qs(z) son polinomios en x de grao s = méx{k,r}.
Se a + i € unha raiz caracteristica de multiplicidade m, entén unha solucién particular da
ecuacion completa é da forma

Uy (@) = e (Py(x) cos(B) + Qs (x) sen ().
Tédolos coeficientes indeterminados das soluciéns particulares obtéfiense introducindo a funcién

yp(x) na ecuacién completa (11.12) e resolvendo as ecuaciéns que igualan os coeficientes.

Exemplo 11.28 Calcula unha solucién particular da ecuacién
Y By 12y + 16y + 12y + 4y = 2%+ + 1.

A solucién xeral da homoxénea asociada xa foi atopada no exemplo 11.27, polo que falta atopar
a solucién particular da completa. A funcién f(x) = x? + z + 1 suxire unha solucién y,(z) =
Az? 4+ Bz + C. Substituindo na ecuacién completa, temos

32A + 24Ax + 12B 4+ 4A2* + 4Br +4C =2 + 2 + 1
e reordenando e igualando coeficiente das potencias de igual orde, obtemos as ecuacions

4A=1, 24A+4B=1, 324+12B+4C =1

5 1 5
T C = 2. En consecuencia, y,(z) = ~2% — 1° + 2, é unha solucién

1
e, polo tanto, A = T B=-— ;i
particular da ecuacién completa.
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Exercicios

12. Atopa a solucién completa de

Ay +3y" +3y +y=3 by =y =y +y=0
C)ybv_gy///+y//+4y:2x_l

13. Atopa a solucién da ecuacién diferencial "' — 3" — ¢ + y = 8xe™* que verifique o dato
inicial (0, 1,0, 0).

14. Atopa a solucién xeral da ecuacién y¥ — 10y*Y + 46y — 116y” + 161y’ — 98y = e** +
e cos(3x). [Indicacion: As raices caracteristicas da ecuacién son, 2 e 2 + V/3i con multipli-
cidade dous].

11.7. Método de variacion de parametros

O método que estudamos nesta seccién € suficientemente xeral como para poder obter solu-
ciéns particulares independentemente da forma do termo independente f(x). Tamén € valido, como
veremos na demostracién, para o caso en que as funcions coeficientes da ecuacién lineal non son
constantes. Como podemos comprobar na resolucién dos exercicios, a aplicaciéon deste método re-
sulta mais laborioso ca o método dos coeficientes indeterminados que xa estudamos en seccidons
anteriores.

Teorema 11.29 Sexan yi1(x), ..., yn(x) un sistema fundamental de solucions, definidas nun inter-
valo I C R, da ecuacion lineal homoxénea (11.13) e a1 (), . . ., o (), funcions que verifican
a4y +- FaLYn =0
a1y +o Fany, =0
: (11.14)
a’lyfﬂ) +--- —&-a;ygﬂ) =0
a’ly?_l) +-- +O/ny2_1) = f(x)

A funcion y, () = ar(x)y1(x) + - - - + an(x)yn(x) € unha solucion particular da ecuacion lineal
completa.

Exemplo 11.30 Obtén a solucién xeral da ecuacién diferencial y' —y = 3e®, sabendo que y(z) = e”
e z(x) = e~ son soluciéns linealmente independentes da ecuacién homoxénea.
A solucién xeral da ecuacion homoxénea €, trivialmente, yg(m) = c1€¥ + cae™*. O sistema

af(z)e* + ah(z)e™ =0
oy (z)e” — ah(z)e™™ =3e
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ten como solucidns

3
o (z) = 3 e ai(z) =-x
2 3 2 3
aob(x) = 756296 e as(x) = —162“’

e unha solucién particular da homoxénea é

3 T 3 2x —x 3x 3 x
yp(x):§xe + e )t =l 1)

Exemplo 11.31 Atopa a solucién xeral da ecuacién (z2—1)y" —2zy'+2y = (22 —1)%,z € (—1,1),
sabendo que y(x) = x é unha solucién da ecuacién homoxénea.

L . 2x 2
Dividindo a ecuacién entre 22 — 1, temos 3"/ — 5 1y’ + = Y= 22 — 1. Calculamos a
x? — x? —
segunda solucién da ecuacién homoxénea, z = vy, onde
2x
/ 5 dx , )
e TS — 1 eln\x —1] eln(l—x )

1— a2 1
/ ;C de = —x — —,
x x

2(2) = (—o - Do = —(1+ )
Yy = 1z + co(1 + x2).

polo que

Para atopar unha solucién particular, y,,, utilizamos o método de variacién de pardmetros, resolvendo

. x —1—22
osistema a’y + b’z = 0, a'y’ + b2’ = 2% — 1. Tendo en conta que W = det (1 o > =
1—a2%2#£0,

0 —1—2a2
x? -1 —2 24 —1
@ = 1— a2 =1z =+,
T 0
Yo 1 2?2-1 233(9152—1):_JU
1—a2 1— 22 ’

de onde obtemos

3 2
a:/—(1+x2)dx:—x—% e b:/—xdx:—%,

polo que a solucién particular da ecuacion é
3 2 2 4

X X X
Y (i (142 = - -
vp() (“‘" 3)”"+2(+x> 2 6’
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e a solucién xeral da ecuacion completa,

z?2 ot

yy(z) = 1z + ca(1 +22) — — — =,
2 6
Exemplo 11.32 Atopa a solucién xeral da ecuacién (22 +z)y” + (2 —22)y’ — (2+2)y = z(z+ 1),
x > 0, sabendo que y(x) = e é unha solucién da ecuacién homoxénea.
E fdcil comprobar que y(xz) = e® é unha solucién da ecuacién homoxénea. A ecuacién dife-

2
. p - - 24+
rencial tamén se pode pofier como y” + — Yy — 2+ y = (z + 1). Para calcular a segunda
) . e+ T+
solucién da ecuacién homoxénea, z = vy,
/ z? -2 d z+1 z+1
z+In ——— In ———
e

5 T
?+x e 2 eTe 2
v = fdx = fdac = fdx
e=T e=T e=

1 —T —X
:/e_’”m—z da::/e daz—l—/%dm
T x x

1 1 _
u= - du=——dx || _ "
T - )
dv=e"*dr v=—e" z
7”” 1 1
polo que z(x) = T eyn(x) = c1e” + ca—.

Para atopar unha solucién particular, g, utilizamos o método de variacién de pardmetros, resol-
vendo o sistema a’y + b’z = 0, a’y’ + b'2’ = 22 — 1. Tendo en conta que

1
e’ — 1
W = det 7 | =5,
et —— X
x2

1
(x+1)—
a:/ R dx:/fme*””dx: (x+1)e 7,

142
— e
22

_ e“le+1) 0, a’
er

2

x

T

de onde,
2

1 =z
yg() :016x+02£+§+x+1.

Neste caso mdis xeral, e para calcular a solucién particular da ecuacién completa, pode utilizarse
calquera dos métodos estudados anteriormente, como pode ser o método de variacién de pardmetros
ou dos operadores diferenciais, sempre en funcién da facilidade dos calculos que hai que realizar.
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3 s
E lo 11.33 Resol "4y = ,x € (0,—=).
xemplo esolve ¢y’ + 4y sen(22) x € ( 2)
As raices da ecuacién caracteristica son \; = 0 e Ay = =+2i, polo que a solucién xeral da

ecuacién homoxénea é y, = ¢1 + c2 cos(2x) + ¢ sen(2z). Utilizando o método de variacion de
pardmetros para atopar unha solucién particular da ecuacién completa, temos que resolver o sistema,

af + ajcos(2z) + afsen(2z) = 0
—2ah sen(2z) + 204 cos(2z) = 0
3
—4ak cos(2x) — 4as sen(2x) =
a cos(2z) — 4ol sen(2x) sen(22)
tendo en conta que W (y1, ya, us) = 8. Asi,
0 cos(2x) sen(2zx)
0 —2sen(2z)  2cos(2x)
3
—4 2 —4 2
L son(27) cos(2x) sen(2x) - 3
v 8  4sen(2x)
1 0 sen(2z)
0 0 2 cos(2x)
3
—4 2
o — sen(2x) sen(2z) _ 3cos(22)
2 8 ~ 4sen(27)
1 cos(2x) 0
0 —2sen(2x) 0
3
—4 cos(2
, cos(2z) sen(2z) 3
“ = 8 R
de onde
_ §/ dz
“wT sen(2x)
t=tanx r = arctant 3 senz
1 i
dx = mdt sen(2z) = 2sen x cos 8 In cos T
3 [ cos(2x) 3
= —= der =—=1 2
2 4/8611(2:5) v 8 n(sen(2z))
3
a3 = ——&,

4
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polo que a solucién xeral da ecuacién completa é

3 3 3
Yg(x) = c1 + o cos(2x) + cgsen(2x) — Vi sen(2z) — g(ln sen(2x)) cos(2x) + A In ii;l:i

11.8. Autoavaliacion

As seguintes cuestions tefien s6 unha resposta correcta.
1. A solucién da ecuacién diferencial 4" — 4y = 12 que verifica y(0) = 3, /(0) = 0, é,

a) 3e2® +3e72* —3 b)3e?® —3e72* -3 ) 3e®® +3ye? +3  d)3e?® — 3ye?* — 3
2. Consideremos a ecuacién diferencial " — ¢’ + a(1 — a)y = x, e denotemos por A\; e Ay

as raices caracteristicas, i, a solucion xeral da homoxénea asociada e 4 a solucion xeral da
ecuacion completa. Unha das seguintes afirmacions € FALSA.

a) My =aeX=1—a.
b) Sea # %, yn(x) = c1e®® + coel=a)z,
) Sea=3,y,(x) =c1e3” 4 cyzer” + 4x + 16.

d) Sea=0o0ua=1,y,(z)=cie” + coze® — %xg — .

3. Unha das seguintes afirmaciéns ¢ FALSA.
a) y(x) = senx e z(x) = cos x son soluciéns de y”' = —y.
b) y(x) = 1 é unha solucién de y” +y = 1.
¢) y(z) = senx + cosx + 1 é unha solucién de vy’ +y = 1.
d) y(x) = senz + cos z é unha solucién de " + y = 1.

4. A solucién xeral da ecuacidn diferencial y” 4+ y' — 6y = 16,
a) y(r) = c1€2* + coe 3% — % b) y(z) = 12T + coe™3"
o) y(x) = c1€%* + cowe 3% — % d) y(z) = 1% + coe™3% — %x
5. Consideremos a ecuacién diferencial 3" — 2ay’ + a’y = €%, denotemos por Yg € Yn as

solucidns xerais da ecuacion completa e homoxénea, respectivamente, € por ¥, unha solucién
particular da ecuacion completa. Unha das seguintes afirmacions é FALSA.

a) yp(x) = c1€** + coe®®

b) Existe A € R tal que y,(z) = Az2e®®.

c) Existe A € R tal que y,(z) = c1€* + cowe®™ + Ax?e®.

d) Existe A € R tal que y(r) = 2e** + Az?e®® é unha solucién da ecuacién completa.
6. Unha das seguintes afirmacions é¢ FALSA.

a) yn(x) = c1e® + o senx + c3 cos x é a solucidn xeral da ecuacién vy’ —y” +y' —y = 0.

b) Existen A, B € R tales que y,(z) = Acosz + Bsenx é unha solucién de y"”" — ¢’ +
y —y =senx.

¢) y(x) = e® + sen x é unha solucién da ecuacién y"”' — y” +y —y=0.

d) y(x) = cosx + senx é unha solucién da ecuacién y"”’ — y"” + ¢y’ — y = 0, que verifica

y(0) =
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11.9. Ecuacions diferenciais con MATLAB

A técnica para resolver ecuacions diferenciais de orde superior € a mesma que para ecuacions
de primeira orde. Por exemplo, para atopar a solucién xeral da ecuacién diferencial de segunda orde
y" +y' — 2y = 22 + 3 e a solucién que verifica o data inicial (0,1,-1), utilizamos as sentenzas

syms y(x); Dy=diff (y,x); D2y=diff (y,x,2)

yg=dsolve (D2y+Dy—-2xy==x"2+3)
yp=dsolve (D2y+Dy-2xy==x"2+3,y (0)==1,Dy (0)==-1)

11.10. Solucién dos exercicios propostos.

la-y,(z) = c1Inx + cg + 22

lb%@:qA

Le-yi(z) =1, yo(r) =1— 32
Ld-y4(z) = Ve — 2?2 + ¢
le-y(z) = —In(2e7* — 1)

xT
2 1
e’ dt +co — 5%

3

1.f- yg(x) =z + e
Lg-yg(2) = er(w 4 e2)? + &

Lh-y(x) = —

3,
4e” 2742

3.y1(z) = 2, yo(w) = 2t
4-ayy(z) = (1 + cox)e”
4-byg(x) = (c1 + cox)e™ + 5

5. Non, pois y; € y2 non son linealmente independentes.

6.yy(7) = 5 + 2%

7. yg(x) = c1e” + coe™™ + c3e?® 4+ 5

oo
4
<
)
8
N
I

c18enx + co cosx
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z q 3 ,—T g 2,z
9.b- yg(z) = c16” + cawe® + spe T cosT + e “senw — 2z%e
x —x
9.c- yg(x) = c1e” + cpe™® —senw — Lecosw
— —x 1 1
9.d- yy(r) = c1e” + coe™ — xCOsT — 5 senx+

_ 1 q
9.e- Y4 x) =yg = c1e** + coxe™ + mer

2

9.f- yg(x) = e (c1 + cox — 2% cosx + 6 cos & + 4w sen x)

9.g-y(z) = 12;22“ sen(azx) + cos(ax) — ix cos(ax)
9.h- y4(z) = ¢1 cos(2x) + co sen(2x) + 41‘ — %x
9.i- yp(2) = Swe” — 1e® + Le7®

11. yy(z) = c1€” + coxe®™ + cze™* + (2 + z)ze™*

Solucions autoavaliacion. 1a, 2c, 3d, 4a, 5a, 6b
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MAReMATICAS

Contidos matemdticos para os
estudos universitarios de Ciencias

Este libro de texto inclie o contido das
diias materias de Matematicas do primei-
ro curso do grao de Ciencias do Mar. Pre-
téndese dotar o estudante de capacidade
para comprender e utilizar a linguaxe ma-
temadtica, para asimilar novos conceptos,
adquirir habilidades de calculo e propo-
ner modelos matematicos sinxelos, tamén
é desexable que o estudante se adestre
no uso de aplicacions informaticas para
experimentar en matematicas e resolver
problemas.

Servizo de Publicacions

Recollense os resultados tedricos necesa-
rios e, sobre todo, unha ampla recompila-
cion de exercicios como material de traba-
llo para o alumnado, algins resoltos con
todo detalle, outros cunha resolucion me-
nos pormenorizada e tamén moitos pro-
postos, a maior parte coa solucion final.

Obviamente este material pode ser usado
para as materias de matematicas de outras
titulaciéns ainda que non tenan un progra-
ma tan extenso.
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